
 బܽदڒ 
ࠫऴࡱޔ గత తరగ࠻ ߘߝ ࡹޒదృۨऑ క ࢘ࡍయࡽࠋझ  ࠙వనߘ పࡍచయం ࠻ ,ߘࣃۯదృۨऑ క ࢘ࡍయ2 1 ࡽࠋ 
3 వంܽ ऴపకృࡹޒ పࠫࡍత࠳న ࡱ࢑వలڝࣆޓ ߘగలద޳ࡶ ߖ అړࡵ ࢑ए ంచదڵన అనంత࠳న3 2 1 ࠭࠲  ࢑ 
మ࠴ ࠾ࡍదࡷనۮ ࢑పओ వ۪ऐ వ۪ऐڝࣆޓ ߘవలࡱ࢑ ࡹమంࡌ࢑ ఒక అ࢑ ޳ࡶ   ఉ޳హరణڕ ఎޔफ బࡱ࢓ࡏ 
ధర ࠴దࡷనڒ ࢑బܽद ࢑࢑ ߖ࢐ܽ ࠭࠲క फ ߖ ޳ࡶరంతర ࠻దృۨऑ క ࢘ࡍయࡽࠋझ फࣃ܊࢑భ ڴ  ࠭ ఉࣣ ࢑࢑ ߘߝక फ
దృۨऑ࠻ క ࢘ࡍయࡽࠋझ  మ࠾ࡍ సం࠙వङ త పంߖނߧ ఎ࢑ ࡮వࡍంۧ࢑ ࡹవࡍంۧߘ సం࠙వङ త పంނߧ 
ఆ߄రంڴ మనం ࠻దృۨऑ క ࢘ࡍయࡅ ࡽࠋకए  సగܿ ࣾࡎߖ ޳ࡶణ ޳ࡶ అంచࡱ࢑ ߕవ ࡅకए  ࠙వనߘ 
పࣃ࡯ࢣࡍफ ࠭ మࡍ࢘ ࠾ࡍయࡍ࢘ ܾ࡯ࠉయ࠻ ߖܾ࡯ࠉదృۨऑ క ࢘ࡍయࡅ ࡽࠋకए  ࠡదం పరంࣃࡱڜ ڴफ ࠭, 
రछߖ ߘߝ ߖߖ޳ ۨంۧߘ.
   ࢙࢑ధङ ం ࡅకए ङ࡮࠮  ంకనం ڝసం మనం ऴపޑङ ࠪऒ య ࣇऴߖޑऒ  పࡍగށంచవచऐ भ޳࡯ࢣࡍప ߖ ం, ڒబܽद ߘߝ 
ऴࣄ࢐న ࣇऴߖޑऒ  ప޳࡯ࢣࡍभ ం ڒబܽद ࡅ ߘߝకए  ࠡదం ఈڡछ  అߖ ऴߘ  ߘࣃ࢐ం࠳ ݟన࣒ ࣋ए छ ࡛ x al x mu 
కएࡅ ణ, ఇకएࣾࡎߖ  డ అࡅ ޴ߝకए  సగܿࣆۨࣇ ߘफంࡅ ,޴కए भ޳ంపܑࡍ࢑సफ మనం ߘణࣾࡎߖ  ం mu x x 
ࡓ న࣒ 2࠳ ߩచదర ޴బܽद ఇڒ ऱܿ ࣾࡎߖణڕ సࠪనం  ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ఇߩओ ఇకए ݡ డ ߘߝ x mu x mu 
ఉపڵࡆంచړߖݞ ऴపయޒऒ फࣃ కएࡅ ణࣾࡎߖ ߘ ऒߖڜ   లࣾڒ ࡱހబܽद 1 ߖߖ޳ ߘߝ అࣃࡱߧ ߖफ  ߖߖ޳ఒక ߘ
సరࢁకృతం ۯయ࠭࠲ ړߖݞ 
కएࡅ ణࣾࡎߖ ऒߖڜ   లࣾހలߘ ఉపࣃڵࡆफ కएࡅ ంకంࡌबࣄ దܽ లࣾణం࠴ ࠭  ޴ఉంܿం ڴबరంࣄ ణࣾࡎߖ 
కएࡅ కం݄޶లభం ఎంࣆ డటం۫ ޴బܽद ఇڒ ంచబడవ۪ऐށڷ ޜవࡱ࢑ ࡏࠬ ణࣾࡎߖ   సం࠙వङ త ڒబܽद c 
ఇకए డ ࠻దృۨऑ క ࢘ࡍయࡱ࢑ ࡽࠋవ ఏదߕ࠼ అړߖ܉ߖ ޴ మ࠾ࡍ అۮ ߖపओ ంݟ, x p 1 p 2 pn 
దృۨऑ࠻ క ࢘ࡍయࡽࠋ ఈ సం࠙వङ తలڕࣆޓ ߘంܿందڝߘంݟ, కߘక ఇ޴  ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  cp 1 p 2 pn 
అޔ࢓ం޴, అړ1 ړ ޴ సࠪనం  ړ సࠪనం ڒబܽद c c 
దృۨऑ࠻ ߘߝ క ࢘ࡍయߖ ࡽࠋ పࡍగށంۨనటऱࣄ ޙ࠼बࡌంకం ࡅకए xߖ޳ ߘߝ ࠾ࡍంకం మࡌबࣄ ޻ణ అࣾࡎߖ 
కएࡅ  సరళ ߖ߅࢑ పࡍగణనڕࣆޓ ړࡹం݄, అ޴  ప ऱ࣒ కएࡅ  ࡓ  ऱܿ అంచڕߕ సࠪనం ڒబܽद x b 
ఇ޴ అڡ࠻ ߘߝ  ࡽझ  ప ऱ࣒ ओߩలభం, అࣆ ࡮ۧ फ ۫డటం࣋࢘ ߕఅంచ ߖ ࠉ  झڡ࠻ ޴అ ݡ  1 ప ऱ࣒ ప 1 ߧ ߖࠉ  ऱ࣒  
झڡ࠻   ప ऱ࣒ ప  ߧ ߖࠉ  ऱ࣒ झڡఎ ࠾ࡍమ ړࡹ  ఎߤ పऱ࣒ ࡓ ࡏࠬ బܽदڒ సࠪనం ړ ߤఎߧ ߖࠉ  ऱܿ ࢑సफࡍంచవ۪ऐ   2 2 x 1

 ప ऱ࣒  మ࠾ࡍ ఇంڒ పऱ࣒  అం݄ ఈ పదం పऱ࣒ ऱ  పࡏࣃ  ऱ࣒   ప ऱ࣒  p 1 x 2 p 2 xnpn b p 1 p2 pn x ޴బܽद ఇڒ 
కएࡅ ణ తపओࣾࡎߖ   మࡖకܽ ڒ ޶ڒబܽद ࠬࡏ  ప ऱ࣒ ऱ  పࡏࣃ  ऱ࣒   ప ऱ࣒ కएࡅ  ࡓ  ऱܿ అంచߘߕ x v p1 p2 pn 
߰ం1  ࡏޑ޶.
అర ߖ޵ బܽदڒ  बం ࣾࡎߖణ అߖࡰ ޴ߝయ࡛ ఫంࣾߤ సڒ ࡔబܽद మనం ఈ వङ ڔ फకరణࡹ ఈ లࣾߖހऒ  
ఉప࣋ڵࡆफ, 1ࡹ ఈ లࣾހలߘ ఉప࣋ڵࡆफ మనࡅ ڕకए  ࠡదం సࠪనం ڒబܽद ఇ޴ ࣋ए छ కएࡅ ࡛  ణx xࣾࡎߖ 
ए࣋  ޴ంޔ࢓అ ޴బܽद ఇڒ छ ࡓ న࣒ 2࠳ ࡛ ऱܿ ࣾࡎߖణ ࡹపలࢗ ړళ ऱంݟ  ప ऱ࣒  ࣋ए छ  x mu x mu mu ޴ణ ఇࣾࡎߖ ࡛
࣋ए छ ࡛ ఎం޶కం݄ ࣋ए छ న࣒ ࣋ए࠳ బܽदڒ बరంࣄ ࡛ छ కएࡅ ࡛  ఈ ࣾࡎߖణ ఇߩओ  mu x mu ޴ంࡍࠪ ڴవࡱ࢑ ఈ ݡ
కएࡅ ߖߖ޳ బܽद మనంڒ ऴ࢐యవ۪ऐ ڴణࣾࡎߖ   చޔరऴసం ࠳న࣒ 2 ࠭ మࣾࡎߖ ࠾ࡍణ అం݄ ࠮ x x 
అం݄ 2 అޔ࢓ం޴  చޔరऴసం పऱ࣒  చޔరऴసం ࣋ए छ న࣒ ࣋ए࠳ ࡛ छ  బܽद mu nu x muڒ సࠪనం ڕణࣾࡎߖ ࡛
ఇ޴ ࠡదం ࡅకए  గణనڕ ऴపޑङ ࠪऒ య ࣇऴతం అం݄ ࡅకए  ࠡదం ࠴తफం ࣋ए छ  x x x ڕణࣾࡎߖ న࣒࠳ ࡛
సࠪనం అߖ మనం 
పओۮ గలం  ఈ ߷ࡏघ ऒߖڜ ࡮  కం݄ ఒక ah޶ఎం ,޴ఉంܿం ڴగకరంࡆఉప ࡮ۧ ࡹల గణనߕऱ అంచࡏࣃ
దృۨऑ࠻ క ࢘ࡍయࡽࠋ ఇۨऐ నటऱࣾࡎߖ ޙ࠼ణ మ࠾ࡍ ࣋ए छ కएࡅ ࡛ एړࡵ ߘణࣾࡎߖ  ంచడం ࣆలభం x x 
ఎం޶కం݄ ఇ޴ ऴపతङ న࣒ ࣋ए࠳ ࡏࠬ ࡹߖ޳ ࡍవۨ ޙ࠼అ ޴న࠳ࣾ छ కएࡅ ࡛  x mu ࡏࠬ ࡏࣃ۫ ߘణࣾࡎߖ 
ङ࡮࠮ ంకనం ۯయߖ ړߖݞబంధనల సంఖङ एړࡵ ߘ फࣃ  ࡱࣃరऴޔచ ࢐ܽ ࠾ࡍమ ࡱݞޙ ࡮ۧ ࡏࠬ ,ࡏ
ऒߖ޵ ߘߝ బܽदڒ ,࡯ంۧށగࡍప ߖన࢐ܽࡷద࠴  ఉపڵࡆంۧߘ మߘ࠭ ࠾ࡍపܽ సమసङ లࡹ ఒకࡹߖ޳ 
వङ ङޑ ऒߖࣃ  గࣃށफ ࡛ڒ బܽदڒ ߘ न సమసङ కएࡅ   ఆ ࣎ए भ޳࡯ࢣࡍప ߘ ࡛ ం ڒబܽद ఆ ఉ޳హరణߘ ఒకߘޑߩ۫ ࡍࣃ
 మࢁच  మ࠭࠲ ࠾ࡍ ఇకए డ ࡱ࢑వߘ కڵ࡯ ఉߕऒ ࡛ڒ ࠭ न సమసङ కएࡅ   ࣎ए ࡛ పంނߧ సం࠙వङ త ړ x y
సࠪనం, ړ సࠪనం 13ړ సࠪనం సం࠙వङ త 15ړ సࠪనం 3 ޳छ సం࠙వङ ࠾ࡍమ 13 ࡌ త i 2 t o 10 x x 
छ޳ సࠪనం 1 ړ18 .13 ࡌ
ఇపओ ࠭࠲  కएࡅ ښܽ एړࡵ ߘణࣾࡎߖ  ంۧ࠭, అړ9 ޴ సࠪనం.x 
 ఇߩओ ए࣋ ߘߝ సంڝ ߖ޳ ޻అ ݡ छ కएࡅ ࡛ క ࣋एߘफ క࣋ށగ ߘణࣾࡎߖ  छ కएࡅ ࡛ घڴࣄ ణࣾࡎߖ   ࣋ए छ ࡛ 1x x i 
ప  ݟంߘ  ޴ంޔ࢓అ  ࠑ ऱ࣒   ࣋ए छ ప  ࠑ  ړ ࡛ ऱ࣒   ࣋ए छ ऒߖ޵ ࡏࠬ ,సࠪనం ړ ఆࣣ  ࠑ  ߖ ࡛  13 i 2 10 15 3 13 18 1 13
ఎڡझ  ऴ߭షߤ ఎڡझ  ऴ߭షޜ ߤ ߱లऐ ऒޒऴపయ ړߖݞ ంచవ۪ऐ  x x x ޴ఉం ࡹణࣾࡎߖ  ߕ࠼వ అࡱ࢑ బܽद ఏڒ 
చޔరऴసం ࠭࠲ చޔరऴߖࣃऒ  ఉం۪ߕޔऒ ࠭ మࡱ ࠾ࡍ ఒ࡮ښ ఉߕऒ ओߩఇ ޴బܽद ఇڒ ࠼  x pi ݡ
గణనలߘ ۫డࣆ ړߖݞలభ࠳న ࠪరठం ڒబܽद ߖ޵ऒ ङ࡮࠮  ంకనం ۯయ࠴ ࠭࠲ ړߖݞదܽ ࡌߪप ంڒల n 
࣋ए छ ࡛ ల ޑ࠴फ ऒߖޑऴࣇ ړߖ  వࡍ फంపܑࣃफ ࠭.

पࡌߪ ంڒలࡏ߷ ࡏࠬ ࡹघ ప  ړࡹ ࡮ ऱ࣒ ప  2 ړࡹ 1  ऱ࣒  దܽ పదం  n n n n࠴ ݟంߘ తफం࠴ ఆ 6 ࠑ 1 
కం݄ ఇకए޶ఎం ޴ంޔݡయబ࢘ࣄޓ డ అߘ 2 ޴ం10 ݟ వరڕ ఉంڒ ޴బܽद ړ1 ߘߝ సࠪనం ڒ ޶ڒబܽद ఇ޴ 
అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ࠬߖ ࡏజంۯ ڴయవ۪ऐ   గణన 10 ߘంߘ 11 ݟం࠳ 6 ࠑ 21 ݟన࣒ 1 మߖ13 ࠑ 1 ࠾ࡍ 
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۫డంߘߝ  ݟ బయట పऱ࣒ ప 13 ࠑ 3 ݟంߘ 13 ࠑ 225  ऱ࣒ .ߘޑఉం۪ ߖ13 ࠑ 324 
ऒߖబంధనలߖ ఈ ߕࡕబܽद ఎవڒ  ంܽࣆ ߗలభంࣆ ڴలభతరం ۯయవ۪ऐ  అ13 ࠑ 3 8 3 1 ޴ అޔ࢓ం޴.
ओߩబܽद ఇڒ  కएࡅ ݡ  ࠡదం ࡅకए  చదర࠳ ߩన࣒ ࣾࡎߖణڕ సࠪనం  ࠴తफం చޔరऴసం అం݄ 1 3 8 x x x 
ణ ఇకएࣾࡎߖ ࠾ࡍమ 13 ࠑ 3 డ ࠫޛघ घࠫޛ ఈ ࠭࠲ బܽदڒ ޴ ऒߖࣃరऴޔచ ޴  పࣃ࡯ࢣࡍफ ࡍߖ బܽदڒ ࠭ भషद x 
సరࢁకరణ తࡌछ త ఇݡ࠮ ޴ వందల ࠭߯ओ ओߩఇ ߖసࠪనం అ ړ ఆࣣ ݡ࠮పద ݟంߘ  ఈ వङ ࡏࠬ ݡ ङޑ స 
పదం ࢐సफڕࠬ ړߖ࢐ ఇࣆफߕऒ రߖ ۫డవ۪ऐ  సగܿ ߘంݟ ࣋ए छ ࡛ न ࢑చలనం ڒబܽद ڜ ߖߖ޳లత ړ ݋ߖ࠿ 
ओߩకం݄ ఇ޶లత ఎంڜ న࠳కޔఒక సࣜ ړߖݞవࡌڕࣆޓ ए࣋ ޴అ ݡ छ ࡛ न ڜలత ߖ࠿ ऱܿ ڒబܽद ߖ޳ ࠭࠲ 
వర ठߖ࡮࠮ऒ ङ߄࢑࢙ ڕࠬ ڴటऱ పరంߖ࠿ లతڜ ޻ం݄, అڕࣆޓ  ऒߖ  ఇࣆफం޴, ఉ޳హరణࡏࠬ ࡏࠬ ڕ 
फనऒࣆ۫ ߘల࠭ڴऴࡹړ  ࣊ంܾࠬట࡛ లࣆ۫ ߘफߕऒ फనऒࣆ۫ ߘట࡛ లࡰ ࡏࠬ ޳ࡶ ࡏ టऱ࢑ ,ޙ࠼వరణ ڝసం 
ऒߖߕ࢑చల కށࠪߦऴ ࠭࠲ బܽदڒ ࡯ݞఉం ࡮ښఒ ࡱ ݋ߖ࠿  పࡍగࣃށफ దృۨऑ࠻ ࠭࠲ బܽदڒ ࠭ క 
కएࡅ ࡽࠋయࡍ࢘  ऴށࠪߦక ࢑చలߖߕऒ రछߖ  फࣃۨ ࠭.x 

फࣃऴ࢐ ࠭࠲ బܽदڒ కएࡅ ࠭  అࡅ ޴ߝకए  ࠡదం ࡅకए  వర ठ࠮లంߖ ڴరछ ۨంచబݟం޴,   ined x sd x 
ఇకए ߘߝ బܽदڒ డ మߖڜࡍऒ  సమసङ లߘ  ప޳࡯ࢣࡍभ ం, ఒకࡓ ࡍࣃంࠚ࢑ ݡనऒ  సరస࠳న ۨߦకࡱ ۪టदబడ࠼ޑ, 

ऱࡹڣ࠭ వڷంܽ ఎݟంࡓ న సంఖङߧ۫  ల సంߪరप వङ ङޑ ऒߖࣃ   x.޴फంࣆۨࣇ 
ऒߕంܿڕߘలߕھߘక ߖނߧపం ࠭࠲ బܽदڒ ࡱకۨߦ   ࠭ మࡓ ࠾ࡍంࡱ ࣒ݧ ݡ ۪టदబݟనߩओ  x x ݡ
కएࡅ  ࠡదం ఏࠫ݇ ߦۮओ లڕߘంܿߕऒ ࠭ , అవࢡڒల సంఖङ  2 2 2 1 2 2 1 1 1 ޴సबలం ఉం ߕ࠮న ڕࠬ 36 
6 3 1 3 2  3 6 మ࠾ࡍ అం޶వలన న 6 1 6 2 6 6.
దృۨऑ࠻ బܽद మనంڒ  క ࢘ࡍయࡅ ࡽࠋకए రछߖ  చߖߕऒ  x ޴అ ݞޙ ఉం݄ 1 1 ڕమన ޴ం݄ అڕߘలݞ۫ 
2 అ2 ݞޙ 0 ޙ࠼ అޙ࠼ అ2 1  0 ޴ అߩओ వङ ݡ ङޑ సం ࠳న࣒ 1 మ࠾ࡍ అ6 3 ޴ అޙ࠼ సంߪరप వङ ङޑ సం 1 
అޔ࢓ం޴, అߩओ వङ ݡ ङޑ సం ࠳న࣒ 3 మ࠾ࡍ సంߪరप వङ ङޑ సం 3 అޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ అం޶వలన 
ధङࣃ మࡃङ కएࡅ ࡱవࡱ࢑  ధङࣃ  రप వङߪఅం݄ సం ࡱవࡱ࢑ న࠳ ङޑ సం అ࢑  0 1 2 3 4 మ5 ࠾ࡍ.x 
రप వङߪసం ࡏࠬ బܽदڒ  ङޑ సం 1 10 ړ అۮ ߖపओ వ۪ऐ  2 2   
झࡏڝ ఆ߯ ݡంࡓ  1 కएࡅ  ओߩఒకܽ అ ݡంࡓ   ڷࡱߕ ڷࡱߕ ݡ࠮ ݡంࡓ ݡ࠮ ݡ࠮ ݡంࡓ ࡏࠬ ݡ
ల సంఖङࣆښ తफం࠴ ޶ఐ ࡏఆ ࠾ࡍమ ࡏఆ ޶ఐ ڷࡱߕ ޶ఐ ޶ఐ ڷࡱߕ ݡ࠮ ఉండవ۪ऐ ڵ࡯క ߘ  n 
కएࡅ బܽदڒ ࡱࣆښ  సం࠙వङ త 10 36 ࠑ అޔ࢓ం޴.x 
ऒߖ޵ ࡏࠬ  छ޳ 5  छ޳ యడంࡌ ړ18 ࡌ ంచవ۪ऐࡍకࢁసర ݞږ ࡌ .
 ఇߩओ రप వङߪసం 4 6 6 4 3 5 5 3 2 4 4 4 2 1 ݡ࠮ ݡ࠮ ఒక ݡంࡓ మనం ݡ ङޑ ऒߖࣃ भ޳۫  ం.
ऒߕఉ ࡱࣆښ ޴ࠫߖతफం ఎ࠴ ڕࠬ బܽदڒ  బܽद సం࠙వङڒ ࠼ త ࡓంړݡ సࠪనం  అ޴ ఎړ޴ࠫߖ ࠭߯ओ  ఆࡏx 
అޔ࢓ం޴, అࡓ ޴ంࠫޛ ړݡघ ओߩసࠪనం ఇ ړ޴ రप వङߪమనం సం ݡ ङޑ ऒߖࣃ भ޳۫  ం ݡ࠮ ఒకܽ ڷࡱߕ 
 x ړబܽद 3ڒ ޴ఉం ࡏతफం ఆ࠴ ڕࠬ బܽदڒ ݡ࠮ ࡏఆ ࡏఆ ݡ࠮ ݡంࡓ ޶ఐ ޶ఐ ݡంࡓ ఒకܽ ڷࡱߕ
సࠪన࠳న సం࠙వङ త 6 36 ࠑ అޔ࢓ం޴ అం݄ 1 6 ࠑ.
 ఇߩओ రप వङߪసం ݡ ङޑ సం  4 ڝసం 1 5 5 1 2 6 6 2 ࠴తफం 4 సందࡌग ऒߕఉ ࡱ  న x࠳సࠪన ړబܽद 4ڒ ࠼
సం࠙వङ త 4 36 ࠑ అޔ࢓ం޴ అం݄ 1 9 ࠑ అޔ࢓ం޴.
 అ࢑ ޻ధంڴ మనం సంߪరप వङ ङޑ ऒߖࣃ  ఐ޶ ఒకܽ ఆࡏ మ࠾ࡍ ఆࡏ ఒకܽ ۫޳भ ం  ࠴తफం ࡓంݡ 
సందࡌग బܽद సం࠙వङڒ ࠲ऴతࠪ ࡱ త ఐړ޶ సࠪనం ࡓంݡ ࠭߯ओ  ఆࡏ సࠪనం అం݄ ఒకܽ ప޺भړ޴ࠫߖ x 
సࠪనం ࠬࡏ ఇࡱۮ ޴ऱܿࠈ అࡃङ  సం࠙వङ త పంނߧ అߖ ऴۯ ڡۮ ࣒ڒయవ۪ऐ తफం సం࠙వङ࠴  త ఆࡏ పऱ࣒  
ప޴ పదࣔࡏ కߧ࡯ ఎ޴ࠫߖ ఇర࢙ ڷࡱߕ  పऱ࣒  ఆࡏ ࠭߯ओ  ప ऱ࣒  434 ప ऱ࣒ .అం݄ 1 36 ࠑ 236 
కएࡅ ޴బܽद ఇڒ   సం࠙వङ త పంߖނߧ మనం ఇ࡮ ऴ࢐యవ۪ऐ కएࡅ   సం࠙వङ త పం6 ࠑ ނߧ x x p 0 1 p 
छ޳ 5 1 ఈకछ 6 ࠑ సࠪనం 1 9 ࠑ సࠪనం  2 ړ2 18 ࡌ ఈకछ ࠾ࡍమ 9 ࠑ 1 ࡽ  p p 3 p 4 p 5 ޴ఇ 18 ࠑ 1 ࡽ
దృۨऑ࠻ క ࢘ࡍయࡅ ࡽࠋకए ࡍߪ  फ సం࠙వङ త పంނߧ, ఇ޴ ఎڷవన సంߪరप వङ ङޑ సంڴ వࡍ पంచబݟంࡓ ޴ంݡ 
సరస࠳న ۨߦకࡱ ۪టदబݟనߩओ नݞంచబߖగమ ࡱڣ࠭ ݡంࡓ ݡ एړࡵ ߘߝ ,࠼ ంۧలڕߘంܿߕऒ  e  ߘ
ఇకए డ ࣾࡎߖణ 0 ߘం6 ࠑ 1 ݟ ప ऱ࣒ ప 18 ࠑ 5 ړࡹ 1  ऱ࣒  2 ఇ9 ࠑ 2 ߤ ప ऱ࣒  3 ఇ6 ࠑ 1 ߤ ప ऱ࣒  4 ఇ9 ࠑ 1 ߤ ప ऱ࣒  5 ఇࠑ 1 ߤ
ऒߖ޵ ߕࡕబܽद ఎవڒ 18  సరࢁకృతం ۯయవ۪ऐ ए࣋ ࡏࠬ 18 ࠑ 35   छ కएࡅ ࡛ एړࡵ ߘణࣾࡎߖ  ంۨనటऱޙ࠼ x 
࢐సफړߖ࢐ ఇࡓ ޴ంݡ కం݄ ڜంۮం తڕए వڴ ఉందࡏࠬ ߖ ۫డవ۪ऐ , 
ఆ߯ అߕࣆ ޴ऒ  చޔరऴసం ఒకܽ ߘంݟ ఆࡏ పऱ࣒  వߤ ࣋ए छ छ޳త ,޴ఉంܿం ڴ ࡛ వ పऱ࣒ࡱ࢑ ండవࡓ ࡌ  2 
࣋ए छ ప  ࠑ  ߖ ࡛ ऱ࣒   ࣋ए छ ࡛ ఇࠑ  ߤ   ప ऱ࣒   ࣋ए छ ప  ࠑ  ߘ ࡛ ऱ࣒   ࣋ए छ 2 ࡏࠬ ࡍࣃࡗమ ړ ࠑ  ߘ ࡛ 9 3 1 6 4 1 9 5 1 18
సరࢁకࡍంచవ۪ऐ ࢑ధङ࢙ బܽदڒ  ం ࣋ए छ झڡన࣒ ఎ࠳ ࡛  ߭ ښ दషߤ ࣋ए छ  సࠪనం అం݄ x x x ڕߕన࣒ అంచ࠳ ࡛
ంచవ۪ऐࡍకࢁసర ߖߖ޵ బܽदڒ రऴసంޔచ 18 ݟంߘ న࣒ 35࠳ 6 ࠑ 35 , ఇߘ 3 ړ665 ޴ం࢑ ړ4 ݟభ܊ంచబݟం޴, 
ఇࡓ ޴ంݡ కం݄ ڜంۮం ఎڕए వ, 
࢑࢑క फ పంړނߧ మࡖక ఉ޳హరణߘ ఇࣃफ ఉనऒ ڵ࡯క ࠾ࡍమ ߘ నऒࠚ࢑  खࡏࠪ  झࡽ खࡏࠪ  झࡽ  n ݟంߘ 
భࡎ फ ۯయడం ޳छ फࣃڶ ڴసࡏవ ࡌ . ࡏ
 

ङࡃవృతమࡌనߩ ऱࡱࠉ  వర࠻ ڕదృۨऑ కంڴ ఆۯ ߤయంݟ, ఉ޳హరణڕ మనం ఆ ࢁڿల߯ ߖڜऒ  mr c  
ܼङ छ޳త ,ݟయం࢘ ࡱ ۃ ङܼ ߖ޳ ࠾ࡍమ ࡏࣃڶ ߖ࠼ࡌలߦ ఒక ࡌ  ࡹޒۯ ߖ࠼ࡌలߦ ,޴ంݟफ ߭టदబࡏڷ ۃ
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फࣃڶ ߖ࠼ࡌలߦ కࡖఉంۨ, ఆ߯ మ ڵࡍޒ ओߩఇ ,ࡏ వ۪ऐڒ ޴పܽߘ࠭ ޴అ ݡ కܽࡖమ ޙ࠼అ ޴పܽߘ࠭ ޳ࡶ 
వ۪ऐڒ फࣃ࢘ߧఆ ࠭࠲  फࣃڵࣃనڜ ࠭࠲ ం݄ڕࡶ ࠭ चࢁబܽद మڒ ࠭  ࠾ࡍఉంۧ࠭ మ ڵࡍޒ ߖߖ޳ ࠭࠲ 
మࡖకܽ ࣃڶफ चࢁబܽद మڒ ࠭  ఇߘ࠭ ޴పܽ ࡓంݟంܽࡹ ఒకܽ ڒవ۪ऐ వ۪ऐڒ ޴తफڜऴ ޴ఇ ޳ࡶ   , మనం ࠭ం޶ 
ऴݞ అ࠼నߖ޳ऒ  ߰ం޻ వరڜ ڕనࣃڵࣃफ ࠭ 
भ޳࡯ࢣࡍబܽद మనం పڒ ం సంఖङ  x x ޜ
అ޴ߝ ऴపߖڴࡆऒ ࡍߪ  फ ۯయړߖݞ అవసర࠳న ऴݞల సంఖङ  x ߖނߧపం ࠭࠲ బܽदڒ ,޴फంࣆۨࣇ ߘ
కߕھߘలڕߘంܿߕऒ ࠭ 
పऱ࣒  ࠾ࡍమ ݡ࠮ ݡంࡓ ࡱవࡱ࢑ బܽदڒ  వߤ వర࠴ ڕతफం ࠪࡏख నऒࠚ࢑ ࡱ ࡽ ంڴ ఉంܼڒ ࠼బܽद x n n 
వ۪ऐڝࣆޓ ߖ࢐ܽ .
బܽद  పڒ   ऱ࣒ ఖۨऐ ࡹݞదܽ ऴ࠴  తంߩ ࡏࠬ ڴనࡌవృతం ۯయవలࣄ ఉంܿం޴, ఎం޶కం݄ అߖऒ  n 
ऴటయࡽझ ङޙऴప ࡏࠬ ࡹ  క࠳నߖ޳ऒ  ߰ం޴నటऱޙ࠼, ఖۨऐ తంڴ  ప ऱ࣒  వ۶ࣛ ߤ ऴటయࡏࠬ ࡹ ࡽ ఇంతڕ n 
࠭ం޶ ऴࣄۯ ݞన ߖ޳ऒ  ߰ంڒ ࡏޑ޶బܽद ఏࠫܽ  అ޴ߝ సం࠙వङ త  ࡓంݡ సࠪనం అం݄ ࠴దܽ ऴࡹݞ ఏx 
फࣃڶ ऱࢁమ ޴అ ޾ంࣄڶ ࠼ࡌలߦ ఆ ܼङ ࣄڶ బܽद మనం ఒకܽڒ ࡏ ࡍڷ ߖ ۃ फంۨనటऱޙ࠼ అ޴ ఆ ࡹ ఒకܽ ڒబܽद n 
फం݄ సం࠙వङࣆڶ మనం ࡹߖ޳ండవࡓ త  అ޴ ఒڜए కए  నࣄڶ ߯ݞదܽ ऴ࠴ బܽद మనంڒ ޴ఉంܿం ڴܽ
ऴ࢐యవ۪ऐ ߖఅ ࠼ࡌలߦ , అ޴  

న సం࠙వङ࠳సࠪన ړ త అం݄ ఏࠫܽ అం݄ ࡓండవ ऴటయ࠭࠲ ࡹ ࡽ ఇߩओ దܽ 3࠴ నࣄڶ ࡏࠬ ݡ x 
ऴటయࡹ ࡽ ఒక ऴపޙङ క࠳నߖ޳ऒ  ߰ం࠭޳ ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍండవڶ ࡹߖ޳యబడߖ ܼङ  మనం ߖ ۃ
ఉనऒ ࡯ڵࠫ ޴నࣄڶ ంܼ࠭ అం݄ڕफం۪ࡏڷ సం࠙వङ ߖ޳ బܽदڒ ޴फంࣆవ ݟంߘ న࣒ 1࠳  త ࠳న࣒ 1 ࠑ n n 

ఇߩओ నऒࠚ࢑ ݡంࡓ ࡹ2 ࠾ࡍమ 1 ݡ ऒߕఉ ࡱࢁڿ   n. ࠼
ऒߖ޳ఒక ࡹߖ޳ మనం ޴డవ࠮   फࣃڶ  సం࠙వङ ߖ޳ బܽदڒ ࠭ త ޳छ  n ࡹߘక࣊ ࠭࠲ బܽदڒ ޴ఉంܿం 2 ࡌ
ఉనऒ నऒࠚ ړߖ޳దܽ࠴ ࠼ࡌలߦ  ంڴ ఉంܿం޴ మ࠮ ࠾ࡍడవ࠴ ޴దܽ ࡓంݟంܽࡹ ఏߕ޼ ఈ ࢐దనߘ 
ఇకए డ ߩనࡌవృతం ޳ۯभ ం సࠪనం అం݄ ࠴దܽࣄڶ ߯ߖ޳న޻ మࢁऱ అߖ అర बం  ࡓండవ߯ߖ޳ x 
 n ޴ఉంܿం ڴबరంࣄ ݟంߘ ఒకܽ ޴ం݄, అڕࣆޓ ړࡹగణనࡍప ߘवమभࣆ ߯ߖ޳దܽ࠴ మనం ,ޙ࠼నటऱࣄڶ
మߖߖ޳ ࠭࠲ ࠾ࡍ మࢁऱ ऴపయޒऒ ऒߕफࣆ సం࠙వङ ߖ޳ బܽदڒ ࠭ త 3ړ సࠪనం అࡓ ޙ࠼ండవ x 
సందరग ం޳ 1 ࡹछ  n.޴ఉంܿం ࡌ
నऒࠚ ݟంߘ ߖ޳దܽ࠴ మనం ࡹݞండవ ऴࡓ   ऒߖ޳న࠳  ߰ంڒ ࠭ޑ޶బܽद ߖ޳ సం࠙వङ త ޳छ  n n ࡌ
छࡌత ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓న࣒ 1 అ࠳ త మన࠴ ڕదܽ ࡓంߘ ݡం޳ ݟछ  బܽद మనం nڒ ޴ఉంܿం ݡంࡓ ࡌ
గవ۪ऐࣃనڜ వछߖऴ࢐య ߘߝ బܽदڒ  ం࠴ ݟదܽ ߖڜऒ  x ޴దܽ࠴ ޴బܽद అڒ సࠪనం ړڷࡱߕ ࡱబంధనߖ 
నऒࠚ ంڴ ఉంܿంࡓ ޴ండవ࠴ ޴దܽߘ ޴ంࠚ ݟనऒ ంڴ ఉంܿం࠮ ޴డవ࠴ ޴దܽ ࡓంߘ ݡంݟ ah 
నऒࠚ ంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ߘంࡓ ݟంߘ ݡం࠳ ݟన࣒ ࡓంݡ మ࠾ࡍ తࡌछ త ఇ޴ ఒకܽ వ వߤ వదभ n n i-
छ޳ ڴࡍవۨ ࠑ ఆ߯ 1 ࠾ࡍమ ࠑ న࣒ 2࠳ ࠑ 1  ݡ࠮ దܽ࠴ घڴࣄ మనం ڕవర ࡌ  సం࠙వङ త nn n n n n x
సࠪనం అߖ ధృ࢒కࡍంచవ۪ऐ  al ii 2 n ࡏࠬ ړߖ࢐సफ࢐ బܽदڒ సࠪనం 1 ڕ 1 ڕవర ݟంߘ ݟంߘ  
న సమघݟకబߘࢗ షߤ ऴߦరంభం ߘంڵ࠭ ݟంߘߩ ఉపڵࡆంۧ࡯ మ࠾ࡍ పదం ޳छ ऒߖ޳ప ࡌ  
ఉపڵࡆంۧ࡯ అߖ తۯ ڥߖయړߖݞ ఇߩओ ࡍߖ ఒక ߘߝ ݡ भషद రక࠳న ࠻దృۨऑ క ࢘ࡍయࡽࠋझ  ంۨࡍڷ 
࢑వరంڴ చࡍऐ ంۧߘ.
 ࢑࢑క फ ࠻దృۨऑ క ࢘ࡍయࡽࠋझ  అࣃࡱߧ ߖफ ࢑࢑క బܽदڒ ࡏ फ ࠻దృۨऑ క ࢘ࡍయࡽࠋझ  సం࠙వङ త ޳ࣄम ంతంࡹ 
పࠫࡍత ړࡵ ޳ࡶए ంచదڵన అనంత࠳న ࡱ࢑వలڕࣆޓ ߘంܼߖڜ , ࠼ऒ ࡍߖ  भషद ࠻దృۨऑ క ࢘ࡍయࡽࠋझ  
ऒߕڷࠈ ړߖݞంచࡍ࢑వ ߘలޔबࣄࡍక పޒࠥ ࢑࢑ధ అ࢑ ࠾ࡍమ ࠼ޑంచబడڵࡆఉప ڴరణం߄ࣃ  ࡹ࢐ܽ ࠼
ఒకܽ ऴపࣄదम࠳న޴  ޴छ పద పంڒ ނߧబܽद ࠬ ࣄలబ࣒ ࡹ వ తరగ޴ ࡏࠬ ݞږ ࡹޒछ పద పం12 ߖނߧ
చߕޔ࢓޶ऒ फࣃࡍ࢑వ ߖߖ޳ ߘߝ బܽदڒ ࡏ छ޴ ఈ ࠾ࡍమ ߘ పద పంࣄ ړނߧछ ࣒ గށత ࢡवసफ܌थ܉ ݡకࠗ ࡘࠏऒ  ࡰ
߭ ࡏ߮ दܼ ఊࣔతघ ޴ࠪ సफకంߩ ంۨనࡍऴప۪ ߖఅత ࠾ࡍమ ࡏ కం࡮ۧ ࡏࠬ ڴ ऴప܉దరణ ߰ం޴ంߩ  ޴సफࡱڒ 
మ࠾ࡍ ఇ޴ సం࠙వङ త ޳ࣄम ంతం ࡅకए  ऴߦథࠫక ߩసफڒలࡹ ఒకܽ, ఇకए డ అతߖڜ ߘऒ  ऴపڴࡆలߘ 
࢑వࡍంۧݡ అ࢑ ऴపకృࡹޒ దछ ందछ ంڴ ఉంܼ࠼, అం݄ ࣃధङ మࡃङ  ఫޑ࡯ల సంఖङ  బܽद మనం wڒ ݡంࡓ 
ఉ޳హరణڕ ఎవߕࡕ జࠋख పݟ, అత޶࢙ ߘङ ऒߕڕࣆޓ ऱ ఔషధంࢀࢗ ڕవదभ ݟ డ࢑ ߝషߖ࠻ऒ  ప޳࡯ࢣࡍभ ం.
  ఆ ఔషధం ߘంړۨ ݟతझ  ߰ందడం అం݄ ࠬړۨ ࡏతझ  ߰ందడం ړۨ ޳ࡶతझ  ߰ందక߱వడం అࡓ ߝంݡ 
ఫޑ࡯లࣆ۫ ࡏࠬ ߘफߕऒ రߖ అర बం, ఎవߕࡕ ܾ߱ పࡹࣾࡎ కࣃߧߖफ ऒߖڜ ߘబܽद అతڒ ࡏ एࡏࠪ   ࡱ
߰ందవ۪ऐ అర ࡹࣾࡎప ߘఅత ߗڒ , ञత ߅ࣃంۧ޳ࡶ ݞ అతߘ పࡹࣾࡎ అర ञత ߅ࣃంచݞࡶ అߖ 
ړఆస ڕࠪ ࡹవడంڝࣆࡱޘ फ ఉండవ۪ऐ .
ట࡛ లࢶ  ङࣿ ऒߖ ల ڴ࢑జయవంతం ߘఅం݄ అత ޳ం࠳࢑జయవంత తం࡯బܽद ఫڒ ݡంܼڜݱ  ङࣿ ऒߖ  
ల ߘఅత ޳ࡶ ݞంۧ߅ۯ ङࣿ ऒߖ  తߧओ ړఆస ڕࠪ ࡹవడంڝࣆࡱޘ ߖఅ ݞޑ߱ फ ఉం޴, అڼ࡮ ऴపࡆగం 
సంړ ऱషदంڴ ఉంߖ ݦజ ࢑܋తం࡮ۧ ࡹ సందࡌग ऒߕఉ ࡱ ړఆస ࠲ऴతࠪ ڕࠪ ߗڒ ,࠼ फ ఉం޴.
ࡍڒࡍ కం݄޶డటం ఎం۫ ߘలޑ࡯ఫ ݡంࡓ   नంۃ ऴపࡆజనం ڝసం ఇڜ ޴ంత ఆసړ फߖ కࣆڵ࡯फంڒ ޴బܽद 
అ࡮ంܽ ऴపڴࡆలࡘࠏ ߘऒ झࡽऴటయ ߤయ࡯ ऒࡘࠏ ޳ࡶ  झڡఎ ߤయ࡯  ߭ .ࡏఅంܼ ߤ࠱ࡍ
ధङࣃ ݡంࡓ ఒకܽ ࡹలڴࡆక ऴపߝఅ ࡹ࢑తం܋ జߖ  ړఆస ࠲ల߯ ࠪऴతޑ࡯న ఫ࠳ फߖ కڵ࡯ ఉంܿం޴ , 
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ఉ޳హరణڕ ల ङࣿ ऒߖ ఫలङ࢙ ޳ࡶ ࢑జయం ,ంచడం߅ۯ  ం ࡓంݡ ఫړڵࡗ ࡱޑ࡯ నయంߖڒ పࡹࣾࡎ 
ࣔజڒࡏవړۨ ړߖݞతझ అర ࡏࠬ యడం వలऱۯ  ञత ޳ࡶ అర ञత ߅ࣃంచࡶదۮ ߖపओ వ۪ऐ  ంܽ࡮బܽद అڒ 
ऴపڴࡆల࠭࠲ ࡹ ఒక ఫߖޑ࡯ऒ  ࢑జయంڴ మ࠾ࡍ మࡖక ఫߖޑ࡯ऒ  ࢙ఫలङ ంࡖ߮ ڴए నంڒ ,ݟబܽद ߘߝ 
࢑జయం ڝసం మ࠾ࡍ ࢙ఫ࡮ङ फࣃऴ࢐ ߖఅ ړߖ ऒࡘࠏ ߖܽ࢒ ࠾ࡍమ ߘ झࡽऴటయ ߤయ࡯  అంܼڒ ࡏబܽद s f n 
ऒࡘࠏ झࡽऴటయ ߤయ࡯  ఒ࢑ ښధ࠳న పࣄࡍबޔలࡹ మ࠾ࡍ ఒకڜߖ޳కܽ సछ తంऴతంڴ 
రछߖ ࣕంచబߕޔݡऒ యߖ అڕߘం޳ం.
  ࢑జయ సం࠙వङ త అߖऒ  ऴటయࡽझ పओۮ ߖఅ ࡹ  ంݟ మ࠾ࡍ అߖऒ  ऴటయࡽझ ఫలङ࢙ ࡹ   సం࠙వङ త ݞږ p 
ఒ࡮ښ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఒక ࠳న࣒ అం݄ అۮ ߖపओ ంݟ మనం సࡔ అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ బܽद ఇకएڒ  డ ఈ p q p 
మߕࣆ ࠾ࡍऒ  మ࠾ࡍ ఒకߖ޳ మధङ  సంఖङ  q ࠼ఉంܼ ڴࡱ

అۮ ߖపओ ంݟ  ऴటయࡽझ ల సంఖङ࠻࢑జ ࡹ  ࢑࢑క ޴ߝఆ߯ అ ,ݟంచంۨࣇ ߘ फ ࠻దృۨऑ క ࢘ࡍయࡽࠋ , x n x 
కएࡅ ధङࣃ  మࡃङ ࢑࢑క ޴ߝఏࠫܽ అ ࡱవࡱ࢑  फ ࡌంݩ.xx 

వ۪ऐڝࣆޓ ߘవలࡱ࢑ 2 1 0 ޴ఇ ࠾ࡍమ ࡽࠋయࡍ࢘  మ࠾ࡍ వరࡏࠬ ڕ ऴటయࡏࣃ ࡽऱ   m n n 
రछߖ फࣃࣕ ऒߖఅ ࡏࠬ బܽदڒ ࡏ  ࢙ఫ࡮ङ లߘ కڵ࡯ ఉంܼࡏ ఒక ࢑జయం ࡓం࢑ ݡజࡱ࠻ అߖऒ  ࢑జڒ ࡱ࠻బܽद 

కएࡅ ధङࣃ  ఉండవ۪ऐ ڕవర  ࡱవࡱ࢑ న࠳ ఈకछ ڕ   ओ߮ۮ ߖఅ ܿ  ࡽ  సం࠙వङ త ఏࠫܽ, x 0 1 2 n x k 
ఇߩओ ఇకए ߖߖ޳ ࡏࠬ ݡ డ ڶయڕߕ ړߖݞ అߘమࣆޒफߕऒ झࡽऴటయ ఇ࢑ ,ࡏ  స3 2 1 ࡔ మ࠾ࡍ ఇߩओ  ࡏࠬ ݡ

ऴటయࡽझ ऒߕޔࠋۮ ߖనవ࠳࢑జయవంత ࡹ  సछ ࡱ ࡽऴటయ ࡹ ࡽఒక ऴటయ  ࡏ తంऴతంڴ n k 
రछߖ ࣕంచబడڒ ,࠼ޑబܽद ࠬ࢑ ࡏజߖ࠻ऒ  పࡍగణనڕࣆޓ ړࡹం݄, సం࠙వङ త వరޔࡏࠪ ڴ ڕం޴, k k p
అ޴ పవ࡛ ړ అޔ࢓ం޴, అ࡯ڵࠫ ޙ࠼న ࠳న࣒ ऴటయࡱ ࡽ ࢙ఫ࡮ङ లࣃޓࡍ޳ ڕफ యݞږ ߖ అర बం.k p n k 
  ఇߩओ ఒక ࢙ఫలङ ݡ ం ࡅకए  సం࠙వङ త 1 ࠳న࣒ ޳ࡶ మ࠾ࡍ మࢁऱ ऴటయࡽझ  సछ తంऴతంڴ ఉంܼ࠼ p q 
qn k n k ࠭࠲ బܽदڒ ޴ంޔ࢓అ ړ న࣒࠳ పవ࡛ ޴బܽद ఇڒ ޴ంޔࡏࠪ ڴऱࡏࣃ న࣒࠳ ޴బܽद ఇڒ q n 
ऒࡘࠏ झࡽऴటయ ߤయ࡯ సం࠙వङ ࡹ  త ఎంత అߖ గࣆށफߕऒ ࠭ అ࢑ ࢑జయం మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ࢙ఫలङ ం  k n k 

పరङ వࣃనంڴ ఇߩओ ऒߕఉ ࡱ ࡽతफం ऴటయ࠴ ݡ ओߩబܽद ఇڒ ࠼  es n k ࡱవࡱ࢑ ఈ ݡ
࢑జయవంతమ࠼ޑ࢓, ఈ ࡱ࢑వࡹܽ࢒ ࡱ ఏڒ ߕ޼వ۪ऐ ठࡌࠪ ߝڕࣆۯ కߧఎం ߖబܽद అڒ  ల సంఖङ  0k nck 

ऒߕफࣆࡍ࢑వ ࡏࠬ బܽदڒ సࠪనం ړ బܽद 1 2 nڒ ݟలవంߧ ߖఅ ߖߖ޵  ݟయܑయం࡯ޘ ڕߕ బܽदڒ ࡏ pk p 0 
వరڕ వరࡌ ࡏࠬ ڕండࡍ࢘ ࠹యࡅ ࡽࠋకए  అߖऒ  సం࠙వङ  ంۨన p 1 pn pn߅సంబం ڕవలࡱ࢑ 

సం࠙వङ తల࠼ܼښ ߘంۧ޴ ߖߖ޵ ࡏछ పద పంނߧ అࣃࡱߧ ݞږ ߖफ ऒࡘࠏ ߖߖ޵ ,ࡏ  x ࡏఅంܼ ނߧऱ పం࡯
छ޴ ࡏࠬ బܽदڒ పదߘ ఉపࣆڵࡆफనऒ ం޶న ޴छ పద పంࡏ߮ ނߧ సओ షदంڴ కࣆߧߖफం޴ 
ఇకए డ ڝఎ߹ࢳయం݋झ  అߖऒ ంܽ࠴ ࡹదܽ޴, ఇ޴ సం࠙వङ త ࡅకए ङࡃఅ ܿࠈऱࡱۮ   అ࣌࠱ ߤం݋ అߘߝ ߖ 
ऴపదࡍज ంచړߖݞ ऴపయޒऒ फࣃ ङࡃఅ ܿࠈऱࡱۮ ޴ఇ ,ߘ  సం࠙వङ త పంނߧ అ࠴ ࠭࠲ ߖదట ۫࠭ޑߩ, ఇ޴ 
घڴࣄ  సࠪన࠳న 0 ߘంݟ ఇ1 ޴ ఉంڒ ࡯ݞబܽद ఇ޳۫ ޴भ ం  పవ࡛ ߘంݟ పవ࡛ ࠳న࣒ pkk n nc kp kq n 

ऒߖఅ ߘߝ బܽदڒ సࠪనం ړ ݟంߘ పవ࡛ kk 0 n ڕ పవ࡛ ޴ऴ࢐࣋फ అ ߘబంధనలߖ  nc 0 q n nc 1 pq n 
న࣒ 1 ప࠳ ऱ࣒ ఆ߯ పऱ࣒ ࠾ࡍన࣒ 2 మ࠳ సࠪనం పవ࡛ ړ2   nc p squ  q n ncnp n ࡏࠬ ڕపవ࡛ వర ݟంߘ 
छ޴ ࠬ పద ޳ࣄम ంߖޑऒ छ޴ , ం݄ڕफం۪ࡏڷ  పద ޳ࣄम ంతం ߘంݟ ఇ޴  ప ऱ࣒ ంచడం తపओࡍ࢑సफ ړ పవ࡛ ߖ   q p n
మࡖకܽ ޶ڒ, ఇߩओ బܽद  పڒ న࣒࠳ ݡ ऱ࣒ సࠪనం q 1 p q  p 1 n ړ1 ޴అ ,޴ంޔ࢓అ 1 ړ పవ࡛ ޴బܽद ఇڒ 
ऒߖబܽद అڒ  సం࠙వङ తల ࠴తफం 1 మ࠾ࡍ అߖऒ  సం࠙వङ తࡱ ऴపږޒల࠳నڒ ࢓ڒ ࢑బܽद ఇ޴ సం࠙వङ త 
కएࡅ ङࡃఅ ܿࠈऱࡱۮ   అ࣌࠱ ߤం݋ 

ఇపओ ߘߝ ࢑ధङ࢙ ࠾ࡍసగܿ మ ޳ࡶ ߘࣃۯ చయంࡍప ߘవ ࠙వనࡱ࢑ ఊࣕంۨన ښܽ ం ڒబܽद ah 
ङࠌदࣄवݟ ࡽయࠫߕࠑ ష࢑ ߤషయం޳۫ ࡹभ ం, ఈ ࡱ࢑వࡱ ఏ࢑ సڒ ࡔబܽद ఎڡझ  ߭ ښ दషߤ అం݄ అం݄ x mu 
రछߖ చనం ऴపڒరం సࠪనం, ఇ޴ సం࠙వङ తށڷ ޜంచబݟన ࡱ࢑వ ߘంݟ సࠪనం  0 ߘంݟ k pkk n 
ఇߩओ డవ۪ऐ۫ ࡏࠬ ߖసࠪనం అ ړ ݟంߘ న࣒࠳ పవ࡛ ݟంߘ పవ࡛ ޴ఇ ݡ , ఇకए డ nckp kq n kk 0 n
సమघ ష࠴ ࡹ ߤదܽ పదం ߕࣆऒ డవ۪ऐ۫ ࡏࠬ ߖఉంద ڴణంڷߘఅ ړ న࠳సࠪన ړ ऒߕࣆ ࡏࠬ బܽदڒ  k ړ
సࠪన࠳న ߖ ఉంۨనߩओ ऒߕࣆ ړߖ܉ߖ  ఈ పదం ݡ యవ۪ऐۯ బܽद మనంڒ  ऒߖ޵   ङ࡮࠮  ంకనం k AC 
ङ࡮࠮ ߖߖ޵ ,ړߖݞయۯ ంకనం ۯయ࠭࠲ ,ړߖݞ ఈ ऴపࣃफ రణ కల࠼క సం܉थ ऒߖߕࠪ  ࢑సफࡍంۧ࡯, కߘక ఇ޴ 
న సమघ࠳సࠪన ڴరకంڒ ݟంߘ 1 షړ ߤ సࠪనం.nkn k
थ܉ఈ సం ࠭࠲   ऒߖߕࠪ  ఉపڵࡆంۨనߩओ  k n k p kq ݟంߘ పవ࡛ ݟంߘ ࡽయࡍदڝ߷ న࣒࠳ రకంڒ ݡ
పవ࡛ ࠳న࣒ వర࢑ ڕభ܊ంచబޙݟ, ఈ ڒరకం సం܉थ ࠪనం ڒబܽद ڒరకం 1 1 ڒరకం 2 అߘ 1 ߖం2 ݟ అߖ n k 
࠙࢑ంۨ, అ࠭࠲ ڼ࡮ ఊࣕࣃफ ࠭.

थ܉బܽद ఈ సంڒ ంܼ࠭ڕࣆޓ ڴ ࡽऴܽ࢑ ߖఅ  ࠭࠲ ߖ ࡽయࡍदڝ߷  బܽदڒ  సంڝ ࠪనం ࡱۮऱࡹܿࠈ   k 0 0 1
ఉంܿంڒ ޴బܽद మనం ࠳ ߖߖ޳న࣒  ߷ڝदࡍయ࢑ ޜ ࡽభ܊ంۨ ߷ڝदࡍయڴ ࡽ ऴ࢐యవ۪ऐ  మ࠾ࡍ ఈ k 1 n 
పߖ޳ऒ फࣃऴ࢐ ߖన࣒ 1 అ࠳ న࣒࠳ న࣒ 1࠳ ߘߝ   n k.ߘ
  ఈ ߙङ మࡔట࡛ ߘߝ పవ࡛ ڕ పవ࡛ ࠳న࣒ ߘంߘ 1 ݟంڕ ݟ సࠪన࠳న ڒరకం అߖ kq n kk n n p 
ऴࣃ࢐फ బܽद ఇకएڒ ߘ డ ߘߝ సం܉थ ࠪనంڜ ࡹంత ࠪࡏओ फࣃۯ   k m ݟటदం߭ ߖసࠪనం అ ڕ న࣒ 1࠳ ߘ
అߩओ m n ni n p ࡽయࡍदڝ߷ న࣒ 1࠳  ࡏࠬ బܽदڒ ޶యగలޓ ఈ ڕన࣒ 1 వర࠳ ݟంߘ 0  ޴ంޔ࢓అ ޴ఇ ݡ
 న࣒ k q n m m n࠳ ࡽయࡍदڝ߷ ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ݟంߘ న࣒࠳ న࣒ 1࠳ పవ࡛ ݟంߘ న࣒ 1࠳ పవ࡛ ݟంߘ
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ఇకए ߘߝ బܽदڒ ޴ంݟయబޓ ఈ ࡽయࡍदڝ߷ న࣒࠳ 1 డ ఏࠫ ߘࣃۯ అࡹߖ޳ ߝ ఈ ࡓంݡ ప޳లߘ m pi 
ऐ࡯߱ भ޳۫  ం  పదం ڝ߷ ߘߝदࡍయ࠳ ߖ ࡽన࣒  ߷ڝदࡍయڴ ࡽ ऴߘࢡ࢐ మ࠾ࡍ ఈ ࡱࢗపల ఈ ߖ n n 1 1 ni p
పవ࡛ ࠳న࣒ 1ߘߝ ړ అߖ ऴ࠳ ߘࣃ࢐న࣒ 1 మڡ݄ 1 ࠾ࡍ బయట ఇߩओ ఈ పదం పవ࡛ k p k pi q to  n ݡ
ऒߕफࣆऴ࢐ ڴ ߘߝ న࣒ 1࠳ బܽदڒ న࣒ 1࠳ న࣒࠳ న࣒ 1࠳  న࣒ k k m n m࠳ న࣒ 1࠳ ޴బܽद ఇڒ ߘ
అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ఈ పదం ڴࣄघ  అޔ࢓ంڒ ޴బܽद అޔ࢓ంߘ 0 ޴ం࠳ ݟన࣒ 1 ࠳న࣒ 1 పవ࡛ ڕ np m n n mp
ओߩఇ ړ న࣒ పవ࡛࠳  ݟంڝఎం۪ ߖ  k m q n m np ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓అ ޴బܽद ఇڒ న࣒࠳ న࣒ 1࠳ పవ࡛ ݡ
ఇߩओ फ  ప࣋۫ ࡏࠬ ఈ పదం ݡ ऱ࣒ ంచడం తపओࡍ࢑సफ ړ న࣒ 1࠳ పవ࡛ ߖ   మࡖకܽ ޶ڒ.q p n 
छ޴ బܽदڒ ޴బܽद ఇڒ 1   పద పంࡅ ނߧకए  సగܿ అߖ మనం ߧࡐߖంۨనޒࠥ ޴కంࡌߪ ڴप ంړߖڒ np np 
ऴపయޒऒ भ޳ ం ఒక އߕం ࡅకए  ఒక ऴߖ޳ ࡹޜऒ  తߩओ పటदంࡘࠏ ࡏࠬ ޳ࡶ ݟऒ కएࡅ గంࡆऴప ߤయ࡯  ఒక 
ऴటయۮ ࡹ ࡽపओ వ۪ऐ  
࢑జయం ࡅకए  సం࠙వङ త ࢑జ࠻ల సంఖङ ల సంఖङ࠻࢑జ బܽदڒ ޴फంࣆۨࣇ ߘ  బܽद pxڒ ޴फంࣆۨࣇ ߘ
మన ࢑జ࠻ల సగܿ సంఖङ  ఎంత , అړࡹ ޴ ఉంܿం࢑ ޴షړߖ࠻ సహజ࠳న޴ ఎం޶కం݄ అ޴ߝ p n p 
షओߖ ऒߖఎ ࡹతफం࠴ ޙ࠼फ అޒ  వࣆफߕऒ  np ah ޴फంࣆۨࣇ ࡆ
ఇߩओ కएࡅ ނߧఈ పం ݡ  వङ ङޑ ऒߖࣃ भ޳۫  ం, వङ ङޑ సం ڝసం మనం ఇߩओ ए࣋ ݡ छ झڡన࣒ ఎ࠳ ࡛  ߭ ښ दషߤ x 
కएࡅ घࡏ߷  .ంۧ࠭ڵࡆఉప ߘణࣾࡎߖ ࡮
 

࣋ए छ కएࡅ ࡛  x ࠭࠲ ణࣾࡎߖ 
छ޳ ऴ࢐యడం ߖߖ޳ ऒߖ޳ ࡌ  మࡍంత పࡍషए फࣃࡍ సం వङڝ ణࣾࡎߖ ࡏࠬ ,࠭ ڔ फకరణߘ ۫࣋फ , ڒరక࠳న x 
छ޳ యడంۯ भ޶ర ߖߖ޳ఒక ࡹబంధనలߖ ए࣋ ڕߕ బܽदڒ ޴ంޔڷࡏకరణ జࢁసర ࡌ छ ࡛ ట࡛घ  ఉం݄ ߖߖ޳ 
ర޶भ ۯయడం ࣃధङ ం ޶ڒ.
 
 అంߖ޵ ښ޶ऒ  ఈ ऴపޙङ క పదमࡹޒ పࡍగށంచడం ఉతफమం, ఇ޴ 

యడం ఇపओ࢘ ߕఅంచ ߖ ణࣾࡎߖ ࠾ࡍసࠪనం మ ڕణࣾࡎߖ న࣒ 1࠳ ݟంߘ ߖ గణన x x x x x ښܽ
ओߩబܽद ఇڒ ޴ఇ  ޴ంݟయబۯ  పవ࡛ ted np x x k k nckp kq ݟంߘ న࣒ 1࠳ ݟంߘ న࣒ 1࠳ ߖ ߘߝ ݡ
फࣃށగ ڴతం߅సంబం ࠾ࡍసࠪనం మ ړ 0 ړ న࠳సࠪన ړ ݟంߘ 0 ړ న࣒࠳ పవ࡛ ݟంߘ  n k n k k  ߘ
అړ1 ޴ߝ సࠪనం ఈ పదం 0 అޔ࢓ం޴.
బܽद మనం ఈ సమघڒ  షߘ ߤ ఈకछ ऴ࢐యవ۪ऐ ڴ న࣒࠳ ݟంߘ ݟంߘ  ࡽ  పవ࡛ ߘంݟ పవ࡛k 2 nk k 1 n kq 

n k k k 1 k 2 ߖ ࡽయࡍदڝ߷ ݟంߘ  సࠪనం  సࠪనం ړ న࣒࠳ బܽदڒ సࠪనం ړ ݟంߘ న࣒࠳ nn k 
 n k p kq n k ߘߝ ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ڕన࣒ వర࠳ పవ࡛ ݟంߘ పవ࡛ ݟంߘ ࡽయࡍदڝ߷ న࣒࠳ ࡽయࡍदڝ߷
ఈ ߷ڝदࡍయࡅ ࡽకए फࣃۯ भ޶ర ߖ ఈ ݟంߘ న࣒ 1࠳ ݟంߘ ల޳ప ݡంࡓ దܽ࠴  న࣒k k k࠳ ݟంߘ  ߘ k k 
ऒߖ޳ప ߝఅ ࡽయࡍदڝ߷ ߘߝ బܽदڒ ࡽయࡍदڝ߷ న࣒ 2࠳ ݟంߘ 1  న࣒ k n k n k࠳ ࡽయࡍदڝ߷ న࣒ 2࠳ 
 p k q n k n ߘߝ ߖ ࡽయࡍदڝ߷ ఈ ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ޜ న࣒࠳ పవ࡛ ݟంߘ ݟంߘ పవ࡛ ݟంߘ ࡽయࡍदڝ߷

అ࠳ ߖన࣒  ړࡹ ऴࣃ࢐फ ఇకए ࠾ࡍమ ߘ డ ࠳ ߘߝన࣒  ߷ڝदࡍయ࠳ ߖ ࡽన࣒ ڵ࠙ ޜంۧڒ   ߘరకంn n 1 n 2 k 2
మ࠾ࡍ ఈ పߖ޳ऒ ऴ࢐యవ۪ऐ ڴ ࡽయࡍदڝ߷  న࣒࠳ న࣒࠳  న࣒࠳  , ఇߘߝ ޴ పవ࡛ ࠳న࣒ n 2 k 2 k 2 
మ࠾ࡍ ࣋ए छ फࣃऴ࢐ ߖఅ ړ ࡛ ए࣋ ࠾ࡍమ ߘ छ న࣒ p p p q n 2࠳ న࣒࠳  న࣒࠳ ړ బయట పవ࡛ ߘߝ ࡛ k 2 k
రछߖ ࡍࣃࡗమ ߘߝ ڕ  సࠪనం ړ2 ۨంۧ࠳ ߘన࣒ 2 అం݄ అۮ ߖపओ ओߩసࠪనం అ ړߖݞ  n k n nڴ ޴ఇ ݡ
న࣒ 1 ࣋ए࠳ ޴ంޔࡏࠪ छ घڴࣄ ࡛  రకం n p m 0 n n m nڒ నݟంచబڵ࠙ ޜరకంڒ న࣒ 2࠳ న࣒ 2࠳ ݟంߘ 
 న࣒ 1 m p mq n m n n࠳ ݟంߘ ޴బܽद ఇڒ న࣒࠳ న࣒ 2࠳ పవ࡛ ݟంߘ పవ࡛  ڕరకం వరڒ న࣒࠳ న࣒ 2࠳

࣋ए छ ప  ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ంޜࡏࠪ ړࡹ ࡛ ऱ࣒ छ޴ ړ న࣒࠳ పవ࡛ ߖ  పద ࢑సफరణ࢑ ڕసफࡍంచడం తపओ  p q p n 2
మࡖకܽ ڒ ޶ڒబܽद ఈ  ప ऱ࣒ న࣒ ࣋ए࠳ ޴బܽद ఇڒ    छ బܽद మనం ఇకएڒ ޴ంޔ࢓అ ړࡹ ࡛ డ q p 1 n 1 p n 
ఎڡझ  ߭ ښ दషࡿࢗ ڵࡍޒ ړ ߤभ ం ఎڡझ  ߭ ښ दషߤ ࣋ए छ ࡛ అ޴ߝ ఎڡझ  ߭ ښ दషߤ ఇ࠳ ߤన࣒  ప ऱ࣒  ఎڡझ  ߭ ښ दషڒ ߤబܽदx x x 1 x 
మనڕ ࣋ए छ న࣒ 1 ࣋ए࠳ ڴ ߖ ࡛ छ ࡛ ప ऱ࣒  వࣆफంڒ ޴బܽद ࡅకए  ࠡదం ࣋ए छ  x n n p np x xa ڕణࣾࡎߖ ࡛
సࠪనం ࠳న࣒ ࠴తफం ࣋ए छ న࣒ ࣋ए࠳ ړ  ణࣾࡎߖ ࡛ छ ࡛ ప ऱ࣒ న࣒ ࣋ए࠳  छ ࡛ ࣋ए छ x n ړ ࡛ n 1 p np n p 
సࠪనం ڒబܽद మనం ఇకए డ ڜంۮం సరࢁకరణ ۯయవ۪ऐ , ఇకए డ ࠴దܽ పదం ࣋ए छ ࡛ ࣋ए छ ࡛ మ࠾ࡍ n p 
ఇకए డ ఇ࠳ ޴న࣒ ࣋ए छ ࡛ ࣋ए छ फࣃۯ भ޶ర ࡏࠬ బܽदڒ ࡛  n p np  ࡏ
న࣒ ࣋ए࠳ న࠳సࠪన ړ छ ओߩఇ ࡏࠬ ޳ࡶ ݟందం߰ ړࡹ న࣒࠳  ߖ ࡛ ړఆస ࡮ۧ ߖ ݡ फకరంڴ np np 1 p npq
పओۮ వ۪ऐ ओߩఇ ޳ࡶ  కएࡅ ࠾ࡍమ ڴ ߖ ࠭࠲ ݡ ङ߄࢑࢙  ऒߖ एړࡵ ڴ  ంۧ࠭, ఇకए డ ޴छ పద x np x npq x 
పంߖނߧ కڵ࡯ ఉం݄ ࠬࡏ ఇకए డ గమߖంచవ۪ऐ  మ1 ࠾ࡍ మధङ  సంఖङ .q  0 
ओߩబܽद ఎలऱڒ  एڕకం݄ త ݢ వڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࠬړߖ܉ߖ ࡏ ఇకए డ ఒక ऴపకటన ۯయవ۪ऐ  , npq np q 
అ0 ޴ߝ మ1 ࠾ࡍ మధङ  ఉనऒ ం޶న కం݄ తڕए వڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ޴छ పద పంࡹނߧ సగܿ npq np 
ఎలऱߩओ యగల వङۯ మనం ݢ ङޑ సం కం݄ ఎڕए వڴ ఉంܿం޴ .
 

కएࡅ  వర ठ࠮ల࠳న ऴށࠪߦక ࢑చలనం ڝసం వङ ڔ फకరణݞږ ߘ ऴ࢐యంݟ, ఇߩओ  npq p ړߖڴమనం స ݡ
సࠪనం అ࠼నߩओ ङޙऴప ݡ క సందࡌग ऒߖ డవ۪ऐ۫ ݞږ   , అం݄ ࢑జయం మ࠾ࡍ ࢙ఫలङ ం సం࠙వङ తࡱ 

Pru
tor
@
IIT
K



ఒ࡮ښ ఉనऒ ओߩ వङ ݡ ڔ फకరణࡱ ఏࠫܽ మ࢑ ࠾ࡍజయం  మ࠾ࡍ ࢙ఫలङ  సం࠙వङ తࡱ సࠪనంڴ ఉంܼ࠼ 
అం݄ అړ ޴ߝ సࠪనం అం݄ సړߖڴ సࠪనం అߩओ ऒߖߦࡐ న࠳సరళ ࡮ۧ ޴ߝఅ ނߧపం ݡ  p q
అం݄ సం࠙వङ ,޴ంܿంڕࣆޓ త అړ ޴ߝ సࠪనం, ఇ޴ సړߖڴ సࠪనం, ڝసం 1ړ సࠪనంx k nc k k k 0 
ఈ సందరग ంࡏࠬ ࡹ ఇకए డ ߦऱ పओۮ ߖన࣒ అ࠳ ߘߝ ,फ࣋࡯ࢣࡍప ߘ ݋ సం࠙వङ ړߖݞ త సࠪనం అߖ n k x 
࠙࢑࣋फ , అ޴ పవ࡛ ࠳ ړన࣒ సగం అޔ࢓ం޴, అ޴ పవ࡛ ړ సగం ఉంܿం޴, అ޴ సం࠙వङ త n ncn k n nck x 
సࠪనం  ڒబܽद ࢑జయం మ࠾ࡍ ࢙ఫలङ ం సం࠙వङ త ఒ࢑ ښధంڴ ఉనऒ ओߩ  k ݦఉం ڴపంࡐసమ ނߧపం  ,ݡ
ంటऱ వదभ సࠪన సం࠙వङ࠼ߦ తలࣆ࠼ܼښ ߘफం޴ అం݄ 0 ߘߝ మߖ ࠾ࡍ పࡍగణనڕࣆޓ ړࡹం݄, 1 ߘߝ n
మ࠳ ࠾ࡍన࣒ 1ߖ పࡍగ࣋ށफ సం࠙వङ త సࠪనంڴ ఉంܿం޴, అߩओ సం࠙వङ ݡ త సࠪనంڴ ఉంܿం޴ n 
p 0 pn࠾ࡍమ ߘߝ ޴సࠪనం, అ ړ ڕహరణ޳బܽद ఉڒ ߘంۧޒమߘఅ ړߖݞऴ࢐య ߖߖ޳ ߘߝ బܽदڒ p 1 

pn n ߘవలࡱ࢑ ఇతర  ࡏࠬ ڴ࢑ధం ޻అ ړ ݟంచబڵ࠙ ޜ2 ړ ޴అ ,޴ంޔ࢓అ 2 ړ1 ڕ फ࣋ށగࡍప ߖన࣒ 1࠳ n n
పࡍగށంచవ۪ऐ  ࢑జయం మ࠾ࡍ ࢙ఫలङ ం సం࠙వङ త ఒ࢑ ښధంڴ ఉనऒ ओߩ ङޙఒక ऴప ޴ߝఅ ݡ క సందరग ం s 
మ࠾ࡍ ఈ సందరग ంࡅ ࡹకए छ޳ ణ 2ࣾࡎߖ  కएࡅ ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓అ ࡌ  ࠡదం 4 ޳छ  x n x n ࡌ
అޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ ऴށࠪߦక ࢑చలనం 2 ޳छ వర ࡌ ठ࠮లం అޔ࢓ం޴ .n 
 త޶పࡍ తరగߘߝ ࡹޒ పࣃ࡯ࢣࡍफ ࢑࢑క  ߘ फ పంނߧల ࡅకए  ࢑࢑ధ అߧऱښషߘऱ అం݄ అంచߕల వङ ङޑ  ల ahࣃ
ङ࡮࠮ ంకనంޜ సࣔ ࠫߕࠑయݟ ࡽवࣄदࠌङ షߤ మߖڜ ࠾ࡍऒ  ఇతర ࢑࢑క फ పంړނߧ సంబం߅ంۨన ࢑࢑ధ ah 
సం࠙వङ తలߘ ఎړࡵ ࡮ए ంۧڒ ,࡯బܽद ߘߝ ఈ పంނߧలߖࡹ సమసङ ల ࡍڷంۨ తڵనంత సమߖ࠻ऒ  
ऐۨࢗ फࣃ  ߘ
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