
 അതിനാൽ സുഹൃׯു؋െള , കഴിױ ؁ാشിൽ റാൻഡം േവരിയബിളുകൾ എؗ ആശയം ഞാൻ 
അവതരിؚിു׺  നമു്3 2 1 ׯ എؗി׹െന പറയാം അെ׸بിൽ അവയ്്ׯ ഒരു ഇടേവളയിൽ മൂലّ׹ൾ 
എടുׯാം , ഉദാഹരണ؋ിന് ഉയരം െവയ്്ئ വില മുതലായവ, അതിനാൽ ഞ׹ൾ അവെയ 
വّതിരിװേമാ തുടർ׺യായ ْകമരഹിതേമാ ആയ േവരിയബിളുകളായി േവർതിരിുؗുׯ, 
വّതിരിװമായ ْകമരഹിതമായ േവരിയബിളുകെള കുറിു׺ം േْപാബബിലിئി ഡിസ്ْടിബّൂഷൻ 
എ׹െന വിവരിׯാെമؗും േْപാബബിലിئി ഡിസ്ْടിബّൂഷെന അടിرാനമാׯി , ഒരു റാൻഡം 
േവരിയബിളിന്െറ ശരാശരി അെ׸بിൽ ْപതീײ അെ׸بിൽ ْപതീײിؗുׯ മൂലّം എؗ ആശയം 
ഞ׹ൾ േനാുؗുׯ, കൂടാെത ഒരു റാൻഡം േവരിയബിളിന്െറ വّതിയാന؋ിന്െറ അടിرാന؋ിലാണ്
േവരിയബിലിئി േവരിയബിളിئി അളؗുׯത്, അത് ഞാൻ നിർവചിؗുׯത് കുറ്׺ കൂടുതൽ 
പരّേവײണം െചإാം.  േവരിയൻസിന്െറ മൂലّനിർ؉യ؋ിനുت ഇതര േഫാർമുല പരിഗണിׯാെമ്ؗ 
നമു്ׯ പരിഗണിׯാം , അതിനാൽ ഞാൻ എഴുതിയ േഫാർമുല ഏെത്ؗ നമു്ׯ പരിഗണിׯാം, 
അതിനാൽ ഞാൻ എഴുതിയത് ന്െറ േവരിയൻസ് തുലّമാണ് ൈമനസ് മّു സ്കٔയർ എؗതിന്െറ x x al 
മുതൽ ْപതീײിുؗുׯ, അവിെട തെؗ ന്െറ ശരാശരിെയ സൂചിؚിുؗുׯ ന്െറ ْപതീײയാണ് mu x x 
നമു്ׯ അത് വികസിؚിׯാം, അതിനാൽ ഇത് ചതുര؋ിന്െറ ْപതീײയ്്ׯ തുലّമാണ് ൈമനസ് 2 x mu 
ഇര؂ി ْപതീ؛ ײസ് ചതുരം ഇേؚാൾ ഇവിെട ഞാൻ ഉപേയാഗിׯാൻ ْശമിുׯം ْപതീײയുെട ചില x mu 
ഗുണ׹ൾ അതിനാൽ ഒ്ؗ ലളിതമാׯാൻ ഞാൻ അതിെന 1 എ്ؗ വിളിׯാം, ഞ׹ൾ ْപതീײയുെട 
ചില ഗുണ׹ൾ ഉപേയാഗിുׯം, ഒരു رിരാ؋׸ിന്െറ ْപതീر ײിരമാണ് എؗതാണ് ആദّെ؋ 
േْപാؚർ؂ി, ഇത് കാണാൻ ലളിതമാണ്, കാരണം സി ْപതീײിؗുׯത് നി׹ൾ്ׯ മൂലّം െകാ؇് 
ഗുണിെ്ؗ׺ പറയാം. ഇവിെട റാൻഡം േവരിയബിൾ ന്െറ മൂലّം എؓുതെؗയായാലും, അത് x 
യഥാർ،؋ിൽ ആണ് , p 1 p 2 
അ׹െന പറയുؗു, റാൻഡം േവരിയബിൾ ഈ േْപാബബിലിئികൾ എടുുؗുׯെവ്ؗ കരുതുക, pn 
അ׹െന അത് ؛സ് ؛സ് ആയി മാറുؗു, അത് േല്1 ׯ ആയി തുലّമാണ് .  ന് cp 1 p 2 pn c c 
തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഞാൻ റാൻഡം േവരിയബിൾ പരിഗണിുׯകയും അതിന്െറ ഒരു ലീനിയർ x 
ഫംഗ്ഷൻ ഞാൻ പരിഗണിുׯകയും െചᅃٝാൽ ഒരു رിരാ؋׸ിന്െറ ْപതീײ സമാനമാണ്  ഞാൻ ax 

എؗ ْപതീײയാണ് എഴുതുؗെത്ؗ കാണാൻ വളെര എളുؚമാണ്, അേؚാൾ അത് ؛സ് plus b ax 1 b 
േല്؛ ׯസ് ؛സ് േല്؛ ׯസിേല്ׯ തുലّമാണ്, അതിനാൽ ؛സ് എؗത് p 1 ax 2 b p 2 axn b pn 
ആയും 
അ׹െന നി׹ൾ്ׯ തവണ വർؑിؚിׯാൻ കഴിയും  1 പി 1 ؛സ് പി 2 , x x 2 
അ׹െന ؛സ് ഇതാണ് ഈ പദം ؛സ് തവണ ؛സ് ؛സ് അതിനാൽ ഇത് ന്െറ xnpn b p 1 p2 pn, x 
ْപതീײയبാെത മെئാؗുമب, അതിനാൽ നി׹ൾ്؛ ׯസ് തവണ ؛സ് ؛സ് എؗതിന്െറ x v p1 p2 pn 
തവണ ْപതീײിׯാം  . അതിനാൽ ഇതിനർ،ം ْപതീײ ഒരു ലീനിയർ ഫംഗ് ഷൻ ആണ്, അതിനാൽ 1
ഈ പദْപേയാഗ؋ിൽ ഈ േْപാؚർ؂ി ഉപേയാഗിുׯകയാെണ׸ിൽ നമു്ׯ ലഭിുׯം, അതിനാൽ 1 െല ഈ
േْപാؚർ؂ികൾ ഉപേയാഗി്׺ നമു്ׯ ലഭിുׯം ന്െറ േവരിയൻസ് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് x x 
ചതുര؋ിന്െറ ْപതീײയാണ് അതിനാൽ ഇത് െചുإം ചതുരം ൈമനസ് 2 ഇര؂ി ْപതീײയുെട x mu 
അകേׯ്؋ േപാകുക ന്െറ ْപതീײയും ചതുര؋ിന്െറ ْപതീײയും ചതുരമാണ്, കാരണം x mu mu mu
സ്കٔയർ ഒരു رിരാ׸മായതിനാൽ ൈമനസ് ചതുര؋ിന്െറ ഈ ْപതീײ ഇേؚാൾ ഈ മൂലّമായിx mu 
മാറിയിരിുؗുׯ, അതിനാൽ നമു്ׯ ഇത് ന്െറ ْപതീײയായി എഴുതാം. ചതുരം ൈമനസ് 2 മّു , x 
എؓാണ് ْപതീײ അതാണ് അതിനാൽ അത് 2 ആയി മാറുؗു  സ്കٔയർ ؛സ് സ്കٔയർ x, mu mu nu 
എؗത് സ്കٔയർ ൈമനസ് ചതുര؋ിന്െറ ْപതീײയ്്ׯ തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് വّതിയാനം x mu x
കണׯാؗുׯതിനുت ഒരു ബദൽ േഫാർമുലയാണ് , അതായത് ന്െറ വّതിയാനം ന്െറ വّതിയാനം x x 

ചതുരം ൈമനസ് ْപതീײയ്്ׯ തുലّമാെണ്ؗ പറയാം. ഈ സൂْതവാകّം ചിലേؚാൾ ْപതീײകളുെട x 
കണുׯകൂ؂ലിൽ വളെര ഉപേയാഗْപദമാണ്, കാരണം ഒരു ْകമരഹിതമായ േവരിയബിൾ നൽകിയാൽ , x
ചതുര؋ിന്െറ ْപതീײ ഉം ചതുര؋ിന്െറ ْപതീײയും കണׯാؗുׯത് എളുؚമാണ്, കാരണം x x 
ഇത് േനരിت؂ു ഒؗാണ്, എؗാൽ അവസാനേ؋തിൽ ൈമനസ് ചതുര؋ിന്െറ ْപതീײ നി׹ൾ x mu 
ക؇ു. മൂലّനിർ؉യ؋ിനുت പദ׹ളുെട എ؉ം നി׹ൾ കണׯാുؗുׯ, നി׹ൾ ധാരാളം 
വّതّാസ׹ളും അവയുെട ചതുര׹ളും മുئം പരിഗണിേׯ؇തു؇്, അതിനാൽ ഇത് ഉപേയാഗിׯാനും 
മുآെ؋ ْപശ് ന׹ളിെലാؗിെല വّതّാസം കണׯാׯാനും അനുവദിുׯക, അതിനാൽ കാർഡ് 
ْപശ് ന؋ിന്െറ സ്േകാർ നമു്ׯ പരിഗണിׯാം, അതിനാൽ ഞാൻ ആ ഉദാഹരണം ഒരിׯൽ കാണിׯാം.
വീ؇ും ഞ׹ൾ്ׯ ഇവിെട മൂലّമു؇് , കാർഡ് ْപശ് ന؋ിന്െറ സ് േകാറിന് ഡിസ് ْടിബّൂഷൻ 
േْപാബബിലിئി ഉ؇ായിരുؗു ന് തുലّമാണ്, ന് തുലّമാണ് 13 ന് തുലّമാണ് x y i 2 t o 10 
േْപാബബിലിئി ന് തുലّമായ 3 ൈബ 13 ആണ്, േْപാബബിലിئി ന് 1 െകാ؇് 13 ആണ്. ഞ׹ൾ x 15 x 18 
േനരെ؋ തെؗ 9 ന് തുലّമായ ന്െറ ْപതീײ കണׯാׯിയിരുؗു. ചതുര؋ിന്െറ ْപതീײ സി׶x x 

സ്കٔയർ 1 ൈബ 13 ആയി മാറും മുതൽ 10 വെര 15 ചതുരം 3 ന് 13 നും 18 ചതുരം 1 13 നും i i 2 
തുലّമാണ്. അവിെട ْപതീײിുؗുׯ സ്കٔയർ ഞ׹ൾ ചതുരവും ൈപയും ഒരുേപാെലയാണ്, x x x 
അതിനാൽ ഇത് ഇേؚാൾ കണുׯകൂ؂ലുകൾ േനാؗുׯതിനുت എളുؚവഴിയാണ്, ഇത് 
വിലയിരുؗു؋തിന് ആദّം പൂർ؉സംഖّകളുെട ചതുര׹ളുെട ആെകു؋കയ്تുׯ േഫാർമുല n 
ْപേയാഗിുׯക. പൂർ؉സംഖّകൾ നി׹ൾ്ׯ േഫാർമുല ആയി ؛സ് 1 ആׯി 2 ؛സ് 1 ൈബ 6 n n n n 
ആ തുകയിൽ നി്ؗ ആദّ പദം നീׯം െചയ ്തു, കാരണം ഇവിെട അത്  മുതൽ  വെരയാണ്, 2 10
അതിനാൽ ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് യഥാർ،؋ിൽ നി׹ൾ്ׯ കഴിയും 10-ൽ നി്ؗ 11-ൽ i 1 
നി്ؗ 21-ൽ നി്ؗ 6 ൈമനസ് 1 , 1-ൽ 13 എؗി׹െനയുت കണുׯകൂ؂ൽ േനാുׯക  എനി്ׯ പുറ്؛ ؋സ്
225 ൈബ 13 ആׯി 3 ൈബ 13 ؛സ് 324 ൈബ 13 ആയി നൽകാം. അതിനാൽ ഒരാൾ്ׯ ഈ 
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നിബؖനകെളبാം എളുؚ؋ിൽ ലളിതമാׯാൻ കഴിയും അത് 1 3 8 3 ൈബ 13 ആയി മാറുؗു. 
അതിനാൽ ഇേؚാൾ ന്െറ വّതിയാനം ന്െറ ന്െറ ചതുരം ൈമനസ് ْപതീײയ്്ׯ തുലّമാണ്  x x x 
സൂآർ؉ ചതുരം അതായത് 1 3 8 3 ൈബ 13 , ْപതീײ ഇവിെട ഒآത് ആയിരുؗു, അതിനാൽ ഞ׹ൾ x 
ഈ ഒآത് ചതുരം േനാുؗുׯ, അതിനാൽ ചില ലളിതവൽׯരണ؋ിന് േശഷം ഇത് മുؗൂئി മുؚത് 
മുതൽ പതിമൂ്ؗ ആയ ്്ׯ തുലّമാണ് ശരാശരിയിൽ നിؗുت ചതുരാകൃതിയിലുت വّതിയാനം, അത് 
അളׯാനുت യൂണിئിേല്ׯ െകാ؇ുവരുؗതിനുت ഒരു നّായമായ അളവ്, കാരണം ഇേؚാൾ അത് 
അളെവടുؚിന്െറ സ്കٔയർ യൂണിുئകളാണ്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ അതിന്െറ വർ״മൂലെമടു؋ാൽ, അത് 
ഒേര അളെവടു്ؚ യൂണിുئകളുെട അടിرാന؋ിൽ നി׹ൾ്ׯ വّതിയാനം നൽകുؗു. നി׹ൾ 
കിേലാْഗാം േനാؗുׯ െസന്റീമീئറിേലׯാണ് േനാؗുׯത് അെ׸بിൽ നി׹ൾ ലിئറിേലׯാണ് 
േനാؗുׯെത׸ിൽ, വിവരണ؋ിന് യൂണിുئകൾ ഒؗുതെؗയായിരിׯണം, അതിനാൽ ഞ׹ൾ 
 ൾ ഒരു റാൻഡം േവരിയബിളിന്െറ׹അതിനാൽ ഞ ,ുؗുׯാൻേഡർഡ് ഡീവിേയഷൻ പരിഗണിز
 ൾ എഴുതുؗത് ന്െറ x def  ined xأആണ് അതിനാൽ ന ുؗുׯാൻേഡർഡ് ഡീവിേയഷൻ നിർവചിز

എؗത് ന്െറ വّതിയാന؋ിന്െറ വർ״മൂലമാെണ്ؗ നിർവചിׯെؚടുؗു, അതിനാൽ ഞാൻ sd x 
ഇവിെട ചില ْപٍ׹٠ൾ കൂടി േനാׯാം, ര؇് വّതُّ ٝനّായമായ ൈഡസ് ഒരിׯൽ ഉരു؂ിയാൽ x 
ര؇ിന്െറയും മുകളിെല മുഖ׹ളിൽ കാണി׺ിരിؗുׯ സംഖّകളുെട േകവല വّതّാസെ؋ 
സൂചിؚിുؗുׯ.  ൈഡസ് അതിനാൽ ന്െറ വിതരണം കെ؇؋ാനും ര؇് ൈഡകൾ ഉരു؂ുേآാൾ x x 
ന്െറ വّതിയാനം എؓാെണ്ؗ പറയാനും ഞ׹ൾ ആْഗഹിുؗുׯ , സാധّതകളുെട എ؉ം 36 ആണ്, 
നി׹ൾ്ׯ സാآിൾ സ്േപസ് ഉ؇് 1 1 1 2 2 1 2 2 2 6 3 1 3 2  3 6, 
അ׹െന 6 1 6 2 6 6. അതിനാൽ റാൻഡം േവരിയബിളിന്െറ നിർവചനം േനാׯണെമ׸ിൽ നമു്1 1 ׯ x 
ഉെ؇׸ിൽ വّതّാസം 2 2 ആെണ׸ിൽ വّതّാസം 0 ആണ്. 1 2 ആെണ׸ിൽ വّതّാസം ൈമനസ് 1 
ആണ്, അത് 3 6 ആെണ׸ിൽ േകവല വّതّാസം 1 ആയി മാറും , പിെؗ വّതّാസം ൈമനസ് 3 ആണ്, 
േകവല വّതّാസം 3 ആയി മാറും, 
അ׹െന സാധّമായ മൂലّ׹ൾ ന്െറ സാധّമായ മൂലّ׹ൾ അതായത് േകവല വّതّാസം അവയാണ്  x 
0 1 2 3 4 ഉം 5 ഉം. അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ േകവല വّതّാസം 1 1 ന് 0 ആെണ്ؗ പറയാം 2 2 3 3 4 4 5 5 ഉം 6 6 ഉം
ആെക 6 േകസുകൾ ഉ؇്, അതിനാൽ ന് തുലّമായത് 6 െകാ؇് 36 ആയി മാറാനുت സാധّത x 0 
എؓാണ്, അതായത് 1 ന് ആറ് ഇേؚാൾ സൂآർ؉ വّതّാസം ഒ്ؗ നി׹ൾ്ׯ ഉ؇ാകാൻ കഴിയുؗ 
േകസുകൾ എെؓാെׯയാണ് ര؇് , പിെؗ തീർ׺യായും ര؇് ഒ്ؗ അേؚാൾ നി׹ൾ്ׯ ര؇് മൂ്ؗ മൂ്ؗ 
നാല് മൂ്ؗ നാല് മൂ്ؗ നാല് അ؀് അ؀് നാല് അ؀് ആറ് , ആറ് അ؀് േകസുകളുെട ആെക എ؉ം n 
ആണ്, അതിനാൽ 10-ൽ 36 ആകുؗ ഒؗിന് തുലّമായ ന്െറ സംഭാവّത എؓാണ് 5 െകാ؇് 18 x 
എെؗഴുതി നി׹ൾ്ׯ ഇത് ലളിതമാׯാം. ഇേؚാൾ നമു്ׯ േകവല വّതّാസം ര؇് ഒ്ؗ മൂ്ؗ മൂ്ؗ 1 2 4 4 
2 3 5 5 5 3 4 6 6 6 4 േനാׯാം. അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ ആെക എ؂് േകസുകൾ ഉ؇്, അതിനാൽ ര؇ിന് x 
തുലّമാണ്.  അത് എ؂ിന് മുؚ؋ിയാറായി മാറും, അത് ര؇ിന് ഒآതിന് തുലّമാണ്, ഇേؚാൾ നമു്ׯ 
സൂآർ؉ വّതّാസം േനാׯാം മൂ്ؗ ഒ്ؗ നാല് നാല് ര؇് അ؀് അ؀് ര؇് മൂ്ؗ ആറ് ആറ് മൂ്ؗ, 
അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ ആെക ആറ് ഉ؇്, അതിനാൽ എؗത് 3 ന് തുലّമാണ്. 6 ആയി 36 ആവുക, x 
അതായത് 1 ഇേؚാൾ സൂآർ؉ വّതّാസം  4 ന് 1 5 5 1 2 6 6 2 ആെക 4 േകസുകളു؇്, അതിനാൽ by 6. x 
4 ന് തുലّമായ സംഭാവّത 4 ന് 36 ആയി മാറും, അതായത് 1 ൈബ 9. അതുേപാെല നമു്ׯ സൂآർ؉ 
വّതّാസം അ؀് ഒ്ؗ ആറ് , ആറ് ഒ്ؗ എؗിവ േനാׯാം.  ആെക ര؇് േകസുകൾ മാْതമാണ്, 
അതിനാൽ ന്െറ സംഭാവّത അ؀ിന് തുലّമാണ്, അത് ര؇ിന് മുؚ؋ിയാറിന് തുലّമാണ്, അത് x 
ഒؗിന് പതിെന؂ിന് തുലّമാണ് , ഇത് സാധുവായ േْപാബബിലിئി ഡിസ്ْടിബّൂഷനാേണാ എ്ؗ 
നി׹ൾ്ׯ പരിേശാധിׯാൻ കഴിയും , െമാ؋ം േْപാബബിലിئി ആറ് ؛സ് പ്؋ പതിനാറ് ؛സ് എ؂് 
ഇരുപ؋ിനാല്  ؛സ് ആറ് മുؚതും 434 ؛സ് 236 ൈബ 36 അത് 1 ആണ്. അതിനാൽ ഇതാണ് ന്െറ x 
േْപാബബിലിئി ഡിസ് ْടിബّൂഷൻ നമു്ׯ ഇതുേപാെല എഴുതാം ന്െറ േْപാബബിലിئി x 
ഡിസ് ْടിബّൂഷൻ  ആണ്  ൈബ  എؗത്  ന്  ആണ്   ന്  ന് തുലّമാണ്  ന് p 0 1 6 p 1 5 18 p 2 2 9 p 3 1 6 p 4 
ന് 1 ന് 9 ന് തുലّമാണ്, ന് 18 ന് തുലّമാണ് , ഇത് റാൻഡം േവരിയബിളിന്െറ സൂآർ؉ p 5 1 
േْപാബബിലിئി ഡിസ്ْടിബّൂഷനാണ്, ഇത് മുകളിെല സൂآർ؉ വّതّാസമായി വിവരിുؗുׯ. ര؇് 
െഫയർ ൈഡസ് ഉരു؂ുേآാൾ ര؇് മുഖ׹ൾ നിരീײിׯെؚടുؗു, എനി്ׯ കണׯാׯണെമ്ؗ 
കരുതുക  ഇവിെട ْപതീײിؗുׯത് 0- ൽ 1-ൽ 6 ؛സ് 1-ൽ 5- ൽ 18 ؛സ് 2-ൽ 2-9 ؛സ് 3-ൽ 1-6 , ؛സ് e, 
4-ൽ -1-9 , 5-ൽ -1-1-18, 
അ׹െന ഒരാൾ്ׯ ഇത് ലളിതമാׯാം.  35 ൈബ 18 , ചതുര؋ിന്െറ ْപതീײ കണׯാׯിയാൽ x 
യഥാർ،؋ിൽ അത് ര؇ിൽ അ١يം കുറവാെണ്ؗ നി׹ൾ്ׯ കാണാൻ കഴിയും, അത് പൂജّം ചതുരം 
ഒؗായി ആറ് ؛സ് വൺ സ്കٔയറാണ്, 
അ׹െന ര؇ാമെ؋ മൂലّവും 2 സ്കٔയർ 2 ൈബ 9 േല്3 ׯ സ്കٔയർ 1 ആയി.  6 ؛സ് 4 സ്കٔയർ 1 ൈബ
 ാം, അതിനാൽ xׯഇത് ലളിതമാ ׯൾ്׹ൽ കൂടി നിׯഒരി ׯി 1 ൈബ 18 േല്ׯസ് 5 സ്കٔയർ ആ؛ 9
ന്െറ വّതّാസം 35 ൈബ 6 ആണ് ൈമനസ് 35 െകാ؇് 18 ചതുരം ഉتതിനാൽ ഇത് ലളിതമാׯാം, ഇത് 665 
െന 3 മുതൽ 4 വെര ഹരി׺ാൽ തുലّമാണ്, ഇത് ര؇ിൽ കൂടുതലാണ് , ഒരു വّതിരിװമായ 
വിതരണ؋ിന്െറ ഒരു ഉദാഹരണം കൂടി ഞാൻ നൽകെ؂ , അതിൽ വّതിരിװമായ മാർബിളുകൾ n 
മാർബിളുകൾ തുടർ׺യായി വരയ്ുؗുׯ. ഒരു മിزർ ബിൽ ആവർ؋ിؗുׯതുവെര ْകമരഹിതമായി 
ഓൺ െചുإക, ഉദാഹരണ؋ിന് ഞ׹ൾ സി  ആ മാർബിളുകളിൽ കുറ്׺ ടാഗുകൾ ഇടുക, 
അ׹െന ഒരു മാർബിൾ വരയ്ുׯകയും അതിന്െറ ടാഗ് ْശؑിുׯകയും മാർബിൾ ൈകയിൽ തിരിെക 
വയ്ുׯകയും തുടർ്ؗ മെئാരു മാർബിൾ വരയ്ുׯകയും െചുؗുإ, അത് മുآേ؋തായിരിׯാം 
അെ׸بിൽ മുآേ؋താെണ׸ിൽ മെئാؗാകാം  ഞ׹ൾ നിർുؗു؋ അبാ؋പײം ഞ׹ൾ തുടരുؗു
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അതിനാൽ വീ؇ും ഞ׹ൾ അത് തിരിെക വയ്ുׯകയും മെئാ്ؗ വരയ്ുׯകയും െചുإം, 
അ׹െന വീ؇ും അത് മുآെ؋ ര؇ിൽ ഒؗാകാം അെ׸بിൽ അത് േപാെല പുതിയത് ആകാം മു്آ 
വര׺ എെؓ׸ിലും ലഭിؗുׯതുവെര ഞ׹ൾ തുടരും, അതിനാൽ നമു്ׯ പരിഗണിׯാം എؗ സംഖّx 
ഉപേയാഗി്׺ എؗത് പരീײണം പൂർ؋ിയാׯാൻ ആവശّമായ നറുെׯടുؚുകളുെട എ؉െ؋ x 
സൂചിؚിുؗുׯ, അതിനാൽ ന്െറ വിതരണം കെ؇؋ാൻ ഞ׹ൾ ആْഗഹിുؗുׯ, അതിനാൽ ന് x x 
ര؇് മൂ്ؗ മൂലّ׹ൾ എടുׯാം, 
അ׹െന ؛സ് വൺ വെര വّതിരിװമായ ആെക മാർബിളുകൾ ഉتതിനാൽ  അതിനാൽ ؛സ് n n n 
ഫ്ز നറുെׯടുؚിൽ തീർ׺യായും നി׹ൾ്ׯ ആവർ؋നമു؇ാകും, അതിന് േശഷം ആവശّമിب, 
കാരണം എبാ ْടയലുകളിലും നി׹ൾ്ׯ വّതിരിװമായ ഒ്ؗ ലഭിുׯകയാെണ׸ിൽ, തീർ׺യായും n 
 ം. േْപാബബിലി ആണ്  എؗത് ര؇ിന് xുׯത് ലഭി׺വര آമു് ׯൾ്׹ടയലിൽ നിْ ്׺സ് വൺ എ؛
തുലّമാണ് , അതായത് ആദّെ؋ േْഡായിൽ ഏത് മാർബിൾ വര׺ാലും അത് വീ؇ും വരയ്ുؗുׯ, 
അതിനാൽ ഒ്ؗ വര്׺ ആ ടാഗ് േരഖെؚടു؋ിയാൽ അത് ൽ ഒؗാണ്, അതിനാൽ ര؇ാമേ؋തിൽ n-
നأൾ വരയ്ുׯകയാെണ׸ിൽ സാധّത അതിൽ ഓേരാേؗാേരാؗായി 
അ׹െന എഴുതാം , ആദّെ؋ നറുെׯടുؚിൽ വര׺ മാർബിൾ ആണ് വീ؇ും വര׺ിരിؗുׯത് ന് x 3 
തുലّമായ േْപാബബിലിئി എؓാണ് , അതായത് ര؇ാമെ؋ ْടയലിൽ നി׹ൾ വര׺ ആദّ ْടയലിൽ 
ഞ׹ൾ്ׯ ഒരു വّതിരിװമായ ഒ്ؗ ലഭിു׺  ഒ്ؗ, വരയ് ׯാ؋ ര؇ാമെ؋ ടാഗ് ഞ׹ൾ ഓർുؗുׯ, 
അതായത് വര׺ത് ബാׯിയുت ൈമനസ് 1 ൽ നിؗാണ്, അതിനാൽ അതിന്െറ സംഭാവّത ൈമനസ്n n 
1 ആണ്, ഇേؚാൾ 1, 2 എؗിവയിൽ ര؇് വّതُّ ٝമാർബിളുകൾ വരയ്ുؗുׯ.  മൂؗാമേ؋ത് ഞ׹ൾ 
വരയ്ുؗുׯ, അതിനാൽ അതിന്െറ േْപാബബിലിئി 2 ന്െറ ആയിരിുׯം, അതിനാൽ നമു്ׯ പറയാം n 
െസׯന്റിെല മാർബിൾ ആദّേ؋തിൽ നി്ؗ വّതُّമٝാണ് , മൂؗാമേ؋ത് ആദّ ര؇ിൽ ഏെത׸ിലും 
ഒ്ؗ ഈ വാദം ഇവിെട ആവർ؋ിׯെ؂ തുലّമാണ് ആദّേ؋തിൽ വര׺ത് വീ؇ും എؗാണ് x 
അർ،മാؗുׯത്  ര؇ാമേ؋തിൽ വരു׺, അതിനാൽ നأൾ ആദّേ؋തിൽ സംْദെയ 
പരിഗണിുׯകയാെണ׸ിൽ , അത് ഒؗിൽ നി്ؗ ഉറؚി׺ിരിുؗുׯ, ഞ׹ൾ അത് വീ؇ും ْശമിുؗുׯ,n 
അതിനാൽ എؗത് 3 ന് തുലّമാെണ׸ിൽ, ര؇ാമെ؋ േകസിൽ 1 ന് ആണ് അതിന്െറ സംഭാവّത. x n 
ര؇ാമെ؋ നറുെׯടുؚിൽ നമു്ׯ ആദّേ؋തിൽ നി്ؗ വّതّസ് തമായ എെؓ׸ിലും ലഭിുؗുׯ, 
അതിനാൽ അതിന്െറ സംഭാവّത ൈമനസ് 1 ആയിരിുׯം , തുടർ്ؗ നമു്ׯ ആദّ ര؇ിൽ നി്ؗ n n 
എെؓ׸ിലും ലഭിുؗുׯ, 
അ׹െന ന് ര؇് ആയതിനാൽ നമു്ׯ തുടരാം n 
അ׹െന എഴുതാം ആദّെ؋ കുറ്׺ പദ׹ൾ എؓാണ് േْപാബബിലിئി നാലിന് തുലّമാണ്, അത് x 
ആദّേ؋ത് വّതിരിװമാണ്, ര؇ാമേ؋ത് ആദّേ؋തിൽ നി്ؗ വّതُّമٝാണ്, മൂؗാമേ؋ത് ആദّ 
ര؇ിൽ നി്ؗ വّതُّമٝാണ്, അതിനാൽ ൈമനസ് ര؇് െകാ؇് വّതّസ് തമാണ്, തുടർ്ؗ ഇത് n n 
ഒؗിൽ ഒؗാണ് ൽ ആദّെ؋ മൂ്ؗ  1 മുതൽ ൈമനസ് 2 ന് എؗി׹െന 1 മുതൽ i-th  one- nn n n 
വെര അവസാനം വെര നമു്ׯ സി׶ േْപാബബിലിئി തുലّമാെണ്ؗ പരിേശാധിׯാം  n by n x al 
മുതൽ വെര 2 മുതൽ വെര 1 ആണ് ؛സ് 1, അതിനാൽ യഥാർ،؋ിൽ നി׹ൾ പിؗാׯ സംْഗഹംii n 
അവസാനം മുതൽ േടം ൈബ േടം ഉപേയാഗി്׺ ഉപേയാഗിേׯ؇തുേ؇ാ എ്ؗ പരിേശാധിׯാൻ ഇേؚാൾ 
ഞാൻ വിശദമായി ചർ׺ െചᅃٝി؂ു؇് അവ ഒരു ْപേതّക തരം റാൻഡം േവരിയബിളുകൾ  ഡിസ്ْകീ്ئ 
റാൻഡം േവരിയബിളുകൾ എ്ؗ വിളിുؗുׯ, അതിനാൽ േْപാബബിലിئി സിؑാؓ؋ിൽ 
പരിമിതമായേതാ എ؉ാവുؗേതാ ആയ അനؓമായ മൂലّ׹ൾ എടുؗുׯവയാണ് ഡിസ്ْകീ്ئ റാൻഡം 
േവരിയബിളുകൾ , അവ സാധാരണയായി ഉപേയാഗിؗുׯ ചില ْപേതّക റാൻഡം േവരിയബിളുകൾ ഉ؇്
, അവയിൽ ഒ്ؗ ْപസിؑമാണ്.  ൈബേനാമിയൽ ഡിസ്ْടിബّൂഷൻ അതിനാൽ നി׹ളുെട സിലബസിലും
12-ാം ױാസിൽ നി׹ൾ യഥാർ،؋ിൽ ൈബേനാമിയൽ ഡിസ്ْടിബّൂഷെനുׯറി׺ാണ് പഠിؗുׯത്, 
അതിനാൽ ഞാൻ അത് വിവരിׯെ؂ , ഈ ൈബേനാമിയൽ ഡിസ്ْടിബّൂഷന് സٔിസ് 
ഗണിതശാസ്ْത׾നായ േജׯബ് െബർണൂലിയുെട േപരിലാണ് നാമകരണം െചᅃٝിരിؗുׯത് , 
അേؐഹ؋ിന്െറ ْപസിؑീകരി׺ പുസ് തകം നുأേടതാണ് പുُകٝ׹ൾ , ഇത് േْപാബബിലിئി 
സിؑാؓ؋ിന്െറ അടിرാന പുُകٝ׹ളിൽ ഒؗാണ്, ഇവിെട അേؐഹം ചില പരീײണ׹ൾ 
വിവരിു׺ അവയിൽ ദٔിമുഖ സٔഭാവമുتവയാണ്, അതായത് , സാധّമായ ഫല׹ളുെട എ؉ം ര؇ാണ്, 
ഉദാഹരണ؋ിന്, ഒരാൾ്ׯ അസുഖം വؗാൽ, അയാൾ ഒരു േഡാعെٚറ സമീപി്׺ മരു്ؗ വാؗു׹ത് 
നമു്ׯ പരിഗണിׯാം, അേؚാൾ അയാൾ്ׯ ചികി؏ ലഭിുؗുׯ അെ׸بിൽ അയാൾ്ׯ ലഭിؗുׯിب 
എؗതായിരിുׯം ഫലം ആ മരുؗിൽ നി്ؗ ചികി؏ിുؗുׯ, അതായത് നി׹ൾ ചികി؏ിؗുׯേതാ 
ചികി؏ിׯാ؋േതാ ആയ ര؇് ഫല׹ൾ നി׹ൾ േനാുؗുׯ എؗർ،ം ആെര׸ിലും ഒരു മ؏ര 
പരീײയിൽ ْപതّײെؚടുؗു, അതിനാൽ അയാൾ്ׯ കുറ്׺ മാർ്ׯ ലഭിേׯ׺ാം, പേײ അവൻ 
പരീײയ്്ׯ േയാഗّത േനടുؗുേ؇ാ അെ׸بിൽ അവൻ പരീײയ്്ׯ േയാഗّത േനടുؗിب എؗറിയാൻ 
ഞ׹ൾ്ׯ താൽؚരّമു؇ാകാം ഷൂ؂ർ ല؋ّײിെലുؗു؋, അതിനാൽ ഫലം വിജയമാേണാ a  
എؗറിയാൻ ഞ׹ൾ്ׯ താൽؚരّമു؇്, അതിനർ،ം അവൻ വിജയകരമായി ല؋ّײിെലുؗു؋േവാ
അേതാ അവൻ ലّײം െതئിേയാ എ്ؗ അറിയാൻ ഞ׹ൾ്ׯ താൽؚരّമു؇്, അതുേപാെല തെؗ 
പരീײണം സ׸ീർ؉മാേയׯാവുؗ യഥാർ، ജീവിത സാഹചരّ׹ൾ ധാരാളം ഉ؇്, പേײ ഞ׹ൾ്ׯ
താൽؚരّമു؇്.  ര؇് ഫല׹ൾ േനാുׯക, കാരണം അത് െറേׯാർഡിംഗ് ആവശّ؋ിന് കുറ്׺ 
താൽؚരّമുتതാകാം, അതിനാൽ അ؋രം പരീײണ׹െള െബർണൂലിയൻ പരീײണ׹ൾ 
അെ׸بിൽ െബർണൂലിയൻ പരീײണ׹ൾ എ്ؗ വിളിുؗുׯ. യഥാർ، ജീവിത؋ിെല പല 
പരീײണ׹ളിലും ഒരാൾ്ׯ സാധّമായ ര؇് ഫല׹ളിൽ മാْതേമ താൽؚരّമുൂت, ഉദാഹരണ؋ിന് 
ഒരു ല؋ّײിെലു؋ക, വിജയേമാ പരാജയേമാ ര؇് ഫല׹ൾ ഉ؇് , സുഖം ْപാപി׺ി؂ിبാ؋ ഒരു 
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േരാഗിെയ ചികി؏ിؗുׯതാണ് പരീײയിൽ ഹാജരാകുؗത്, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ അ؋രം 
പരീײണ׹ളിൽ േയാഗّത േനടാനും േയാഗّത േനടാതിരിׯാനും കഴിയും . ഒരു ഫലം വിജയമായും 
മെئാരു ഫലം  പരാജയമായും വّװമാുׯക, അതിനാൽ ഞാൻ വിജയ؋ിന് എؗും പരാജയ؋ിന് s f 
എؗും എഴുതാം , ഇവെയ െബർണൂളിയൻ ْടയലുകൾ എ്ؗ വിളിുؗുׯ, അതിനാൽ െബർണൂളിയൻ n 
പരീײണ׹ൾ ഒേര അവرയിലും പരُ١രം സٔതْؓമായും നട؋െؚടുؗുെവ്ؗ കരുതുക.  
വിജയസാധّത എبാ ْടയലുകളിലും തുലّമാണ് , അതിനാൽ എبാ ْടയലുകളിലും പരാജയ؋ിന്െറ 
സാധّതയും തുലّമാണ്, ഒരു ൈമനസ് പറയുക, അതായത് നമു്ׯ ശരി എ്ؗ എഴുതാം, അതിനാൽ p q 
ഇവിെട ഈ എؗിവ പൂജّ؋ിനും ഒؗിനും ഇടയിലുت സംഖّകളായിരിുׯം ْടയലുകളിെല p, q x  n 
വിജയ׹ളുെട എ؉ം സൂചിؚിുׯക, പിെؗ ഒരു വّതിരിװ റാൻഡം േവരിയബിൾ ആണ്, ന്െറ x xx 
സാധّമായ മൂലّ׹ൾ എെؓാെׯയാണ് ഒരു ഡിസ്ْ കീ്ئ റാൻേഡാ  േവരിയബിൾ, ഇതിന് മൂലّ׹ൾ 0 1 m 
2 എടുׯാം, 
അ׹െന വെര നി׹ൾ ْടയൽ തവണ നടുؗു؋, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ എبാ പരാജയ׹ളും ഒരു n n 
വിജയം ര؇് വിജയം എبാം വിജയം, അതിനാൽ ന്െറ സാധّമായ മൂലّ׹ൾ 0 1 2 ആകാം  േല്ׯ x n x 
എؗത് ന് തുലّമാെണ്ؗ പറയാനുت സാധّത എؓാണ്, ഇേؚാൾ നി׹ൾ അത് ഇവിെട വരയ്ׯാൻ k 
എെؗ അനുവദിുׯകയാണ്, ഇവയാണ് പരീײണ׹ൾ ശരിയാണ് 1 2 3, 
അ׹െനെയ׸ിൽ ഇേؚാൾ നി׹ൾ പറയുؗത് ْടയലുകളിൽ ആണ് വിജയി׺െത്ؗ  ْടയലുകൾ ഒരു n k 
ْടയലിൽ സٔതْؓമായി നട؋െؚടുؗു വിജയസാധّത ആണ്, അതിനാൽ നി׹ൾ വിജയം p k 
കണׯാׯിയാൽ േْപാബബിലിئി ആയി ആയി മാറും, അത് പവർ േല്ׯ ആയി മാറുؗു, p p k p 
എؗാൽ ൈമനസ് ْടയലുകൾ േശഷിؗുׯത് പരാജയ׹ൾ്ׯ കാരണമാകുؗു എؗാണ് n k 
ഇതിനർ،ം.  ഇേؚാൾ ഒരു പരാജയ؋ിന്െറ സംഭാവّത 1 ൈമനസ് അെ׸بിൽ ആണ് , വീ؇ും p q 
ْടയലുകൾ സٔതْؓമാണ്, അതിനാൽ അത് ആയി ൈമനസ് ആയി മാറുؗു, അതിനാൽ അത് q qn k n 
ൈമനസ് ആയി ആയി മാറുؗു, െബർണൂലിയൻ ْടയലുകളിൽ നി്ؗ എ്ؓ സാധّതയാണ് ഞ׹ൾ k q n 
കണׯാؗുׯത് അവ െക വിജയവും ൈമനസ് െക പരാജയവുമാണ് തത്ഫലമായി , ഇേؚാൾ ആെക n n 
ْടയലുകൾ ഉ؇്, ഈ െക മൂലّ׹ൾ വിജയിുׯേآാൾ ഈ െക മൂലّ׹ൾ ഇവയിേലെത׸ിലും ആകാം, 
അതിനാൽ തിരെ؁ടുׯാനുت വഴികളുെട എ؉ം ആകും, അതിനാൽ എؗത് 0 1 2 ആണ്, nck k n 
അതിനാൽ നി׹ൾ വിവരിؗുׯത് എെؗ അനുവദിൂׯ  ഇതിെന എ്ؗ വിളിുׯക, അതിനാൽ pk p 0 

വെര വെര നി׹ൾ ْകമരഹിതമായ േവരിയബിളിന്െറ സാധّമായ എبാ മൂലّ׹ൾുׯം p 1 pn 
അനുേയാജّമായ േْപാബബിലിئികൾ അനുവദിു׺  ഇവിെടയുت ഗുണക׹ൾ ഒؗാമതായി, ഇത് 
േْപാബബിലിئികളുെട സാധുവായ അൈസൻെമന്റാെണ്ؗ െതളിയിׯാൻ ഞാൻ ْശമിുׯം, ഇത് 
സാധുവായ േْപാബബിലിئി ഡിസ് ْടിബّൂഷനാെണ്ؗ ഞ׹ൾ ആദّം കാണിുׯം, ഇത്  മുതൽ വെര 0 n 1
ആയിരിׯണം സി׶ തുലّമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ഇത് േനാׯാം ഇതാണ്  പവർ മുതൽpkk nc kp kq 
പവർ ൈമനസ് മുതൽ വെര തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഞാൻ എبാ നിബؖനകളും എഴുതിയാൽ n kk 0 n 
അത് തുലّമാണ്, അത് പവർ േല്ׯ ആണ് , പവർ ൈമനസ് 1 ؛സ് 2-േല്ׯ n- nc 0 q n nc nc 1 pq p squ

എؗത് പവർ ൈമനസ് 2 േല്ׯ ആണ്,  q n 
അ׹െന ؛സ് മുതൽ പവർ വെര നി׹ളുെട ൈബേനാമിയൽ സിؑാؓം നി׹ൾ ncnp n 
ഓർുؗുׯെവ׸ിൽ , ൈബേനാമിയൽ സിؑാؓ؋ിൽ നി്ؗ ഇത് ؛സ് ന്െറ പവർ q p n 
എؗതിേലتുׯ വികാസമبാെത മെئാؗുമب, ഇേؚാൾ എؗത് 1 ൈമനസ് ആണ് അതിനാൽ q p q  
 ാ p 1 nبആണ്, അത് 1 ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ എ 1 ׯസ് ആണ്, അതിനാൽ ഇത് പവർ േല്؛
സാധّതകളുെടയും ആെകു؋ക 1 ആണ്, എبാ സാധّതകളും െനഗئീവ് അب, അതിനാൽ ഇത് 
േْപാബബിലിئികളുെട ഒരു സാധുവായ അൈസൻെമന്റാണ് ഓ ഞാൻ ഇതിനകം ْപതീײി׺ മൂലّം എؗ
ആശയം അവതരിؚിു׺ അെ׸بിൽ ശരാശരിയും വّതിയാനവും ആയതിനാൽ ൈബേനാമിയൽ 
ഡിസ്ْടിബّൂഷന്െറ കാരّ؋ിൽ നമു്ׯ േനാׯാം ഈ മൂലّ׹ൾ ഏെതാെׯയാണ് ശരി, ْപതീײ x 
അതായത് എؗത് നിർവചനം െകാ؇് തുലّമാണ് , ഇത് േْപാബബിലിئി െകാ؇് ഗുണി׺ മൂലّം mu pkk 
തുലّമാണ്.  0 മുതൽ വെര ഇേؚാൾ ഇത് പവർ േല്ׯ ആണ്, പവർ ൈമനസ് മുതൽ n kq nckp n kk 0 n 
വെര തുലّമാണ് യഥാർ،؋ിൽ പൂജّമാണ് അതിനാൽ നമു്ׯ എസി െചإാം  ഇത് ഒؗിന് 
തുലّമാെണ്ؗ പറയുക , യിേല്ׯ യിേല്ׯ എؗതിന് തുലّമാണ്, ഇത് വിലയിരുؗു؋തിന് nkp- nkp- k 

േല്ׯ ൽ നി്ؗ പവർ ൈമനസ് ഫാക് േടാറിയൽ ൈമനസ് െക ഫാക് േടാറിയൽ െയ kq- kq- n k .  k n p 
പവർ ൽ നി്ؗ പവർ ൈമനസ് െക െകാ؇് ഹരിുׯക  ന്  എؗതിന്  ഫാക് േടാറിയൽ ഞ׹ൾ kq- n k 0 0
ഒരു കൺെവൻഷനായി 1 ആയി കണׯാുؗുׯ, അതിനാൽ ഈ െനാേ؂ഷനിൽ സാധുത നിലനിൽുׯം, 
അതിനാൽ നമു്ׯ ഇതിെന ൈമനസ്  ഫാക് േടാറിയൽ െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ഫാക് േടാറിയൽ ആയി k 1 n 
എഴുതാം, ഈ പദം ഞാൻ ൈമനസ് 1 ൈമനസ് െക ൈമനസ് 1 ആയി എഴുതുؗു  ഈ നّൂമേറئർ ഞാൻ n 
പവർ േല്ׯ ഫാക് േടാറിയൽ ആയി എഴുതുؗു, പവർ ൈമനസ്  മുതൽ വെര kq n p n kk 1 n 
തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇവിെട ഞാൻ െനാേ؂ഷനിൽ കുറ്׺ മാئം വരു؋ാം, നമു്ׯ ൈമനസ് 1 എؗത്k 

ന് തുലّമാണ്, തുടർ്ؗ ഇത് ആയി മാറുؗു  0 മുതൽ ൈമനസ് 1 വെര ഈ ന് നി׹െള m m n ni 
പുറെ؋ടുׯാൻ കഴിയും  ൈമനസ്  ഫാക് േടാറിയൽ മുതൽ പവർ ൈമനസ് േല്ׯ പവർ n 1 p k 1 q n 
ൈമനസ്  ൈമനസ് െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ഫാക് േടാറിയൽ ൈമനസ്  ൈമനസ് ഫാക് േടാറിയൽ 1 m m n 1 m 
ഈ ൈപ എടു؋ി؂ു؇്, അതിനാൽ ഞാൻ ഇവിെട െചᅃٝത് ഈ ര؇് പദ׹ളും നമു്ׯ താരതമّം െചإാം 
പദം ഞാൻ ഫാക് േടാറിയൽ എ്ؗ ആയി ൈമനസ്  ഫാക് േടാറിയൽ ആയി എഴുതി, ഈ n n n 1 1 ni 
പുറേׯ്؋ എടു؋ത് പവർ ൈമനസ് 1 ന് സമാനമായി ഞാൻ ആയി എഴുതിയ പവർ ൈമനസ് 1, 1 k p k 

എടുുׯക പുറ്؋ ഇേؚാൾ ഈ പദം ആണ്  പവർ ൈമനസ് 1 ൈമനസ് െക ൈമനസ് 1 pi q to n 
അതിനാൽ െക ൈമനസ് 1 ഞാൻ ആയി എഴുതുؗു, അതിനാൽ ഇത് ൈമനസ് 1 ൈമനസ് എം ആയി m n 
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മാറുؗു, അതിനാൽ ഈ പദം സി׶ ആയി മാറുؗു, എؗത് 0 മുതൽ ൈമനസ് 1 ൈമനസ് 1 ന് np m n n 
തുലّമാണ്, പവറിേല്ׯ തിരെ؁ടുുׯക  ൈമനസ്, ഇേؚാൾ എؗ പവർ േല്ׯ ആയി mp k m q n p 
മാറുؗു, ൈമനസ് 1 ൈമനസ് ആണ്, അതിനാൽ ഇത് ആയി മാറുؗു , ഇേؚാൾ ഈ പദം നി׹ൾ n m np 
കാണുകയാെണ׸ിൽ , ؛സ് ന്െറ പവർ ൈമനസ് 1-േലتുׯ വികാസമبാെത മെئാؗുമ1  .ب q p n 
അതിനാൽ ഇത് ആണ്, അതിനാൽ ൈബേനാമിയൽ ഡിസ്ْടിബّൂഷന്െറ ശരാശരി ആെണ്ؗ np np 
ഞ׹ൾ െതളിയി׺ത് നമു്ׯ ഭൗതികമായി പൂർ؉മാׯാൻ ْശമിׯാം  ഒരു നാണയ؋ിന്െറ ഒئയടി്ׯ 
അത് െതئിؑരിؚിുׯക അെ׸بിൽ നി׹ൾ്ׯ െബർണൂലിയൻ പരീײണ؋ിന്െറ ഒരു ْടയലിൽ 
പറയാനാകും വിജയസാധّത എؗത് വിജയ׹ളുെട എ؉െ؋ സൂചിؚിുؗുׯ, അതിനാൽ px 
വിജയ؋ിന്െറ ശരാശരി എ؉ം എْതയാണ് , അതായത് ൽ ഉت നുأെട വിജയ؋ിന്െറ ശരാശരി p- 
എ؉ം.  സംഗതി്ׯ സٔാഭാവികമാണ്, കാരണം ആെണ׸ിൽ എؗത് െമാ؋ം എْത p np 
വരുؗുെവؗതിെന സൂചിؚിുؗുׯ, നമു്ׯ ഇേؚാൾ ഈ വിതരണ؋ിന്െറ വّതിയാനം േനാׯാം, ah 
വّതിയാന؋ിന് ഇേؚാൾ സൂآർ؉ ചതുര؋ിന്െറ ْപതീײ ൈമനസ് എؗ േഫാർമുല x 
ْപതീײയാണ് നأൾ ഇേؚാൾ കണׯാׯാൻ ഉപേയാഗി׺ത്.  എക് സ് െപക്േئഷൻ  എക് സ് െപക് ഷൻ x 
എؗതിന്െറ എക് സ് ْപഷൻ േനാׯിയാൽ , ഫാക് േടാറിയൽ പദ׹ളിെലാ്ؗ റؐാؗുׯതിലൂെടയാണ് 
ലളിതമാؗുׯത്, അതിനാൽ എനി്ׯ ഒരു സ് കٔയർ േടം ഉെ؇׸ിൽ അത് റؐാׯാൻ കഴിയിب.  
അതുെകാ؇ാണ് ഇത് ഈ ْപേതّക രീതിയിൽ പരിഗണിؗുׯതാണ് നبത്, അത് ൽ നി്ؗ ൈമനസ് x- x 
1-ന്െറ ْപതീײയ്്ׯ തുലّമാണ്, കൂടാെത ന്െറ ْപതീײയും ന്െറ ْപതീײയും ന്െറ x- x- x-
കണുׯകൂ؂ലായിരുؗു.  ഇത് ആണ്, അതിനാൽ ഇേؚാൾ ഞാൻ ْപതീײിؗുׯത് ൽ നി്ؗ np x- x 
ൈമനസ് 1 ൽ നി്ؗ ൈമനസ് 1 ൽ നി്ؗ പവർ ൽ നി്ؗ പവർ ൈമനസ് ന് ന് 0-നും k- k nckp- kq- n k- k-

നും തുലّമായ ന് 0-ന് തുലّമായത്, 0-ന് തുലّവും അനുബؖവും എ്ؗ നി׹ൾ ഇവിെട ْശؑിുׯക n- k- k
എؗത് 1 ന് തുലّമാണ്, ഈ പദം 0 ആയി മാറുؗു. അതിനാൽ നമു്ׯ ഈ സംْഗഹം മുതൽ വെര k 2 nk k
ൈമനസ് ആയി എഴുതാം തുലّമായ  മുതൽ ഫാക് േടാറിയൽ െകാ؇് ഹരി׺ാൽ 1 k 2 nn k 
ഫാക് േടാറിയൽ ൈമനസ് ഫാക് േടാറിയൽ മുതൽ പവർ േല്ׯ പവർ ൈമനസ് ഇതിെല n k p kq n k 
ഈ ഫാക് േടാറിയലിന്െറ ആദّ ര؇് പദ׹ളിൽ നി്ؗ ൈമനസ്  ആയി ഞാൻ ഈ റؐാുؗുׯ .  k k 1 k k 
എؗത് ൈമനസ്  ആׯി ൈമനസ്  ഫാക് േടാറിയൽ ആയതിനാൽ എനി്ׯ ഫാക് േടാറിയൽ k 1 k 2 n 
എؗ പദം ൈമനസ്  ഫാക് േടാറിയൽ ൈമനസ് ഫാക് േടാറിയൽ െകാ؇് ഹരി׺ാൽ കി؂ും. ഈ k 2 n k p n
ഫാക് േടാറിയൽ ഞാൻ ആയി ൈമനസ്  ആയി എഴുതുؗു , ഇവിെട എനി്ׯ ൈമനസ് n n 1 n 2 
ഫാക് േടാറിയൽ ൈമനസ് െകാ؇് ഹരിുׯം   ഫാക് േടാറിയൽ , ഈ പദം ൈമനസ്  ൈമനസ് െക k 2 n 2
ൈമനസ്  ഫാക് േടാറിയൽ എ്ؗ എഴുതാം ഇത് ഞാൻ പവർ ൈമനസ്  േല്ׯ എؗും സ്കٔയർ 2 k 2 p p 
ഞാൻ പവർ ൈമനസ് 2 ൈമനസ് െക ൈമനസ് 2 ന് തുലّം േല്ׯ എഴുതുؗു  േല്ׯ ഒരിׯൽ n k 2 q n 
കൂടി ഞാൻ നിർجചിുؗുׯ ൈമനസ് 2 എؗത് എ്ؗ പറയുؗതിന് തുലّമാണ്, തുടർ്ؗ ഇത് ആയിk n n 

ആയി മാറുؗു സ്കٔയർ സി׶ എؗത്  മുതൽ ൈമനസ് ൈമനസ്  ഫാക് േടാറിയൽ n 1 p m 0 n 2 n 2
െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ഫാക് േടാറിയൽ ൈമനസ്  ൈമനസ് ഫാക് േടാറിയൽ പവർ മുതൽ m n 2 m p to mq n 
ൈമനസ് 2 ൈമനസ് ആണ്, അതിനാൽ ഇത് ആയി ൈമനസ് 1 ആയി സ്കٔയറിേല്ׯ മാറുؗു, m n n p 
ഇത് ؛സ് ന്െറ പവർ ൈമനസ് 2 ന്െറ ദٔിപദ വിപുലീകരണ؋ിേലتുׯ വികാസമبാെത q p n 
മെئാؗുമب, അതിനാൽ ഈ ؛സ് ആണ്  അതിനാൽ ഇത് ൈമനസ് 1 പി സ്കٔയറിേല്ׯ q p 1 n n 
ആയി മാറുؗു, അതിനാൽ നമു്ׯ ഇവിെട ْപതീײ സ്കٔയർ ْപതീײ ൈമനസ് 1 ؛സ് ْപതീײ x x x 

ആയിരുؗു, അതിനാൽ നമു്ׯ ചതുരം ആയി ൈമനസ് 1 സ്കٔയർ ؛സ് ആയി ലഭിുׯം x x n n p np x
ന്െറ വّതിയാനം ചതുര؋ിന്െറ ْപതീײയ്്ׯ തുലّമാണ് , മുഴുവൻ ചതുര؋ിന്െറ ْപതീײയും xa x 

എؗതിേല്ׯ ൈമനസ് 1 സ്കٔയർ ؛സ് ൈമനസ് സ്കٔയർ സ്കٔയറിേല്ׯ തുലّമാണ്, n n p np n p 
അതിനാൽ നമു്ׯ ഇവിെട കുറ്׺ ലളിതമാׯാം, ഇവിെട ആദّ പദം സ്കٔയർ സ്കٔയർ ആണ് , n p 
ഇവിെട ഇത് ൈമനസ് സ്കٔയർ സ്കٔയറാണ്, അതിനാൽ അത് റؐാׯെؚടും  ൈമനസ് n p np np 
സ്കٔയർ 1 ൈമനസ് ആയി േനടുക അെ׸بിൽ നി׹ൾ്ׯ എ്ؗ വളെര രസകരമായി പറയാം, p npq 
ഇേؚാൾ ഞ׹ൾ ന്െറ ْപതീײ ആയും ന്െറ വّതിയാനം ആയും കണׯാׯി, ഇവിെട ന് x np x npq x 
ൈബേനാമിയൽ ഡിസ്ْടിബّൂഷൻ ഉتത് ആണ്  0-നും 1-നും ഇടയിലുت ഒരു സംഖّ. അതിനാൽ q npq 
എേؚാഴും േയׯാൾ കുറവായിരിുׯം, അതിനാൽ എؗത് 0-നും 1 നും ഇടയിലുتതിനാൽ np- q npq-
നി׹ൾ്ׯ ഇവിെട ഒരു ْപُാٝവന നട؋ാം, അതിനാൽ ഒരു ൈബേനാമിയൽ ഡിസ്ْടിബّൂഷനിൽ 
ശരാശരി എേؚാഴും നമു്ׯ കഴിയുؗ വّതിയാനേׯ؋ാൾ കൂടുതലായിരിുׯം യുെട npq 
വർ״മൂലമായ زാൻേഡർഡ് ഡീവിേയഷന്െറ പദْപേയാഗവും എഴുതുക, ഇേؚാൾ പകുതി്ׯ p 
തുലّമായിരിുׯേآാൾ നമു്ׯ ْപേതّക സാഹചരّവും േനാׯാം, അതായത് വിജയ പരാജയ 
സാധّതകൾ ഒരുേപാെലയായിരിുׯേآാൾ , വിജയ؋ിന്െറ പദْപേയാഗ׹ൾ എെؓാെׯയാണ്. 
പരാജയ സാധّതകൾ തുലّമാണ്, അത് എؗത് ന് തുലّമാണ് പകുതി്ׯ തുലّമാണ്, തുടർ്ؗ p q 
വിതരണം വളെര ലളിതമായ ഒരു രൂപെമടുുؗുׯ , അതായത് േْപാബബിലിئി ന് തുലّമാണ്, അത് x, k 

പകുതി്ׯ തുലّമാണ്, അത് ന് തുലّമായ പവർ ആണ്  ഈ സാഹചരّ؋ിൽ നി׹ൾ nc k k n 0 1 
ഇവിെട േ؛ാ؂ിംഗ് േനാുׯകയാെണ׸ിൽ, േْപാബബിലിئി എؗത് ൈമനസ് െക എ്ؗ പറയുؗതിന് x n 
തുലّമാെണ്ؗ ഞാൻ കരുതുؗുെവ׸ിൽ , അത് പവർ ന് ൈമനസ് െക പകുതി ആയിരിുׯം, അത്n ncn 

ന് പകുതി പവർ ന് തുലّമാണ്, അതായത് േْപാബബിലിئി തുലّമാണ്  അതിനാൽ n n x k 
വിജയ-പരാജയ സാധّതകൾ തുലّമാകുേآാൾ, വിതരണം സമമിതിയിലുت േപായിന്റുകളിൽ തുലّ 
സാധّതകൾ അനുവദിുׯം, അതായത് ഞാൻ 0 ഉം ഉം പരിഗണിുׯകയാെണ׸ിൽ, ഞാൻ 1 ഉം n n 
ൈമനസ് 1 ഉം പരിഗണിുׯകയാെണ׸ിൽ, േْപാബബിലിئി തുലّമായിരിുׯം. അതിനാൽ ഞാൻ ഇത് 
എഴുതാൻ എെؗ അനുവദിുؗുׯ, ഉദാഹരണ؋ിന് എؗത് ന് തുലّമാണ്, അത് ഞാൻ 1-ഉം p 0 pn- p pn
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ൈമനസ് 1-ഉം പരിഗണിുׯകയാെണ׸ിൽ ന്െറ പവർ 1-ൽ 2 ആയി മാറും, അേؚാൾ അത് െന 2 n- n-
െകാ؇് ഹരി׺ാൽ േല്ׯ ആയി മാറും. മ്ئ മൂലّ׹ൾ പരിഗണിׯാം  വിജയ-പരാജയ സാധّതകൾ n- n 
ഒരുേപാെലയായിരിുׯേآാൾ എؗത് ഒരു ْപേതّക സؕർഭമാണ് , ഈ സാഹചരّ؋ിൽ ന്െറ s x- 
ْപതീ2 ײ-ൽ ആയും ന്െറ വّതിയാനം ൽ ഉം ആയി മാറുകയും زാൻേഡർഡ് ഡീവിേയഷൻ n x- n- n- 
2- ൽ സ്കٔയർ റൂ؂് ആയി മാറുകയും െചുؗുإ. അടുױ ؋ാشിൽ ഞാൻ പരിഗണിുׯം. വّതിരിװമായ 
വിതരണ׹ളുെട വിവിധ ْപേയാഗ׹ൾ അതായത് ൈബേനാമിയൽ ഡിസ്ْടിബّൂഷനും മ്ئ ചില ah, ah 
ഡിസ് ْകീ്ئ ഡിസ്ْടിബّൂഷനുമായി ബؖെؚ؂ വിവിധ േْപാബബിലിئികൾ എ׹െന കണׯാׯാം 
എؗതിനർ،ം ْപതീײകളുെട വّതّാസ؋ിന്െറ വിലയിരു؋ൽ ഉൾെؚടുؗു, അതിനാൽ ഈ 
വിതരണ׹ളിെല ْപശ് ന׹െളുׯറി്׺ ഞാൻ മതിയായ സമയം െചലവഴിുׯം 
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