
సࡔ ࠫऴࡌ࡮ޔ ఈ ܌ࡗ మనం
సమసङ ۃంࠫڴయ࡛ ऴ߱ऴߖࡰ ऐࡍంۨ చࡍڷ  ంచߕޔࠓऒ ࠭, అߖࡰ ڕࠬ ޴య࡛ ఈښछ షߤ మ࠾ࡍ  ఒకܽlpp   
మࡓ ࠾ࡍంࡍ࢘ ݡయࡽࠋझ छښఈ ࡹ  షߖࡰ ࡹ ߤయ࡛ ࡍڷంۨ ࣆࡱޘ ڴࠈ మ࠾ࡍ అߖࡰ ڼ࡮య࡛ ఈښछ షߤ 
छښయ࡛ ఈߖࡰ ߖࡹ  ࠹సदࣄ షࣄ ߤసदߘ ࠹ ఎ࡮ పࡍషए ऐࡍచ ڴ࢑వరం ࠭࠲ ݞږ ࡹంۧࡍ ంۧ࠭ .
  ఒక ࢘ࡍయࡽࠋ మࡓ ࠾ࡍంݡ
झࡽࠋయࡍ࢘ ओߩఇ ڴ ࡽక߸ڴऴ ࠾ࡍమ ڴతంށజగࠊ  సమసङ ۃంࠫڴయ࡛ ऴ߱ऴߖࡰ ݡ కएࡅ   య࡛ߖࡰ ࡹ नࡽ߹ 
ऴ߱ऴࠫڴంۃ   అࡓ ߝంࡍ࢘ ݡయࡽࠋ లߖࡰ ࡹయ࡛ ఈښछ షߤ మ࠾ࡍ ఈښछ షߖࡰ ࡹ ߤయ࡛ అߜڒ ߝझ  ࡮ఎ ߖ दߵ
ఉపڵࡆంۧࡹ చࡍऐ फࣃ ࠭
య తపओړऴపऴ ߤషܑ࠳दߧఆ ࡹ࢑తం܋ ࡎ࢐܌ࡗ ޴ߝఅ ۃంࠫڴయ࡛ ऴ߱ऴߖࡰ బܽदڒ  మࡖకܽ ޶ڒ.
 
ఆߧदܑ࠳షߤ అవసరమࡃङ  ࢑࢑ధ సమసङ లߘ మనం ఎࡗ޶ए ޳ࡶ ࡯࢐
సమసङ ۃంࠫڴయ࡛ ऴ߱ऴߖࡰ బܽदڒ ࡯ߕھߘక ߘవࡱ࢑ షदߖక ޳ࡶ వࡱ࢑ షदࡍగ ߖ޳
గށత ఆߧदܑ࠳షߤ ऴపऴړయ ࡅకए  ऴపऴړయࡹ ఒకܽ.
ݦవబࡱߧ ݞږ ߖఅ ۃంࠫڴయ࡛ ऴ߱ऴߖࡰ బܽदڒ 
పओۮ ߖఅ ޒఒక పదम ߤషܑ࠳दߧయ࡛ ఆߖࡰ గలం .
  గࡍషद
అతङ ޳ࡶ భం࡮ లओ  ధర వంܽ ఉతफమ ఫޑ࡯ల߅ࣃ ߘంచడం గށత ࢡवࣃफ  delࡱࡌఅవస ࡍహరణ  ఎవ޳ఉ ړߖ
छ޳ ߵࢳ ߤషࡶࡍ య࡛ߖࡰ కएࡅ ߤషܑ࠳दߧన ఆ࠳త సంబంధށగ ޴ఇ ,࠼ޑంచబడۨࣇ ࡌ  ऴపޙङ క సందరग ం,
మనం ࢑܋ ࡎ࢐܌ࡗత పࣄࡍबޔల ߘం޳ࡶ ݟ
࢐సफవ ऴపపంచం ߘంߖڜ ݟऒ  ఉ޳హరణలڕࣆޓ ߘం޳ం, ڒబܽद ࣌ߖక చరङ  ࡹ
శऴڕ࢓ޔ గࡍషद నషदం మ࠾ࡍ పࡍऴశమࡹ కߖషद నࢲदߖऒ  కڵ࡯ంߖ࣌ ۯక ऴపయతऒ ం.
జ࡛ߝ࠲  
న ङࠪ࠳बరࣄ  ङڒ పవ࡛ ߤ ఉనऒ ࡹܿࠈ޶అం ࠾ࡍమ ࡱ ࡽటߧ  వనࡏల ړంద 
ऒߖ࠙࡮  ߭ం۪࢐ڝలڕߘంܿߕऒ .ࡏ
घࡌఈ క ࠾ࡍమ ࡱڷడनంڵ   ఉతओ ߘటऱߖ࠿ ޶రం ఐڴ ङ߷ ࠾ࡍమ ޴फంࣆۯ फޒ క दߖ࠿ ࡎటऱߘ ఉతओ  फp q 6ޒ
बࡌమࣃ ۯఉం ߘల࢓फࣆవ ڷࡱߕ ڵడनంڵ ࠾ࡍమ ޴फంࣆۯ ङ ऒߖ  కڵ࡯ ఉం޴ మڷ ࠾ࡍऴరం ړ నߖࡍڷࡱ a b
ఉంࣃ ۯమరबङ ం ఎకए డ ఉం޴ మ࠾ࡍ c
ఇߩओ बࡌమࣃ ۯఉం ߖంܽݟ࠮ ݡ ङ ऒߖ  కڵ࡯ ఉం޴.

p b ࠾ࡍమ ړ ݟంߘ
ङ߷ ࠭࠲ ړ ݟంߘ క दࡎ మ࠾ࡍ మߘ ࠾ࡍంݟ ఉతओ p cܘ߱  ࡯࠻ۯ ހర࢐ ߘల࢓फࣆవ ࣋ۯ फޒ p q pur 

అ޴ߝ రހ࢐ ఖࡏऐ ڵత ߘ ठంచడం మ࠾ࡍ రހ࢐ ఖࡏऐ p a ݟంߘ 
వరڕ ఉంܿంߘ  ޴ంݟ వరڕ ఇవछ బޔݡంߘ ޴ంړ ݟ ఇవछ బޔݡంߘ ޴ంߘ ݟంߘ ݟంݟ p b p c q a q 

వరߘ ڕంݟ వరڕb q c 
ఇవछ బޔݡంڒ ,޴బܽद అ޴ ఎంత పࠪࡍణంࡹ ఉంܿంߘ  ޴ంߘ ݟంݟ p ap two bp two c q two aq  
two bp two

छ޳త ,޴ంޔݡపంపబ ړ ऐࡏఖ ހర࢐ ࡌ  తڕए వڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࠪڕ ఇ࡮ంܽ అߝక రڒలc
సమసङ ऒߕఉ ࡱ బܽद ఈ సమసङڒ ࠼ ऐࡍచ ߘ ంۯ ࠭ంࡍڷ  ޶ంۨlpp 
࢑వరంڴ చࡍऐ ంۧߖࡰ  ࡯య࡛ ऴ߱ऴࠫڴంۃ సమసङ  అం݄ ߖࡰయ࡛ ऴ߱ऴࠫڴంۃ సమసङ ݡంࡓ 
छښయ࡛ ఈߖࡰ ࡱڒంࡌबࣄ లڒంࡌबࣄ అం݄ ,޴ఉంܿం ڵ࡯క ߘలڴ࠙ షߖࡰ ޳ࡶ ߤయ࡛ ڴ ఈښछ షڴ ߤ 
ݡంࡓ ࡽࠋయࡍ࢘ ఒక ޴ఇ ࠾ࡍమ ࠼ޑంచబడۨࣇ
एڕకం݄ ఎ ࡽࠋయࡍ࢘ ݡంࡓ ޳ࡶ ࡽࠋయࡍ࢘ వ ڒవ۪ऐ  మࡓ ࠾ࡍండవ ߦऱ ऱߦ ߤࣾ࠻ ߤ ऱߦ ߤ చరङ  ߤ కएࡅ   
ఈ ࠙ߖڴऒ  ऴ߱ऴࠫڴంۃ అࣃࡱߧ ߖफ फࣃࡱߧ ߖఅ ۃంࠫڴయ࡛ ऴ߱ऴߖࡰ ߧ࡯క ݡంࡓ ࠾ࡍఒకܽ మ ࠾ࡍమ ࡏ  ,ࡏ
 బܽद మనంxnڒ ޴ఉంܿం ݡంࡓ దట࠴ ڕబܽद మనڒ
అߖऒ छښయ࡛ ఈߖࡰ ߘలڒంࡌबࣄ  షߖࡰ ޳ࡶ ߤయ࡛ సࠬకరణంࡹ ఒకܽ ࡓంࡓ  ޳ࡶ ݡంݡ కం݄ ఎڕए వ
ऱߦ ޴ండవࡓ ࠾ࡍమ ࡽࠋయࡍ࢘ య࡛ߖࡰ అం݄ మనం ࡮యడం ఎۯ ߤ
ఫంࣾ޳ࡶ ߤ ఆࠏणړ द࢟  ఫంࣾߖ ߤ గࢴࡍदకࡍంۧ޳ࡶ ࡯ కࢴߖदకࡍంۧڒ ࡯బܽद 
కएࡅ ߤయ࡛    ఫంࣾߖࡰ  ࢐ంఛߗయ ࡱ࢑వߖࡰ ߘయ࡛ 
సࠬకరణం ޳ࡶ సࠬకరణం వంܽ ࣄबࡌంڒలࡹ ڕబߖࡰ ݟయ࡛ ऴ߱ऴࠫڴంۃ అۮ ߖపओ గలం.
 ఆࠏणړ द࢟  ఫంࣾߤ అڜ ߖంత ߖరछ చనం ࣄݥషࡍ࢘ ߤయࡽࠋझ
సమసङ ߤషܑ࠳दߧఆ ࡱڒంࡌबࣄ  ధङࣃ  మࡃङ ధङࣃ ࠾ࡍరణం మڒ  మࡃङ  పࢲࡍए రం ڒబܽद ࠭ంڴ޶ మనం
ఈ ఐ޶ ఆࣃ ࡏంޒښక ప޳ల ఫంࣾߖ ߤ చࡍऐ ంۧ࡯ , అࣄ ޴ߝबరంڴ ఉనऒ  ۲ట ఆڡझ  ప ऱ࣒  న ab࠳సࠪన ړ 
z ߖ ߤయ࡛ ఫంࣾߖࡰ
ఆࠏणړ द࢟  ఫంࣾߤ అంܼࡏ.
  ఇ޴ గࢴࡍदకࡍంచబ޳ࡶ ࡯ݞ కࢴߖदకࡍంచబڒ ࡯ݞబܽद ࠭ంڴ޶ మనం
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ఆࠏणړ द࢟  ఫంࣾߖ ߖ ߤరछ ۨంۧࡓ ,࡯ండవࣄݥ ޴షࡍ࢘ ߤయࡽࠋ మࣄݥ ߖ ࠾ࡍషࡍ࢘ ߤయࡽࠋ అంܼࡏ x y
ओߩఎ ࠾ࡍఅం݄ మ ݡఉం ڵ࡯క ߖޒࠫࡍగܽ࢟ పߜ ߤߕ ओߩఅ ࢓ఉండ ڴలంږޒऴప ݢ  x y ޴డవ࠮ ݡ
పओۮ ݞږ మనం ޳ࡶ ޒबࣄࡍఅం݄ ప ࡱڒంࡌबࣄ ࡱڒంࡌबࣄ  గలం  ఆࠏणړ द࢟  ఫంࣾߘ ߤ గࢴࡍदకࡍంۧ࡯झ  
వۨऐ నߩओ झ࡯ంۧࡍदకࢴߖక ޳ࡶ ݡ  వۨऐ నߩओ एࡗ޶మనం ఎ ݡ झ࡯࢐ న అడनంࡱڕ
ఇߖࡰ ޴య࡛ ఈښछ షࡐ ߤపంࡹ ఈښछ షߤ మ࠾ࡍ కంݟషߤ ఆߤ మࣄݥ ࠾ࡍషࡍ࢘ ߤయࡍ࢘ ࡽࠋయࡽࠋझ  ߯  
కంݟషߤ సరళంڴ ఉండవ۪ऐ  గࢴࡍदకࡍంచ޳ࡶ ړߖݞ కࢴߖदకࡍంచړߖݞ క दܿబݟ ఉంߖ޳ ݦऒ  ఆߧदܑ࠳షߤ 
సమసङ  అంܼࡏ మ࠾ࡍ
ఈ సమసङ ࡍߖ  भషद ࣄबࡌం޳ࡶ ࡱڒ షరޔలࡹ గࡍషदం ޳ࡶ కࢴߖदకࡍంచబޔݡం޴, ఉ޳హరణڕ పࡍऴశమࡹ ఒక
ऒߖ࠙࡮ క࢘తफ తనࠫࢡऴࡍߦ  ߭ం۪࢐ڝలڕߘం݄ అߩओ ࡱڒంࡌबࣄ ݡ
అంࡹܿࠈ޶ ఉనऒ  ऴప߄న వనࡱࡏ మ࠾ࡍ అంࡹܿࠈ޶ ఉనऒ ల సంఖङߕలధ࠮  వ۪ऐڒ  బܽद ఇ࢑ڒ 
క సమసङࠫࢡऴࡍߦ ओߩఇ ࡱڒంࡌबࣄ సంڝ  ధङࣃ ݡ మࡃङ ओߩనࣄڶ ߘ ࠆڴల ऴڒంࡌबࣄ ࡏࠬ రణంڒ  పओۮ ݡ ంݟ 
మ࠾ࡍ ఈ ࡓంࣄ ݡबࡌంڒల ڝసం ߖరछ ۨంచబݟన ڒరణం
పओۮ ߖరణం అڒ రణ߄ࣃ సంڝ లڒంࡌबࣄ ݡంࡓ ఈ ޳ࡶ వ۪ऐ   అߖ
పओۮ వ۪ऐ   అۮ ߖపओ ంݟ, అߩओ ధङࣃ ఈ ݡ  oabc oabc oabc ߖరణం అڒ 
పओۮ వ۪ऐ  ఇۨऐ న ࣄबࡌంڒల ޳छ  ࡌ
మ࠾ࡍ ఈ ڒరణం పࠫࡍత ڒరణం ڒవ۪ऐ
ఉండవ۪ऐ ޳ࡶ   ఇ అపࠫࡍత ڒరణం ڒబܽद ࠬࡏ ఇۨऐ న ࣄबࡌంڒల ࡅకए  ऴ࣋ڶ ߖ ࠆڴफ మ࠾ࡍ ఇవछ బݟన 
 ࡮రణం ఇڒ రణ߄ࣃ ړߖڒంࡌबࣄ 
ఉం݄, ߖߖ޵ అࠈ ߤంࡎ ݭݥజߤ అంܼࡏ మ࠾ࡍ ఈ
ధङࣃ మࡃङ ధङࣃ ఈ ࠾ࡍమ ߤజࡎ ࡽࠋ܊߹ ݭݥంࠈ ߤఅ ޴ఇ ݭݥంࠈ ߤరణం అڒ  మࡃङ ऒߖఅ ߖࡹరణంڒ    
ߘంటऱ࠼ߦ
అంܼࣃ  ࡏధङ మࡃङ  పࢲࡍए రం ڒబܽद ࣃధङ మࡃङ  పࢲࡍए రం ఆ࡮औ ధङࣃ ܼࠊ  మࡃङ  ,޴న޴ంۮ ړߖހరڒ 
ఆ߯ ఆ࡮औ ఇۨऐ ࡹలంڒఏక ߘܼࠊ  న ࣄबࡌంڒల ࣄबࡌంڒల ڝసం ࣃధङ మࡃङ  పࢲࡍए రం ࣃధङ మࡃङ  
పࢲࡍए రం అࣃࡱߧ ߖफ  ,ࡏ
చరऐ బܽद ఇ࢑ڒ  సమయంࡹ మనం ఉపڵࡆంۧ࡯झ న ߖڜऒ  పࡱ޳, 
ऴపࣃ ޒధङ మࡃङ ࡮ۧ రణంڒ 
࠭ఖङ .న అంశం࠳
ధङࣃ ޒబܽद ऴపڒ ࡯ݞఉం ࠼అ ݋࣊ ڴరంڒం࠙ڕ  మࡃङ
ऒߖڜ ఇ࢑ ࡏࠬ అం݄ ࡯ݞఉం ࠼అ ݋࣊ రڒం࠙ڕ రణంڒ నऒࠚ࢑   బܽद ఇ࢑ڒ ݟ࢑ంచం࠙ ߖఅ ࡱޑంߦన ऴ࠳
ऒߖڜ నऒࠚ࢑ 
రछߖ ࠾ࡍమ ࡱހరڒ ۨంచబݟన ڒరణం ۮపओ ంݟ, 
ఇߖ ࢑రछ ۨంచబݟన ऴߦంతం ࢓ڒన ࡓంݡ అంࢡలߘ ప޳࡯ࢣࡍभ ం ఒకܽ ۮపओ ం࠼ߦ  ݟం݋
ఇకए డ ఉం޴ మ࠾ࡍ ఒక ࠼ߦం݋ ఇకए డ ఉం޴ ఈ ࡓం࠼ߦ ݡం݋ లߘ మࢁऱ కలపంݟ ఒక ࠼ߦం݋ ఇకए డ 
ఉం޴ మ࠾ࡍ ఒక ࠼ߦంࡱ ݋i  
ఇకए డ ఈ ࡓం࠼ߦ ݡంటऱߘ కలపంݟ ఈ ऴߦంతంࡹ ఏߕ޼ ఈ ࡓం࠼ߦ ݡం݋ లߘ మࢁऱ ఈ ऴߦంతంࡓ ࡹంݡ 
 ݟంڝࣆޓ ߘంటऱ࠼ߦ
࡛ࠂ గ࡛߸ ݡ࠮ గ࡛߸ ޴ఇ ݡంࡓ గ࡛߸ ޴బܽद ఒక ߸గ࡛ ఒకܽ ఇڒ
߸గ࡛  ఐڒ ޶బܽद ఈ ఐ޶ అంࡹڙऱ ధङࣃ ࠲ऴతࠪ ޶ఐ ڷࡱߕ ݡ࠮  మࡃङ  రڒం࠙ڕ కం݄޶రణం ఎంڒ 
సࠫޒ అం݄ ࠬࡏ ऴߦంతంࡹ ఏࡓ ߕ޼ం࠼ߦ ݡం ऱܿ ڕࣆޓం݄
మࡏࠬ ࠾ࡍ ఆ ࡓం࠼ߦ ݡం݋ లߘ కߧ࡯నటऱߖࡹ ߤࡷ   ޙ࠼ నంబ࡛ ߖࡹ ऴప࠼ߦ ޒంࡱ ݋
తపओ ఈ ࡹ2 ࠾ࡍబܽद ߸గ࡛ 1 మڒ న࢑޴ంۮ ړߖހరڒ ఆ ڴࡍసߖ
ం࠼ߦ ऱܿ ۮ ړ࢑ࠈం޴న࢓ڒ ࢑.
 
߸గ࡛ 1 మڕ 2 ࠾ࡍం࠙ڒర ࣊ڒ ݋క߱వߖ ړߖݞరछ ۨంۨన ڒరణం ࠚనऒ ంڴ ఉంܿం޴, అޙ࠼ ߸గ࡛ 3 
మڕ  ࠾ࡍం࠙ڒర ࣊ڒ ࡱ ݋బܽद మనం ఇߩओ 5 4ݡ
చరऐ  సమయంڷࡱߕ ݡ࠮ ࡹ మ࠾ࡍ ఐ޶ వంܽ ࠒమघ లߘ ࠪऴత࠲ పࡍగށంۧߖࡰ , ࡯య࡛ ऴ߱ऴࠫڴంۃ 
సమసङ షएࡍప ߘ కएࡅ ޒపదम ࡽక߸ڴऴ ړߖݞంచࡍ  ऴڴ߸కࡽ పదमߖࡰ ࠭࠲   ޒయ࡛ ऴ߱ऴࠫڴంۃ  సమసङ  ߘ
పࡍషए ޶ం࠭ ړߖݞంచࠚరంߦంచడం ऴࡍ
ఖङ࠭ ݡంࡓ ڕࠪ म޳ࣄ న࠳ ంࡱޑ ఉߕऒ म޳ࣄ థࠫకߦऴ ࡮ۧ ݡంࡓ   ࡏࠬ ޳ࡶ ࠼ ంޑల ޳ࣄम ంతం
ఒకܽ  ۮపओ వ۪ऐ   ఒక మڝ ࠾ࡍసం ࣃధङ మࡃङ .రణం lpp   z equ rڒ 

ఆࠏणړ द࢟ al to ax plus by 
ఫంࣾߤ అ࠼నߩओ  z ݟబࡹ ړలڒంࡌबࣄ ݦఉం ڴషदంߖక ࠾ࡍషद మࡍగ ݦఉం ڴషदంߖక ࠾ࡍమ ڴషदంࡍగ ݡ
ఉంܿం޴
ఈ ఆߧदమࡱ࢑ ࡽవ ڥࡔయ సࠪߕల ޳छ వ తపओࡱ࢑ నࡕఈ స  ޴నݟంచబࡍ࢑వ ࡌ ధङࣃ ڴࡍసߖ మࡃङ   
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ऴߦంతం ࡅకए ޴फంࣆవదभ సంభ࢑ ࢓޶ంࠉ ల࠮ 
అం݄ ࡏఅంܼ ࡱ࢓޶ంࠉ ల࠮  ఇ࢑ ࡱ࢓޶ంࠉ ల࠮ ఇ࢑ ࡹంతంߦబܽद ఈ ऴڒ
ధङࣃ మࡃङ  ऴߦంతం ࡅకए लࡌࢣ  ऒߖ రऒڒ ߖܽ࢒   ࡏఅంܼ ࡱ࢓޶ంࠉ ల࠮   ࠾ࡍమ ࡏఅంܼ ࡱ ݋ం࠼ߦ ࡛
म޳ࣄ ంతం ࡓండవ޴ 

మړ ࠾ࡍ సࠪన࠳న మړ ࠾ࡍlpp z lpp z
బం߅ంచబݟనటऱޙ࠼ ఆࠏणړ द࢟   ఫంࣾڕ ߤ అۮ ߖపओ వ۪ऐ .r r 

  ఆࠏणړ द࢟  ఫంࣾߤ ߯ గࡍషद మ࠾ࡍ కߖషद ࡱ࢑వ ࡓంݟంܽߗ కڵ࡯ ఉంܿం޴z r 
మࡹܽ࢒ ࠾ࡍ ऴపޒ ఒకए ए࡛ࠪࡍ ܽ కएࡅ   ఉం݄r r ݟయబۯ ݭంࠈ ߤవదभ అ ݋ం࠼ߦ ల࠮ 
, ఆࠏणړ द࢟  ఫంࣾࡅ ߤకए  గࡍషद ޳ࡶ కߖషद ࡱ࢑వ ఉࡹړߖ ఉండక߱వ۪ऐ , అ޴ ఉࡹړߖ ఉం݄ అ޴ తపओ  ڴࡍసߖ
ఇకए డ జర࡯ڴ

కएࡅ म޳ࣄ బܽद మనం ఈڒ  ࢓޶ంࠉ ల࠮  ంߖޑऒ ऐࡍచ ࡹऴతంۨڣࡔ  भ޳ ం, ڒబܽद మࢁऱ ఇ࡮ంܽ ࡓంݡ r 
भ޳࡯ࢣࡍప ߘలڒంࡌबࣄ  ం మ࠾ࡍ ఒక ࣄबࡌంకం ఇۮ ࡮పओ ంݟ మ࠾ࡍ ఈ ࣄबࡌంకం ఈ అర म సమతߖ࡮ऒ  మ࠾ࡍ 
ఈ
రछߖ ߘలڒంࡌबࣄ  ۨ࣋फ  ఈ అర म సమతలం మ࠾ࡍ ఈ ࣄबࡌంకం ఈ అర म సమతߖ࡮ऒ రछߖ  ޴फంࣆۨ
ऒߖలڒంࡌबࣄ బܽद ఈڒ ంܽ߄ࣃ ڔరణ ڒరణం ఇ޴ మ࠾ࡍ ఈ ࣃధङ మࡃङ
ం࠼ߦ  లల࠮ ߘల ݋ం࠼ߦ ఈ ࠾ࡍంతం మߦभ ऴ޶హࡍరణం సڒ ऱܿ అంܼࡏ
म޳ࣄ బܽदڒ ంతం ఒకܽ ߮ۮओ  ऴపࣃ ޒధङ రణం అల࢐ڒ న࠳ ऱܿ ࠮ల ࠉంࡱ࢓޶ మߖ޳ ࠾ࡍ
సࡕనࡱ࢑  ޴వ ࠮ల ࠉం࢓޶ల వదभ ఉంܿం޴ మ޳ࣄ ࠾ࡍम ం2   ࡱޑ ऴపڒరం,
ఈ ऴߦంతం బం߅ంచబݟ ఉం݄  ऴߦంతం బం߅ంచబݟ ఉం݄, ఈ ऴߦంతం తపओ ڴࡍసߖ
గࡍషदంڴ మ࠾ࡍ కߖషदంࡓ ڴంࡱ࢑ ݡవలߘ కڵ࡯ ఉం࢑࢑ , ࡯ݞధ ࣄबࡌంڒల ޳छ రछߖ ࡌ ۨంచబݟన మࡖక 
ऒߖހరڒ  ప޳࡯ࢣࡍभ ం మ࠾ࡍ ఇ޴ ఇ࡮ ఉంܿం޴  ఇ޴ మࣄ ࠾ࡍबࡌంڒల ࡓంݟంܽ߄ࣃ ڔరణ ڒరణం
ఇ޴ మ࠾ࡍ ఈ ڒరణం࠮ ڴల ࠉంࡱ࢓޶ అۮ ߖపओ వ۪ऐ  రణంabcڒ బܽदڒ 
బం߅ంచబ޳ࡶ ߕݟ అࠈ ߤంݭݥ అߕ࠼ తపओ  నࡕస ߖ޳ ࠾ࡍమ ࡯ݞఉం ڵ࡯క ߘల࢓޶ంࠉ ల࠮ ڴࡍసߖ
ߗڒ ࠼ల వదभ ఉంܼ࢓޶ంࠉ ల࠮ ࡱవࡱ࢑
म޳ࣄ ంతం 2 ڒరణం అޔࠋۮ ޙ࠼ం޴  బం߅ంచబݟ ఉం݄ గࡍషध మ࠾ࡍ కߖషद ࡱ࢑వ ࡓం࠮ ݢల 
࠼ల వదभ ఉంܼ࢓޶ంࠉ
మڒ ࠾ࡍరణం అࠈ ߤంݭݥ అޙ࠼   గࡍషद కߖషद ࡱ࢑వ ఉండక߱వ۪ऐ  మ࠾ࡍ అ޴ ఉࡹړߖ ఉం݄i  
అ޴ ఇߩओ ధङࣃ ࡯ݞఉం ࡹړߖల వదभ ఉ࢓޶ంࠉ ల࠮ ݡ మࡃङ  ऴߦంతం ࡅకए ߖࡹంతంߦऴ   ࢓޶ంࠉ ల࠮ 
ఒక ࠉం࢓޶
ఇࡓ ޴ంݡ సࡍహ޶भ ࡔఖల ఖండన మ࠾ࡍ సࡍహ޶भ ऴߦంߖޑऒ
సరళ సࠬకరణ అసࠪనతల వङ వసब ࡅకए ధङࣃ  మࡃङ   ऴߦంతంߖ ڴరछ ۨంచవ۪ऐ  అۮ ߖపओ బݟం޴  ఒక 
సࡍए ऒߖ޳ ం݄ڕࡶ ,࡯ݞంచబ߅బం ޙڵ࡯యగۯజత ࡹ ࡽ  అࠈ ߤంݭݥ 
ఇߩओ రऒڒ ݡ షएࡍప ߖߧߧ ࡽబܽद ఎڒ ࡏఅంܼ ݭథ࠱ ݋ం࠼ߦ ࡛ ఖङ࠭ ࡮ۧ ڕమన ړߖݞంచࡍ  ݡంࡓ న࠳
పదमࡱޔ ఉߕऒ झڡం߭ऱࣄ ޴దܽ࠴ ޴అ ,࠼  పదमޒ మࡓ ࠾ࡍండవڒ ޴రऒ झڡం߭ऱࣄ ݭథ࠱ ݋ం࠼ߦ ࡛  పదमޒ
ఉపࡆగపޔݡం޴.
एڕకం݄ ఎ ݡంࡓ ࡽࠋయࡍ࢘   వ మڒ ࠾ࡍరऒ కరङ࣏ ࡮ۧ ޒపదम ݋ం࠼ߦ ࡛ వంతంڴ ఉంܿంࡍ࢘ ޴యࡽࠋ 
సంఖङ  తڕए వڴ ఉనऒ ओߩ ఒకܽ ݡ
ఇకए ࠭࠲ బܽदڒ ݡంࡓ ޳ࡶ డ ࠪऴత࠲ చࡍऐ फࣃ రऒڒ ޒపదम ݋ం࠼ߦ ల࠮ ࠭ కएࡅ ޒపదम ݋ం࠼ߦ ࡛  
దశࡱ

కएࡅ ధङࣃ  మࡃङ ऒߖހరڒ    క࠮ ߖ޳ ߖھߘల ࠼ߦంటऱߖ ߘర पࣃ࠼फ ࠭  తۯ ڥߖయడం ޳छ  lpp޳ࡶ ࡌ
పంڕफల ࡅకए షएࡍప ߘలހసࠬకర ݡంࡓ  छ޳ ంచడంࡍ అర ߖ޳ ࡌ बం ఏࠫܽ అం݄ దశ ఒకܽ , ఇۨऐ న 
అసࠪనతల ऴߦ ߘ ࠆڴऱ छ޳ యడంۯ ݋ ధङࣃ మనం ࡌ మࡃङ రछߖ ߖ  ۨంۧ࡯  r eason
వ۪ऐڒ రణంڒ బࣕరంగ ޳ࡶ ߕ࠳ంతߦన ऴݟయబ࢘ࣄ࠮ ޴బܽद అڒ  మ࠾ࡍ దశలڴࡎ࢐ అݞږ ߕ࠼
ధङࣃ మࡃङ ऒߖހరڒ  రछߖ  ۨంచడం ޳छ  ࣄనవలھߘక ߖ ݋ం࠼ߦ ల࠮ మనం ࡌ
ఉంܿం޴ అޔࠋۮ ݞږ ߖంڒ  ޴రణం అߩओ బܽदڒ ࠼ఉంܼ ڴࡱ࢓޶ంࠉ ల࠮ ݡ࠮ ఈ ݡ
ऒߖదܽ దశ అ࠴ ంܽ࠴ ࡹదܽ޴ అߖऒ కएࡅ లڒంࡌबࣄ   ऴߦ ߘ ࠆڴऱ ࣄۯ ݋
ధङࣃ మࡃङ ऒߖހరڒ  రछߖ  ۨంۨ ࠮ ߖ޳ల ࠼ߦం݋ లߖ ߘరछ ۨంۧ࡯ ఇߩओ ࡱదశ ݡంࡓ ݡ
ऴప࠮ ޒల ࠉం࢓޶ వదभ  ޜ సࠪనం࡮࠮ ߖ ڴङ ంకనం ࡯࠻ۯ మ࠾ࡍ వࡏసڴ అޒ ߭దभx z m m 
ۨనऒ फࣃۨࣇ ߘవలࡱ࢑  ړणࠏబܽद ఆڒ ࠼ द࢟  ఫంࣾړ ߤ సࠪన࠳న ఆࠏणړ द࢟  ఫంࣾߤ z z
झڡ࠻  ప ऱ࣒ ధङࣃ ࠾ࡍం మ޳ంڕߘఅ ߖఅ ࠑ  మࡃङ  మనం abc ,ޙࠉۮ ߖఅ ࢓޶ంࠉ ల࠮ రణం అల࢐టऱڒ 
z
 రణంza bzb z zc z zcڒ వ అం݄ࡱ࢑ వదभ ࠾ࡍవదभ మ  ࡯ߕھߘక ࡹవࡱ࢑ అం݄   ߘవࡱ࢑

మనం తపओ ࡹవలࡱ࢑ ݡ࠮ బܽद, ఈڒ నऒۨ ޒవ అࡱ࢑ ఒక ࡯ݞఉం ڵ࡯క ڴࡍసߖ  n࠾ࡍవ మࡱ࢑ 
ఒక ࡱ࢑వ అ߭ޒదभ ࡱ࢑వ ڒబܽद మ࠾ࡍ లࡹ ఒక ࡱ࢑వ తపओ నऒۨ ڴࡍసߖ  వ zazb zcࡱ࢑ ࡯ݞఉం ڴ޴
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మ࠾ࡍ ఒక ࡱ࢑వ తపओ  ల࠮ ޒరం మనం ऴపڒండవ దశ ऴపࡓ బܽदڒ ࡯ݞఉం ࠼వ అࡱ࢑ దभ߭ ޒఅ ڴࡍసߖ
వదभ  ప ࢓޶ంࠉ ऱ࣒ ङ࡮࠮ ߖ న࠳సࠪన ړࠉ  ంకనం ࡯࠻ۯ,x z

మ࠾ࡍ వࡏసڴ ߭దभ మ࠾ࡍ ۨనऒ फࣃۨࣇ ߘవࡱ࢑  ࠭  ఇߩओ  m mݡ
ధङࣃ డవ దశ࠮ మࡃङ  ऴߦంతం బం߅ంచబݟనߩओ కएࡅ ޴ߝఅ  ࠾ࡍమ ݡ  గࡍషद మ࠾ࡍ కߖషद m m z 
అర ߖ޵ బܽदڒ వࡱ࢑ बం అޒ ۨనऒ వࡱ࢑ 
కߖషद ࡱ࢑వ అޔ࢓ం޴ మڒ ࠾ࡍరణం పࠫࡍత࠳నߩओ ޴ంޔ࢓వ అࡱ࢑ షदࡍవ   గࡱ࢑ దभ߭ޒఅ ݡ
ऴߦంత ߖర पయం పࠫࡍతం ۯయబݟన ऴߦంతం మࣃ ࠾ࡍధङ మࡃङ  ऴߦంతం అࠈ ߤంݭݥ అޙ࠼ ऴߦంతం 
అࠈ ߤంݭݥ అۮ ߖపओ ంݟ  ఈ ऴߦంతం ࡅకए ం࠼ߦ ల࠮  ऱܿ ࡱ࢑వھ ߘడनޜ࡯ కۮ ߧ࡯పओ ంݟ abc z 
ఈ అޒ ۨనऒ నऒۨ ޒఅ ,ޙ࠼వ అࡱ࢑  ओߦۮ ߖఅ ࠾ࡍవ మࡱ࢑  లం݄ అޒ ߭దभ ࡱ࢑వ ࣃధङ మࡃङ  p r 
ऴߦంతం అపࠫࡍతంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ

అޙ࠼ గࡍషद ࡱ࢑వ అ޳ ޙ࠼छ రߖ ࡌ प࠼ంచబݟన ఓ߭  m  z z xy ax,ߤऱ߮ ࠆࣔ   ߤ
కం݄ ఎڕए వ ߄ࣃ ޜరణం ࡹ ఏ ࠼ߦంߘ ݋ కڵ࡯ ఉండ޶ .m 

ధङࣃ ࡔ࢘   రణం  ise zڒ న࠳
గࡍషद ࡱ࢑వߘ కڵ࡯ ఉండ޶, ఈ ړ సࠪనం గࡍషदంڴ ఉం݄, కం݄ కం݄ ఎڕए వ ھడनޜ࡯ కޙߧ࡯ , zc r r r 
ధङࣃ మࡃङ ఉమघ ړ࡯డनھ ޜరణంڒ  ఏ ڴݟ
ओߩఅ  ޴ంޔࠋۮ ߖఉండద ݋ం࠼ߦ  r ޴ߝఅ ݡ

గࡍషद ࡱ࢑వ వదभ ړ సࠪనం మ࠾ࡍ కం݄ ఎڕए వ కం݄ ఎڕए వ ھడन߄ࣃ ࡯రణ ࠼ߦంటऱߘ కڵ࡯ z c r r r 
ఉం݄, అߩओ ప ࡯డनھ న࠳సࠪన ڕ ݡ ऱ࣒ छ޳  అర ߖఉంద ࡮ఇ ࠆڴఅం݄ మన ऴ ޶వ ఉండࡱ࢑ షदࡍగ ࡌ बం z 
మ࠾ࡍ ఇ޴ బࣕరంగంࣃ ڴధङ మࡃङ  ऴߦంతం మھ ࠾ࡍడन࡯ ప ऱ࣒ छ޳  झڡ࠻ ݞऴ ࡌ  ప ऱ࣒  ఈకछ  ఆ࡛ r ܿ ࡽ
ఈకछ झڡ࠻ ఈ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴ ࡽ  ప ऱ࣒ ఈకछ ࠑ  ధङࣃ  ఈ ܿ ࡽ మࡃङ  రణ r߄ࣃ ఏ ޜరణంڒ 
ڵ࡯క ߘల ݋ం࠼ߦ
ఉండక߱ޙ, ఈ అం݄ ఈ అం݄ సࠪనం  ఈ గࡍషध ࡱ࢑వ అޔ࢓ం޴, ఈ ھడनړ࡯ సࠪన࠳న ఈ r r zc r r 
rߘߝ ߖఅ ޳ంޔࢂࢗ ڴ࢑ధం ఈ ߧ࡯క ޜ࡯డनھ ఉం݄, ఈ ڴసࠪనం ޜ ࡯డनھ ఈ ,ޙ࠼సࠪనం అ ړ ࡯డनھ r r 
ऒߕफࣆ࢑࠙  ߘ
అߩओ छࡔ࢘ ߯ߖ޵ ݡ ం࠼ߦ ࡏ ऱܿ ఈ ࣃధङ మࡃङ ం࠼ߦ న࠳రణ߄ࣃ ړߖހరڒ  ऱܿ
అߩओ ړणࠏఆ ڼ࡮అ ޶ڒ ޴ఇ ݡ द࢟  ఫంࣾࡅ ߤకए  గࡍషद ࡱ࢑వ అ࢑ ޻ధంڴ కߖషद ࡱ࢑వ ڒబܽद ۨనऒr m za p 
एڕకం݄ త ࡯డनھ ߧ࡯క ޜ࡯డनھ ऱࢁమ   ޙ࠼వ అࡱ࢑ షदߖఈ క ࠾ࡍసࠪనం మ ڕవࡱ࢑ వޜ కߧ࡯ కం݄ p p 
తڕए వ ఉం݄ ࣃధङ మࡃङ .࢓ࡶ ࢒ఏ ࡱ ݋ం࠼ߦ రణ߄ࣃ ޜలހరڒ 

మ࠾ࡍ అܿవంܽ షరڜ ޔనړ , ޙڵࣃ సࠪన࠳న కߖషद ࡱ࢑వ అۮ ߖపओ వ۪ऐ  మ࠾ࡍ కం݄ తڕए వ p z p 
ओߩఉం݄ అ ڵ࡯క ߘవࡱ࢑ రణ߄ࣃ ޜరణంڒ రణ߄ࣃ వࡱ࢑ రణ߄ࣃ ޙߧ࡯క ࡯డनھ వpࡱ࢑ న࠳సࠪన ړ ݡ
కߖషद ࡱ࢑వ ࠭࠲ ޳ࡶ ޶ڒ  కߗస ࡱ࢑వ
ఉࡶ ࡹړߖదۮ ߖపओ గలం  ఇߩओ भ޳࡯ࢣࡍప ߘహరణ޳మనం ఒక ఉ ݡ ం ऴڴ߸కڴ ࡽ గࢴࡍदకࡍం۪ ڷࡱߕ ߖ lpp z

 ప ऱ࣒ ప  ݟబࡹ ڕలڒంࡌबࣄ   ऱ࣒  కం݄ తڕए వ ݡ࠮ ࠢ࠻  పऱ࣒  కం݄ తڕए వ ޛంࠢ ݡ࠮  పऱ࣒  x y x y x y x 
కం݄ తڕए వ ޛంࠢ y x

ఎڕए వ  సࠪనం  ఇߩओ ऒߕࣆ ݡ ऒߕࣆ సࠪనం కం݄ ړ  ఎڕए వ వరڕ ఇవछ బݟన ࣄबࡌంకం ࡅకए  ऒyߖހరڒ 
రछߖ దట࠴ ۨంచంݟ

 పऱ࣒ పऱ࣒  ݡ࠮ సࠪనం ړࠢ࠻   కం݄ తڕए వ సࠪనంx y x y 
एࢲࡍంࠢ పޛ రం అߘబంధ సࠬకరణ సࠬకరణం  ప ऱ࣒ పऱ࣒  ݡ࠮ ࠢ࠻   సࠪనం  ޛంࠢړ సࠪనం x y x ye 
ఇ࠴ ޴దܽ޴ మ࠾ࡍ
ఇࡓ ޴ండవ޴ మ࠾ࡍ ఇ࠮ ޴డవڒ ޴బܽद  ప ऱ࣒ బܽद ఒక  పڒ సࠪనం ړࠢ࠻  ऱ࣒  x y x y ړࠢ࠻ ݟంߘ 
సࠪనం ߕࣆ ݋ߩऒ  y xࠢ࠻ సࠪనం అం݄ సࠪనం ړ

ऒߕࣆ బܽद  పڒ ޴फంࣆۨࣇ ߖసࠪనం అ ړࠢ࠻ సࠪనం అం݄ ړ ऱ࣒  ߯ ఉనऒ ం࠼ߦ  ऱܿ ࠢ࠻ x y x y r 
ऒߕࣆ ࠢ࠻ ప  3 2 ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ऱ࣒  సࠪనం 30 సࠪనంx y y 0 x x ݋ߩ సࠪనం ړ 90 ݟంߘ 
 సࠪనం.y ړసࠪనం అం݄ 90 ړ0 ݟంߘ
బܽद  పڒ  ऱ࣒ ం࠼ߦ ߖࡹ ߤࡷ  ऱܿ  సࠪనం  ࠭߯ओ ऒߕࣆ   మߕࣆ ࠾ࡍऒ ओߩంࠢ ఇޛ  x y 90 3 ݡంࡓ ఈ ݡ
పంڕफల ऴڶ ߘ ࠆڴయంڒ ݟబܽद అࣾం ߕࣆऒ  అࣾం ࠼ߦంߕࣆ ࠢ࠻ ݋ऒ  మߕࣆ ࠾ࡍऒ  y x ࠢ࠻ ࠢ࠻ 
ऒߕࣆ  మ࠾ࡍ
ऒߕࣆ ం࠼ߦ ݡంࡓ ڕబܽद మనڒ ޴ంޔ࢓అ ޴ప ߤ࢑జݟ ޒబܽद ऴపڒ ࠢ࠻  ऱܿ ߕࣆऒ  ఉంܼࠢ࠻  ࠼
మߕࣆ ࠢ࠻ ࠾ࡍऒ  ఈ ࡓం࠼ߦ ݡం݋ లߘ కڒ ࠼ޑߩࡱబܽद ఇ޴ పంړ फ  ప ऱ࣒  x y
ओߩసࠪనం ఇ ړࠢ࠻ ࡱ ݋ం࠼ߦ బంధ సࠬకరణߘండవ అࡓ ݡ
࠭߯ओ ऒߕࣆ   మߕࣆ ࠾ࡍऒ ओ߯࠭ ݋ం࠼ߦ ఒక ޴బܽद ఇڒ ంࠢޛ  ऒߕࣆ   మ࠾ࡍ ఇ޴
ఒక ࠼ߦంߕࣆ ݋ऒ ړపం ޴బܽद ఇڒ ݟకలపం ߘల ݋ం࠼ߦ ݡంࡓ బܽद ఈڒ ంࠢޛ  फ ݡ࠮  ప ऱ࣒  x y ړంࠢޛ 
సࠪనం ڒబܽद ఈ పంړ फ ఈ
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సࠬకరߖހऒ ప   ޴फంࣆۨࣇ  ऱ࣒  ఇߩओ సࠪనం  ప ړంࠢޛ ݡ ऱ࣒  ree x y x y ࡏࠬ బܽदڒ సࠪనం ړࠢ࠻ 
ऒߖ࡮࠮  ప࣋ऀࡎफ ߖరछ ۨంۨన ڒరߖހऒ  ప࣋ऀࡎफ ఈ ࡔఖ ఈ అర म సమతߖ࡮ऒ  ండవࡓ ࠾ࡍమ ޴फంࣆۨࣇ 
ప  ݡ࠮ ంకంࡌबࣄ  ऱ࣒  x y
ऒߕࣆ న࠳సࠪన ړఅం݄ 0 ࣾࡎల ప࠮ ऱࢁబܽद మڒ సࠪనం ړంࠢޛ  ప ऱ࣒ ऒߕࣆ   50 కం݄ తڕए వ ڒబܽद ఇ޴ 
ప 0 ݟంߘ 3 ڴ࢑ధం ޻జం అߖ ऱ࣒ సࠪనం 0 ړ0 
కం݄ తڕए వ  90 ఇ޴ మࢁऱ ߖజం ڒబܽद ࡓంࣄ ݡबࡌంڒల ࠮లం పࢲࡍए ర ऴߦంతంࡹ ఉంܿం޴
एࢲࡍప ړߖڒంࡌबࣄ ऱ ఈࢁబܽद మڒ రం ڒరణం  ఈ ޴శ ఇߩओ రߖ ݡ पయ ࢘ࡍయࡽࠋझ  మ࠾ࡍx 

లڕ ऴపږޒల పڒ ޶ࡶ ޒࠫࡍబܽद ڒరణం తపओ छڒ దܽ࠴ ڴࡍసߖ ऴడంߘ ݋ ࠪऴతߖ ࠲రछ ۨంۧ࡯y 
ఇߕࣆ ޴ऒ ऒߕࣆ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴సࠪనం కం݄ ߭దभ ړ एڕసࠪనం కం݄   ఎ ړ వ ڒబܽद ࠬࡏx y 
ఈ షరޔలߗऒ  పࡍగణనڕࣆޓ ړࡹనऒ ओߩ ऒߖ޵ ࠭࠲ ݡ  కھߘంܼ࠭ ࣃధङ మࡃङ  పࢲࡍए ర ऴߦంతం ఇ޴  
ఇߩओ ݡ
పࢲࡍए ऴపశऒ ޴ంޔ࢓రణం అڒ ړߖࡌ  మనం

ప  ڷࡱߕ ߖ ऱ࣒ బܽदzڒ ࡱ ݋ం࠼ߦ ల࠮ ࡱ ݋ం࠼ߦ ڷࡱߕ బܽद ఈڒ ࡯ంۧ߭ ڴసࠪనం ړ  x y 
త޳ ڥߖछ ओ߯࠭ ࡱ ݋ం࠼ߦ ల࠮ ࡌ ऒߕࣆ   అߖ మనం ۫ࣃफ ࠭ b 
ఇర࢙ ࠭߯ओ  మߕࣆ ࣄ ࠾ࡍऒ ఒక ࠾ࡍమ ࠢ࠻ 
ऒߕࣆ ࡱ࢓޶ంࠉ ల࠮ బܽदڒ లం࠮ ࢓޶ంࠉ ల࠮ ऒߕࣆ   ࠭߯ओ నऒࣆ  ఇర࢙ ࠭߯ओ ࠉ   మߕࣆ ࣄ ࠾ࡍऒ
 వzࡱ࢑ ంటऱ వదभ࠼ߦ ల࠮ బܽदڒ ࠢ࠻

సࠪనం 0 ޜ సࠪనం 4 ߘం30 ݟ ప ऱ࣒  0 అం݄ 120z 0 za
సࠪనం 4 ߘం20 ݟ ప ऱ࣒  ࠭߯ओ  ఒకܽ ߕࣆऒ  మڷࡱߕ ࠾ࡍz zc 

ऒߕࣆ ړ  ప ऱ࣒ ओߩఇ ࠢ࠻ సࠪనం ړࠢ࠻  సమసङ   ݡ ం۪ zࡍदకࢴࡍగ ࠭࠲ ࡹ
ప  ڷࡱߕ ऱ࣒ ఇ ڴసࠪనం ړ  ऐۧ ధङࣃ బܽदڒ ࠭ మࡃङ ధङࣃ రణంڒ  మࡃङ దभ x y߭ޒఅ ޴క ఇߘరణం కڒ 
బܽद ࠭߯ओڒ రణంڒ త߅బం ޴ంޔ࢓వ అࡱ࢑ ऒߕࣆ   వదभ గࡍషदంړ120 ڴ సࠪనం సࡔ ࠫऴ࠭࠲ ࡌ࡮ޔz 
త޶పࡍ ࣊షࡹ ߤ మߖڜࡍऒ  సమసङ ऐࡍచ ߘ फࣃ ࠭ ధనङ  ࡱ޳࢐
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