
ശരി സുഹൃׯു؋െള ഇ്ؗ നأൾ ലീനിയർ േْപാْഗാമിംഗ് ْപٍ٠െ؋ കുറി്׺ ചർ׺ െചإാൻ േപാകുؗത് 
ആണ്, നി׹ൾ്ׯ ലീനിയർ ഇേകٔഷനും ലീനിയർ സമവാകّവും ഒ്ؗ ര؇് േവരിയബിളുകളിൽ lpp 

നؗായി അറിയാം , കൂടാെത ലീനിയർ ഇേകٔഷൻ സി؋زിന്െറ സിزം എ׹െന പരിഹരിׯാെമ്ؗ 
ഞ׹ൾ വിശദമായി ചർ׺ െചᅃٝി؂ു؇് .  ഒരു േവരിയബിളും ര؇് േവരിയബിളുകളും 
ബീജഗണിതപരമായും ْഗാഫിׯലിയും  ലീനിയർ േْപാْഗാമിംഗ് ْപശ് ന؋ിൽ ര؇് േവരിയബിളിൽ 
ലീനിയർ സമവാകّവും സമവാകّ؋ിൽ ലീനിയറും എ׹െന ഉപേയാഗിׯാെമ്ؗ ഞ׹ൾ ചർ׺ 
െചുؗുإ, അതിനാൽ ലീനിയർ േْപാْഗാമിംഗ് ഒപ്ئിൈമേസഷൻ ْപْകിയയبാെത മെئാؗുമب, 
അതിനാൽ ൈദനംദിന ജീവിത؋ിൽ ഒപ്ئിൈമേസഷൻ ആവശّമുت വിവിധ ْപശ് ന׹ൾ ഞ׹ൾ 
ൈകകാരّം െചإണം അെ׸بിൽ അതിന്െറ പരമാവധി മൂലّേമാ കുറ؁ മൂലّേമാ 
കെ؇േ؋؇തു؇്, അതിനാൽ ലീനിയർ േْപാْഗാമിംഗ് ْപശ് നം ഗണിതശാസ്ْത ഒപ്ئിൈമേസഷൻ 
ْപْകിയയുെട ഒരു ْപْകിയയാണ്, അതിനാൽ ലീനിയർ ഒപ്ئിൈമേസഷൻ എ്ؗ വിളിׯെؚടുؗ 
ലീനിയർ േْപാْഗാമിംഗ് ഉപേയാഗിׯാനുت ഒരു രീതിയാെണ്ؗ നമു്ׯ പറയാം . പരമാവധി ലാഭം 
അെ׸بിൽ കുറ؁ ചിലവ് േപാെലയുت മിക׺ ഫല׹ൾ ൈകവരിുׯക, ഇവ ൽ ഉദാഹരണമാണ് am-
േരഖീയ ബؖ׹ളാൽ ْപതിനിധീകരിׯെؚടുؗ ഗണിത മാതൃക, ഗണിതശാസ്ْത ഒപ്ئിൈമേസഷന്െറ 
ْപേതّക സാഹചരّം, ൈദനംദിന ജീവിത സാഹചരّം അെ׸بിൽ യഥാർ، േലാക്؋ നി്ؗ നമു്ׯ 
ചില ഉദാഹരണ׹ൾ എടുׯാം, അതിനാൽ ഒരു ൈസനിക ْപവർ؋ന؋ിൽ ശْതുവിന് പരമാവധി 
നാശനذവും ഏئവും കുറ؁ നذവും വരു؋ാനുت ൈസനിക ْശമം.  വّവസായ മാേനജർ رിരമായ 
മനുഷّശװി മൂലധന؋ിനും ലഭّമായ വിഭവ׹ൾുׯം കീഴിൽ ലാഭം വർؑിؚിׯാൻ ആْഗഹിുؗുׯ, 
അതുേപാെല തെؗ ഒരു േസാളിഡ് ױാസ് വّװി നിേײപ؋ിനായി തന്െറ ലാഭം പരമാവധി നികുതി 
ബാധّതയിൽ പരമാവധിയാׯാൻ ആْഗഹിുؗുׯ, അതുേപാെല തെؗ  ഗതാഗത ْപശ് നം േപാലുت 
നിരവധി ഉദാഹരണ׹ൾ നമുുׯ؇്, അവ ര؇് ഫാعറٚികളാണ് പി, കّു . മൂ്ؗ െവയർഹൗസുകളും ഈ 
ഫാعറٚി അ؀് യൂണിുئം ഫാعറٚി യൂണിുئം ഉൽؚാദിؚിുؗുׯ , െവയർഹൗസിന് നാല് ഇന׹ൾ p q 6 
ഉൾെׯാتാനുت േശഷിയു؇് , കൂടാെത കുതിര ന് നാെല؉ം ഉൾെׯാتാനുت േശഷിയും ന് b c 
ഇേؚാൾ മുതൽ വെര മൂؗും ഉൾെׯാتാനുت േശഷിയും ഉ؇്. യിൽ നി്ؗ യിേലുׯം a p a p b p 
യിൽ നി്ؗ േല്ׯ ْടാൻസ്േപാർ؂് െചإണം ഫാعറٚി എؗിവയിൽ നി്ؗ ഉൽؚാദിؚിؗുׯ c th p, q e 
ചരുׯകൾ , ഗതാഗത െചലവ് കുറയ്ുׯക എؗതാണ് ഉേؐശّം, ഗതാഗത െചലവ് മുതൽ േല്ׯ p a 
നൽകുؗു, മുതൽ വെര നൽകുؗു  േല്ׯ എؗതിനാൽ യിൽ നി്ؗ േല്ׯ ര؇് ര؇് p b c p- ap- bp c 
അയയ് ؗുׯ അളവ് എْതയായിരിുׯം, അതുേപാെല തെؗ യിൽ നി്ؗ q two aq two bq two c 
അയയ് ുׯം, അതിനാൽ ഗതാഗത െചലവ് ഏئവും കുറവായിരിുׯം, അതിനാൽ ഞ׹ൾ്ׯ അ؋രം 
നിരവധി ْപശ് ന׹ളു؇്, അതിനാൽ ചർ׺യ്്ׯ േപാകുؗതിന് മു്آ  ഈ ْപٍ٠ം ലീനിയർ േْപാْഗാമിംഗ് 
ْപശ് നെ؋ കുറി്׺ വിശദമായി ചർ׺ െചേإ؇തു؇്, അതിനാൽ ലീനിയർ േْപാْഗാമിംഗ് ْപശ് ന؋ിന് 
ര؇് ഭാഗ׹ളു؇് , അതായത് േകാൺزന്റ്സ് رിരാ׹׸െള  സമവാകّ؋ിൽ ലീനിയർ സമവാകّം 
അെ׸بിൽ ലീനിയർ ആയി ْപതിനിധീകരിുؗുׯ , ഇത് ഒരു േവരിയബിൾ ര؇് േവരിയബിേളാ ര؇ിൽ 
കൂടുതൽ േവരിയബിേളാ ആകാം. ര؇ാമെ؛ ؋ാൻ ര؇ാം ഭാഗം ْപവർ؋ന പؑതിയുെട ؛ാൻ ആണ്, 
ഈ ഭാഗെ؋ േْപാْഗാമിംഗ് എؗും ഒؗും ര؇ും ഒരുമി്׺ ലീനിയർ േْപാْഗാമിംഗ് എؗും വിളിുؗുׯ, 
അതിനാൽ നമു്ׯ ആദّം ര؇് ഉ؇് , എبാം നിർവചിേׯ؇തു؇്. ഒേؗാ രേ؇ാ അതിലധികേമാ xn 
േവരിയബിളുകളുت ലീനിയർ സമവാകّ؋ിേലാ ലീനിയർ സമവാകّ؋ിേലാ ഉر تിരാ׹׸ൾ , e 
ര؇ാമേ؋ത് എ׹െന ആസൂْതണം െചإാം, 
അ׹െന നമു്ׯ ലീനിയർ ഫംഗ് ഷൻ അെ׸بിൽ ഒنക്ٙئീവ് ഫംഗ് ഷൻ പരമാവധിയാുׯകേയാ 
െചറുതാുׯകേയാ െചإണം, അതിനാൽ ലീനിയർ േْപാْഗാമിംഗ് നിർ؉യിؗുׯതിനുت ഒരു 
രീതിയാണ്. ലീനിയർ ഫംഗ് ഷന്െറ ഒപ്ئിമൽ മൂലّം رിരാ׹׸ൾ്ׯ വിേധയമായി ലീനിയർ 
സമവാകّം അെ׸بിൽ സമവാകّ؋ിൽ വُٝു നി ٫َ മായ ഫംഗ് ഷൻ ഡിസിഷൻ േവരിയബിളുകൾ 
േകാൺزന്റ് സ് ഒപ്ئിൈമേസഷൻ ْപശ് നം സാധّമായ കാരണവും സാധّമായ പരിഹാരവും 
ആയതിനാൽ ആദّം നأൾ ഈ അ؀് ആറ് സാേ׸തിക പദ׹ൾ ഒരു ലീനിയർ ഫംഗ് ഷൻ ഫംഗ് ഷൻ z 
എؗതിെനുׯറി׺ാണ് ചർ׺ െചേإ؇ത്. رിരമായിരിؗുׯിട്؋ ന് തുലّമായതിെന ab ax-
ഒنക്ٙئീവ് ഫംഗ് ഷൻ എ്ؗ വിളിുؗുׯ, അത് പരമാവധിയാുׯകേയാ െചറുതാുׯകേയാ െചإണം, 
അതിനാൽ ആദّം നأൾ ഒنക്ٙئീവ് ഫംഗ് ഷൻ നിർവചിേׯ؇തു؇്, ര؇ാമേ؋ത് ഡിസിഷൻ 
േവരിയബിൾ എؗും െയ ഡിസിഷൻ േവരിയബിൾ എؗും വിളിുؗുׯ എേؚാഴും x y x 
തുലّമായതിേനׯാൾ വലുതാണ്  പൂജّ؋ിേല്ׯ , എؗത് പൂജّ؋ിന് തുലّമായതിേനׯാൾ y 
വലുതാണ്, അതായത് എؗിവയ്്ׯ െനഗئീവ് അب  നിയْؓണം അർ،മാؗുׯത് ഉം ഉം x, y e x y 
ഒരിׯലും െനഗئീവ് അب പിെؗ മൂؗാമേ؋ത് േകാൺزന്റ്സ് േകാൺزന്റ്സ് എؗാൽ അവر 
അെ׸بിൽ നമു്ׯ ഒنക്ٙئീവ് ഫംഗ്ഷൻ പരമാവധിയാുׯകേയാ െചറുതാുׯകേയാ െചുإേآാൾ 
േനരിേട؇ിവരുؗ തട׹شൾ പറയാം , അതിനാൽ ഇത് ലീനിയർ സമവാകّ؋ിന്െറ രൂപ؋ിൽ 
ലീനിയർ സമവാകّമായിരിׯാം. തീരുമാന േവരിയബിൾ േവരിയബിളുകളുെട സമവാകّ؋ിലും 
അവرയിലും വّവرയിലും ഇേؚാൾ നാലാമെ؋ േപായിന്റ് ഒപ്ئിൈമേസഷൻ ْപശ് ന 
ഒപ്ئിൈമേസഷൻ ْപശ് നമാണ് , പരമാവധിയാׯാേനാ െചറുതാׯാേനാ പئിനിൽؗുׯ ഒരു ْപശ് നെ؋ 
ഒപ്ئിൈമേസഷൻ ْപശ് നം എ്ؗ വിളിുؗുׯ  . അവന്െറ ലാഭം പരമാവധിയാׯാൻ ആْഗഹിുؗുׯ, 
അേؚാൾ رിരാ׹׸ൾ ലഭّമായ ْപധാന ഊർ׽േْസാതുشകളുെടയും ലഭّമായ മൂലധന׹ളുെടയും 
എ؉മായിരിׯാം, അതിനാൽ ഇവ വّാവസായിക ْപٍ؋٠ിനുر تിരാ׹׸ളാണ് ഇേؚാൾ സാധّമായ 
കാരണം നി׹ൾ رിരാ׹׸ളുെട ْഗാഫ് വരയ്ുׯേآാൾ ഈ ര؇് رിരാ׹׸ൾ്ׯ നിർവചിׯെؚ؂ 
കാരണേമാ െപാതുവായ കാരണേമാ പറയാം.  ഈ ര؇് رിരാ׹׸ൾ പറയുؗത് ആണ്  സ׸ലനം th 
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എ്ؗ പറയുേآാൾ എ്ؗ പറയുേآാൾ ഈ െന നൽകിയിരിر ؗുׯിരാ׹׸ളാൽ oabc oabc oabc-  
തൃلിٝെؚടു؋ാൻ സാധّമായ കാരണം എ്ؗ വിളിׯെؚടുؗു , ഈ കാരണം പരിമിതമായ കാരണേമാ 
അെ׸بിൽ പരിധിയിبാ؋ കാരണേമാ ആകാം, അതിനാൽ നി׹ൾ നൽകിയിരിؗുׯ 
 ിന്െറ െപാതുവായ കാരണം؋׸ിരാر ؗുׯാൽ, നൽകിയിരി׺ളുെട ഒരു ْഗാഫ് വര׹׸ിരാر
ഇതുേപാെലയാെണ്ؗ കരുതുക. തുടർ്ؗ ഇതിെന അൺേബാ؇ഡ് കാരണം എؗും ഈ സാധّമായ 
കാരണം അൺേബാ؇ഡ് ഫീസിബിൾ  െസാലّൂഷൻ എؗും ഈ സാധّമായ കാരണ؋ിെല എبാ 
േപായിന്റുകെളയും ഫീസിബിൾ െസാലّൂഷൻ എؗും വിളിുؗുׯ, അതിനാൽ സാധّമായ പരിഹാരം 
ആൽഫ ബീئ സാധّമായ കാരണ؋ിൽ െപടുؗു, തുടർ്ؗ ആൽഫ ബീئെയ സാധّമായ പരിഹാരം 
ْപാേയാഗിക പരിഹാരം എ്ؗ വിളിുؗുׯ. നൽകിയിരിر ؗുׯിരാ׹׸ളുെട رിരാ׹׸ൾ്ׯ 
ഒേരസമയം, അതിനാൽ ചർ׺യ്ׯിെട സാധّമായ എبാ കാരണ׹ളും ഉപേയാഗിേׯ؇  ചില 
പദ׹ളാണിത്  വّതُّ ٝതരം ْപേദശ׹ൾ ആയതിനാൽ ഇവ വّതُّമٝായ ചിലതാണ് നിർവചിׯെؚ؂ 
കാരണം നിർവചി׺ിരിؗുׯ കാരണം ഇതാണ് നിർവചിׯെؚ؂ ْപേദശമാെണ്ؗ പറയുക, നമു്ׯ ര؇് 
േപായിന്റുകൾ പരിഗണിׯാം , ഒരു േപായിന്റ് ഇവിെടയു؇്, ഒരു േപായിന്റ് ഇവിെട ഈ ര؇് 
േപായിന്റുകളിൽ േചരുؗു വീ؇ും ഒരു േപായിന്റ് ഇവിെടയു؇് , ഒരു േപായിന്റ് ഇവിെട ഈ ര؇് 
േപായിന്റുകളിൽ േചരുؗു ഈ േമഖലയിൽ ര؇് േപായിന്റ് വീ؇ും ഈ േമഖലയിൽ ര؇് േപായിന്റ്, 
അതിനാൽ ഒരു കണ്ׯ ഒ്ؗ ഇത് ചിْതം ര؇് ഇത് ചിْതം മൂ്ؗ അ׸ം നാല് ഫിഗർ അ؀് ആണ്, ഈ 
അ؀് അ׹ׯളിലും മൂ്ؗ നാല് അ؀് മാْതമാണ് സാധّമായ കാരണം, കാരണം േകാൺെവ٧്ع െസ്ئ 
അർ،മാؗുׯത് നി׹ൾ ര؇് േപായിന്റുകൾ എടുുׯകയാെണ׸ിൽ എؗാണ്.  േമഖലയിൽ , നി׹ൾ 
ആ ര؇് േപായിന്റുമായി േചരുകയാെണ׸ിൽ , വരിയിെല സംഖّയിെല ഓേരാ േപായിന്റുകളും ആ 
കാരണ؋ിന്േറതാണ്, അതിനാൽ ചിْതം 1-ലും 2-ലും ഈ േപായിന്റുകൾ നിർവചി׺ിരിؗുׯ 
കാരണ؋ിന് വّതّസ് തമب, അതിനാലാണ് ചിْതം -ഉം   എؗത് േകാൺെവക് സ് െസبئ , അേതസമയം 1 2
ചിْതം  ഉം  ഉം േകാൺെവക് സ് െസئാണ്, അതിനാൽ ഇേؚാൾ ചർ׺യിൽ മൂ്ؗ നാല്, അ؀് 3 4 5
എؗി׹െനയുت കണുׯകൾ മാْതേമ പരിഗണിൂׯ േْപാْഗാമിംഗ് ْപശ് ന؋ിന് സമീപം, അതിനാൽ 
നമു്ׯ ലീനിയർ േْപാْഗാമിംഗ് ْപٍ٠ം പരിഹരിׯാൻ തുടؗു׹തിന് മു്آ ഞ׹ൾ്ׯ ര؇് ْപധാന 
സിؑാؓ׹ളു؇് അെ׸بിൽ നി׹ൾ്ׯ ര؇് അടിرാന സിؑാؓ׹ൾ പറയാം , ഒരു എൽപിപിുׯം z
നും തുലّമായ കാരണമാണ് എ്ؗ പറയുؗത് ഒنക്ٙئീവ് ഫംഗ്ഷൻ ആകുേآാൾ ആകെ؂  ഒരു r r z 
ഒപ്ئിമൽ മൂലّമു؇്, അത് േരഖീയ സമതٔ׹ളാൽ വിവരി׺ിരിر ؗുׯിരാ׹׸ൾ്ׯ വിേധയമായി 
പരമാവധി കുറ؁തും ഈ ഒപ്ئിമൽ മൂലّം സാധّമായ േമഖലയുെട ഒരു മൂല ബിؕുവിലാണ് 
സംഭവിേׯ؇ത്, അതിനാൽ ഈ േമഖലയിൽ ഇവ േകാർണർ േപായിന്റുകളാണ് , ഇതിെന േകാർണർ 
േപായിന്റുകൾ എ്ؗ വിളിുؗുׯ , അതായത് സാധّമായ േമഖലയുെട ശീർഷകം ഇവെയ േകാർണർ 
േപായിന്റുകൾ എ്ؗ വിളിുؗുׯ , തിയറിം ര؇ാമൻ പറയുؗത് , ഒരു ന് എؗതും ؛സിന് lpp- r x 
തുലّമായ എؗതും വُٝു നി ٫َ മായ ഫംഗ് ഷൻ ആകെ؂, ഒരു േബാ؇ഡ് ആെണ׸ിൽ ഒنക്ٙئീവ് z r 
ഫംഗ് ഷൻ ന് കൂടിയതും കുറ؁തും ആയിരിുׯം  ന്െറ മൂലّം , ഇവ ഓേരാؗും z- r- r 
പരാമർശ؋ിന്െറ ഒരു േകാണിൽ സംഭവിുؗുׯ, അൺേബാ؇ഡ് ആെണ׸ിൽ, ഒنക്ٙئീവ് r 
ഫംഗ് ئിന്െറ പരമാവധി അെ׸بിൽ കുറ؁ മൂലّം അേയാൺ നിലവിലിبായിരിׯാം, അത് ന്െറ മൂല r 
ബിؕുവിൽ സംഭവിׯണം, അതിനാൽ നമു്ׯ ഈ സിؑാؓം ഒരു ഡയْഗാമിൽ ചർ׺ െചإാം, 
അതിനാൽ ഇത് േപാലുت ര؇് رിരാ׹׸ൾ വീ؇ും പരിഗണിുׯക , ഒരു رിരാ׸ം ഇത് പറയുക , ഈ
 തലം , ഈ ുؗുׯൾ ഈ പകുതിെയയും നിർവചി׹׸ിരാر യും ഈ؋ം ഈ പകുതി തലെ׸ിരാر
 ാം െപാതുവായبׯൾെ׹׸ിരാر അതിനാൽ ഈ ,ുؗുׯം ഈ അർؑതലം നിർവചി׸ിരാر
കാരണം ഇതായിരിുׯം , ഇത് സാധّമായ കാരണം ഒരു പരിധിയുت േമഖലയാണ് , ഈ േപായിന്റുകെള 
േകാർണർ േപായിന്റുകൾ എ്ؗ വിളിുؗുׯ, അതിനാൽ സാധّമായ എبാ കാരണ׹ളും ശീല׹ളും 
േകാർണർ േപായിന്റുകളും അതിന്െറ ഒപ്ئിമൽ മൂലّവും ഉെ؇്ؗ സിؑാؓം പറയുؗു േകാർണർ 
േപായിന്റുകളും സിؑാؓ׹ളും 2 പറയുؗത് , ഈ േമഖലെയ ബؖിؚി׺ി؂ുെ؇׸ിൽ, ഈ ْപേദശം 
േബാ؇ഡ് ആെണ׸ിൽ, ഈ ْപേദശ؋ിന് പരമാവധി മൂലّവും കുറ؁ മൂലّവും ഉ؇ായിരിׯണം 
എؗാണ് ഒപ്ئിമൽ മൂലّം, വّതُّ ٝرിരാ׹׸ളാൽ നിർവചിׯെؚ؂ മെئാരു കാരണം നമു്ׯ 
പരിഗണിׯാം , ഇത് ഇതുേപാെലയാണ്.  رിരാ׹׸ളുെട െപാതുവായ കാരണം ഇതാണ് , ഈ 
കാരണ؋ിന്െറ മൂല േപായിന്റുകൾ എ്ؗ പറയുؗു, അതിനാൽ സിؑാؓം ആദّം പറ؁ത് abc wheth
എؗാണ്  കാരണം േബാ؇ഡ് അെ׸بിൽ അൺേബാ؇ഡ് േകാർണർ േപായിന്റുകൾ er 
ഉ؇ായിരിׯണം , അതിന്െറ ഒപ്ئിമൽ മൂലّ׹ൾ േകാർണർ േപായിന്റുകളിൽ ഉ؇ായിരിׯണം, 
എؗാൽ സിؑാؓം 2 പറയുؗു കാരണം േബാ؇ഡ് ആെണ׸ിൽ, പരമാവധി മൂലّവും കുറ؁ മൂലّവും
േകാർണർ േപായിന്റുകളിലായിരിുׯം , കാരണം അൺേബാ؇ഡ് ആെണ׸ിൽ , പരമാവധി കുറ؁ 
മൂലّം ഉ؇ാകാൻ സാധّതയിب. അത് നിലവിലുെ؇׸ിൽ, അത് ഇേؚാൾ മൂല േപായിന്റുകളിൽ 
നിലനിൽׯണം, സാധّമായ ഒരു േമഖലയുെട മൂല ബിؕു എؗത് ര؇് അതിർ؋ി േരഖകളുെട 
വിഭജനമായ േമഖലയിെല ഒരു ബിؕുവാണ്, കൂടാെത അതിർ؋ി ْപേദശെ؋ േരഖീയ സമവാകّ 
അസമതٔ׹ളുെട ഒരു സി؋زിന്െറ ْപാേയാഗിക േമഖലയായി നിർവചിׯാം .  ഒരു സർׯിളിനുتിൽ
ഘടിؚിׯാൻ കഴിയുെമ׸ിൽ േബാ؇ഡ് എ്ؗ പറയെؚടുؗു, അبാ؋പײം അതിെന അൺേബാ؇ഡ് 
നൗ േകാർണർ േപായിന്റ് രീതി എ്ؗ വിളിുؗുׯ, അതിനാൽ എൽപിപി പരിഹരിؗുׯതിന് നമു്ׯ 
വളെര ْപധാനെؚ؂ ര؇് രീതികളു؇് , അത് ആദّം സിം٧്ع؛ രീതിയും ര؇ാമേ؋ത് േകാർണർ 
േപായിന്റ് രീതി സിം٧്ع؛ രീതിയും നآർ ആയിരിുׯേآാൾ ഉപേയാഗْപദമാണ്.  േവരിയബിളിന്െറ 
എ؉ം ര؇ിൽ കൂടുതലാണ്, േവരിയബിളിന്െറ എ؉ം ഒേؗാ രേ؇ാ കുറവാെണ׸ിൽ േകാർണർ 
േപായിന്റ് രീതി വളെര സൗകരّْപദമാണ്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഇവിെട ചർ׺െചുؗുإ  േകാർണർ 
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േപായിന്റ് രീതിയുെട േകാർണർ േപായിന്റ് രീതി ഘ׹؂ൾ യുെട സാധّമായ കാരണം കെ؇؋ി lpp-
അതിന്െറ േകാർണർ േപായിന്റുകൾ പരിേശാധിؗുׯതിലൂെടേയാ അെ׸بിൽ വരികളുെട ര؇് 
സമവാകّ׹ൾ പരിഹരിؗുׯതിലൂെടേയാ എؓാണ് അർ،മാؗുׯത് എ്ؗ ഘ؂ം ഒ്ؗ പറയുؗു , 
നൽകിയിരിؗുׯ അസമതٔ׹ളുെട ْഗാഫ് േ؛ാ؂് െചؗുإതിലൂെട നأൾ െചേإ؇ത് സാധّമായ 
കാരണം നിർവചിുׯക, 
അ׹െന അത് അട׺ ْപേദശമാേണാ അേതാ തുറؗ കാരണമാേണാ എ്ؗ നിർവചിുׯക, കൂടാെത, 
സാധّമായ കാരണം നിർവചിؗുׯതിലൂെട, ഇത് മൂല േപായിന്റുകളായിരിുׯെമ׸ിൽ േകാർണർ 
േപായിന്റ് കെ؇؋ണെമ്ؗ ഒരാൾ പറയുؗു.  കാരണം, ഇവ മൂؗും േകാർണർ 
േപായിന്റുകളായിരിുׯം, അതിനാൽ ഘ؂ം ഒ്ؗ പറയുؗു, ആദّം നأൾ എبാ رിരാ׹׸ളുെടയും 
ْഗാഫ് േ؛ാ؂് െചുإകയും സാധّമായ കാരണം നിർവചിുׯകയും അതിന്െറ േകാർണർ േപായിന്റുകൾ 
നിർവചിുׯകയും േവണം, ഇേؚാൾ ഘ؂ം ര؇് ഓേരാؗിലും ന് തുലّമായ മൂലّനിർ؉യം നടു؋ക x z 
േകാർണർ േപായിന്റ് ഉം ഉം യഥാْകമം ഏئവും വലിയ െചറിയ മൂലّ׹െള സൂചിؚിׯെ؂, m m 
അതിനാൽ അതിന് തുലّമായ വُٝു നി ٫َ മായ ഫംഗ് ഷൻ േകാടാലി ؛സ് ൈബ എؗതിന് z z 
തുലّമാെണ്ؗ കരുതുക. േകാർണർ േപായിന്റ് എ്ؗ പറയുക, തുടർ്ؗ നأൾ ന്െറ മൂലّം abc z 

െല ന്െറ മൂലّവും യിെല ന്െറ മൂലّം ലും കെ؇؋ണം , കാരണം പരിധി bzb- z c- z- zc n 
ആയതിനാൽ ഈ മൂ്ؗ മൂലّ׹ളിൽ നമു്ׯ ഒരു മൂലّം ഉ؇ായിരിׯണം  ഏئവും െചറിയ മൂലّം, ഒരു 
മൂലّം ഏئവും വലിയ മൂലّം, അതിനാൽ എؗിവയ്ׯിടയിൽ ഒരു മൂലّം ഏئവും െചറിയ zazb, zc 
മൂലّവും ഒരു മൂലّം ഏئവും വലിയ മൂലّവും ആയിരിׯണം, അതിനാൽ ഘ؂ം ര؇് അനുസരി്׺ , 
ഓേരാ േകാണിലും എؗിവെയ അനുവദിുׯക യഥാْകമം യഥാْകമം ഏئവും വലുതും m, m 
െചറുതുമായ മൂലّം സൂചിؚിുؗുׯ, സാധّമായ ْപേദശം േബാ؇ുെചുإേآാൾ മൂؗാമെ؋ ഘ؂ം m m 
ഉം എؗത് ന്െറ പരമാവധി, കുറ؁ മൂലّവുമാണ്, അതിനാൽ ഏئവും െചറിയ മൂലّം ഏئവും m z-
കുറ؁ മൂലّവും ഏئവും വലിയ മൂലّം കാരണം പരിമിതെؚടുു؋േآാൾ പരമാവധി മൂലّവും 
ആയിരിുׯം എؗാണ് അർ،മാؗുׯത്.  േമഖലാ തീരുമാനം പരിമിതമായ േമഖലയാണ്, സാധّമായ 
േമഖല അൺേബാ؇ഡ് ആെണ׸ിൽ, ْപേദശം അൺബൗ؇ഡ് ആെണ്ؗ പറയുക , ഈ േമഖലയുെട മൂല 
േപായിന്റുകൾ ന്െറ മൂലّം േകാടാലി്ׯ തുലّം എ്ؗ പറയുؗു  ഉം യിെല ന്െറ abc z- ay p b z 
മൂലّവും എ്ؗ പറയുؗതിന് തുലّമാണ് , യിെല ന്െറ മൂലّം എ്ؗ പറയുؗതിന് തുലّമാണ് , q c z r 
ഈ ഒരു െചറിയ മൂലّമാെണ׸ിൽ ഒരു െചറിയ മൂലّവും എؗത് ഏئവും വലിയ മൂലّമാെണ׸ിൽ p r 
സാധّമായ േമഖലയും പരിധിയിبാ؋തും ആെണ׸ിൽ പരമാവധി  ന്െറ മൂലّം, ؛സ് m z xy ax 

േനׯാൾ കൂടുതലായി നിർ؉യി׺ിരിؗുׯ ഓؚൺ ഹാഫ് െ؛യിനിന് , സാധّമായ m-
കാരണേ؋ാടുകൂടിയ െപാതുവായ േപായിന്റ ്ഇെ׸بിൽ, അبാ؋പײം ന് പരമാവധി മൂലّം z 
ഇെ׸بിൽ, ന് തുലّമായ ഈ പരമാവധി ആെണ׸ിൽ, േകാടാലി കൂ؂ുക എؗതിേനׯാൾ r- zc 
വലുതാണ് എ്ؗ പറയുؗു.  േനׯാൾ കൂടുതലുت േകാടാലി കൂ؂ിേ׺ർ്؋ സാധّമായ r-  
കാരണവുമായി െപാതുവായ േപായിന്റ ്ഇെ׸بിൽ, എؗത്  െല ന് തുലّമായ പരമാവധി r c- r- z 
മൂലّവും േകാടാലി കൂ؂ിയാൽ േനׯാൾ വലുതും ആയ പരമാവധി മൂലّമാണ് സാധّമായ r- r. 
കാരണ׹ളുت െപാതുവായ േപായിന്റുകൾ ഉ؇ായിരിുׯക, തുടർ്ؗ ന് േകാടാലി ؛സ് എؗതിന് z-
പരമാവധി മൂലّമിب , അതിനർ،ം നുأെട ْഗാഫ് ഇതുേപാെലയാെണؗും ഇത് ഓؚൺ ഫീസിബിൾ 
റീജിയണും േകാടാലി ؛സ് േْഡാ േകാടാലിയും ന് തുലّമായ ന് തുലّവും ആയിരിുׯം എؗാണ്. ഈ r r 
േകാടാലി ؛സ് ആെണ׸ിൽ  ന് തുലّമായതിനാൽ ഈ സാധّമായ കാരണവുമായി െപാതുവായ r 
േപായിന്റുകെളാؗുമിب, തുടർ്ؗ ഈ എؗാൽ ഈ അർ،മാؗുׯത് ഈ ന് തുലّമായ r r r r zc 
ആയിരിുׯം ഈ എؗതിന് തുലّമായ മൂലّം ആയിരിുׯം ഈ േകാടാലി ؛സ് ഈ േകാടാലി ؛സ് r 
ആെണ׸ിൽ ഈ േകാടാലി ഈ എؗതിന് തുലّമായ മൂലّം കടؗുേപാകുേമാ എ്ؗ വّװമാെണ്ؗ r r 
ഞാൻ കരുതുؗു ന് തുലّമായാൽ ഇതുേപാെല കടؗുേപാകും, ടാെത ന തുലّമായ േകാടാലി ഇ   r r 
◌ുേപാെലയാെണ׸ിൽ, ഈ  സാധّതയുت കാരണ؋ിന് െപാതുവായുت ഈ േപായിന്റുകളിെല 
വّതُّ ٝേപായിന്റുകൾ, റ؁ത് ആയിരിുׯേآാൾ ഈ ഒنക്ٙئീവ് ഫംഗ്ഷന്െറ പരമാവധി m     r 
മൂലّമب.  മ  അതിനാൽ ഏئവും െചറിയ മൂലّ؋ിന് തുലّമാണ്, ഈ ഏئവും കുറ؁ p p 
മൂലّമാെണ׸ിൽ, വീ؇ും ؛സ് േകാടാലിേയׯാൾ കുറവ് ؛സ് േനׯാൾ കുറവ് എؗതിന് ax p-
ْപാേയാഗിക കാരണ׹ളുت െപാതുവായ േപായിന്റുകെളാؗുമിب, അ؋രം വّവر 
നിലവിലുെ؇׸ിൽ നമു്ׯ എ്ؗ തുലّമായി പറയാം. എؗത് ഏئവും കുറ؁ മൂലّമായിരിുׯം , z p 
കൂടാെത േയׯാൾ കുറവാെണ׸ിൽ ؛സ് െപാതു മൂലّമാെണ׸ിൽ , സാധّമായ p- ax 
കാരണ׹േളാടുകൂടിയ െപാതു മൂലّം ഉെ؇׸ിൽ , ന് തുലّമായ മൂലّം കുറ؁ മൂലّമായിരിׯിب p- 
അെ׸بിൽ ഏئവും കുറ؁ മൂലّം നിലവിലിب എ്ؗ നമു്ׯ പറയാം.  ഒരു ഉദാഹരണം s 
പരിഗണിുׯക , ْഗാഫിׯലായി പരിഹരിുׯക നാല് ؛സ് رിരാ׹׸ൾ്ׯ വിേധയമായി, lpp z, x y 

 x y , x y x ؗുׯി ന് തുലّമാണ് നൽകിയിരിئൂ؉സ് ന് തുലّമായത് െതാ؛ ിമൂ്ؗ؋സ് അൻപ؛
 താണ്, x y؋ത് , ഇത് മൂؗാമേ؋ക ര؇ാമേുׯസ് എؗതിന്െറ കാരണം   നിർവചി؛ ം׸ിരാر
അതിനാൽ ؛സ് അآതിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഒؗിൽ നി്ؗ ؛സ് അآതിന് തുലّം x y x y y 
പൂജّ؋ിന് തുലّം എؗത് പൂജّ؋ിന് തുലّമായ െയ സൂചിؚിുؗുׯ , പൂജّ؋ിന് തുലّമായ y x y 
സൂചിؚിുؗുׯ, അآതിന് തുലّമായ സൂചിؚിുؗുׯ, അതിനാൽ ന് തുലّമായ അآതിന് y x y 
തുലّമാണ്  അൻപത് പൂജّവും പൂജّം അآതും 2 3 ؛സ് പു؂് സമം 0 തുലّം 0  ന് r x y 90 y x 30 x 
തുലّം ന് തുലّമാണ്. അതിനാൽ വരി 3 ؛സ് ന് തുലّമായ േപായിന്റുകൾ മുؚത് പൂജّവും y 90 x y 90 
പൂജّവുമാണ്  െതാ؉ൂറ് ഇേؚാൾ ഈ ര؇ിന്െറയും ْഗാഫ് വരയ്ുؗുׯ  വരികൾ അതിനാൽ അײം y 
പൂജّം അു׺ത؇് േപായിന്റ് അآത് പൂജّം, പൂജّം അآത് അآത് പൂജّം, പൂജّം അآത് എؗി׹െന x 
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ഓേരാ ഡിവിഷനും പ്؋ ആയിരിുׯം, അതിനാൽ നമു്ׯ ര؇് േപായിന്റുകൾ പൂജّം അآത്, അآത് 
പൂജّം ഈ ര؇് േപായിന്റുകൾ േചരുؗു, അതിനാൽ ഇതാണ് വരി ؛സ് തുലّം ഇേؚാൾ അآത് x y 
മുതൽ ര؇ാമേ؋തിന് അനുബؖ സമവാകّ േപായിന്റുകൾ മുؚത് പൂജّവും പൂജّം െതാ؉ൂئിയുമാണ്, 
അതിനാൽ ഇത് ഒരു േപായിന്റ് മുؚത് പൂജّം , ഇത് ഒരു േപായിന്റ് പൂജّം െതാ؉ൂئി, അതിനാൽ ഈ ര؇് 
േപായിന്റുകൾ കൂ؂ിേ׺ർുׯക, അതിനാൽ ഇത് മൂ്ؗ ؛സ് എؗ വരിയുെട സമവാകّമാണ് x y 
െതാ؉ൂറിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഈ വരി ْപതിനിധീകരിുؗുׯ  ഈ സമവാകّം മൂ്ؗ ؛സ് x y 
ഇേؚാൾ െതാ؉ൂറിന് തുലّമാണ് ؛സ് അآതിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ നി׹ൾ ഉ؍വം x y 
പരീײി׺ാൽ നിർجചി׺ കാരണം ഈ േരഖ ഈ അർؑ തലെ؋ ْപതിനിധീകരിുׯം , ര؇ാമെ؋ 
 ത് x yؗുׯഅർ،മാ ്زവം  െട؍സ് െതാ؉ൂറിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ വീ؇ും ഉ؛ ം മൂ്ؗ׸ിരാر
പൂജّവും പൂജّവും 0 ന് തുലّമായത് 50-ൽ താെഴയാണ്, അതിനാൽ ഇത് ശരിയാണ് അതുേപാെല തെؗ 3 
മുതൽ 0 വെര 0 ന് തുലّമാണ് 0 90 ന് താെഴ ഇത് വീ؇ും ശരിയാണ്, അതിനാൽ ര؇് رിരാ׹׸ളിലും 
ഉ؍വം പരിഹാര േമഖലയിൽ ഉൾെؚടുؗു, അതിനാൽ വീ؇ും ഈ رിരാ؋׸ിനുت പരിഹാര t  
കാരണം ഇേؚാൾ ഈ ദിശയിലാണ് , തീരുമാന േവരിയബിളുകൾ എؗിവയ്്ׯ െനഗئീവ് x, y 
നിയْؓണമിب, അതിനാൽ കാരണം നിർവചിേׯ؇തു؇് ആദّ കٔാْഡാന്റ് മാْതേമ ഇത് പൂജّ؋ിന് 
തുലّമായതിേനׯാൾ വലുതാണ്, ഇത് പൂജّ؋ിന് തുലّമായതിേനׯാൾ വലുതാണ്, അതിനാൽ x y 
നി׹ൾ പരിഗണിുׯേآാൾ  ഈ അവرകെളبാം ഞ׹ൾ കെ؇ു؋ം , ഇത് സാധّമായ പരിഹാര 
േമഖലയായിരിുׯം, ഇതാണ് പരിഹാര കാരണം ഇേؚാൾ േചാദّം നأൾ നാല് ؛സ് യ്്ׯ z x y 
തുലّമായി വർؑിؚിേׯ؇തു؇്, അതിനാൽ ഈ നാല് േപായിന്റുകളും േകാർണർ േപായിന്റുകളാണ്, 
അതിനാൽ പരിേശാധനയിലൂെട നമു്ׯ േകാർണർ േപായിന്റുകൾ കാണാം ഒരു മുؚത് പൂജّം ഇരുപത് b 
മുؚത് , പൂജّം അൻപത് , ഒരു േകാർണർ േപായിന്റ ്ഉ؍വമാണ്, അതിനാൽ േകാർണർ േപായിന്റുകൾ c 
പൂജّം പൂജّം , മുؚത് പൂജّം ഇരുപ؋ി മുؚത് , പൂജّം അൻപത് b c 
അ׹െന േകാണിെല േപായിന്റുകളിെല ന്െറ മൂലّം ന് തുലّമായ 0 മുതൽ 30 വെര ؛സ് 0 z z 0 za 4 
അർ،മാؗുׯത് 120 എؗത് 4 മുതൽ 20 വെരയുت   മുؚ؋ിെയാ്ؗ പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്  z y 
അതിനാൽ ഇത് ഏئവും വലിയ മൂലّമാകും, കാരണം സാധّമായ കാരണം സാധّമായ കാരണം 
േബാ؇ഡ് കാരണമാണ്, അതിനാൽ പരമാവധി 120 ന് തുലّമാണ്, ഒരു മുؚത് പൂജّ؋ിൽ ശരി z 
സുഹൃׯു؋െള അടു؋ െസഷനിൽ കുറ്׺ ْപശ് ന׹ൾ ഞ׹ൾ ചർ׺ െചുإം നؕി 
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