
 హڒ ࡹబܽद ࠭࠲ అవకలన సࠬకరހల߯ ࡹ ࣒ࡎࣄ ۨవࡍ మڵ࠭ ࠾ࡍంߩ ఉపߕङ వ ړߖࣃ ऐۧ ࠭, 
ङߕఉప ܌ࡗ బܽद ఈڒ సం ߖڜ ࠭࠲ऒ  అసࠪనతࡱ మڵ࠭ ࠾ࡍంߩలߘ పࣃ࡯ࢣࡍफ నۨऐ ڕࠬ ޳ࡶ ࠭ ޴అ ޙ
తల߯ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࠭࠲ ఈ ܌ࡗ చࡍऐ ంۨన అంࡱࢡ ఇ࡮ ఉంܼ࠼ అవకలన అసࠪనతల ࡅకए ऒߖڜ   
ఉపڴࡆలߘ అߘసࣆࡍफం޴, అޙ࠼ ఇ޴ మనం సరళ అవకలన సࠬకరހలޜ పࣄۯߖన ࡯߱ ࡮ۧ ړߖߕ߄࢑
ఉంܿం޴ 
, ఆ߯ ऴపޙङ కత ޳ࣄम ంతం ࢙ߩ కࣆࡱफంߗڒ ,޴ మనం ఖۨऐ తంڴ అకए కएࡅ లకం సࠬకరణࡹ , ࠭ࡶڝࡏۯ ړݟ  
म޳ࣄ షदతࢢ࢑ ంߖޑऒ  మనం మࢁऱ ۮపओ .࠭ࡶ
ऒߖހలకం సࠬకరࡹ   ߰ందడం ޳छ ङߕఉప ࡌ స ऴށࢩ, అ޴ మనం ఉతओ నऒ  దܽ అవకలన సࠬకరణం࠴ న࠳
మࡹ ࠾ࡍలకం సࠬకరߖހऒ ऒߖڜ ంۨ , ఆ߯࡯ࢣࡍప ڴతంࢢߖ ంۮంڜ  ࢐ङ ߩంڵ࠭  ఖङ లࣆڷ࠭ ޜफం޴ మ࠾ࡍ
ఇߩओ भ޳ࠚరంߦऴ ࡹంۧڵࡆఉప ࡮ఎ ߘఅవకలన అసࠪనతల ݡ ం.
 ఈ అవకలన సࠬకరߖހऒ  ۫డం4 ݟ.

ప  ړ ޜలޔరంభ షరߦన ऴ࠳సࠪన ړ0 ࣋۫ ࡏࠬ ऱ࣒ సࠪనం అవకలన సࠬకరణం 4.1 dy by dx y ړ  x y
 అࡘࠏ ޴ߝऒ ऒࡘࠏ ޴సࠬకరణం, ఇ ࡰ ए࣋ ࡏࠬ బܽदڒ ࠾ࡍసࠬకరణం మ ࡰ छ ࡛ न 1 ޜ y 

ऒߕంܿڕߘంۧలڵ࠙ फޕࢡరదృషदవ޶ ߗڒ ࡏ కएࡅ కం݄ 0޶ఎం ࡏࡶయۯ ڕ޶ఎం ࡏࠬ   మ0 ࠾ࡍ y 0 
छ޳ .4 ࡏࠬ బܽदڒ ޶ంచబడޒమߘగࣔరం అ࠙ ࡌ
షएࡍప ࡮ఎ ߖ1 फࣃࡍ . ࡏ
  0 పࢲࡍए రం ఇపओ एࢲࡍఒక ప ښܽ రం ࣄबర࠳న పࢲࡍए ऒߖࡌ కएࡅ 0 ޴ఇ 0 ݟంڝࣆޓ   ఉతओ నऒ ం 0 మݟڕ ࠾ࡍ
ऒߖހఅవకలన సࠬకర 0 ݞږ ߩ࢙  సంతృߧफపࣆࡏफం޴.
.బܽद 4ڒ 
एࢲࡍన ప࠳बరࣄ న࠳సࠪన ړ0 ࡹ1 ऒߖࡌ   ప ऱۯ ۃయంݟ మ࠾ࡍ అڕࠬ ޴ ఒࡍࣃښ కࣆߧߖफం޴ అవకలన y 
సࠬకరణం ࡅకए  పࢲࡍए రం ఇړ0 ޴ సࠪన࠳న ࡅకए  ऴߦరంభ ࣄबݞږ ߖޒ సంతృߧफపࣆࡏफం޴.y 
.మనం 4 ߗڒ 
ࡍߪ ߖ1 फڴ పࡍషए .ంۧ࠭ , 4ࡍ
1 సంతృߧफకర࠳న ࡅకए एࢲࡍన ఇతర ప࠳సࠪన ړ0  एࢲࡍప 0  ࣆࡱޘ ࡮ఎ ڕమన ߖవࡶ ࡱࡌ రం 4.y 
एࢲࡍప 0 ۯࡍफపߧసంతృ ߖ1 రం, 
म޳ࣄ రణ߄ࣃ ڕࠪ ంతం అవసరమ࠭࠲ ߖ ఎߩࣄޜ ࡮ ऐ۪ ऒߕࣆ ࡏࠬ ,࠭ޑ  పࢲࡍए రం 4.
కएࡅ 1  ఏڛక పࢲࡍए రం అߖ ࣔࠬ ఇۯऐ ङޙరణ ऴప߄ࣃ  కత ޳ࣄम ంతం మ࠾ࡍ అకए డ ఇ ఇతర ar  
పࢲࡍए ఇపओ ࡹޒबࣄࡍన ప࠳సరళ ࡮ۧ ఈ ࡏࠬ బܽदڒ ࢓ࡶ ࡱࡌ ङޙరణ ऴప߄ࣃ ఒక ښܽ కత ޳ࣄम ంతం ࡅకए  
ఆవశङ కతࣃ۫ ߘफ  ,ࡏ
ऐࡍచ ߘఅవకలన అసࠪనతల ࠭࠲ బܽदڒ ంۨన ࠴దܽ ఉపߕङ भࡿࢗ ڵࡍޒ ړߖࣃ ࠭, ఇకए డ ࠭࠲ అవకలన 
సࠬకరణంߖڜ ߖࡹऒ द࢘ܽڜ ߘబంధనలߖ  .࠭޳ం߰ ߘఅవకలన అసࠪనత ,ࣄ
ओߧత ړߖޑఅనం ࡹత సమయంࠫࡍప ࠭࠲   ం۪ڝవడం ࡍڷంۨ ڴࠈ చࡍऐ फనऒࣆ ओߩ  అవకలన సࠬకరణం ,ݡ
4.

సࠪనం  ప ࠑ ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ न ࣋ए छ ࡛ न పదం ఎలऱߩओ బܽद  పڒ ޴ఉంܿం ڴలంږߘࣃ ݢ ऱ࣒  dy dx xy y y xy 1 ޜ 
సࠪన࠳న ޳छ ऒߖހఅవకలన సࠬకర ࡌ भ޳۫  ం  ࣋ए छ ࡛ न ࣋ए छ ࡛ न ట࡛घ  ఎలऱߩओ  dx dy y y ڴ ࢟ܽ܊ߦ ݢ
ఉంܿంڒ ޴బܽद మనం ࠳ ߖన࣒ కం݄ ఎڕए వ ߕࣆ ޳ࡶऒ भ޳۫ ߖऴ࢐యగల࠭ అ ڴసࠪనం ړ ం dy dx xy 

࣋ए छ ࡛ न ట࡛घ  అసࠪనత 4.y ࡽलయߖࡓఫݟ ߘߝ ݟంߘ బܽद అవకలన సࠬకరణంڒ ࠆఆ ݟంߘ 
छ޳ న࣒࠳ ߖ एڕకం݄ ఎ 0 ࡌ వ ޳ࡶ సࠪనంڴ ߰ం2.ߘ޳ dy dx xy 

 ఇߩओ .4 ࡯ڴࣃనڜ ࡮మనం ఎ ݡ
సࠪనతछ ڴࡱ޶బ ړఅసࠪనత ࡏࠬ ࡹ2 ం అ4 ޙ࠼.
2 ఒక సరళ అవకలన సࠬకరణం అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ఆ సందరग ం4 ࡏࠬ ࡹ.

छ޳ ߖ న࣒ ࣋ए࠳ పవ࡛ ࡌ छ ఇకए  ݟయంۯ ޻అ ߗڒ ࡯ంۧށڷ ړݟڕ  ړ ࡛ డ ࢑షయం అసࠪనత అ2 ߖ e x 2
పࡌछ న࣒ ࣋ए࠳ పవ࡛ ߗڒ ޶ࡶ छ ࡛ न  ఎలऱߩओ e x 2 ߘߝ బܽदڒ ޴ఉంܿం ڴ ࢟ܽ܊ߦ ݢ 4.

छ޳ ߖ న࣒ ࣋ए࠳ పవ࡛ ࡌ छ 2 ࠾ࡍమ ߘంచగలށڷ ڴࠈ ޜ ړ ࡛ e e x 2 4.
కएࡅ 2  ఎడమ ࢙ߩ అߝ ఖۨऐ త࠳న ఉతओ నऒ ం అޔ࢓ం޴.ddx 
  ऴపదࡍज ంచబݟన సऱ4 ࡹ ݭ࠼.
3 అం݄ 0 కం݄ 2 కం݄ ఎڕए వ ޳ࡶ సࠪన࠳న ߘంߘ ݟంݟ ࣋ए छ एڕఎ 2 ݟంߘ ࡛ వ ޳ࡶ సࠪనం x x e x 
అޙ࠼ ఇߩओ .మనం 4 ݡ
.4 ࡯࠻ۯ కృతంڔఏ ߖ3
छࡓఇంట ࡏࠬ  ࡏ޳ం߰ ߖޒबࣄࡍప ޴ంړఈ ऴ ࡏࠬ బܽदڒ ࡯࠻ۯ కృతంڔఏ ߖ3 ओߩఎలऱ ࡹ ࡽ ab ڴలంږޒऴప ݢ
ఉంࡅ ݦకए  ఫంࣾߖ ߤ కڵ࡯ ఉߕऒ ర޳۫ ߖभ ం, అߩओ కएࡅ ࠭࠲ ݡ  సమऴగ ߘ ߖంݟ x phi x dx phi a b
వరڕ ఖۨऐ తంڴ ऴపږޒలం ڒదۮ ߖపओ గలం ఎం޶కం݄ ࠬޜߕ ࡏ ఎంڕ޶ అంڶకࣃࡍफ  కం݄޶ఎం ࡏ
సమऴగ࠳న޴ ఏࠫܽ సమऴగ࠳న޴ ऴߦంతం ऴړ ࠆڴంద ఉనऒ  ऴߦంతం ऴړ ࠆڴంద ఉనऒ  ऴߦంతం మధङ  un  y x 

కएxࡅ ,޴ంޔࠋۮ ఏࠫ ڕࠬ ఈ అసࠪనత ޙ࠼సࠪనం అ ړ0 ࠾ࡍసࠪనం మ ޜ࡯డनھ సࠪనం ړ b y x 
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ऴࠆڴ అబదमం అޔࠋۮ ߖం޴  అࣾం ߯న ऴࠆڴ అࣾం ߯న ఉంܿం޴, అߩओ ంద ఉనऒړ ࠆڴऴ ݡ  pha x x x x 
ऴߦంతం ఎలऱߩओ ङޙऴప ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴలంږߘࣃ ݢ  fx gx ࡱ ߤఫంࣾ ݡంࡓ ߝఅ ࠾ࡍమ ڕࠬ ంۨړ
ఉం݄ మ࠾ࡍ ఎڕए వڴ ఉనऒ టऱߖ޵ ,ޙ࠼ऒ పओۮ ࡏࠬ ړߖݞంచߧࡐߖ  వలࣄం޴ అంޙ.fx 
ओߩఉం݄, అ ڴసࠪనం ޳ࡶ కం݄ ࡹ మంࡌ࢑   ab ݟంߘ సమऴగం ڕవర ݟంߘ ݡ gx a bfxdx a bgx dx 
వరڕ సమऴగం కం݄ ఎڕए వڴ ఉంܿం޳ࡶ ޴ సࠪనంڴ ఉంܿంߖ޵ ࡏࠬ ,޴ऒ  ఎ࡮ ߰ందగలߖ޵ ࡏࠬ ࡏऒ  
ఎ࡮ ߰ందగలߘ࠭ ࡏపܽ ߘ ߖ޳ంߖ޵ ࡏࠬ ݟऒ  ߰ం࠳ ,ࡏ޳న࣒ ړ సࠪన࠳న ڝࣆޓంݟ f g phi 
ऒߖ޵ బܽदڒ ޴ఉం ߝڴࠈ ޴ఇ ڕࠬ ࠾ࡍమ ݟంڝࣆޓ ߖ న࠳సࠪన ړ న࣒࠳ ࡹߖ޳ పܽߘ࠭  sf g phi
వࡍ फంపܑ޳भ ం ڒబܽद ࠬ4 ࡏ.

ऒߕఉ ڵ࡯క ߖ రࡏࠬ ߖ ۫࣋ సऱݭ࠼ లࡿࢗ ڵࡍޒ ڕभ ం, ڒబܽद ఎడమ ࢙ߩన ఉనऒ  సమऴగత ߖ޳ కం݄ ఎڕए వ3 ڴ
ఉంܿందߩۮ ߘߝ ߖफߕऒ న ఉనऒߩ࢙ ݟڕ ࡹߖఇతర ప ޳ࡶ ߘ  సమऴړߖڴ సࠪనం  ߘంݟ వరڕ ds 0 xi 
ఉనऒ  ఉతओ నऒ ం ࡅకए  సమऴగం 4.
కएࡅ 3 ऒߕޔࠓయۯ కృతంڔఏ ڕవర ݟంߘ 0 ࡮ߩ࢙ ݡంࡓ  ఒక ఉతओ ࡏࠬ బܽदڒ ߘ ऒߕ ऒߖ  ఏڔకృతం x 
ओߩనࣄۯ ऒߕޔࠓయۯ కృతంڔఏ ࡮ߩ࢙ ݡంࡓ ڕవర ݟంߘ 0 ߘߝ ݡ ङڕ࡯ڒ ࡏࠬ బܽदڒ ߘ ల࣒ ࡅకए  x 
ऴߦథࠫక ޳ࣄम ంߖޑऒ  ఉపࣃڵࡆफ .ࡏ

న࣒ ࣋ए࠳ పవ࡛ ݟంߘ छ ࡛ न 2 కం݄ ఎڕए వ ړ0 ޳ࡶ సࠪనం ڒబܽद సమऴగ ߕࣆऒ  d dx of xe x y   ݟంߘ 
కएࡅ  శړ फ࠳ ړన࣒ ࣋ए छ ࡛ न ࡓంݡ కం݄ ఎڕए వ ޳ࡶ ఖۨऐ తంߕࣆ ڴऒ  xddt te t dt ࡽࠋయࡍ࢘ సࠪనం ړ
డࠬघ కएࡅ బܽदڒ ࡽࠋయࡍ࢘  ङڕ࡯ڒ  ల࣒ ࡅకए  ऴߦథࠫక ޳ࣄम ంߖޑऒ भ޳ڵࡆߖ࢑  ం 0 అ0 ޴ߝ అߖ xe y 
కएࡅ ڕబܽद మనڒ ,ݟంڝफం۪ࡏڷ  అ޴ߝ కం݄ ఎڕए వ ޳ࡶ సࠪన࠳న శړ फߘ 2 ߖ ړంړ0 ݟ ࣋ए छ ࡛ x y e x
.޴ంޔ࢓फ 0 అ࣋ۯ
एࢲࡍప ࠭࠲ బܽदڒ  రం ऴపږޒలం ڒదࡌߖ ߖम కएࡅ ࠭࠲ బܽदڒ ,ంۧ࠭ࡍ मࡌߖ ߖఅ ޶ڒ   ంۧ࠭.x yࡍ

అ0 ޴ߝ కం݄ ఎڕए వ ޳ࡶ సࠪనం అ࢟ܽڻߜ ޙ࠼. x 
 ఇߩओ ऒߕࣆ ړߖ܉ߖ  ࠭ޑߩ۫ ߖమనం అ ݡ ओߩసࠪనం ఇ ړ ऒߕࣆ ,ం޳ڷࣃనڜ ݡ కएࡅ   yo fx y 
ऒߕࣆ  మߖ ࠾ࡍరంతࡌయంڴ ఉంܿందߖ మనڒ ࣆࡱޘ ڕబܽद ࠮లం వదभ ఉనऒ  ఫంࣾࡱ࢑ ߤవ 0 y 
అޙ࠼, ఫంࣾࡱ࢑ ߤవ ۪ द݀ ࡍߖ  भషद ࠭కए एڕకం݄ త 1 ࡹ వڴ ఉం࡯ݞ.
  0 అం݄ 0 ߘంڒ ݟబܽद 0 ߘంݟ వరࡌ࢑ ڕమంࡅ ࡹకए  ఒకܽ కం݄ తڕए వڴ ఉం݄ ࡅకए  c c x y x y 
తపओ एڕఒకܽ కం݄ త ڴࡍసߖ వڴ ఉం࡯ݞ మࡅ ࠾ࡍకए  ఇపओ ए࣋ ޙ࠼అ ޴ߖڒ లంږޒऴప ښܽ छ ࡛ न x y x y
కం݄ తڕए వڴ ఉం޳ࡶ ࡯ݞ సࠪనంڴ ఉంࡅ  ࡯ݞకए  x y ߖబܽद అవకలన సࠬకరణం అం݄ ఏࠫܽ అڒ ړ 
పओۮ ంݟ, అࠑ ޴  ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ न అޔࠋۮ ߖం޴, అޙ࠼ ఇߩओ ए࣋ ݡ छ ࡛ न కం݄ తڕए వڴ dy dx xy y y y 
ఉంܿందߖ మనం ۫ڒ ࠭ࢡబܽद ఇߩओ బܽद ࣋एڒ ం޳ంڕం۪ڵࡆఉప ߘఈ అసࠪనత ݡ छ ࡛ न 4.y 
एڕకం݄ త ݟంߘ 1 వڴ ఉనऒ ం޶న ޳ ࠭࠲छ y dx dx x 0 c ݟంߘ ࠭ޑ޶ం߰ ߖఅవకలన అసࠪనత ࡌ
࠭కए ߯  ప ऱ࣒  1 కం݄ తڕए వ ޳ࡶ సࠪనంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࠬࡏ అవకలన సࠬకరߖހऒ  x y 
పࡍషए फనऒࣆࡍ ऱܿڴ మࢁऱ అ޻ పߖߖ మࢁऱ ۯయంࡏࠬ ݟ సరళ అవకలన సࠬకరణ ߖࠪߕऒ  
పࡍషए నऒޔࠓంచࡍ ऱܿڜ ڴనࣃగంࡏࠬ  ݟ అవకలన సࠬకరߖހऒ छ޳  y e pxdx ړ ࡽపవ࡛ ఇంܽऴగ ࡌ
ఈ సందరग ,࡯ంۧށڷ ంࡹ అం݄ ࠳న࣒  ప ऱ࣒ ओߩठ ఇڴࡍస ࡏࠬ ఆ߯ , ޴ఉంܿం ޜ1   px x ࠭࠲ ݡ
ంۨనڵࣃనڜ ऱܿࡅ ڴకए ऒߕࣆ  एڕత ړ వ ޳ࡶ సࠪనంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࡓ ࠭࠲ంݟంܽߗ x y 
క࠭ޑߩࡱ.
 ఈ ࠙ߕࣆ ړߖڴऒ కएࡅ ڕవర ࣄ ݟంߘ   తపओ ऒߕࣆ ڴࡍసߖ ओߩఇ ߗڒ ,࡯ݞఉం ڴ  x y ࠭࠲ ݡ
ऒߕంܿڕߘంۧలߧ۫ ࠭, ఇߕࣆ ޴ऒ కए࠭ ݟంߘ  కएࡅ ߯  ఒ࢑ ښధంߕࣆ ڴऒ  ࠪऴత޶ڒ ࠲, c x y 
.࡯ݞఉం 0 ۲ܼޒऴప ڼ࡯ంచగߧ۫ ڴజంߖ ࡏࠬ
  0 ऴపࡏ࢙ ۲ܼޒధङ ంڜ ޜనࣃగంݟ, అ޴ ఒక ࡍߖ भషद ࡌ࢑మం వర0 ڕ అߖ అڕߘం޳ం, అږߘࣃ ޴లంڴ 
छࡌన తࡍࠪ త, ࢙߄ࡏङ ऒޒऴపయ ړߖݞవڝࡏۯ ړߖ ంచంࡏࠬ ,ݟ ఈ ߘ࢓܌ࡏ పࣆۯ ߖफం݄ ڜంۮం ܉ऴగతफڴ 
ఉండంݟ, 
ओߩబܽद ఇڒ ࢐ङ ݡంࡓ ڕࠬ ߘߝ ݡ फࣃఇ ࡱࠪ࠻ ऒޒऴపయ ߘచనࡹఆ ޻అ ߘ ంచంݟ సऱࡏࠬ ࡹ ݭ࠼ ۫࣋ 
ఈ ࡓంݡ అవకలన సࠬకరހల߯ ࠬߖڜ ࡏऒ द࢘ܽڜ ߘబంధనలߖ   ࠾ࡍందడం మ߰ ߖఅసࠪనత ,ࣄ
फࣃ۫ ߘచనࡹఆ ښఒ ߝగడం అࣃనڜ  ࡗమ ࠾ࡍమ ߘంۧ޴ం߰ࡐ ڴ࢑వరం ߘహరణ޳ఒక ఉ ߘߝ బܽदڒ ,ࡏ
ऒޒऴపయ ߖంܽݟంࡓ ంచమߘߝ ߖ ࠫమघ ऒ࡯  అߕޔڷݡऒ छ޳ ࡱހసࠬకర  ࡱ޳ࠡ ݡంࡓ బܽदڒ ߘ  l dy ࡌ

ప 1 ړ ڴసࠪనం ޜ ऱ࣒ ङږ  కएࡅ ࠗ  వర ठ࠮లం, మࡖకܽ ޳छ సࠪనం, పవ࡛ 3 ప ړ ړ ࡌ ऱ࣒  dx y x dx dy, y y
ए࣋ ߤ࣌ छ ࡛ ఈ ࡓంݡ అవకలన సࠬకరހల0 ړ0 ڕ.x y 
 మڒ ࠾ࡍబܽद త޳ ڥߖछ एࢲࡍఒక ప ޴ߝఅ 0 ࡏࠬ ࡌ రం అࡏࠬ ߖ ఏరओ ర۪࡯࢐ڝझ న޴ అ޻ పࢲࡍए రం అߖ 
फࣃ۫ ࡏࠬ ࢐ङ గత ߘߝ ߘ࢓బܽद అڒ ࡏ ంۨనۨࣇ ࡹమం࠻ ऱܿڜ ڴనࣃగంڒ ,ݟబܽद ఈ ࢐ङ కएࡅ మం࠻  
ఉ޻भశङ ం ఏࠫటం݄ సరళ࠳న మ࠾ࡍ మࡍంత ऴపతङ ऒࡘࠏ  ޶ࡶ నం߄࢑ ࣾ నڵࡍజ ࡹసࠬకరణం ࡰ ऱܿࡏࠬ ڴ y
ए࣋ ޳ࡶ छ झ࡯ంۧڵ࠙ ޜ ࡛ న పࣄࡍबޒ ఎࡕ޶న ऴపࡎࣃޒ ఈ ߖర पࡌ ړߖ࠻వړߖݞ y 
మ࠾ࡍ ऴߦరంభ పࣄࡍबړ ޒ సࠪన࠳న అޔࠋۮ ߖం޴, మనం ఈ ۃࡍ మߘ ࡽࡗ ऴపࣆ۫ ࡎࣃޒफߕऒ 0ڕࠬ  ࠭ y 
ऱ࡮ందࣄవలڒ ڴజంߖ  ఒక ߄ࣃరణ ऴపޙङ కత ޳ࣄम ంతం ߄ࣃరణ ࢢ࢑షदత ޳ࣄम ంతం, ఇࡽࢹ ޴औ  ڴࡏߝ ݟంߘ ࡹ 
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ఉపڵࡆంచబ߄ࣃ ݦరణ ࢢ࢑షदత ޳ࣄम ంతం, అܿవంܽ ऴపޙङ కత ޳ࣄम ంߖޑऒ ङޙऴప ࡹయడంۯ ࢓܌ࡏ  కత 
కएࡅ  ऴ࠭ߦఖङ తࡏࠬ ߘ ఎం۪ڕంܼࡏ, అܿవంܽ ऴపޙङ కత ޳ࣄम ంతం ఇߩओ వ ړమన߯ ڴలऱ࠱లऱ࠱ ݡ फ࣎ ం޴
మ࠭࠲ ࠾ࡍ అ࡮ంܽ ߖߖ࠿ ఎߧࡐߖ ࡮ంచగల࠭  ߦۮ ߘߝओ లڕߘంܿనऒ  queness theorems 
࢑షయం ఏࠫటం݄, ࠭࠲ ఇߩओ एࡍޑ న࠳࢑లࣾణ ࡱహరణ޳ంۨన ఈ ఉ޴ం߰ࡐ ݦ క నࡱߕ࠮, ఇڕࠬ ޴ 
ऴపޙङ కత ࡅకए म޳ࣄ ޴फంࣆఇ ߘ࢓܌ࡏ  ంతం ఆࡹచన అవకలన అసࠪనతߘ ߰ందడం మ࠾ࡍ ఆ߯ మనం 
పࡍషए ంۨనࡍ ऱܿڜ ߝڴనࣃగడం ߖࡰయ࡛ ݟఫߖࡓलయࡽ ఈښछ షߤ మ߄ࣃ ࠭࠲ ࠾ࡍరణ అࣄफతछ म޳ࣄ  ంߖޑऒ  
 ߗڒ య࠭ۯ ࢓܌ࡏ
కएࡅ బܽदڒ న అంశం࠳లకڔ ࡶచనࡹఆ ߖࡹ ݭ࠼సऱ ޴ంړ  అ޴ߝ ఒక ࡌ࢑మంࡹ ఒక ऴపږޒల ߅࢑ అߖ t f 
అڕߘం޳ం, ࡅకए  కం݄ తڕए వ ޳ࡶ సࠪనంڴ ఉంܿం޴.ab t f 
  ప ऱ࣒  ఇంܽऴగߘ ࡽంݟ అసࠪనత 4.b a t fsds 
4 ఇ޴ ఒక పࡍకలओ న మࣄ  ࠾ࡍबࡌంࡱڒ మ࠾ࡍ ऴపږޒలం ޴ߖڒ అߩओ  అసࠪనత 4.a b f ߩంڵ࠭ ݡ
5 అం݄ ࡅకए  కం݄ తڕए వ ޳ࡶ ఈ ࡅ ࢓܌ࡏకए  ఆࡹచన࠳ ߘన࣒ ࡅకए  సࠪనం t t t ړߖڒంޑۅ 

ङڒ కएࡅ ࡽటߧ ङڒ  కएࡅ ࡽటߧ  t f t f.4 ߩ࢙ ݟڕ 
ठڴࡍస ߖ4  అ࢑ ޻ధంߧ ڴలవంࡅ ,ݟకए ङڒ  ప ړ ޴ߝఅ ࡽటߧ ऱ࣒  సమऴగం అ࠼నం޶న , ޴ڜभڴ t f tfsds b f 
एڕలధనం కం݄ త࠮ వ ޳ࡶ సࠪనం అߖ గమߖంచం޴ڜ ݟभڴ కం݄ తڕए వ ޳ࡶ సࠪనం  ߘంݟ f f al 
.లధనం f f a a 4࠮ వదभ ڴभ޴ڜ ޴ߝలధనం అ࠮ ࠾ࡍలధనం మ࠮
फࣃۯ ఏࠫ ࡍప޶త ࡏࠬ 7 .దం 4ࠡ ࡏ
6 ࠡదం 4.
छ޳ ࡏࠬ 6 छ޳ ࡌ ङڕ࡯ڒ ࡏࠬ ࡏޑ޶సࠪనం ߰ం ړݟڕ ࡌ ల࣒ ࡅకए  ऴߦథࠫక ޳ࣄम ంߖޑऒ  dt dt bf 
ఉపڵࡆంۨ 4.

ࡓ  సࠪనం ړ ݟంߘ ऱܿ తڕए వ ࡓ ߗڒ ऱܿ తڕए వ అࡓ ޴ߝ ऱܿ ࠮లధనం కం݄ తڕए వ 6 df dt b f b f b 
 f f ࡏࠬ ࡏ޳ం߰ ߘఅవకలన అసࠪనత ࡏࠬ సࠪనం ޳ࡶ
ఒక ڥࡔయ సࠬకరణంࣄۯ ޜన݄ऱ ࠬڜ ࡏనࡏޑڷࣃ, అవకలన సࠬకరߖހऒ छ޳   e b ݟంߘ న࣒࠳ పవ࡛ ࡌ

 ఆ߯ ta a ࠾ࡍసࠪనం మ ړߖߕలధ࠮ ంۮంڜ  లధనం࠮ ݟంచంށڷ ړࡹ
కएࡅ ࡏࠬ కएࡅ  एڕత ڴभ޴ڜ ړ న࣒࠳ ݟంߘ న࣒࠳ ړߖڒంޑۅ  వ ޳ࡶ సࠪనం అߖ t t b t 
߰ం޶పరచంߧࡐߖ ࠭࠲ ߝߖ޵ ,ݟంۧలڕߘంܿߕऒ ࢐ङ బܽद ఈڒ ࠭ కएࡅ మం࠻ ఈ ۨనऒ  ࢓܌ࡏ   
ఫ࡯తం ࡅకए म޳ࣄ షदతࢢ࢑ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴फంࣆࡍసߘఅ ߘߕ࠮న ޻ठ అڴࡍస ࢓܌ࡏ  ంతం ࡅకए  ࡹ࢓܌ࡏ 
ओߩబܽद ఇڒ న అంశం࠳లకڔ ङߕమనం ఈ ఉప ݡ స ऴࡅ ށࢩకए  త޶పړߖڴ࠙ ࡍ మ࠾ࡍ ۨవࡿࢗ ړߖڴ࠙ ࡍफ ࠭ 
ఉపߕङ స ऴࡹ ށࢩలకం ࡌߖటంకంڒ ڴలऴకమంࡌ࢑ ࡹమ ۨ ऒࣔ ऒߖ छࣄ లకంࡹ బܽदڒ ޴फంࣆڵࣃనڜ  ంۃ అߝޕ࢓ 
ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఇڝ ࠬ ޴సం సమయ ߖࠪࡌ࢑ऒ  ऴకࠪంకనం ࣆۯफంڒ ޴బܽद ߘࢗకࢀࢗ ڕऱ, ࡹలకం 
సࠬకరణం ࣋ए छ ࡛ न ప ऱ࣒  ఓవ࡛ ఎ޳ ࡽछ  ం  సࠪనం 0 అం݄ 4.dt g d2y sine y޳ంڕࣆۯफࡏڷ ߖఅ ࡌ
9 ఇߩओ .ఏࠫటం݄, ఈ సࠬకరణం 4 ޴࣋ۯ మనం ݡ
भ޳ށڷ ޜరకంڒ ߖ 9 ం, ఏࠫ జޔڷࡏం޳ ࡏࠬ ޴छ छ޳ ࡌ ए࣋ ړࡹ ࡌ छ ࡛ न ఓڒ ښబܽद 2 dt dt d d d 2 y dt 
ऴڒ ޜరకం ࢘యంࡅ   ݟకए  ߷ङ క द࡛ 2ࣁݞ ࡽࠋడ ࣁݞ ,ࡏޑ޶ం߰ ߖ ࣁݞ ࡽࠋడ ࣁݞ ࡏࠬ ࡹ  2 y y 2 y y 
అం݄ ఏࠫܽ, ࠬࣁݞ ࡏ ࣋ए छ ࡛ न ࣋ۯ ࡏ࢘ ߘफ ࠬࣁݞ ࡏ ࣋ए छ ࡛ न ࣋ۯ ࡏ࢘ ߘफ ࠬࡏ ఏࠫ ߰ంࣁݞ ࡏޑ޶ y y 
త޶పࡍ పߖ޳ऒ sine y ࡏ࢘ ࡏࠬ ߖ ࣒ڒ న࣒࠳ फ࣋ۯ ࡏ࢘ ߖ ࣒ڒ న࣒࠳ ࡏࠬ , ࡯޳ం߰ ࡮ఎ ړࡹ ࣁݞ ߖ  y y
ऐࡏࠪ ڴ ࣁݞ ߖ ࣒ڒ న࣒࠳ ࡏࠬ ,फ࣋ۯ ऒߖހఅవకలన సࠬకర ࡏࠬ బܽदڒ ,ࡏంܼڕ ओߩంۨనށڷ   ఏࠫ y ݡ
జޔڷࡏం4 ޴.

व߯޳ ࠹छ  సࠬకరణం 4.9  y e ࡏࠬ ࡌ
ओߩంۨనށڷ ޜ ࠹व߯ ߖ కएࡅ సࠬకరణం ,ݡ  ఎడమ ࢙ߩ ఒక ఖۨऐ త࠳న ఉతओ నऒ ం అޔ࢓ం޴, అ9ࡏࠬ ޻ y 

త޶పࡍ ऴపదరज నࡅ ࡹకए  సऱ޳ ࡹ ݭ࠼छ తफం ࣋ए࠴ ࡌ छ ࡛ न ࠳న࣒ 2 ޳छ  dy d dt dt g l y ߤ࣌ڜ ࡌ
छ޳ फࣃ۫ ࡌ .0  ࡏ
ऒߖ޵ బܽदڒ   ఇంܽऴۯ ݋ڼయంݟ మ޳ ࡏࠬ ࠾ࡍछ छ޳ ࡌ తफం ࣋ए࠴ ݟందం߰ ࡌ छ ࡛ न ࠳న࣒ 2 dt dt dy g 

ऒߖࡌసం అࣾڝ ంకంࡌबࣄ కరణڔఏ ߘߝ ऱࢁసࠪనం మ ߤ࣌ڜ  ఉపࣃڵࡆफ ړశ ޒగ ޴ఇ ,ߘ फߖ by l y e e 
.4 ۯంۨࣇ
ࡍڷ ߘబంధనలߖ ߖࡹ10 फంచړߖݞ సओ షद࠳న ڒరణం ఉం޴.
 మ࠾ࡍ ࣋ए छ ࡛ न ޳छ ړశ ޒగ ޴ߝదܽ పదం అ࠴ ࡌ फړ సంబం߅ంۨన޴ మࡓ ࠾ࡍండవ పదం ఏ޾ dt dy 
ఒక࢑ధంڴ సం࠙వङ  శړ फړ సంబం߅ంۨన޴ మڜ ߖߖ޳ ࡏࠬ ࠾ࡍంత ࣄबࡌంకంށڷ ޜంۧࡍߖ ࡏࠬ ,࡯ भషद 
झߤࡓఫࡍ ంకంࡌबࣄ  झ࡯ంۧݟܔ ߖ ࡽलయߖ݃߰   ఉంܿంߗڒ ޴ తపओ .సࠬకరణం 4  ڴࡍసߖ
10 శړ फ పࡍరࣾణ ߖయࠪߖऒ  ࢑వࣆࡍफం޴ మ4 ࠭࠲ ࠾ࡍ.
10 సࠬకరߖހऒ  శړ फ సࠬకరణంۨࣇ ڴంచߕޔࠓऒ ړశ ߖߖ޳ ,࠭ फ సࠬకరణం అࣃࡱߧ ߖफ ࠭ సࡔ ఇߩओ  ݡ
ऴߦరం࠙ߖऒ ࡔߖ  भ޳ࢢभ ం షరࡅ ࡱޔకए కएࡅ 0 ࠾ࡍసࠪనం మ ړ0   व߯ړ ࠹ సࠪనం, ఇకए డ అ޴ߝ y y c c 
बࣃ లకం సగܿࡹ ంకం అం݄ ఏࠫܽ అం݄ࡌबࣄ లږߘࣃ నం ߘంނڝ ݟయ ࢘గంޜ ऴߦరంభ ނڝయ ࢘గంޜ 
ऴߦరంభమޔ࢓ంࡏࠬ ޴ ఇۯऐ बࣃ సగܿ ޴फంࣆఇ ߖ ࣁߩ  నం ߘంࡹ ݟలకం߯ڜ ړంۮం ࣁߩ మࡹ ࠾ࡍలకం c 
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ఊڵస࡮డడం ࠴దలޔ࢓ం޴, ఈ ऴߦరంభ పࣄࡍबޔలߘ శړ फ సࠬకరణంࡹ ߰ం޶పరచంڕࠬ ,ݟ శړ फ సࠬకరణం 
4.
ऒߕࣆ ݟంߘ ݋ߩ సࠪనం 0 ړ ݋ߩ న 0࠳సࠪన ݋ߩ 10 ऒߕࣆ సࠪనం వదभ ړ సࠪనం  t t ړ t dt c 
మ࠾ࡍ సమయం ߕࣆऒ ओߩన࠼సࠪనం అ ړ छښబܽद ఈڒ ఒకܽ ޴ఇ ݡ షڷࡱߕ ߤ cos y t cos zero 
అం݄ ࣋ए ߤ݃ ݋ం࠼ߦ छ ࡛ न ࠳న࣒ 2 సࠪనం ڒబܽद ࣋ए छ ࡛ न ࠳న࣒ 2 అߘߝ ߖ c g by l e e c g by l 
ऒߕޔࠋۮ .4 ޴నࡕబܽद సڒ ߘ
10 శړ फ సࠬకరణం ࡅకए ए࣋ ߩ࢙ ޒۯ  छ ࡛ न ࠳న࣒ 2 ޳छ ࡎభ ࡌ फ ۯయబݟంڒ ޴బܽद ࠬ4 ࡏ.c g l 
12 సࠬకరణంߩ࢙ ݟڕ ࡹన ఉనऒ ऒߖ޳ప ߤ࣌ڜ  న ఉనऒߩ࢙ ݟڕ ࡏࠬ ం݄ڕࣆޓ  ऒߖ޳ప ߤ࣌ڜ   వడంڝࣆޓ 
త޶పࡍ పߖ.

छ޳ తफం ࣋ए࠴  ࡏޑ޶ం߰ ࡌ छ ࡛ न సࠪనం ࣋ए छ ࡛ न ࠳న࣒ 2 ߘం࠳ 1 ݟన࣒ ړࡹ ࣒ڒ ఇߩओ  dt dy c g y  ݡ
ऴڝޒణࠫࡍڷ ޒ फం࠳ 1 ߘߩన࣒ ߤ࣌ ࣒ڒ ࣋ए छ ࡛ न ޳छ ऐ۪ޘ ڕफࡏڷ ࡌ  y 2 y 2.ݟంڝ
छ޳ ࡏࠬ బܽदڒ  తफం ࣋ए࠴ ݟందం߰ ࡌ छ ࡛ न ࠳న࣒ 4 ࠬద ࣋ए छ ࡛ न ޳छ  సࠬకరణంdt dy c g l sine y 2 ࡌ
4.
13 ఇߩओ .సࠬకరణం 4 ࡏࠬ ݡ
డవ۪ऐ۫ ߖ13  మࡏࠬ ࠾ࡍ సంࣃࢳޜफ దܽ ఆర࠴ ڕࠬ కం݄޶ఎం ࡏ न࡛  అవకలన సࠬకరణ సࠬకరణం 4.
దܽ ఆర࠴ 13 न࡛  అవకలన సࠬకరణం, ఇ޴ వర ठߖ࡮࠮ऒ छ޳ ߖڜࣆޓ  పओۮ ߖఅ ࡌ డ࠲ ࠪ తࣾణ dt dy 
ऴ߮రణ.

࣋ए छ ࡛ न ࠳న࣒ 4 ࡅకए  వర ठ࠮లం ࣌ߤ ࣋ए छ ࡛ न ޜ2 ࠑ సࠪనం మ࠾ࡍ ఇࡍ࢘ ޴యࡏ࢘ ࡽࠋ  c g l y 
झࡽࠋయࡍ࢘ ࠭࠲ ,యగల సࠬకరణంۯ ऒߕޔࠓయۯ కృతంڔఏ ࠭࠲ ࠾ࡍయగల࠭ మۯ ࡏ࢘ ߘ  ࠭ సࡔ 
ऒߕޔࠓయۯ ࡱఅమ ڴఒక సమऴగం ࡏࠬ ర޵ ఆ సమऴగత ࠾ࡍమ ࡏࡶంచށగ ࡏࠬ ࡏ डవృޑफ బܽदڒ ర సమऴగంڒ
ऒߖڜ ߘߝ  ఉపߕङ एࡖ߮ తంړల ऴࣃ నऒ ర޵  डవృޑफ  ర సమऴగంڒ
ంۨ ఇకए߅సంబం ړߖހలకం సࠬకరࡹ డ కࣆߧߖफంڒ ޴బܽद ޳ ࠭࠲छ తफం ࣋ए࠴ ࡌ छ एࣃ ࣄ ࡛ छ  dt dy ڕ
సࠪనం  ఎ࠳ ߩࡏన࣒ 4 ऴ޳ ڴछ ए࣋ ߤ࣌ ࡌ छ ࡛ न l y 2.
కएࡅ బܽद 0ڒ  ఉనऒ ڴలంږߘࣃ బܽदڒ ݋ݞ  ం޶న 0ړ సࠪన࠳న సమయంࡹ ఉతओ నऒ ం y c t 
ఉనऒ ࡮ߩ࢙ ݡంࡓ ,޴ఉంܿం ڴలంږߘࣃ  4.
కएࡅ 13  ధߕతघ క వర ठߖ࡮࠮ऒ छ޳ ߖ޵ ࠾ࡍం మ޳ంڕࣆޓ   సࠪనం dt c  ࠭ޑ޶ం߰ ݧ మనం ࡌ
࣋ए छ ࡛ न ࠳న࣒ 4 ޳छ ए࣋ ߤ࣌ ࡌ छ ࡛ न ޳छ  g l y 2.4 ࡌ
13 व߯4 ࠹.
13 व߯࠹ అࡱߧ ߖవబݦ వర ठ࠮లం ࢘ࡍయۯ ࡏ࢘ ࡽࠋయగల సࠬకరణం మ߄ࣃ ࠭࠲ ࠾ࡍరణ ࠪరठంࡹ 
.4 ࠭࠲ ࠾ࡍమ ࠭ޑڷࣃనڜ

 व߯ߘ ࠹ ࣋ए छ ࡛ न ࠳న࣒ ࡅకए  వర ठ࠮లంࣃڵ࠙ ޜफ ࠭.13 c 4 g 
छ޳ 2 ߤ࣌ ए࣋ ࡌ छ l y t t  , ݟయంۯ కృతంڔఏ ࡮ߩ࢙ ݡంࡓ ంۨ߅సంబం ړ మం߯ࡌ࢑ ݟంߘ ఆ߯ 0 ,ࣄۯ ࡛

కएࡅ 0  y.ݟంచంߖగమ ߖసࠪనం అ ړ0 
ए࣋ ࠭ޑ޶బܽद మనం ఏࠫ ߰ంڒ  छ ࡛ न ࠳న࣒ 4 ࡅకए  వర ठ࠮లం ޳छ c ydy g ࠭ޑ޶ం߰ ڕవర ݟంߘ 0 ࡌ
छ޳ ए࣋ ߤ࣌ ࡌ छ ࡛ न ޳छ ओߩసࠪనం ఇ ړ2 ࡌ फࣃۯ సమం ړ2 ޜ2 ߖ మనం ݡ ࠭ మన1 ڕ సగంl y t sine y u 

వర ޳ࡶ సࠪనం 2 ࠑ ठ࠮లం ޳छ న࣒ ࣋ए࠳ 1 ࡌ छ ࡛ न మ࠾ࡍ ۨవࡹࡍ సమऴగం  cos y dy du dy 2 du u 
 సऱړ ݭ࠼ సࠪనం 2 ࠬద ఇంܽऴగߘ 0 ࡽంߘ ݟం࠳ 2 ݟన࣒ ࣋ए छ ࡛ न ࣋ए छ ࡛ न ఐޜ t c sine y du 1 k u 
న࣒ ࣋ए࠳ 1  ޴ంޔݡంచబڵ࠙ छ जࡍऴపద ڴࡍన ఈ ۨవࣄۯ ࡛ ంచబݟన సమऴగం ఒక ޵ర डవృޑफ  ర సమऴగం uڒ
ऒߖހలకం సࠬకరࡹ ߝڴబܽद మనం సహజంڒ  అధङ యనం ۯయడం޵ ࡹర डవృޑफ फࣃޓ ࡍ޳ ڕర సమऴగతڒ ࠭, 
ఎం޶కం݄ మనం ޵ర डవృޑफ ల అధङڴర సమऴڒ యߖߕऒ  ߘఖࡔ ధనࢬࡍబܽद మనం ఈ పڒ ࠭ࡶపటदۯ 
వ࡯࠻࢘࡯޴ మ࠾ࡍ మనం ࡍߪ फࠚ࢑ ࡯࢐ڝࣆޓ ڴనऒ  ࠪర ठంࡹ 
झࡽࠋయࡍ࢘ छ޳ ޒపదम ࣋ۯ ࡏ࢘  .ఈ 4 ࡌ
షएࡍప ߖ13 ऒޒऴపయ ړߖݞంచࡍ ంۯ ఏ ऴపయతऒ ओߩఇ ߕ࠳ మघࠫ ݡ ऒ࡯  ఇబख ంࡹ޶ऱ ओߩఇ ,޴फంࣆद݄ߜ ړ  ݡ
ర޵ ఈ ࠭࠲ डవృޑफ ऒߖހన అవకలన సࠬకరࣄ۫ ࠭࠲ , ࣄ࢘࡯޴వ ߘలڴర సమऴڒ  పࡍషए  ݞంڕంచࡍ
పࢲࡍए రం ࡅకए తघހڷ  క ऴపవర फనߘ అర बం ڝࣆۯవړߖݞ ऴపయޒऒ फࣃ ࠭ 
ఇ޴ గతంࡹ అవకలన సࠬకరހల ఆࡹచన ఏࠫటం݄, అవకలన సࠬకరߖހऒ  సओ షदంڴ పࡍషए  ݞంڕంచࡍ
పࢲࡍए ऒߖࡌంۨ సࠪۧࡍڷ లࡌ  ߰ందړߖݞ మనం ऴపయޒऒ ంۧڒ ,࡯బܽद ࣋ए छ ࡛ न 4 ޳छ  కం݄ c g l ࡌ
߭దभద࢑࠙ ߖంۧ࡯, ࣋ए छ ࡛ न 4 కం݄ ߭దभదߖ అڕߘం޳ం.c 

छ޳  g l .4 ࠾ࡍమ ࡌ
కएࡅ 13 .4 ݟన ۫డంߩ࢙ ݟڕ 
కएࡅ 13 ఎపओ ߩ࢙ ݟڕ   c squ ޙ࠼కం݄ అ޶ఎం ޶రࠪ ڴ 0 ڔܽ
మధङ 1 ࠾ࡍన࣒ 1 మ࠳ ߤ࣌  ఉనऒ ం޶న 4 ޳छ  g l.4 ޴కం݄ ߭దभ ࡌ
కएࡅ 13 సओ ߩ࢙ ݟڕ  షदంڴ ఎߩओ ऒߕࣆ ݢ छ޳ బܽदڒ ޶ڒ  ఉతओ ࡌ నऒ ओߩన ఎలऱ࠳  dt dy ߘफࡏڷ ޻అ ݢ
ఉంۧ࡯ అ޴ ఎలऱߩओ ओߩఎలऱ ޴ఇ ޳ࡶ ࡯ݞఉం ڴలంږߘࣃ ݢ  ࠾ࡍమ  ࡯ݞఉం ڴలంږޒऴప ݢ
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ऴߦరంభం4 ࡹ.
11 వదभ ۫డంݟ ఉతओ నऒ ం ऴߦరంభంږߘࣃ ࡹలంڴ ఉంڒ ޴బܽद అ޴ ఎపओ  బܽदڒ ࡯ݞఉం ڴలంږߘࣃ ڔܽ
ఉతओ నऒ ం ఎలऱߩओ కएࡅ అం݄ ,޴ఉంܿం ڴలంږߘࣃ ݢ  అ޴ߝ సమయం ࡅకए ߠ࠵   y t ߤ݇
నऒޔڷࡏ߭ ߠ࠵ ంۨ߅సంబం ړ ߤఫంࣾ ߩࡱޘ అం݄ ࡯ݞఉం ڴ߅࢑  t.޴ంޔڷࡏ߭ ߤ݇
 4.
కएࡅ 13 .4 ߩ࢙ ޒۯ 
भࡿࢗ ڵࡍޒ ړ 13 ం, 4.
13 అతङ లओ ం4 ࢑ࡔࠪ ڴ.
కएࡅ 13 న ࣋एߩ࢙ ݟڕ  छ ࡛ न ࠳న࣒ ޳छ .c 4g l 4 ࡌ
.4 ړ13
కएࡅ 13 ङ߷ ߤ࣌ ߩ࢙ ݟڕ  క द࡛  1 అ࠼నߩओ .޴ఉంܿం ڴషदంߖక ݡ
 మ࠾ࡍ ࣋ए छ ࡛ न ࠳న࣒ 4 ࢟ܽ܊ߦ అۮ ߖపओ ంߖߖ޳ ,ݟ ࣋ए छ ࡛ न అߧ ߖలవంڒ ݟబܽद మనం ఏࠫ c g by l 
फࣃ۫ ए࣋ ࡏࠬ బܽदڒ ࠭ छ ࡛ न ࠳న࣒ ߖ ࣋ए छ ࡛ न ڴ ఉంۨనటऱ޳ , ޙ࠼छ ओߩఎలऱ ࡌ c 4 g by l ݢ dt dy a 
కం݄ ߭దभ޳ࡶ ڴ޴ సࠪనంڴ ఉం࡯ݞ.
కएࡅ బܽदڒ   తపओ కएࡅ ࡯ݞఉం ڴ޴దभ߭ ڴࡍసߖ  కం݄ ޳ࡶ సࠪనం అ޴ߝ సమయంܿߦ ޜ t y t y 
ߠ࠵ एڕకం݄ ఎ 80 ޴ఇ ,޴ంޔڷࡏ߭ ڴసం 80 కం݄ ࢘గంߗక ޴అ ,޶ڒ ࠲రగడం ࠪऴత߭ ߤ݇ వ ޳ࡶ 
సࠪనంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ సమయం ߭޵ڜڼࡍभ ڝణం ߭ߝޕڷࡏ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఇڜ ޴నޔڷࣃం޴ 
అనంతం ߗڒ ఇ޴ ఒక ڝణం అࡏڷ ߖफం۪ڝంࡹ ,ݟలకం ࣄछ ంۃ అޜ࢓ంڒ ޴బܽद ࠴దట ڝణం 0 ߘం2 ݟ ߯ 
వరޔࢂࢗ ڕం޴ మߘ ߯ 2 ࠾ࡍంݟ అޔࢂࢗ ړ߯ 8 ࠑ 4 ޴ంڒ ޴బܽद అࡹ ޴లకం పࣆۯ ߖफందߖ pi 6 
फޑవృ  ޴ంޜࠋۮ फޑవృ ࡹలకం ߯࠙గంࡹ బܽदڒ ޴దभ߭ ࡮ۧ లకంࡹ బܽदڒ ࡱక࡯ర కదڒ ऒߖ ࡍߪ  फ ࣆۯफం޴ c 
మ࠾ࡍ అ޴ వృޑफ फࣇۯ ߘకల࡯ర కదڒ एࡐబܽद ఒక సڒ ޴ఉంܿం ߝ ङ छࡌత ݋ త ڝణం ࡓండవ సࡐए ङ  ݋
తࡌछ త 2 ߘం4 ݟ వరࡌ࢑ ڕమంޔࢂࢗ ړࡹం޴.pi pi 

వలన, ࣋ए޶అం ࠾ࡍమ ڕవర 6 ݟంߘ छ ࡛ न 4 కం݄ ߭దभڴ ఉం݄ , ࡹలకం ۧ4   ࡮ pi pi c g by l 
ఎڕए వ శړ फߖ కڵ࡯ ఉంܿం޴, అ޴ వృޑफ छࡌత ,޴फంࣆࠚరంߦయడం ऴۯ ߘకల࡯ర కదڒ త ࣋ए छ ࡛ न 4 c g by l 
కం݄ తڕए వڴ ఉం݄ ఏࠫ జޔڷࡏం޳۫ ޾भ ం మ࠾ࡍ ఇకए డ ࡮ۧ ڕࠬ ߘߝ సరళంڴ i  
ఇవछ ऒߕޔࠓ ङڕ࡯ڒ  ߘ ల࣒ ࢐ङ छ޳ ࡱࠪ࠻  e dt dy ࡯ࡌࠪ ڴ0 ࡹఒక సమయం ޾య ࢘గం ఏނڝ ࡌ
మ࠾ࡍ ఏ޾ ఒక సమయంࡹ గࡍషद ࣃब ࡍߖ ,࡯޳ం߰ ߖ࠼ भషद గࡍషद ࡱ࢑వ ࡹలకం ࡅకए  ࢐ङ ߧ फ మ࠾ࡍ అ޴ yt 
జڼࡍ సమయం అޔ࢓ం޴  वࣄࠪޚక వङ వ߅ మࡹ ࠾ࡍలకం ࡅకए ࡓ లం 4ڒ  ऱܿ ޶ࡶ ఇߩओ  t ޴అ ݡ
జరగࡶదߖ అڕߘం޳ం అం݄ ఉతओ నऒ ం ఎߩओ ఉతओ ,޶ڒ 0 ݢ నऒ ం ఎߩओ  ,޴ంޔڷࡏఏࠫ జ ޙక߱ڒ 0 ݢ
ఆ߯ ࡅకए ߠ࠵  కएࡅ ࡍࣃఈ ߗڒ ޴ంޔڷࡏ߭ ڴ࡮పܽߘ࠭  ࡯ݞఉం ࠼అ ߤ݇ t y y pi ࠭ࡶڝࡏۯ ߖ 
ఎం޶కం݄ ࡅకए ࡍߖ ం݄, ఆڕࡏۯ ߖ  भషद ࠉం࢓޶ వదभ ޳छ ए࣋ ࡌ छ ࡛ न 1 అޔ࢓ం޴ ఎం޶కం݄ y y pi y 2 y 

छ޳ 2 ࠑ छ޳ ߤ࣌ ࠾ࡍమ 2 ࡌ  ఆ߯  4.y pi pi 2 ࠾ࡍమ 1 ࡌ
కएࡅ 13 ए࣋ ߩ࢙ ݟڕ  छ ࡛ न ࠳న࣒ 4 అޔ࢓ంߗڒ ޴ ࣋ए छ ࡛ न 4 కం݄ తڕए వ ࡏڷफڕ c g by l c g by l 
వࣆफంڒ ޴బܽद 4.
కएࡅ 13 ధङࡏ࢙ ޴అ ࠾ࡍరऴసం మޔఒక చ ߩ࢙ ఎడమ ߗڒ ,޴ంࡍࠪ ڴలంږޒऴప ߩ࢙ ݟڕ  ం కߘక ఇ޴ 
ధङࣃ ం ޶ڒ  అ࡮ జޔڷࡏంࡹ ޴లకం ࡅకए కएࡅ ణంڝ   ఎపओ కएࡅ బܽदڒ ޶ڝࡏۯ ߖ ڔܽ  t y pi t y 
ߠ࠵ ఎకए ړ ޴అ ࠾ࡍమ ߖందޔڷࡏ߭ ߤ݇ దగ ݞ ठరڒ ޶ࡌ ڴబܽद ࡅకए కएࡅ   అనంړߖޑ pi t y t 
ओߩऱనࢀࢗ నऒޔߩठ۫ڷ࠴ ߩ࢙ అనంతం ࡯ݞఉం ޒࠫࡍంత పڜ ړߖ޳ ݡ ऱܿڴ ఆ࡮औ  పߠ࠵ ޒࠫࡍ  t ߤ݇
߭ంۯ ఫంࣾࡏڷ ߖ ߤफం۪࡯࢐ڝ అం݄ తపओ ऱࡿࢗ ړߖޑఅనం ڴࡍసߖ  ఈ ࡯ݞఉం ޒࠫࡍత పࠫࡍప ړߖ޳ ޳ࡶ ࡯
పࠫࡍత పڒ ޶ڒ ޒࠫࡍబܽद ఇ޴ కం݄ తڕए వڴ ఉం࡯ݞ, అ޴ మనం ۫ࣄనߗڒ ޴ ఇߩओ  అవకలన pi pi ݡ
సࠬకరణం  ࣋ए छ ࡛ न ޳छ ఉతओ ࡌ నऒ ం తపओ కం݄ ࣋ए޶ఎం ,࡯ݞఉం ڵ࡯క ߖޒࠫࡍఒక ప ڴࡍసߖ छ ࡛ न dt dt 
छ޳ ఉతओ ࡌ నऒ ం అ޴ߝ ࣋ए छ ࡛ न ࠳న࣒ 4 ࣌ߤ ࣋ए छ ࡛ न పߖޒࠫࡍ కڵ࡯ ఉంܿం޴ dy c g by l y by 2 y 
ए࣋ ߤ࣌ బܽदڒ छ ࡛ न 2 ࠑ పߖޒࠫࡍ కڵ࡯ ఉంܿంڒ ޴బܽद ߩ࢙ ݟڕన  4.y 

ए࣋ ࢟ܽ࢘ࡍݥ ࡹఇతర ࠪటల ,޴ఉం ޒࠫࡍప ړ छ ए࣋ ڕ ࡛ छ छ޳ బܽदڒ ޴ఉం ޒࠫࡍప ړ ࡛ 13 ړ ࡌ dt dt dt
పޒࠫࡍ ఉంܿం޴, ఎం޶కం݄ ఇ޴ ఎలऱߩओ  ߖ ߤऱ ఫంࣾࢇࢗ ړޒࠫࡍప ࡏࠬ బܽदڒ ޴ఉంܿం ڴలంږߘࣃ ݢ
߰ం޻ పࣄࡍबࡏࠬ ߖޒ ߰ంࡏ޳.
 మ࠾ࡍ ఉతओ ऒߕ  ,ݟంచంۨࡹంۨ ఆࡍڷ ߤఒక ఫంࣾ ڴతంށగڣࡔ  ݟంచంۨࡹఆ ߗڒ ޴ఉం ޒࠫࡍప ݞږ ړߖ
ఇ޴ అనంࢀࢗ ړߖޑऱనߩओ  t ڴߘ޶చ ࠾ࡍమ ڴߘ޶చ ࠆڴఅం݄ ऴ , ޴ంޔݡबరపࣄ ړޒࠫࡍఒక ప ݡ
బܽद ఉతओڒ ޴ంޜࡏࠪ నऒ ం పߖޒࠫࡍ కڵ࡯ ఉం݄ అߕࣆ ޴ऒ  ࠭࠲ ߖంۧలࢢఆ ࡏࠬ ߖఉంܿంద ڴ
ऒߕफࣆ࢑࠙ ࠭ అޙ࠼ సڴࡍठ అ޻ జޔڷࡏం޴ అݟ ޴ߝఫߖࡓझ  f t t f t ࠹व߯ ࠾ࡍఅం݄ మ ߤఫంࣾ ࡽࠋ
లڕ పࠫࡍత పࡱޔࠫࡍ ఉంܼ࠼ , అనంࢀࢗ ړߖޑऱనߩओ ఉతओ ݡ నऒ ం తపओ ऒߕࣆ ڴࡍసߖ ऱࡿࢗ ړ  t ߘߝ ,࡯
ऒߖ޵ ऒߕफࣆࡍ࢑వ ڕࠬ ڴతంށగڣࡔ  కएࡅ కం݄޶ఎం ߘ  పߖޒࠫࡍ కڵ࡯ ఉంܿంߖ޵ ,޴ అర बం ऴࠆڴ t f 
.޴ంޜࡏࠪ
చపओ ࠾ࡍమ ڴߘ޶చ ޴అ ڴజసࠪంతరంޒऀ   బܽद ఉతओڒ ޴ంޜࡏࠪ ڴ నऒ ం పߖޒࠫࡍ కڵ࡯ ఉం݄ అ޴ 
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࢐సफߕࣆ ړߖ࢐ऒ  అ࠼ ఉంڕ࡯ڒ ߖߖ޳ ࡏࠬ ߗڒ ࡯ݞङ ల࣒ ߖ ఉపڵࡆంۨ కݎనంߧࡐߖ ڴంచగలࡌ అߘߝ ߖ
झࡏ߷ࣄ ڕࠬ ऒߕफࣆۯ  म޳ࣄ వࡱ࢑ సగܿ ߘ ంߖޑऒ  ఉపڵࡆంۨ ڣࡔగށతం߯ ఆ߄రపడڕంݞ సగܿߘ 
వࡍ फంపܑ޳भ ం  అంత࡛ దృࢳद ߖߖ޳ కݎన࠳న ࡍޑए కంࠈ ޜङ క޳ۯ ߵभ ం , ࡌ࢑మం ࠪڒ  ప ऱ࣒ కएࡅ 1   t t f t 
 ప ऱ࣒ म޳ࣄ వࡱ࢑ సగܿ ܘంڴऴ࡮ సంڝ ంతڜ ࠆన࣒ ఎ࠳ 1 ࡹ న࣒࠳ 1  ంߖޑऒ  వࡍ फంపܑ޳भ ం  మ࠾ࡍ f t c t t
 ప ऱ࣒  1 మధङ  అޙ࠼ అనంࢗ ړߖޑళ ऱߖవछ ంݟ , సగܿ ࡱ࢑వ ޳ࣄम ంతంߖࡹ అ޴ߝ మ࠾ࡍ  పऱ࣒  1 t c t t 
మధङ  ఉంܿంڒ ޴బܽद ڒङ ओߩऱనࢀࢗ ړߖޑఅనం ࡽటߧ  t c t ڕబܽद మనڒ ޴ంޔࢂࢗ ړߖޑఅనం ݞږ ݡ
 ప ऱ࣒ కएࡅ 1   సࠬకరణం ఉంܿం޴.f 

కएࡅ  t f f f  ޴ఉం ޒࠫࡍప ړ కం݄޶ఎం ޴ంޔࢂࢗ ړ 0 ߩ࢙ ޒۯ సࠪనం ఎడమ ړࣄ ࠹న࣒ व߯࠳ 
కएࡅ బܽदڒ   ప ऱ࣒ కएࡅ 1  కएࡅ బܽदڒ ޴ంޔࢂࢗ ړ    ప ऱ࣒ కएࡅ   t f t lf t f t f 0  ޴फంࢂࢗ న࣒࠳ 1 
తపओ ࣄ ࠹व߯ ߩ࢙ ݟڕ బܽदڒ ऒߕࣆ ڴࡍసߖ ऱࡿࢗ ړ తపओ ࢟ܽ࢘ࡍݥ బܽदڒ ࡯ ऒߕࣆ ڴࡍసߖ ऱࡿࢗ ړ  బܽद fڒ ࡯
ऒߖ޵  అర बం ڝࣆۯవړߖݞ మనࡓ ڕంࡔ࢘ ݡछ ठࡌࠪ ࡏ ఇవछ ࡱ బݞन ओߩబܽद ఇڒ ࠼ కएࡅ ݡ  ࢐ङ ߧ फ y t 
ߠ࠵ भࡿࢗ ڕలకం వదभࡹ నࣄ࡯ޘ ڕమన ߖందޜڷࡏ߭ ߤ݇ ం.
  అړ ޴ దగ ठరڴ ఎకए ఆ సందరग , ޶డږࡌ ݞ ంࡹ व߯࠹ అࡿࢗ ړ0 ࢟ܽ࢘ࡍݥ ߝऱ  pi y t t ߩ࢙ అనంతం ,࡯
ओߩऱనࢀࢗ కएࡅ ,ݡ  అనంతం ࢙ڷ࠴ ߩठ ۫ޔߩంڒ ޴బܽद మనڕ ఏࠫ ఉం޴  పࠫࡍత పޒࠫࡍ ఆ࡮औ  t t pi
కం݄ తڕए వ మࡅ ࠾ࡍకए  व߯ړ ࠹ పޒࠫࡍ ఉం޴ మ࠾ࡍ మనం ۫ࣄన ऱܿڴ ఈ పޒࠫࡍ t y 0.
 ఇߩओ ఎకए ݡ డ ࡯࠻ۯ 
ఎߤ࣌ ࡽ ߯ డࡽࠋ व߯࠹ పऱ࣒  అߖ గమߖంచంݟ.y 0 y g 
 ఇߩओ పऱ࣒ ࠹व߯ ࡽࠋఈ సࠬకరణం డ ࠾ࡍమ ޴ఉం ڵ࡯క ߖޒࠫࡍప ࠹व߯ ݡ  ࠬద ఎړ ߤ࣌ ࡽ y y g y
సࠪనం 0ړ సࠪనం డࡽࠋ व߯࠹ ఉందޔࠋۮ ߖం޴  ఒక పޒࠫࡍ అనంతం ࢙ڷ࠴ ߩठ ۫ޔߩంߗڒ ޴ y t 
ङڕ࡯ڒ ల࣒ ࠪࡵघ  ఇߩओ తపओ ݡ తపओ ࠹व߯ ࡽࠋడ ڴࡍసߖ ऒߕࣆ ڴࡍసߖ ऱࡿࢗ ړ  వలऱ y޶అం ࠾ࡍమ ࡯
కएࡅ ڕऱ మనࢁలకం సࠬకరణం మࡹ కएࡅ   పߕࣆ ߖޒࠫࡍऒ औ࡮అం݄ ఆ ޴फంࣆఇ ڴ ऒߕࣆ   అ࠼ t y 
ఉంߗڒ ࡯ݞ  అߩओ శऐߖ లకంࡹ ݡ లంڴ ఉం޴ అం݄ అࣄ ޴छ ంۃ అవछ ధङࡏ࢙ ޴అ ࠾ࡍమ ޶ ం ڒబܽद 
ఇߩओ ࢐ङ ࡍవۨ ݡ बࣃ ݋ߕ ݋ం࠼ߦ ࡹమం࠻  లభంtࣆ ޴ఇ ݟంచంࡍ࢑వ ߖఅ ࡯ݞఉం ڕ޶ఎం ڴషदంࡍక గߖ
దܽ ఉతओ࠴ నऒ ం 0.
ండవ ఉతओࡓ ߗڒ  నऒ ం ఏࠫܽ ࡹలకం ࡅకए  అసࡷన సࠬకరړߖހ డࡽࠋ व߯࠹ పऱ࣒  కం݄ ࣌ߤ y g l y 0 
ండవ ఉతओࡓ బܽदڒ ޴ఉంܿం ڴలంږޒऴప ޴న࣒ అ࠳ కం݄ ߤ࣌ ޴ߝఅ ࠹व߯ ࡽࠋబܽद డڒ నऒ ం y l y g, 
ऴపږޒలంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇ޴ ఒక ࠼ߦంࣃ ݋ब  షदࡍగ ޴అ  ޴फంࣆࠚరంߦలకం  ఊగడం ऴࡹ బܽदڒ షदంࡍక గߖ
बࣃ  एړనࢗ ޴ఆ߯ అ , ޴ంܿంڕࡏۯ ړ࠼ ళࢗ  ऱవలࣄ ఉంܿం޴, ఎం޶కం݄ అ޴ అంతڕ ࠫంۨన޶ڒ ޴, ఆ߯ 
అ޴ కߗస ࡱ࢑వߘ కڵ࡯ ఉంݞలߖ ఎవߕࡕ మࢁऱ ޴࢐ంచవ۪ऐ  వࡱ࢑ షदߖక ࠾ࡍమ ߕ޼వ ఏࡱ࢑ షदࡍగ ߗڒ ,
పओۮ ߖఅ ࡱڶऴݟ వ  60ࡱ࢑ షदࡍబܽद గڒ ޴फంࣆ߅ࡗߖ ߖߖ޳కࡖ࢘ వ۪ऐ  బࣗࢡ కߖషद ࡱ࢑వ ࠳న࣒ అڕߕ ߖ 
న ఉనऒߩ࢙ ఎడమ ޴అ ,ࣃࡱޘ दܿړߩ࢙ݟڕ ߝڴ అޑ࠴ ޻फ छࣄ ړߖ ంۃ అޔ࢓ందڕߕ ߖ ఎࣆࡱޘ ࡮?  అ޴ 
ऒߕࣆ ڴ࢑ధం ޻అ ޾ంޔࢂࢗ ڕఎంత వర ڕߩఎడమ࢙ ޴అ ޙࢀࢗ ڕߩ࢙ݟڕ కएࡅ  ऒߕࣆ   అߖ మనం y 
ओߦۮ ࠭ మڒ ࠾ࡍబܽद పࢲࡍए రం ࣄࠐ ఫంࣾߤ అ࠼ ఉం࡯ݞ, ఇకए డ మనం ߧࡐߖంచబడߖ ऴపޙङ కత 
म޳ࣄ ం࢑ ړߖޑజथߧफ ࣃۯफ ࠭  ఎగ࢘త ऴపޙङ కత ޳ࣄम ంߖޑऒ  మనం ڜంۮం ࠚనऒ ङޙऴప ࡹޒࡎ న࠳ కత ޳ࣄम ంߖޑऒ  
ఉపڵࡆంచڕం࢐ ݞङ షएࡍప ݞږ ߖమం 6࠻ ړంచగల࠭, మనం శࡍ फ సࠬకరߖހऒ  ఉపࣃڵࡆफ ࠭ సڒ ࡔబܽद 
గࡍషद ࢐ङ ߧ फ ఆ࡮औ  మ࠾ࡍ కߖషद ࠻ంࡽߧ అߖ ఊࣕంచంݟ.

ړబܽद శڒ ܼࠊ న࣒࠳ फ సࠬకరణం ޳ ߖछ తफం ࣋ए࠴ , ݟడం۫ ࡌ छ ࡛ न ࣋ए छ ࡛ न ࠳న࣒   itude dy dt c 4g 
ࠬద ࣌ߤ ࣋ए छ ࡛ न 2ړ సࠪనం.l 
औ࡮ఆ ߘవలࡱ࢑ ߗڒ  నऒڕࣆޓ ܼࠊ న࣒࠳ ޳ࡶ  ओߩ औ࡮కం݄ ఆ޶ఎం ޴ంޔ࢓అ 0 ߩ࢙ ఎడమ ݡ  y 
గࡍషदంڴ ఉంܿం޴.
  మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ܼࠊ కߖషदంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद మనڕ ࣋ए छ ࡛ न ࠬద ࣌ߤ ࣋ए छ ࡛ न ఆ࡮औ  సࠪనం c 4g l ޜ2 
మ࠾ࡍ ࣋ए छ ࡛ न ࠬద ࣌ߤ ࣋ए छ ࡛ न ޜ2 ܼࠊ సࠪనం అޔ࢓ం޴.c 4g l 
ए࣋ ڕफ మన࣋ۯ సమం ߘల࠻࢑ష ݡంࡓ బܽदڒ  छ ࡛ न ఆ࡮औ ए࣋ ߤ࣌ సࠪనం ޜ2  छ ࡛ न వࣆफం2 ܼࠊ  ޴ sine 
छ޳ औ࡮ఆ ࠭࠲ ࡌ फࣃۯ సమం ڕܼࠊ న࣒࠳ ߘ ࠭, ఇ޴ సమసङ  సంఖङ కएࡅ 6   చరऐ ࡍߪ ߘ फ ࣆۯफం޴, 
త޳छ ए࣋ ࡌ छ ࡛ न ޳छ एڕకం݄ త ࡌ వ ఉం݄ ࡹలకం ఆࡶࣄట࠵ ࡎషߘ ߤ ऴపదࡍज  c l 4 g ݟڕ ޴అ ߖफందࣆ
बࣃ షदߖక ޴అ ࠾ࡍమ ޴फంࣆవ ڵࡍޒ  ޴ऱ ఆ߯ అࢀࢗ ڕߩ࢙  ڕ޶ऱ ࠭ంࢁమ ޴అ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڵ࡯క ߖ࠼
కదలడం ऴߦరంࣆࠚफం޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ ఆࡶࣄట࠵ ࡎషߘ ߤ అమࣆۯ ࡱफం޴ , అޙ࠼ ࣋ए छ ࡛ न కం݄ c 4g l 
߭దभ޴ అޙ࠼ అ޴ వృޑफ ړ బܽदڒ ޴फంࣆۯ ࡱఅమ ߘకల࡯ర కదڒ ऱషद࠳న ࡱ࢑వ ࣋ए छ ࡛ न వదभ జ4 ޴ڼࡍ c g by 

ए࣋ ࣄ  సࠪనం ڕ छ ࡛ न  ऴߘ ڴంݟ ఎړ ࡽ సࠪనం అࡹ ,ޙ࠼లకం ߯࠙ڝࡏۯ ړߖڴవړߖݞ ఎలऱڒలం l wha 4
పޔݡంڝ ߯ ,޴ణం ߯ߖ మనం ప߅ࢬࡍంۧ࡯ మ࠾ࡍ అ޴ జޔڷࡏం࡯ݞ۫ ޾ࡶ ޾ , ఈ ړ ऱషद࠳న 
సందరग ంࣄ ࡹ ࣋ए छ ࡛ न ڷࡱߕ ऴڴ సࠪనం అޔ࢓ం޳  ޴छ  l ࠭࠲ ړߖ࢐సफ࢐ ,లంޔమనం అదృషदవం ࡌ
అవకలన సࠬకరణం ࡅకए  ఏڔకరణࡍߪ ߘफ ۯయగల࠭, ڒబܽद ߖߖ޳ ఎ޳۫ ࡹ࠻ۯ ࡮भ ం ڒబܽद ࣋ए छ ࡛ न 4c 

సࠪనం అࡏڷ ߖफం۪ڝంڒ ݟబܽद సࠬకరࢗ ڵࡍޒ ړߖހళ ऱం࠼ߦ ڷࡱߕ ݟం݋ ఒక ࣄ ݡ࠮ ࣋ए छ ࡛ न g by l 
छ޳ ڷࡱߕ బܽदڒ ࠑ ڷࡱߕ వ۪ऐڝࣆޓ ڴరణం߄ࣃ ߘ ࡌ  మ࠾ࡍ మనڕ ఒక ࠳న࣒ ߤࣄ ࣋ए छ ࡛ न g l g l y
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ए࣋ ߤ࣌ڜ ޴అ ,޴फంࣆవ ݡంࡓ ݟంߘ छ छ޳ ݡంࡓ ࡛ छښబܽद ఈڒ ޴फంࣆవ ࡌ ష4 ߤ.y 
ړ 13 ऱషद࠳న సందరग ంࣆ ࡮ۧ ࡹలభతరం ࣆۯफంڒ ޴బܽद మన4 ڕ.

छ޳ సࠬకరణం వۨऐ ࡌ ంڒ ޴బܽद ࠴తफం ࣋ए छ ࡛ न ړ సࠪనం  ޳छ dy dt 4g by l 14 ࡌ cos y 2 
వࡎ ठకࡍంచబݟం޴.
 ఇߩओ కएࡅ , ݟంచంߖగమ ݡ  ऴప߄నం 0ړ సࠪనం ڒక߱ڜ ,ޙంత పࠫࡍత సమయంࡶ ࡹక߱ޙ ۨవࡍ t y t 
సࠬకరణం ࡅకए కएࡅ ݋ߕ ڕࠬ ߩ࢙ ݟڕ   తపओ కएࡅ ݋ߕ ࠾ࡍమ ࡯ݞఉం ࠼అ ڴࡍసߖ  t y pi t y 
व߯࠹ తపओ క ఇࣆफం0  ޴ అߤڒ ޙ࠼झ ଀ గమߖంచంࡅ ݟకए  లకం t y piࡹ ݞږ ࡮ښఒ ߤఫంࣾ ݋ం࠻ 
సࠬకరߖހऒ  సంతృߧफపࣆࡏफం޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ ऴߦరంభ పࣄࡍब4 ࡱޔ.
एࡖ߮ ݞږ మనం ࠾ࡍమ ޴फంࣆࡏफపߧసంతృ ݞږ ߘ15 నߖ ఎగ࢘త ऴపޙङ కత ޳ࣄम ంߖޑऒ  మ࢑ ࡍࣃࡗజथߧफ 
యవ۪ऐۯ  మ࠾ࡍ మన పࢲࡍए రం ࣄबర࠳న పࢲࡍए రం అࣃ۫ ࠭࠲ ߖफ ࠭.
  అ޶ڒ ࡮ ఎం޶కం݄ ఇࣄ ޴बర࠳న పࢲࡍए రం అޙ࠼ ఉతओ నऒ ం తపओ c ࠭࠲ బܽदڒ ࡯ݞఉం ࠼అ 0 ڴࡍసߖ

అߖ ఊࣕࣆफߕऒ ఎపओ ࠹व߯ ࠭࠲ బܽदڒ ࠭ అదృశङ ڔܽ ం ࡶڒదߖ మ4 ࠾ࡍ g by l y t 
4.
కएࡅ 14 ల వరږߘࣃ ࡮ߩ࢙ ݡంࡓ  ठߖ࡮࠮ऒ వ۪ऐڝࣆޓ  छ޳    dt dy ޴ంړऴ ࠭࠲ సంڝ ࣒ښ ࡽకܽړऴ ࡌ
ऒߖހయగల సࠬకరۯ ࡏ࢘ ࡽࠋయࡍ࢘  కڵ࡯ ఉߕऒ छ޳ ࠭ छ޳ ݋ࡐ ऱࡏࣃݡంࡓ ࡌ छ޳ ࡌ  dt g l cos y ࡌ
2 మړ0 ࠾ࡍ సࠪనం.y 
झࡽࠋయࡍ࢘ బܽद మనంڒ  छ޳ యడంۯ ࡏ࢘ ߘ  .4 ࡌ
16 సࠬకరߖހऒ  పࡍషए ऒޒऴపయ ړߖݞంచࡍ भ޳ ం ڒబܽद ڕࣆޓ ߖరం2  ݟ ఎడమ ࢙ߩన మ࠾ࡍ cos y
ఇంܽऴ࣋ۯ ݋ڼफ ࠬڙ࣊ ۃ࡮ ڕం݋ పऱ࣒ ప 2 ࠑ ݋ంڙ࣊ ۃ࡮ ڕࠬ ,޴फంࣆవ ߤܼ  ऱ࣒  y y ޴ఇ ,޴फంࣆవ 2 ࠑ ߤܼ 
छ޳ ݋ࡐ छ޳ నߩ࢙ ݟڕ , సࠪనం ړ2 ࡌ छ޳ ݋ࡐ ఆ ࡌ छ޳ ߖߖ޳ ࡏࠬ ࡌ फࣃۨࣇ ࡌ  g s g s  ࠾ࡍమ ࡏ
ऒߖހసࠬకర ࡍవۨ , ޙఉంۨ ڴసࠪనం ޜ2 ڕܼޓ ߖ ࡏࠬ  సంڝ వలం సరళతښ పऱ࣒ ܼޓ ݋ంڙ࣊ ۃ࡮  y ߤܼ 
ఈకछ ܼޓ పऱ࣒ ܼޓ ݋ంڒ࣊ ޳ࡶ ܿ ࡽ छڙఈ ܼޓ ߤܼ  झࡽ  ܿ పవ࡛ ڒబܽद ࣊ڒంܼޓ ݋ పऱ࣒  s s ܼޓ ߤܼ 
ఈకछ .పవ࡛  సࠬకరణం 4 ܿ ࡽ

ऐۯవ ڕం݄ మనڕࣆޓ ߖ ࡽऴ߰కࣄࡓ  ంచడం17ݟܔ ࡱ న࣒࠳ సࠪనం పవ࡛ ܼޓ ߤܼ న࣒࠳ ܼޓ ݋ంڒ࣊  e 
మ࣋࢘ࣄޓ ࠾ࡍफ మన1 ڕ సړߖڴ సࠪన࠳న ࣊ڒంܼޓ ݋ వࣆफం޴ పవ࡛  ప ऱ࣒  న࣒ ࣊ e s e࠳ పవ࡛ ݟంߘ 
కएࡅ  ڕఒక సగం వర ݟంߘ పవ࡛  ప ݟంߘ  ऱ࣒  e s e x s ޴ߝఅ ࣁڝ ࣁڝ ڕవర ࡱ న࣒࠳ పవ࡛ ݟంߘ 
కएࡅ  ࣝపࡗख  న࣒ s e࠳ పవ࡛ ݟంߘ న࣒࠳ అం݄ ఏࠫܽ పవ࡛ ܼޓ ߤܼ ܼޓ ߤܼ ఆ߯ ࠾ࡍమ ߤ࣌ڜ ڡ࡯

అ޴ ࣝప࡛ ڒ ߤ࣌ ڡ࡯ࠓబܽद మనڕ ఈ సࠬకరణం s 4.
ओߩబܽद ఇڒ ߤ࣌ ڡ࡯ࠓ ప࡛ࣝ ܼޓ ߤܼ ࠾ࡍమ ߤ࣌ڜ ڡ࡯ࠓ ప࡛ࣝ ܼޓ ݋ంڙ࣊  19 ࡹ ߤ࠳ݨ ࡽయࡍ మనం ݡ

ఉం݀ సంړ ऱషद ࢗ ړࡹ ߤ࠳ݨళ ऱڕంߝݞ ࣝప࡛ ڡ࡯ࠓ ఫంࣾࡱ ߤ మ࠾ࡍ ऴڝޒణࠫޒ ఫంࣾߤ ల మధङ  సంబంߖ߄ऒ
फࣃ۫ ࠭.

ऴڝޒణࠫޒ ఫంࣾనऱ ߘంݟ ࣝపࡗख झࡽࠋయࡍ࢘ ڕఫంࣾనऱ ڡ࡯ కएࡅ  ओࡏࠪ న࠳జߖ  छ޳   ss  .4 ࡌ
छ޳  ఇవछ ࡌ బݟన ఈ ఫంࣾڕܼޓ ߤ ఒక ߮ࡏ ఉంߖߖ޵ ,޴ ऴړ द࣎ ఫ࡛ ࡛ۀ ࠪ ంۀ ݭర࢐ర बం ऴڴమߖయߤ అ19 ߖ

फࣃࡱߧ ఆర ߘࡏ߮ ఈ ,ࡏ ब࡛ .ࡏంۧ޴అం ࡹ1862 ࡶڒ 
లࡹ ऴప۪ࡍంచబݟన సऔ ङࡲ࢐ ࠈणऴࡰల ఆڒܽ 1900   ߘ ߤయߖ࠲ࡖ మంۨ ࡹ܋߮ వ ߖࡹ ࠹ 2 312

۫డవ۪ऐ , ࢐సफړߖ࢐ ఇ1900 ޴ల కం݄ ࠭ం޶ ऴప۪ࡍంచబݟన޴ , ఇ޴ తޒ࢐ࡏ ఎݟషࡗڒ , ߤदऴగ߹ మ࠾ࡍ 
కएࡅ ߤయߖ࠲ࡗ మంۨ ࡹ ߤషڼ࢑ߕ ऐࡍచ ߖ߹दऴగࡗڒ ࠭࠲ ,޴फంࣆߧߖమం కࡹ࢑  ంۨనߩओ ఇపओ ࠭࠲ ݡ  ښܽ
एࡖ޶ఎ ߖ߹दऴగࡗڒ ऒߕ మࡏڷ ߖफం۪ڝంݟ  ఆࡗफڿనࡽ పࡱޢ మ࠾ࡍ మࢁऱ ࡗڒदऴగ߹ వࣆफం޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ 
एࡔ࠱ ట࡛झ  ऴ߰ڕ ߤࣾܐ సంబం߅ంۨ ࡗڒदऴగ߹ మڼ࢑ߕ ࠾ࡍషࡹ ߤ వࣆफం޴ 
ట࡛ ఏ ࠪङښࡍ࠱ బܽदڒ घࡍߖ ߘ ߵ ంచړߖݞ ऴపయޒऒ ऒߕफࣆ ङࠪ ߘఅత ݩ घࡍߖ ߘ ߵ ంచړߖݞ ऴపయޒऒ ऒߕफࣆ , ݡ
ఉనऒ ࡹళంڿ ࡹߖ޵ झڝ࡮  ऴࡱ ࠹ݩ ߰ంߕޔ޶ऒ ङࠪ ߤऱ߮ ࠬ  ࠼ ङࠪ ߖࡹ ߵ ङࠪ ڴࡱఖࡔ సరళ ࡹ ߵ  ߵ
ऒߘన ࡏࠬ ߖఅం݄ ఏࠫܽ అ ڡ࡮ ,޴ంݟయబۯ  అߧ۫ ࡏޑڷݡంۨన గࡱ޶ ఇߩओ फࣃࡍ࢑వ ڕࠬ ݡ  ߘ
झڝ࡮ ऴڿࠝ ࡱ ࠹ݩళం߯ ఉనऒ  వऴకࡔఖࡱ , అ࢑ ఒڝ ښణంڣࡔ ࡹంࢡలߘ కޒफࡍంۯ లࣾణంޜ వऴకࡔఖ అߖऒ  
 ޴फంࣆۯ ݋క ࡹణంڝ ښఒ ࡹణంڝ న࠳बరࣄ ߘలࢡంڣࡔ
ఎం޶కం݄ అ࡮ంܽ వऴకతࡱ ఎంڕ޶ ࠭ఖङ  ࡎ࠙ ࡱఓడ ࡹళనల޾ఆం ߤషڼ࢑ߕ కం݄޶ఎం న࢑࠳
శړ फవంత࠳న వࣆफࡱ࢓ అࡏڷ ߖफం۪ڝంࡏࠬ , ݟ స࠭ऴదం ࠬڴ޶ ఒక ࠼ߦంߘ ݋ంݟ మࡖక ࠉంڕ࢓޶ 
ऱࡿࢗ లڕߘనऒ ओߩ నऒۨ ,ݡ  ࠪర ठంࢗ ࡹళ ऱడం ఉతफమ ఎంߧక అࡏࠬ ߖ అڝߘవ۪ऐ  , ۨనऒ  ࠪర ठం ࡓంݡ 
పओھ ߮࡯క ߘంటऱ࠼ߦ  వృతफం.
కएࡅ ࠫࠝ    ఉపࡍతలం ߗڒ సమసङ  ఏࠫటం݄ , ࠬھ ࡏపओ  వృతफం ࢗంబݟ ऴపށ࠻ంۨనߩओ పओھ , ݡ  వృతफం 
కएࡅ బܽद ఓడ ఓడڒ ޴ఉంܿం ޕࡏࠪ ణంڝ ఖండన ,޶ڒ ޴फంࣆࡱక ࡹణంڝ ښఒ ߘలࢡంڣࡔ  ߘశ޴ 
.޴ఉంܿం ࣄంచవలߧݟరంతరం నߖ
రంతరం ࠪరऐߖ  బడడం మ࠾ࡍ ఓడ వంܽ శړ फవంత࠳న వࣆफߖ޵ ޜ࢓ऒ  ࡮ۧ ࠾ࡍకషदం మ ࡮ۧ యడంۯ 
ఖ޼ࡎనڒ ޴బܽद ఓడࡱ ऴపށ࠻ంచھ  ࢓పओ  వృޑफ ల ࢗంట ڕڒంݞ అڣࡔ ࢑ంࢡలߘ ఒڝ ښణంࡹ కޒफࡍంۯ el 
झڝࡹ ऴ࠹ݩ వऴకࡔఖల ࢗంట ऴపࣃށ࠻फ ओߩబܽद ఇڒ ࠼ కएࡅ ࠫࠝ ࡏࠬ ݡ  ఉపࡍతలం߯ ࣄ ڡ࡮ంऴߘ ࠹ݩ 
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ङࠪ ߤऱ߮ ࠬ ޴ం݄ అڕࣆޓ ङࠪ , ޴ఉంܿం ڴణంڷߘఅ ړߖ޻ ࡹ ߵ ऱߦ ఒక ޴అ ߵ న࡛ వࣆफڴ࢓ 
࠭ऴ޴ంచబޔݡం޴.
एࡔ࠱ ࠾ࡍమ ݋ࢴ ߩతڵڒ   ట࡛ ࠝڿళం߯ ఉనऒ  ఈ ڝ࡮झ ङࠪ ࡱ ࠹ݩ  ݦఉం ڴణంڷߘఅ ڕఖలࡔ సరళ ߖࡹ ߵ
࢑ధంڴ ࠪङ ऒޒऴపయ ړߖݞంచ޴ం߰ࡐ ߘ ߵ ऒߕफࣆ కएࡅ ߤఫంࣾ ߤయߖ࠲ࡖ మంۨ ߘఅత ,ࡏ  ఈ ࡹ࢑మ 
పߘࡏޓߖ ఎࡖ޶ए ऒߕ फࣃఇ ݡంࡓ ڕࠬ ߘߝ బܽदڒ ݡ క ڡ࠱ ߤ܉ ߘ ऱߩ ࡎసफక ܉ङ కएࡅ ޒࠫ  ఎࠫߖదవ 
అ߄ङ एڝఒక అవకలన దృ ߘచనలࣇ ఈ ޶ం࠭ ړߖ࠻ ణం ߘంߘߝ ݟ ఈ ߩసफߖڒऒ  ఇంతڕ ࠭ం޶ 
ऴపࣃफ ࢑ంۧߘ మߘߝ ࠾ࡍ ऴపࣃफ ࢑ంࡓ ۯండవ ߩసफకం మࡽࢗ ࡗ ࠾ࡍझ  గށతం మ࠾ࡍ hl resnikoff 
ړఆస ࡮ۧ కతࡍగߕ फకర࠳న ߩసफకం ࡓండవ޴ అతڼ࢑ߕ ߘషߤ ङࠪ థڡܽ࠱झ  మڼ࢑ߕ ࠾ࡍషࡍڷ ߤంۨ ݞږ 
ړఆస ࡮ۧ फకర࠳న ߩసफకం ࡍڷంۨ ࠪ ऱܼ ङڕ࡯ڒ ,ݡݞ ల࣒ ڼ࢑ߕషనࡽ సమసङ లړࡹ ఎ࡮ వࣆफంڒ ޴బܽद ఇకए డ
మంۨ ߖڜ ߯ࡗऒ  ࢐ङ ऒߕఉ ࡱࠪ࠻ కएࡅ ܼޓ ం۪ߧ۫ ߤయߖࠪ ࠼  పవ࡛ e e s ݟంߘ మంࡹ࢑ ߤܼ 2 
ఈ సమసङ ࠾ࡍమ ߖఅ ߤఫంࣾ ࣄࠐ ޴ߝఅ ߤయߖ࠲ࡖ మంۨ ࠾ࡍమ 2 ࠑ న࣒ ߯ 2࠳  ంۨనంత߅సంబం ڕ
వరޔڷࡏ߭ ڕనऒ  ఫంࣾߤ అࣆߧ۫ ߖफం޴.
 ఈ సࠬకరణం ۯ ࡏ࢘ ߘܼޓయంࢗ ࡏࠬ ,ݟంటࡹ࢑ ߤܼ 2 ߝమ పߖ޳ऒ  2 ࠬద 1 ప ऱ࣒ e s ړ పవ࡛ 2 ݟంߘ  e 
సओ ݟంߘ షदంږߘࣃ ڴలంڴ ఉంݦ పవ࡛ లۯ ࡏ࢘ ڕయంݟ మ࠾ࡍ ఇޔڷࡏ߭ ޴నऒ  ఫంࣾڒ ߤబܽद ࠬࡏ 
ऒߖ޳  ఎ࡮ త࡯࠻ۯ ڥߖ  ఒక ࣄࠐ ఫంࣾ޳ ߤछ छ޳ న࣒࠳ ࡌ ࡎభ ࡌ फ ޳छ ړశ ࡏࠬ న࣒࠳ ࡌ फ ࠳న࣒ s s s s s 
కएࡅ ڕ కएࡅ ڕ న࣒࠳ పవ࡛ ߗڒ ࡏޑ޶మం ߰ంࡹ࢑ ߤܼ 2  కएࡅ ޴మం ఏࠫܽ ఇࡹ࢑ ߤܼ   e s e e 
కएࡅ 1 ړߖࠪࡹ࢑ ఇనछ ݋ڒ ړ ߗڒ ړ మం పవ࡛ࡹ࢑ ߤܼ  ࡛झ  అం݄ పవ࡛ ࠳ 2 ړన࣒ ܼࡹ࢑ ߤమ ړ s e s pi e
పవ࡛ మࡓ 2 ࠾ࡍ ऱܿ 2 ࠑ అޔ࢓ం޴ మ࠳ ࠾ࡍన࣒ 2 ࠑ అޔ࢓ం޴ .pi pi pi pi 
కएࡅ న࣒࠳  ܼޓ బܽदڒ  కएࡅ ܼޓ ޴ఇ ,޴ఉంܿం ڴమంࡹ࢑ ړ ߤܼ న࣒ 2࠳  న s pi 2 e࠼న࣒ అ࠳ 
పవ࡛ ࡅ ړకए సమసङ ࡍప޶బܽद తڒ ߤఫంࣾ ࣄࠐ ޴ߝఅ ܼޓ  ړఆస ࡮ۧ  फకరంڴ ఉంܿం޴, ఎం޶కం݄ s s j 
న సమసङ࠳࢑ధ ޻ఇ ࡹ2014  కߧߖంۨంࡹ2014 ,޴ కߧߖంۨన సమసङ  ఏࠫటం݄ j 
కएࡅ ݋ంڙ࣊ ఒక ࡏࠬ , ړశ ࣄࠐ  फڕࣆޓ ߖనऒ ओߩ ओߩఇ ݡ  యడంۯ కృతంڔఏ ߘܼޓ ݋ంڙ࣊ڝ ړపవ࡛ 17 ݡ
మڙ࣊ڝ  ࠾ࡍంࡅ ݋కए ړశ ࣄࠐ  फ, ࠬڴ࠙ ࡏల ޳छ ऒߖ޵ ࡏࠬ , ޙ࠼ంۨనటऱࠚరంߦయడం ऴۯ కృతంڔఏ ࡌ  
झ࡯࠻ۯ ऱࢁऱ మࢁऱ మࡏࣃ࡮ۧ  ఉంܿందࣆࡱޘ ڕࠬ ߖ మ࠾ࡍ ఇ޴ సరڴ޳ ఉండ޶ 
छ޳ లڴ࠙ ޻ప ޻ప ࡏࠬ బܽदڒ ఒక ࠪర ړߖݞంచࡍ࢐ߖ ߘకరణڔఏ ࡌ ठం ڒ ࡯࢐ڒబܽद ఎڙ࣊ڝ  ࡮ంࡅ ݋కए  
ړశ ࣄࠐ फ޳ࡶ ߖ ఒక ࣊ڙంࡅ ݋కए ړశ ࣄࠐ  फߖ ఏڔకృతం ۯయړߖݞ మంۨ ߖ࠲ࡗయߖ޵ ڕࠬ ߤऒ  ړߖݞయۯ 
సࣔయపޔݡంڒ ޴బܽद  ܼޓ ݟ పవ࡛ ڙ࣊ ڕంڒ ܼޓ ݋బܽद ࠬߖ޵ ࡏऒ  ఎࣃۯ ࡮फ 17 ܼޓ ݋ంڒ࣊ బܽदڒ ࡏ
 ప ऱ࣒ న s s࠳సࠪన ړ పవ࡛ ࡏࠬ బܽदڒ ࡏޑ޶ఏࠫ ߰ం ࡏࠬ బܽदڒ పవ࡛  ݟయంۯ సࠪనం ړఇ ߘܼޓ ߤܼ 
పऱ࣒ ܼޓ ݋ంڒ࣊  ߖܼޓ ݋ంڒ࣊ న࠳సࠪన ړ ߤ࣌ڜ ڡ࡯ࠓ ప࡛ࣝ ࠭࠲ బܽदڒ ࠭ޑ޶ం߰ ߘܼޓ ߤܼ 
߰ంڒ ࠭ޑ޶బܽद ࢘ۯ ࡏయంڒ ݟబܽद ࣊ڒంܼޓ ݟ ܼޓ ߤܼ ܼޓ ݋ ࣝప࡛ ࠹݅ ߤ࣌ ڡ࡯ࠓझ  బܽद dsڒ 
 sts ߗڒ ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ޜܼޓ ߤܼ ߤ࣌ ڡ࡯ࠓ ప࡛ࣝ  ࢙ ܼޓ ݟ ܼޓ  ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ޜ ݋ంڙ࣊
sds ݟ ܼޓ  బܽद పవ࡛ڒ సࠪనం ړ ܼޓ ܼޓ ݋ంڙ࣊ బܽदڒ సࠪనం ړ ߤ࣌ ڡ࡯ࠓ ప࡛ࣝ ܼޓ ߤܼ d ds 17
ړశ ݋ంڒ࣊ సమऴగ ࠬ ڕܼޓ फ ړ సమऴగ ࣊ڒం݋ అޔ࢓ం޴ , ఇ޴ ࣝప࡛ 16 ڡ࡯ࠓ
ړశ  ڕల ࣒ڒ फ  ࡓ ऱܿ ఇߩओ छښఈ , ࠭޳ߩࡱక ߘలޔࠫࡍకరణ పڔఏ ݡ షڙ࣊ ߤంܼޓ ݋ ఈښछ ష16 ߘ ߤ ds 
ओߩన࠼సࠪనం అ ړ ࠑ 3 ܼޓ ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓సࠪనం 0 అ ړ࣊ 0 ܼޓ బܽदڒ ,ݟంڝफం۪ࡏڷ  pi 2 ۃ࡮ ݡ
 ప ऱ࣒ .޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړ3 ݋ࡐ 
 ,޴ంޔ޶ంۮ ంతరంߦࡐ ړ0 16 ړసమऴగత 1 ࠬద 2 ޻ం߰ ࠭࠲ బܽदڒ ,లభంࣆ ࡮ۧ యడంۯ ڥߖత ࡏࠬ  
ప 2 ۃ࡮ ऱ࣒ ఇ పవ࡛  ప 3 ݋ࡐ  ऱ࣒ పవ࡛  ప ݟంߘ ఇ 3 ݋ࡐ  ऱ࣒  పవ࡛ ࠳న࣒ ࡱ పవ࡛ 16 ڵࡍ߭ ړం޴ s s e ds
మ࠾ࡍ  ࣝపࡗख పవ࡛  ప ړ వలంښ ޴ߝఅ ڡ࡯ ऱ࣒ छ޳ 2 ړ న࣒࠳ పవ࡛ ݟంߘ  cos e ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ࡌ s e s
छ޴ ߖߖ޳ ࡏࠬ పద ޳ࣄम ంతం ޳छ ంచవ۪ऐࡍ࢑సफ ࡌ , ऴపޙङ ఖۨऐ ࡏࠬ ంۨړ త࠳న సమऴڴలࣄ۫ ߘనߩओ  ݡ
  si ݋ంڙ࣊ڝ ࡏࠬ ڴరణం߄ࣃ ࠾ࡍమ ޶ࡶ న అవసరంࣄయవలۯ కృతంڔఏ ڴࡱڴ࠙ ޻ప޻ప ࡏࠬ
ऒޒऴపయ ړపవ࡛ 17 ߘܼޓ ంచవ۪ऐ  ఇకए డ ࠬڙ࣊ڝ ࡏం࠳ ܼޓ ݋న࣒ ߘܼޓ ݋ڒ పవ࡛ ڕ࠾ సࠪనం 
ఈ ۨనऒ ړࡹల ऴపపంచంހఅవకలన సࠬకర ࡏࠬ బܽदڒ ࡏࣃۯ  పరङ టనߘ ఆࣃछ ऒߕफࣆࢢఆ ߘߝ ߖంۧర޴  ߘ
మߖڜ ߘߝ ࠾ࡍऒ  పࡱ޳ ࠪऴతߦۮ ࠲ओ లڕߘంܿߕऒ छښఈ ࡽलయߖࡓఫݟ ߘ షߤझ ړక ఆసߝఅ ߖࡹ  फకర࠳న 
छ޳ లڴ࠙ మघࠫ ߘߝ ࡌ ऒ࡯ ऒߕڕࣆޓ   ,ړߖݞంచڵ࠭ ߖఅ ߘ
ङ܉ ࡮ۧ ݟంߘ वసफంࢡ కޒࠥ ࠭࠲  ߘహరణల޳ఉ ݟంߘ वసफంࢡవ܋ ,࠭ࢡ۫ ߘహరణల޳య ఉޓࠫ
 ࠭ࣃ۫ ߘలࢡంܽ అం࡮అ ࠾ࡍवసफం మࢡ ళڿఖ ࠭࠲ , ࠭ࢡ۫ ߘలޢప ࡽనڿफࡗఆ ࠭࠲ ,࠭ࢡ۫
మ࡮ۧ ࠾ࡍ అߘవర फߕల࠭ࢡ۫ ߘ మࡓ ࡮ۧ ڕࠬ ߘߝ  ࠾ࡍఫߤࡓझ ఇ ࡱ  ऐۧ  ڕࠬ ߘߝ ࠾ࡍమ ߘ
మࡓ ࡗంࡓ ݡఫߤࡓझ फࣃఇ ࡱ  झߤࡓఫࡍ దܽ࠴ ࠾ࡍమ ߘ  అߧऱښషߘऱ మࣃࣕ ࠾ࡍद झ݋ߠ ࡽకࡍ झߤమࣄ ޜ   gf 
తघ޳ࠡ క సࠬకరހల ޳छ ऒߕफࣆۨࣇ ߘߝ ߘ ߤషݟండవ ఎࡓ , సफకంߩ న࠳అంద ࡮ۧ ࡌ  ܼܼ ޴ఇ ߘ
छ޳ ߤషݟడవ ఎ࠮ ࡽࣕ-ڴऴ ڡ࠱ వۨऐ ݞږ ޴ఇ  ޴ంݟంచబࡍऴప۪ ࡌ ంࡓ ߗڒ ޴ండవ ఎݟషߤ ࠪ 
ऴపࡆజߕలڕ సޔ߱ࡍం޴ , ఇ࡮ۧ ޴ మంۨ ߩసफకం, ఇࡍۧ ޴ऴޑతघ క ࢐ङ ऒߖࣃ  చదవడం ఆనందంڴ ఉం޴ 
ऴప࠭ఖ గށత ࢡवసफ܌थ࠴ ࡱదܽ 80 ߮܋లߘ చదవడం ఆనంద޳యకంڴ ఉం޳࢑ ,޴ङ  ࡹܿࠈ޶అం ڕबలࡏ
ఉంܼ࠼, అڕࠬ ࢑ అంࡹܿࠈ޶ ఉంܼ࠼ , ऴߤڝ సమసङ  మ࠾ࡍ ఆࡗफڿనࡽ పࡱޢ మ࠾ࡍ ఆࡗफڿనࡽ 
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ऴܼܐక दࡎలߘ అߘసࡍంۯ అߝక ܉ङ ऒߕఉ ࡹܿࠈ޶అం ڕࠬ ࡱవऴకత ޒࠫ  యޓసफకం ࠙రߩ బܽदڒ ࠼
ఎݟషࡹ ߤ అంࡹܿࠈ޶ ఉం޴ మߘߝ ࠾ࡍ ऴపࣃफ ࢑ంచదۨ࡯న ࡓండవ ߩసफకం ࣄओ కएࡅ ڡ࢐ ओࣄ  झڡ࢐  
ङڕ࡯ڒ ల࣒ ۧ࡮ అందంڴ ऴࣄ࢐న ߩసफకం ఇڕ࡯ڒ ޴ङ ల࣒ ߯ వ 17 ࠾ࡍసफకం మߩ నࣄऴ࢐ ڴऴగతफ܉ 
అ߄ङ యంߙ ࡏࠬ ࡹङ టࡅ ߤకए  చలన ߖయࠪల ߘంڙ ݟపऱ࡛ కएࡅ   చ दܼ ల ఉతओ ऒߕ ऒߖ फࣃ۫   ࠾ࡍమ ࡏ
అࡹ1994 ޴ ऴప۪ࡍంచబݟం޴.
ओߩబܽद ఇڒ  ऒߖހ࠻ఈ ऴప ړࡹల ऴపపంచంހఅవకలన సࠬకర ࡏࠬ ࠾ࡍమ ޴ంࣄڵ࠭ ణం࠻ऴప ࠪ ݡ  
ఆࣃछ ऒߕफࣆࢢఆ ߘߝ ߖంۧర޴ एݩ࢒ ߘߝ ,ߘ ओߦۮ ࡱ లڕߘంܿߕऒ ओߩఇ ߘߝ ޶ం࠭ ࣋ۯ ࡮అ ߗڒ ,ߘ  ݡ
అࣃۯ ࡮फ ధనङ ړ޴మం ࡮ۧ ߖఅ ߘ ऒߕफࣆయܑ࡯ޘ ࡱ޳࢐ ङ޾సࣟ ߕ ߘ కएࡅ ࠹ڴఈ ऴ߱ऴ ࠾ࡍమ ڵ  

ࡍఆڝ नߝట࡛ మ࠾ࡍ గށతం ࢑࠙గం అ߅పޒ అ࠼న ऴ߰߾స࡛ ࡮ߗ నటڕ ܘࡌ ధనङ  iitb ޕߩࡱޘ ࡱ޳࢐
ऴߦరంࠚంచంݟ.
 ఈ ఉపߕङ శం ఇۨऐڒఅవ ڕߕ ړߖݞంచ޴అం ࡱࣃ నంڕ޶ మ࠾ࡍ మࡎ ࠭ఖङ ంڴ ఆߖ ࠱రంతర ऴ߱ޑझ హం
మ࠾ࡍ మదभڝ ޔసం ߘߝ ऴపޙङ కంڴ ఆڕ࠱ కృతజथతߕޔߩࡱޘ ࡱऒ ङޙऴప ,ߘ झޑఉ ߕ ంۨړ హం 
తڷठޔనऒ ओߩ झޑన ऴ߱࠳అవసర ࡮ۧ ڕߕ ࠱ఆ ݡ ऒߖࣔ  ఇۨऐ ం޴ మ࠾ࡍ ఆ߯ ߕ ߘߝ ధనङ  ࡱ޳࢐
ओߦۮ లڕߘంܿߕऒ ࢑నऒ ߘలࡆݟ࢒ ఈ  ߘ  సࣟ޾ङ ࢐ङ , ݦ ߘస࡛ శంత߾ऴ߰ ڵ छ޳ లࠪ࠻  ࠾ࡍమ ࡌ
ऴݟࡎ ࠆߪంࡹ ۃ తన ऴశమޜ పࣄۯߖనంڕ޶ మߘߝ ࠾ࡍ ߰ం޶పۨࡍన ۧ࡮ ߭దभ ޶޴भࠈటऱ ڕߕ ߘޑࠉ܉ 
అం޴ంۨనంߵݠ ࣅ ߘߝ ڕ޶ అߝ߅త ऴ߰߾స࡛ ࢑ऴకڴ ࠹ऴړ޵ ధనङ ओߦۮ ࡱ޳࢐ లڕߘంܿߕऒ .ߘ
 అޑङ दࣇ ݟࣄ న࠳న ఈ అందݟږ ޜల࠻ߦ޶క సߖ߇  ࠾ࡍమ ڕ޶ంۨనం޴అం ڕࠪ ߖࡆݟ
ఈ ऴ߱ऴڕ ࠹ڴ సమనछ యకర फڴ ఉనऒ ࡎఛట ޴ऴ࡮ߗ స࡛߾ऴ߰ ݟంߘ ऱࡰݰ  ण ڕߕ సࣔయం ࣄۯన ߕ iit 
ङ޳࢑ ݟ ۶ࣛߧ ݋ం࠱ द࡛ߦݟ ࡍ ब ఆ޴తङ  మࣜశछ ధనङ ړࡍ ओߦۮ ࡱ޳࢐ లڕߘంܿߕऒ .ߘ
 గހంࡱڒ మ࠾ࡍ ۨవڴࡍ మ࠾ࡍ ࠭ఖङ ంߖ  ڴరంతరం పࣆۯ ߖफనऒ  మ࠾ࡍ పࡹߖ ఉనऒ  కޒښంࣃ 
బखࣄ ంߕ ړ޴ హృదయߪరछ క ధనङ ऒߕంܿڕߘల࠻యܑ࡯ޘ ࡱ޳࢐ ళचڷޘ ߕ ߘ ऒߖఅ ޜ  ࢘ళ࡮ మ࠾ࡍ 
సद࡛ࠫ ࡏ࢐ ࠾ࡍమ ߘఉంܼ ݟణపࡏ ࡮ۧ ߘߝ ړࡍ࢐  త࢐ ڵߝ ޏࡏరందߕ ڔࡍ కృతజथతࡱ 
ऒߕफࣆయܑ࡯ޘ ङ޳࢑ ߕ ࠾ࡍమ ߘ ధనङ ڔࡍबలందࡏ ऒߕफࣆయܑ࡯ޘ ࡱ޳࢐ एݩ࢒ ࡏࠬ ߘ  ࡏޑڕࡱప ࡱ
ధనङ ࡮ۧ  ࡏࠬ ࡱ޳࢐
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