
 नमˋार ʉणून आʉी िवभेदक समीकरणांवरील मािलकेतील शेवटǉा आिण समारोपीय ʩाƥानाला आलो आहोत, 
ȑामुळे आजचे ʩाƥान आपण काही िवषमता आिण समाɑी पाहणार आहोत िकंवा कदािचत तुʉाला आवडʞास कदािचत एक Ůमुख 
असेल
 ȑामुळे आज आʉी Ǜा मुȟांवर चचाŊ केली ते असे असतील.
 िवभेदक असमानतेǉा काही उपयोगांचे अनुसरण करते परंतु हे आपण Ǜा Ůकारे रेखीय िवभेदक समीकरणांसह कायŊ केले ȑासारखेच 
असेल आिण नंतर िविशʼतेǉा Ůमेयाकडे एकिũत होईल परंतु आपण तेथे नſी पोहोचू शकत नाही आपण िविशʼता Ůमेय सांगणार 
नाही पŐडुलम समीकरण पुɎा आʉी हे सुŝ केले पŐडुलम समीकरण ʩुȋɄ कŝन ʩाƥान मािलका जे आपण िमळवलेले पिहले 
िवभेदक समीकरण होते आिण आपण पŐडुलम समीकरण थोडे अिधक बारकाईने बघून आिण नंतर काही समारोपीय िटɔǻा देऊन 
समाɑ कŝ आिण ʉणून आता िवभेदक असमानता कशी वापरायची ते सुŝ कŝया.
  हे िवभेदक समीकरण पहा 4.

बरोबर बरोबर अिधक बरोबर 0 ǉा 0 ǉा Ůारंिभक İ̾थतीसह तुʉाला िदसेल  िवभेदक समीकरण 1 dy by dx y x y y th 
4.
1 हे बनŗली समीकरण आहे ते बनŗली समीकरण आहे आिण ʉणून तुʉाला ǉा वगाŊने भागायचे आहे परंतु दुदŔवाने तुʉी का कŝ y 
शकत नाही कारण चे 0 आहे आिण 0 ने भागाकार करǻाची परवानगी नाहीy 
 ȑामुळे तुʉी 4.
1 कसे सोडवाल हे तुʉी चांगले 
पहाल.
  0 सोʞूशन हे आधीच एक समाधान आहे İ̾थर सोʞूशन 0 ƽा ते िवभेदक समीकरणाचे समाधान करते 0 चे ʩुȋɄ 0 आहे आिण 
उजवी बाजू देखील 0 आहे.
 ʉणून 4.
1 मȯे 0 ǉा बरोबरीचे İ̾थर समाधान ɘग इन करा आिण तुʉाला ते लगेच िदसेल.y 
 िवभेदक समीकरणाचे समाधान ते 0 ǉा 0 ǉा ची Ůारंिभक İ̾थती देखील पूणŊ करते .y 
 परंतु आपण 4.
1 पूणŊपणे सोडवले आहे का हे आपʞाला कसे कळेल की 0 ǉा बरोबरीचे 4.
1 समाधानकारक चे 0 ǉा बरोबरीचे इतर कोणतेही समाधान नाहीत कदािचत यािशवाय इतरही आहेत  0 सोʞूशन जे 4.y 
1 चे समाधान करेल अशी शƐता आʉी कशी नाकाŝ शकतो की आʉाला एक सामाɊ Ůमेय आवʴक आहे तुʉी एक सामाɊ 
िविशʼता Ůमेय आहात जे हमी देते की शूɊ सोʞूशन हे 4.
1 चे एकमेव समाधान आहे आिण तेथे ए.
आर.
  ई इतर कोणतेही उपाय नाहीत
 ȑामुळे तुʉाला या अगदी सोɗा पįरİ̾थतीत सामाɊ िविशʼतेǉा Ůमेयाची गरज भासत आहे, ʉणून आपण पिहʞाच ʩाƥानाकडे 
परत जाऊ या िजथे आपण िवभेदक असमानतेची चचाŊ केली िजथे आपण िवभेदक समीकरणाǉा काही अटी काढून टाकʞा आिण 
िवभेदक असमानता िमळवली.
  जेʬा आपण मयाŊिदत वेळेत एˋेप टू इनिफिनटी बȞल चचाŊ करत होतो तेʬा आपण 4.

बरोबर समान अिधक वगŊ हे िवभेदक समीकरण पाš या वगŊ संǒा नेहमी सकाराȏक असते ʉणून आपण 1 dy dx xy y y xy 
बरोबर बरोबर हे िवभेदक समीकरण पाš.plus dx dx 

ˍेअर द ˍेअर टमŊ नेहमी पॉिझिटʬ असते ʉणून आपण वजा ने िलš शुɊ पेƗा जाˑ िकंवा बरोबरीने िलš   y y dx xy dy 
शकतो मी चार िबंदू एक साठी चार िबंदू एक या िवभेदक समीकरणातून वगŊ पद काढून टाकले आहे  ˍेअर टमŊ ऑफ द y y 
िडफरŐ िशयल इƓेशन वŝन मला िडफरŐ िशयल असमानता 4.

Ȫारे वजा पेƗा जाˑ िकंवा बरोबर िमळाली आहे.2 dy dx xy 0 
 आता आपण कसे पुढे जाऊ?  समजा जर 4.
2 मȯे तुʉी असमानतेऐवजी समानता असाल तर 4.
2 हे एक रेखीय िवभेदक समीकरण असेल तर तुʉी ȑा बाबतीत कसे पुढे जाल तुʉी 4.
2 ला ने गुणाकार कराल आिण वगŊ 2 उजवीकडे घात कराल पण तेच करा.e x 
  इथे काही हरकत नाही ही असमानता आहे पण ची पॉवर वजा ˍेअर 2 ने नेहमी पॉिझिटʬ असतेe x 
 ȑामुळे मी 4.
2 चा ने पॉवर मायनस ˍेअरला 2 ने गुणाकार कŝ शकतो आिण 4.e x 
2 ची डावी बाजू असे अचूक डेįरʬेिटʬ बनते.ddx 

ǉा चा चा मȯे ˍेअर वजा 2 ने 0 पेƗा जाˑ िकंवा बरोबर जे 4.  x y x e x 
3 आहे ते दाखवलेʞा ˠाइडमȯे चांगले आहे आता आपʞाला 4.
3 समाकिलत करावे लागेल आपʞाला 4.
3 समाकिलत करावे लागेल ʉणून आपण पुढे जाऊ या आपʞाला खालील पįरİ̾थती Ůाɑ झाली आहे  चला तुʉाला चे x phi 
फंƕन िमळाले आहे जे इंटरʬल वर नेहमी नॉन-ऋण असते मग आपण ʉणू शकतो की चा ते ab x dx integral phi a b
नſीच नकाराȏक नसतो यावर तुʉी माǟाशी सहमत ʬाल कारण इंिटŤल काय आहे अिवभाǛ Ɨेũ आहे आलेखाǉा खाली un 
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असलेले Ɨेũफळ ǉा ǉा ǉा दरʄान ǉा बरोबर ǉा बरोबर आिण ǉा बरोबर 0 पण ही असमानता y phi x x ax b y 
तुʉाला काय सांगते असमानता तुʉाला सांगते की चा हा ǉा चा आलेख आहे  अƗाǉा वर आलेख अƗाǉा x pha x phi x x 
वर असेल तर आलेखाखालचे Ɨेũफळ नेहमी सकाराȏक असेल आिण हे िसȠ करǻासाठी तुʉाला एवढेच सांगायचे आहे , िवशेषत: 
तुमǉाकडे आिण ही दोन फंƕɌ असतील आ   ि◌ जर जाˑ असेल तर  इंटरʬल वर पेƗा िकंवा समान fx gx fx ab gx 
नंतर इंिटŤल ते इंिटŤल ते पेƗा मोठे िकंवा समान असेल तुʉाला हे कसे िमळेल तुʉाला हे कसे िमळेल a bfxdx a bgx dx 
तुʉाला हे आधीǉा वŝन फƅ ƽा उणे फƅ इƓल टू मायनस मागील एकामȯे ƽा आिण तुʉाला हे एकphi f g phi sf g 
ठीक िमळेल, चला हे लागू कŝया, ʉणून आपण ˠाईड्सवर परत जाऊ या, तुʉाला 4.
3 िमळाले आहेत, ʉणून मी ʉणतो की डाʩा बाजूचा अिवभाǛ िकंवा पेƗा मोठा असेल.
 इतर मȯे उजʩा बाजूला अिवभाǛ समान  ते पयōतǉा ʩुȋɄाचे अिवभाǛ मी 0 ते wor ds 0 xi x 4.
3 ǉा दोɎी बाजू एकिũत करणार आहे 
ठीक आहे, ʉणून मी 0 ते या दोɎी बाजू एकिũत करणार आहे जेʬा तुʉी ʩुȋɄ एकũ करता तेʬा तुʉी कॅʌुलसचे मूलभूत Ůमेय x 
वापरता ʉणून तुʉाला िमळाले  चा चा चा घात वजा चा वगŊ 2 ने 0 पेƗा जाˑ िकंवा बरोबरd dx y xe x 
 ȑामुळे अिवभाǛ शूɊ ते ची घात वजा चा वगŊ दोन पेƗा जाˑ िकंवा बरोबरच िनिʮत पूणाōक मȯे  ʬेįरएबलxddt of te t dt 
हे एक डमी ʬेįरएबल आहे ʉणून ǉा कॅʌुलस चे मुलभूत Ůमेय वापŝ या 0 लƗात ठेवा 0 होते ʉणून आपʞाला चा xe y x y 
पेƗा मोठा िकंवा ǉा बरोबरीचा ची घात 2 ने 0 ʉणजे 0 आहे असा िनʺषŊ काढला आहे.e x 
 ʉणून आपण िनʺषŊ काढला आहे की समाधान नॉन-ऋणाȏक आहे आपण िनʺषŊ काढला आहे की चा गैर आहे  जर x y x 0 
पेƗा मोठा िकंवा बरोबर असेल तर ऋण.
 आता आपण यो दाखवू  हे शूɊाǉा बरोबरीचे आहे चला आता पुढे जाऊ या की शूɊाचे शूɊ आहे आिण सतत आहे आिण fx y y 
ʉणून जर मूळ फंƕनचे मूʞ 0 असेल तर फंƕनचे मूʞ एका िविशʼ तुकǰात 1 पेƗा कमी असले पािहजे.
 0 ʉणजे 0 ते ʉणून 0 ते ǉा अंतरालवर आपʞाला मािहत आहे की चा एकापेƗा कमी असʞास चा एकापेƗा c c x y x y 
कमी असणे आवʴक आहे आिण चा आधीपासून गैर-ऋणाȏक ǉा वगाŊपेƗा कमी िकंवा समान असणे आवʴक आहे x y y x x 
ǉा पयōत तर आपण िवभेदक समीकरणाकडे परत जाऊ या िवभेदक समीकरण काय आहे असे ʉणूया की Ȫारे बरोबर y dy dx xy
अिधक वगŊ आहे पण आता आपण पािहले आहे की वगŊ पेƗा कमी होणार आहे ʉणून आता ही िवषमता वापŝया ʉणून वगŊy y y y 
4.
1 वŝन पेƗा कमी असʞाने Ȫारे पेƗा कमी िकंवा समान असमानता ते या तुकǰावर अिधक 1 पेƗा y dx dx dy 0 c x y 
कमी िकंवा समान आहे ʉणून पुɎा ȑाच गोʼीचे पुɎा अनुकरण करा जसे की तुʉी िवभेदक समीकरण सोडवत आहात.
 तुʉी रेखीय िवभेदक समीकरण नाव सोडवणार आहात असे समजून पुढे जा तुʉी िडफरŐ िशयल समीकरणाला ने गुणाकार करा y e 

पॉवर इंिटŤल या Ůकरणात ʉणजे काय उणे अिधक 1 आिण नंतर तुʉी िनʺषŊ काढाल जसे आʉी आȅाच pxdx pxdx px x 
पुढे गेलो चा शूɊ पेƗा कमी िकंवा समान आहे आिण ʉणून आʉी दोन एकũ करतो  शूɊ ते या तुकǰावर चा सारखाचx y c x y 
शूɊ असला पािहजे हे पहा पण आता आʉी दाखवू इİǅतो की चा फƅ शूɊ ते या तुकǰावर सारखाच शूɊ आहे असे नाही x y c 
तर ते सवŊũ 0 असणे आवʴक आहे जे तुʉी ŮȑƗात दाखवू शकता  0 सवŊũ िवरोधाभासाने पुढे जा, समजा ते 0 आहे एका ठरािवक 
अंतरापयōत Ǜानंतर ते सकाराȏक झाले तर िवरोधाभास येǻाचा Ůयȉ करा जर तुʉी हे पुरावे पूणŊ करत असाल तर थोडे सावध रहा, 
आता मी तुʉाला दोन ʩायाम देतो.
 
या दोन िभɄ समीकरणांवर तुʉी ˠाइडमȯे पाहत आहात की काही अटी काढून टाकून एक असमानता िमळवून पुढे जाǻाची समान 
कʙना आहे ʉणून मी एक उदाहरण तपशीलवार तयार केले आहे आिण मी तुʉाला आणखी दोन वापŝन पाहǻास सांगत आहे 
जेणेकŝन दोन िभɄता  समीकरणे Ȫारे बरोबर बरोबर बरोबर 1 अिधक घनाचे वगŊमूळ आिण दुसरे एक Ȫारेl dy dx y y x dy 

बरोबर ची घात 3 अिधक साइन ˍेअर या दोɎी िवभेदक समीकरणांसाठी आहे 0.dx y y x y 0 
 आिण
 ȑामुळे तपासणी कŝन तुʉी पहाल की 0 हा एक उपाय आहे जो तुʉाला ̾थािपत करायचा आहे तो हा एकमेव उपाय आहे ʉणून पुढे 
जा , होय मी शेवटǉा ʩायामात सूिचत केले आहे ʉणून या ʩायामाचा मुȞा काय आहे यापेƗा सोपा आिण थेट ̊ʼीकोन नाही  या 
िनʺषाŊवर पोहोचǻासाठी Ůȑेक वेळी तुʉाला अशी पįरİ̾थती येते की िजथे तुʉाला िकंवा वगाŊने भागावे लागेल जसे की बनŗली y y 
समीकरणात घडले आहे आिण Ůारंिभक İ̾थती सांगते की ची 0 बरोबर 0 आहे का आपण Ůȑेक वेळी या įरगमरोलमधून जात आहोत y 
काय?  तुʉाला खरोखरच एक सामाɊ िविशʼता Ůमेय आवʴक आहे सामाɊ िविशʼता Ůमेय जो थेट शेʚमधून वापरला जाऊ शकतो 
तुʉी िविशʼता Ůमेय उचलता अशा िविशʼतेचे Ůमेय िसȠ करǻाचे महȇ आता आमǉावर हळूहळू िदसून येत आहे आिण आʉी असे 
एकी कसे िसȠ कŝ?  Ɠेनेस Ůमेयांचा मुȞा मला सांगायचा आहे की आʉी नुकतीच तयार केलेली ही उदाहरणे तकाŊची िविशʼ मॉडेʤ 
आहेत जी तुʉाला िविशʼतेचा पुरावा देईल Ůमेय कʙना ʉणजे िवभेदक असमानता िमळवणे आिण नंतर आʉी एक िनराकरण करतो 
ȑाŮमाणे पुढे जाऊ.
 रेखीय िवभेदक समीकरण आिण आʉी सामाɊ अİˑȕ Ůमेय िसȠ करणार नाही परंतु मुƥ घटक खालील ˠाइडमधील कʙना 
आहेत ʉणून समजा चा मȯांतर वर नॉन-ऋणाȏक कायŊ आहे जसे की चा पेƗा कमी िकंवा समान आहे  t f ab t f a plus 

असमानता 4.b integral a to t fsds 
4 हे गृिहतक आहे आिण İ̾थरांक आहेत आिण गैर-ऋणाȏक आहेत तर िनʺषŊ असमानता आहे 4.a b f 
5 ʉणजे ǉा पेƗा कमी िकंवा ǉा घातांकाǉा ǉा समान वजा या पुराʩाची कʙना  तंतोतंत समान आहे 4.t f b t 
4 ǉा उजʩा बाजूस कॉल करा कारण चे कॅिपटल चे कॅिपटल चा चे कॅिपटल ए ɘस इंिटŤल ते नंतर t f f t b a tfsds 
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लƗात ƽा की थोडे हे कॅिपटल पेƗा कमी िकंवा समान आहे थोडे पेƗा कमी िकंवा आहे  ते कॅिपटल आिण f f f equ al f 
कॅिपटल चे थोडेसे मूʞमापन केलेले ʉणजे भांडवल f a a 4.
7 तुʉी पुढे काय कराल फरक करा 4.
6 फरक करा 4.
6 तुʉाला Ȫारे समान बरोबर काय िमळेल बरोबर तुʉी 4.df dt bf 

Ȫारे समान फरक करǻासाठी कॅʌुलसचे मूलभूत Ůमेय वापरता  गुिणले थोडे पण गुिणले थोडे हे पट 6 df dt b f b f b 
भांडवल पेƗा कमी िकंवा समान आहे तुʉाला िवभेदक असमानता िमळाली आहे तुʉी रेखीय समीकरणाŮमाणेच पुढे जाल ǛाŮमाणे f 
तुʉी िवभेदक समीकरण ने गुणाकार करा  बरोबरीचे भांडवल आिण नंतर ते समािवʼ करा तुमǉा e af of little a a 

मȯे तुʉाला चा ǉा घातांकात वजा मȯे वजा पेƗा थोडा कमी िकंवा समान आहे जे आʉाला िसȠ integral f t b t a 
करायचे आहे ʉणून या ʩायामाचा पुरावा आहे  या छोǨा िनकालाचा पुरावा अगदी ȑाच पȠतीचे अनुसरण करतो आिण िविशʼतेǉा 
Ůमेयाǉा पुराʩामȯे हा एक महȇाचा घटक आहे ʉणून आता आपण या ʩाƥानमालेǉा पुढील भागाकडे आिण शेवटǉा भागाकडे 
वळू.
  ही ʩाƥान मािलका आहे पŐडुलम अˢ̾थपणे वेळेǉा अस˨ माचŊला िवरामिचɎे करत िफरत राहतो
 ȑामुळे पŐडुलम झोकत राहतो आिण ते आपʞासाठी वेळेचे मȯांतर कॅिलŰेट करते असे िचɎांिकत करते, ʉणून आपण मागे जाऊ 
आिण समीकरण वगŊ अिधक ने आठवूया  बरोबर 0 ʉणजे समीकरण 4.d2y dt g overl sine y 
9 आहे आता आपण काय कŝ या समीकरण 4.
9 ला ǉा गुणाकाराने ने गुणाकार कŝ या काय होईल तुʉाला ने ने वगŊ िमळेल ठीक आहे तर 2 Ūोचा dy dt dy d 2 y dt 
घटक टाका 2 ǉा फॅƃरमȯे तुʉाला 2 डॅश दुहेरी डॅश िमळेल 2 डॅश दुहेरी डॅश काय आहे जर तुʉी डॅश ˍेअरमȯेy y y y y 
फरक केला तर तुʉाला काय िमळणार आहे जर तुʉी डॅश ˍेअरमȯे फरक केला तर तुʉाला 2 डॅश दुहेरी िमळेल डॅश y y y 
पुढील टमŊ मȯे डॅश पहा.sine y y 
 तुʉी मȯे डॅश कसे िमळवाल तुʉी वजा मȯे फरक कराल तर तुʉी वजा मȯे फरक केला तर sine y y cos y cos y 
तुʉाला 

डॅशमȯे िमळेलy sine y 
 ȑामुळे तुʉी िवभेदक समीकरण 4.
9 गुणाकार केʞास काय होईल Ȫारे  जेʬा तुʉी समीकरण 4.y prim e 
9 चा Ůाइम ने गुणाकार करता तेʬा समीकरणाची डावी बाजू अचूक डेįरʬेिटʬ बनते जी तुʉी पुढील िड̾ɘेमȯे ǉा y d dt dt 
ǉा ˠाइडमȯे पूणŊ वगŊ वजा 2 बाय कोसाइन आहे  0.dt g l y 
 तर हे समाकिलत करा आिण तुʉाला पयōत िमळेल संपूणŊ वगŊ वजा 2 पुɎा मी dt dy g by l cosine y equals e 
एकाȏतेǉा İ̾थरतेसाठी अƗर वापरतो तेथे गितज उजőचे Ůितिनिधȕ करणा̴ या e 4.
10 मधील संǒा ओळखǻाचे ˙ʼ कारण आहे.
 
आिण संभाʩ उजाŊ ही पिहली टमŊ Ȫारे ˍॉडŊ हा कसा तरी गितज ऊजőशी संबंिधत आहे आिण दुसरी टमŊ संभाʩ उजőशी dy dt 
संबंिधत आहे तुʉाला कदािचत ती काही İ̾थरांकाने गुणाकार करावी लागेल, तुʉाला कदािचत एक िविशʼ İ̾थरांक जोडावा लागेल परंतु 
मूलत:  समीकरण 4.
10 हे उजőǉा संवधŊनाचा िनयम सांगते आिण आपण समीकरण 4.
10 चा संदभŊ ऊजाŊ समीकरण ʉणून घेणार आहोत Ǜाला आपण ऊजाŊ समीकरण ʉणणार आहोत ठीक आहे आता आपण Ůारंिभक 
िलšया अटी ǉा 0 ǉा 0 ǉा बरोबरीǉा आिण चा Ůाइम 0 ǉा बरोबरीǉा जेथे हा एक सकाराȏक İ̾थरांक आहे याचा y y c c 
अथŊ काय याचा अथŊ लोलक मȯ ̾थानापासून कोनीय वेगाने सुŝ होतो Ůारंिभक टोकदार गतीसह तुʉी जो धſा Ȩाल  मȯवतŎ c c 
̾थानावŝन पŐडुलमला थोडासा धſा Ȩा आिण पŐडुलम दोलन सुŝ होईल या Ůारंिभक पįरİ̾थती ऊजाŊ समीकरणामȯे समािवʼ करा, 
तुʉाला ऊजाŊ समीकरण 4.
10 पुट टी इƓल टू 0 पुट टी इƓल टू िझरो Ȫारे येथे इƓल टू शूɊ आहे  आिण जेʬा वेळ शूɊाǉा dy dt t c cos y t 
बरोबरीचा असतो शूɊ असतो जे एक समीकरण चार िबंदू दहा फƅ वाचते वगŊ वजा 2 समान ʉणून आहे cos c g by l e e c
वगŊ वजा 2 तेच मी ʉणत आहे ʉणून बरोबर आहे 4.g by l 
10 उजाŊ समीकरणाची हाताची बाजू वगŊ वजा 2 ने ने बदलली आहेc g l 
 ȑामुळे पुढील गोʼ ʉणजे उजʩा बाजूला कोसाइन टमŊ घेणे आहे जर तुʉी समीकरण 4.
12 मȯे उजʩा बाजूला कोसाइन संǒा घेतली 
तर िद.
पयōत संपेल  संपूणŊ वगŊ समान वगŊ वजा 2 मȯे 1 वजा आता िũकोणिमतीय ओळख आठवा 1 वजा हा c g by l cos y cos y 

वगŊ 2 sine y by 2.
 ʉणजे तुʉाला पयōत िमळेल संपूणŊ वगŊ वर वगŊ वजा 4 ˍेअर समीकरण 4.dt dy l c g sine y by 2 
13 आता तुʉी समीकरण 4.
13 पाš शकता आिण तुʉाला आनंद होईल कारण तुʉाला Ůथम ऑडŊर िडफरŐ िशयल समीकरण समीकरण 4.
13 हे फ Ŋː ऑडŊर िडफरŐ िशयल समीकरण आहे आमचे ताǽाळ आवेग वगŊमूळ घेणे आिण ला ʉणणे असेल.dt dy 

वगाŊचे वगŊमूळ वजा 4 वगŊ आिण ते एक वेįरयेबल िवभाजीत समीकरण आहे.  c g by l sine y by 2 
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 आʉाला खूप आनंद आहे की आʉी चल वेगळे कŝ शकतो आिण आʉी समाकिलत कŝ Ǜाची तुʉी गणना कŝ शकत नाही आिण 
तो अिवभाǛ लंबवतुŊळाकार अिवभाǛ आहे ʉणून मी काही ʩाƥानांपूवŎ उʟेख केलेला लंबवतुŊळाकार अिवभाǛ येथे एका पŐडुलम 
समीकरणाǉा संदभाŊत िदसून येतो ʉणून आपʞाकडे पयōत संपूणŊ वगŊ आहे  लाल वजा 4 ˍेअर dt c squa g by l sine 
y by 2.

 ȑामुळे चा िबंदू आहे जो धनाȏक आहे तेʬा ʩुȋɄ बरोबर 0 धन आहे आपण दोɎी बाजंूचे 4.y c t 
13 चे धनाȏक वगŊमूळ घेऊ आिण आपण ने िमळवू.dy 

हे वगाŊचे वगŊमूळ वजा 4 वगŊ ǉा बरोबरीचे आहे Ǜाला 4.  dt c g by l sine y by 2 
13 अिवभाǛ 4.
13 अिवभाǛ असे संबोधǻात आले आहे 4.
13 अिवभाǛ हे एक चल िवभाजीत समीकरण आहे आिण आपण नेहमीǉा पȠतीने पुढे जाऊया आपण वगŊ वजा 4 ǉा वगŊमूळानेc g 
4.
13 अिवभाǛ भाग करतो.

ˍेअर Ȫारे 2 आिण नंतर ǉा संदभाŊत 0 ते मȯांतर 0 ǉा बरोबरीǉा ǉा 0 ǉा बरोबरीचे लƗात घेऊन   l sine y t t y 
दोɎी बाजू एकũ करा.
 तर आपʞाला काय िमळेल वगŊ वजा 4 ǉा वगŊमूळानुसार 0 ते िमळेल वगŊ c ydy g by l sine y by 2 equals t 
आता आपण ठेवतो चा अधाŊ भाग 2 समान िकंवा Ȫारे 1sine y by 2 equals u cos y dy du dy equals 2 du 
वजा वगाŊǉा वगŊमूळाचा आिण शेवटचा अिवभाǛ भाग ˠाइडचे ŝपांतर बरोबर 2 वर इंिटŤल 0 ते ने 2 u t c sine y du 
भािगले 1 वजा वगŊ वगŊ वजा ˍेअर हे शेवटचे ŮदिशŊत केलेले अिवभाǛ एक लंबवतुŊळाकार अिवभाǛ आहेk u i  nto 1 u 
 ȑामुळे आʉी नैसिगŊकįरȑा पŐडुलम समीकरणाǉा अɷासात लंबवतुŊळाकार अिवभाǛांकडे नेले जाते कारण आʉी लंबवतुŊळाकार 
अिवभाǛांचा अɷास कŝ शकत नाही आʉी तपासणीची ही ओळ सोडून िदली पािहजे आिण आʉी पूणŊतः  पूणŊ केले पािहजे.
  िभɄ मागाŊने हे 4.
13 ʬेįरएबʤǉा पृथſरणाǉा पȠतीȪारे सोडवǻाचा कोणताही Ůयȉ तुʉाला अडचणीत आणणार आहे, आता आपण हे 
लंबवतुŊळाकार अिवभाǛ सोडू आिण िवभेदक समीकरण न सोडवता समाधानाचे गुणाȏक वतŊन समजून घेǻाचा Ůयȉ कŝ.
 भूतकाळातील िवभेदक समीकरणांची कʙना अशी आहे की आपण ˙ʼपणे िवभेदक समीकरण न सोडवता समाधानांबȞल मािहती 
िमळवǻाचा Ůयȉ केला पािहजे ʉणून आपण असे गृहीत धŝ की वगŊ 4 पेƗा मोठा आहे आपण गृहीत धŝ की वगŊ 4 पेƗा c g l c 
मोठा आहे.

आिण 4.  g by l 
13 ǉा उजʩा बाजूकडे पहा 4.
13 ची उजवी बाजू कधीही 0 होऊ शकत नाही कारण असʞास  पेƗा मोठा आहे कारण उणे c squ ared 4 g by l sine 
1 आिण 1 ǉा दरʄान आहे 4.
13 ची उजवी बाजू उघडपणे कधीही शूɊ नाही आिण ʉणून Ȫारे ʩुȋɄ ने नेहमी समान िचɎ ठेवले पािहजे ते नेहमी dt dy 
सकाराȏक िकंवा ते नेहमी नकाराȏक असले पािहजे आिण सुŜवातीला 4.
11 वर पहा ʩुȋɄ सुŜवातीला सकाराȏक होते ʉणून ते कायमचे सकाराȏक असले पािहजे
 ȑामुळे ʩुȋɄ नेहमी सकाराȏक असते याचा अथŊ असा की चे हे वेळेचे मोनोटोन वाढणारे फंƕन असले पािहजे आिण पांढरे t y 
फंƕन ǉा संदभाŊत मोनोटोन वाढते आहे.t 
  4.
13 ची हाताची बाजू 4.
13 वर परत जाऊ या 4.
13 सवाŊत खालची कोणती आहे जी 4.
13 ची उजवी बाजू सवाŊत कमी बनू शकते वगŊ वजा बाय c 4g l 4.
13 4.
13 ची उजवी बाजू कमी आहे जेʬा साइन फॅƃर 1 असेल आिण वगŊ वजा 4 धन आहे ʉणा याला वगŊ ʉणा मग आपण c g by l 
काय पाहतो तर जर आपण वगŊ वजा 4 हा वगŊ ʉणून ठेवला तर आपʞाला िदसेल की नेहमी पेƗा मोठाc g by l dy by dt a 
िकंवा समान असावा
 ȑामुळे मोठा असणे आवʴक आहे ǉा ǉा पेƗा िकंवा बरोबरीने वाढणे हे केवळ मॉनोटोनच नाही तर ते 80 इतके y of t t y 
वेगाने वाढते आहे ते 80 पेƗा मोठे िकंवा बरोबर आहे आिण जसजसा काळ पुढे जाईल तसा कोन वाढतच जाईल आिण तो पुढे जाईल 
अनंत पण हा एक कोन आहे हे लƗात ठेवा पŐडुलम İˢंग करत आहे आिण ʉणून Ůथम कोन 0 वŝन 2 पयōत जाईल आिण नंतर 2 pi 

पासून तो 4 बाय 8 वर जाईल जेणेकŝन ते काय ʉणत आहे की पŐडुलम कायŊ करत आहे  गोलाकार हालचालpi pi 6 pi 
 ȑामुळे पŐडुलम इतका मोठा आहे की पŐडुलम वरǉा बाजूने जातो आिण वतुŊळ पूणŊ करतो आिण तो वतुŊळाकार हालचाली करत c 
राहतो
 ȑामुळे एका सकŎटनंतर कोन 2 ते 4 अंतरालमȯे जातो दुस̴या सिकŊ टनंतर तो मȯांतरात जातो  4 ते 6 आिण pi pi pi pi 
असेच जर ˍेअर 4 पेƗा मोठा असेल तर पŐडुलममȯे खूप ऊजाŊ असेल ती वतुŊळाकार हालचाल कŝ लागते पुढे वगŊ 4c g by l c 

पेƗा कमी असʞास काय होते ते पाš आिण येथे मी तुʉाला काही अगदी सोɗा गोʼी देणार आहे  ई कॅʌुलस ʩायामg by l i  
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दशŊिवते की ने कोनीय वेग हा काही वेळेस 0 झाला पािहजे आिण ने काही वेळेस कमाल गाठली पािहजे की िविशʼ कमाल dt dy yt 
मूʞ पŐडुलमचे मोठेपणा असेल आिण Ǜा वेळी ते घडेल तो वेळ असेल  एक चतुथाōश कालावधी आिण
 ȑामुळे पŐडुलमचा कालावधी 4 पट असेल शूɊ आता समजा नाही समजा असे घडले नाही ʉणजे ʩुȋɄ कधीच 0 नाही तर काय t 
होईल जर ʩुȋɄ कधीही 0 नसेल तर पुɎा चा हा मोनोटोन असणे आवʴक आहे  पूवŎŮमाणे वाढत आहे पण यावेळी चा t y t y 
पाई पयōत पोहोचू शकत नाही कारण चा पाई पयōत पोहोचला तर ȑा िविशʼ िबंदूवर चा वगŊ होईल कारण चा t y y y 2 1 y 2 

असेल आिण साइन पाई 2 ने 1 असेल आिण नंतर  4.pi 2 
13 ची उजवी बाजू वगŊ वजा 4 होईल परंतु वगŊ हा 4 पेƗा कमी असेल लƗात ठेवाc g by l c g by l 
 ȑामुळे 4.
13 ची उजवी बाजू ऋणाȏक झाली आहे परंतु डाʩा हाताची बाजू एक चौरस आहे आिण हा िवरोधाभास आहे Ǜामुळे ते शƐ नाही.
  असे घडते पŐडुलमचा कोन चा कधीच पयōत पोहोचू शकत नाही ʉणून आपण पाहतो की चा मोनोटोन वाढत आहे t y pi t y 
आिण तो ǉा जवळ कुठेही येत नाही ʉणून ला ǉा अनंतापयōत काही मयाŊदा असणे आवʴक आहे.pi t y 
  एक मयाŊदा अʚा जसा अनंताकडे झुकतो लƗात ठेवा मोनोटोन वाढणारे फंƕन एकतर अनंताकडे जाणे आवʴक आहे िकंवा t 
ȑाला मयाŊिदत मयाŊदा असणे आवʴक आहे ही मयाŊिदत मयाŊदा असू शकत नाही आिण ʉणून ती पेƗा कमी असणे आवʴकpi pi 
आहे जे आपण पािहले आहे परंतु आता िवभेदक समीकरण  ˢतः  ʉणते की ʩुȋɄ नंतर मयाŊदा असणे आवʴक आहे कारण 
डेįरʬेिटʬ बाय ˍेअर काय आहे ˍेअर वजा 4 बाय साइन ˍेअर बाय 2 ला मयाŊदा आहे ʉणून साइन dy dt c g l y y 
ˍेअर बाय 2 ला मयाŊदा आहे ʉणून उजʩा बाजूला  4.y 
13 ला मयाŊदा आहे दुस̴या शɨात डेįरʬेिटʬ ˍेअरची मयाŊदा आहे Ȫारे ˍेअरची मयाŊदा आहेdy dt 
 ȑामुळे Ȫारे ला मयाŊदा आहे कारण ती नेहमीच सकाराȏक असते ʉणून तुʉाला अशी पįरİ̾थती आली आहे िजथे तुʉाला dy dt 
एक फंƕन िमळाले आहे जे मयाŊदेपयōत जाते आिण ʩुȋɄालाही मयाŊदा असते पण िवचार करा  भौिमितक ̊̽Ǩा िवचार करा जे एका 
मयाŊदेपयōत İ̾थरावते कारण अनंतापयōत जातो याचा अथŊ आलेख चपळ आिण चपळ होत आहे ʉणून आʉी अपेƗा करतो की t 
डेįरʬेिटʬची मयाŊदा असʞास ती शूɊ असणे आवʴक आहे, जर ǉा  हे एक िभɄ कायŊ आहे जसे की ǉा आिण f t t f f 
Ůाइम ला मयाŊिदत मयाŊदा आहेत कारण अनंताकडे जातो तर ʩुȋɄ अिनवायŊपणे शूɊावर जाणे आवʴक आहे मी फƅ हे t t 
तुʉाला भूिमतीयįरȑा समजावून सांगतो कारण ǉा ला मयाŊदा आहे याचा अथŊ आलेख बनत आहे  Ɨैितज ते चपळ आिण चपखल t f 
होत आहे आिण
 ȑामुळे ʩुȋɄ जर मयाŊदा असेल तर ती ŮȑƗात शूɊ असणे आवʴक आहे परंतु तुʉी कॅʌुलस वापŝन ते कठोरपणे िसȠ कŝ 
शकता का, मी िशफारस करतो की तुʉी सरासरी मूʞ Ůमेय वापŝन हे करा, भौिमतीयावर अवलंबून न राहता आपण सरासरी लागू 
कŝया  अंतǒाŊन आपण कठोर तकाŊने ȑाचा बॅकअप घेऊ या मȯांतर ˢʙिवराम अिधक 1 ǉा अिधक 1 वजा ǉा t t f t f t
ǉा मȯांतरावर चे सरासरी मूʞ Ůमेय लागू कŝया काही साठी असणार आहे  आिण अिधक 1 ǉा दरʄान lagrange c t t 
पण अनंताकडे जाऊ Ȩा , हे सरासरी मूʞ Ůमेय आिण अिधक 1 ǉा दरʄान आहे, ʉणून कॅिपटल अनंतात जातो t c t t t 
ʉणून देखील अनंताकडे जातो आिण ʉणून आपʞाकडे c 

अिधक 1 चे समीकरण आहे  चा उणे समान अिवभाǛ डाʩा हाताची बाजू 0 वर जाते हे आपʞाला माहीत आहे t f t f f c 
कारण ला मयाŊदा आहे ʉणे ʉणून चा अिधक 1 जातो ǉा ला जातो ʉणून चा अिधक 1 वजा ला f l f t lf t f t f t 
जातो  0 ʉणून उजʩा बाजूची शूɊावर जाणे आवʴक आहेf prime c 
 ȑामुळे ʩुȋɄ अिनवायŊपणे शूɊावर जाणे आवʴक आहे ʉणून आपʞाला हे समजून घेǻाचे दोन िभɄ मागŊ िदले आहेत ʉणून आता 
आपण लोलकाकडे परत जाऊ या आपʞाला मािहत आहे की ǉा चे मोठेपणा मोनोटोन वाढत आहे  ते ǉा जवळ कुठेही t y pi 
येऊ शकत नाही ȑाची एक मयाŊिदत मयाŊदा असणे आवʴक आहे अशा बाबतीत ʩुȋɄ ला 0 वर जाणे आवʴक आहेy prime t 
जसे अनंताकडे जाते तर आपʞाजवळ असे काय आहे जे ला ǉा अनंततेकडे कल आहे  मयाŊिदत मयाŊदा अʚा जी पेƗा t t y pi 
कमी आहे आिण ǉा Ůाइमची मयाŊदा आहे आिण ही मयाŊदा आपण पािहʞाŮमाणे 0 आहे.t y 
 आता कुठे कŝ  आपण येथून पुढे जाऊन पाहतो की दुहेरी Ůाइम अिधक वर साइन आहे  ची मयाŊदा अनंताकडे y g l y 0  t 
असते परंतु कॅʌुलस लेमाने आता आपʞाला हे सांगणे आवʴक आहे की दुहेरी Ůाइम शूɊावर जाणे आवʴक आहे आिण ʉणून y 
पŐडुलम समीकरण आपʞाला पुɎा देईल की ची ची मयाŊदा शूɊ असणे आवʴक आहे ʉणजे अʚा शूɊ असणे आवʴक आहेt y 
परंतु  मग याचा अथŊ असा की पŐडुलम İ̾थर आहे तो अिजबात िफरत नाही आिण हा िवरोधाभास आहे, ʉणून आता ˙ʼ करा की 
शेवटǉा ʩायामात टी नॉट हा िबंदू ̾थािनक कमाल असणे आवʴक आहे हे सोपे आहे Ůथम ʩुȋɄ 0 आहे.
 परंतु दुसरा ʩुȋɄ काय आहे? पŐडुलमǉा मूळ समीकरणाकडे परत जा   डोलायला लागतो  ते जाˑीतजाˑ पोहोचते आिण नंतर ȑाला 
परत İˢंग करावे लागते कारण ते ȑापलीकडे जाऊ शकत नाही आिण नंतर कोणीतरी पुɎा असा युİƅवाद कŝ शकतो की ȑाचे 
िकमान मूʞ असणे आवʴक आहे 
परंतु जाˑीत जाˑ मूʞ काहीतरी आिण िकमान मूʞ दुसरे काहीतरी असǻापासून Ůितबंिधत करते.
 60 अंश ʉणता येईल कदािचत िकमान मूʞ उणे आहे मला हे कसे मािहत आहे की ते उजवीकडे ȑाच Ůमाणात वळते जसे ते डावीकडे 
वळते सम˟ा Ţमांक पाच सम˟ा Ţमांक पाच तुʉाला सांगते की िकती Ůमाणात आहे  ते उजवीकडे जाते िततकेच आहे Ǜा Ůमाणात ते
डावीकडे जाते कारण आपण ʉटले आहे की शूɊाचा शूɊ आहे आिण ʉणून समाधान हे िवषम कायŊ असले पािहजे येथे आपण y 
िविशʼतेǉा Ůमेयाला आवाहन करतो जे आपण िसȠ केलेले नाही.
 िविशʼता Ůमेयाचा 
वापर न करता आपण ʩायाम 6 देखील सोडवू शकतो, िविशʼता Ůमेय जरा वेगʨा Ůकारे आपण उजाŊ समीकरण वापरतो ते पाš,
 ȑामुळे जाˑीत जाˑ मोठेपणा अʚा आिण िकमान ए̱ɘीǨूड आहे असे गृहीत धŝ.
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 आयǨूड वजा बीटा आहे ʉणून पयōत ऊजाŊ समीकरण पहा संपूणŊ वगŊ वगŊ वजा वर साइन ˍेअर बाय 2.dt c 4g l y 
 परंतु जेʬा अʚा िकंवा वजा बीटा मूʞे घेतो तेʬा डाʩा हाताची बाजू 0 असते कारण अʚा कमाल आहे  आिण वजा बीटा िकमान y 
आहे आिण ʉणून आपʞाला ˍेअर वर साइन ˍेअर अʚा 2 बाय 2 आिण ˍेअर वर साइन ˍेअर बीटा 2 c 4g l c 4g l 
वर िमळेल.

 ȑामुळे दोन गोʼीचें समीकरण केʞास आपʞाला साइन ˍेअर अʚा बाय 2 बरोबर साइन ˍेअर िमळेल  बीटा बाय 2 Ǜावŝन 
आपण अʚा इƓल टू वजा बीटा काढतो Ǜामुळे सम˟ा Ţमांक 6 ची चचाŊ पूणŊ होते 
जेणेकŜन तुʉाला कळेल की जर ˍेअर 4 पेƗा कमी असेल तर पŐडुलम दोलन गती दशŊिवतो ते उजवीकडे जाते आिण c g by l 
नंतर ते  परत येतो आिण ȑाǉाकडे िकमान असते आिण ते पुɎा पुढे जायला लागते आिण ते दोलन गती कायाŊİɋत करते, तर जर वगŊ c 

ने पेƗा मोठा असेल तर ते वतुŊळाकार हालचाली चालवते4g l 
 ȑामुळे गंभीर मूʞावर काय होते वगŊ 4 c g by l wha.

असे घडते जर ˍेअर 4 बरोबर असेल तर असे होते की पŐडुलमला सवाŊत वरǉा िबंदूपयōत पोहोचǻासाठी कायमचा   t c g l 
वेळ लागतो कोन आपण याचा तपास केला पािहजे आिण असे घडते की नाही ते पहावे की या गंभीर Ůकरणात वगŊ चार ǉा pi c g 
बरोबरीचा असतो  Ȫारे आपण एकेरी नशीबवान आहोत आपण ŮȑƗात िवभेदक समीकरणाचे एकũीकरण पूणŊ कŝ शकतो, तर ते l 
कसे करायचे ते पाš या ʉणून लƗात ठेवा वगŊ 4 ʉणून समीकरणाकडे परत जा चार िबंदू एक तीन वगŊ चार c g by l c g by l
ʉणून चार Ťाम बाय हे सामाईक घेतले जाऊ शकते आिण आपʞाला एक वजा ˍेअर बाय दोन िमळतो जो कोसाइन l sin y 
ˍेअर बाय दोन असतोy 
 ȑामुळे 4.
13 हे समीकरण गंभीर केसमȯे खूप सोपे होते ʉणून आपʞाला 4.

ला समीकरण िमळाले.14 dy dt 
 संपूणŊ ˍेअर बाय ˍेअर 4g l  cos y by 2.
 आता िनरीƗण करा की चा Ůाइम टी नॉट बरोबर 0 बरोबर काही ठरािवक वेळी नॉट असेल तर शेवटǉा समीकरणाची उजवी y t 
बाजू तुʉाला देईल की नॉटचा आिण शूɊाचा अिवभाǛ असणे आवʴक आहे  0 असेल पण लƗात ƽा की t y pi t y const

फंƕन देखील पŐडुलम समीकरणाचे समाधान करते आिण ते सुŜवातीǉा अटी देखील पूणŊ  ant y of t identically pi 
करते 4.
15 आिण ʉणून पुɎा एकदा आपण सांिगतलेले नसलेले इʬेिसʬ युिनकनेस Ůमेय अपील होऊ शकते आिण आपण पाहतो की आपले 
समाधान İ̾थर समाधान होते परंतु ते आहे  तसे नाही कारण जर ते İ̾थर समाधान असेल तर ʩुȋɄ 0 असणे आवʴक आहे आʉी असे 
गृहीत धरत आहोत की आहे ʉणून आʉी असा िनʺषŊ काढतो की कधीही नाहीसा होत नाही आिण c 4 g by l y prime t 
आʉी 4.
14 ǉा दोɎी बाजंूचे धनाȏक वगŊमूळ घेऊ शकतो.
 िŢिटकल केस साठी ǉा बरोबरीचे दोनदा मूळ बाय बाय 2 आिण चे 0 बरोबर 0 असे खालील चल वेगळे dy dt g l cos y y 
करǻायोƶ समीकरण आहे.
 चला तर मग चल वेगळे कŝन समीकरण 4.
16 सोडवǻाचा Ůयȉ कŝया
 ȑामुळे ने आणा  2 डाʩा बाजूला आिण समाकिलत करा तुʉाला लॉग सेकंट अिधक टॅन िमळेल तुʉाला लॉग सेकंट बाय cos y y 
2 अिधक टॅन बाय 2 समान ŝट बाय उजʩा हाताची बाजू Ȫारे दशŊवा की ŝट Ȫारे तुʉी फƅ आिण Ȫारे y g lt s g lt s 
दशŊवा फƅ साधेपणासाठी  तु̱ ही थीटाला ने  ने बरोबर ठेवले तर शेवटचे समीकरण लॉग सेकंट थीटा अिधक टॅन थीटा इƓल टू y 2 s 
िकंवा सेकंट थीटा अिधक टॅन थीटा इƓल टू द पॉवर असे िलहीले जाऊ शकतेs 
 ȑामुळे सेकंट थीटा अिधक टॅन थीटा बरोबर ची पॉवर आहे  समीकरण 4.e 
17 पार˙įरक ƽा पर˙र ƽा आʉाला वजा ची पॉवर वजा जोडून secant theta tan theta equals e to e s 
वजाबाकी केʞाने ǉा 1 अȯाŊ पॉवर अिधक ला पॉवर वजा ला अधाŊ भाग िमळतो  ǉा घात अिधक ते घात वजाe s e se e s e 

Ȫारे दशŊिवला जाईल हा चा अितपरवलियक कोसाइन आहे आिण नंतर s cosh x cosh s tan theta tan theta 
ʉणजे चा अधाŊ भाग वजा ते घात वजा आहे  हे हायपरबोिलक साइन आहे ʉणून आपʞाला हे समीकरण िमळाले आहे 4.e s e s 
19 सेकंट थीटा हायपरबोिलक कोसाइन आहे आिण टॅन थीटा हायपरबोिलक साइन आहे ʉणून आता आपण वाˑिवक डोमेनमȯे राšन 
जिटल डोमेनमȯे न जाता हायपरबोिलक फंƕɌ आिण िũकोणिमतीय फंƕɌमधील संबंध पाš शकतो.

िũकोणिमतीय फंƕɌ पासून हायपरबोिलक फंƕɌ पयōत ʬेįरएबʤǉा वाˑिवक बदलाȪारे 4. ss 
19 ने िदलेʞा ǉा फंƕन थीटाला एक नाव आहे ȑाला िŢːोफर गोरमांडǉा सɉानाथŊ Ťामेिनयन ʉणतात हे नाव आथŊर कॅले यांनीs 
1862 मȯे िदले होते याचा एक अितशय मनोरंजक इितहास आहे  िŢːल बीजगिणत खंड 2 ǉा पृʿ 312 मȯे चांगला रोमािनयन 
आढळू शकतो जो 1900 ǉा दशकात Ůकािशत झाला होता खरं तर ते 1900 ǉा दशकापूवŎ Ůकािशत झाले आहे ही नंतरची आवृȅी 
आहे काटŖŤाफी आिण नेİʬगेशनमȯे चांगʞा रोमािनयनचे उलटे िदसते हे लƗात ठेवा की आʉी चचाŊ करत असताना आʉाला आधीच 
काटŖŤाफीचा सामना करावा लागला आहे ऑथŖगोनल टŌ ॅजेƃोरीज आिण पुɎा काटŖŤाफी येते आिण ते मकő टसŊ Ůोजेƕनǉा संबंधात 
काटŖŤाफी आिण नेİʬगेशनमȯे येते
 ȑामुळे मेįरकेटर काय बांधǻाचा Ůयȉ करत होता तो नकाशा तयार करǻाचा Ůयȉ करत होता तो एक नकाशा तयार करǻाचा Ůयȉ 
करत होता Ǜामȯे गोलाकार लोƛोडŌ ोम िमळतात  तुमǉा िवमानाǉा नकाशावर नकाशावर सरळ रेषा ʉणून मॅप केलेले 
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चांगले तुʉी मला िवचाराल की लॉक काय आहे दाखवलेʞा खोʞा मी तुʉाला समजावून सांगू दे आता हे पृțीवरील loxodromes 
वŢ आहेत की ते एकाच कोनात रेखांश कापतात व वŢ सवŊ रेखांश एकाच कोनात İ̾थर कोनात कापतात असे वŢ महȕाचे का आहेत ते
महȕाचे आहेत कारण  लƗात ठेवा की नेİʬगेशनǉा संदभाŊत जहाजे जहाजे ही Ůचंड शİƅशाली वˑू आहेत जेʬा तुʉाला महासागर 
ओलांडून एका िबंदूपासून दुस̴या िबंदूपयōत जायचे असेल तेʬा तुʉाला असे वाटेल की सवाŊत लहान मागŊ ʉणजे सवाŊत लहान मागŊ ʉणजे
दोन िबंदंूना जोडणारे मोठे वतुŊळ.
  पृțीचा पृʿभाग पण सम˟ा अशी आहे की जेʬा तुʉी मोǬा वतुŊळाǉा बाजूने Ůवास करता तेʬा मोठे वतुŊळ रेखांशांना ȑाच कोनात 
छेदत नाही तर छेदनिबंदूचा कोन बदलत राहतो
 ȑामुळे जहाजाची िदशा सतत चालवावी लागेल.
 सतत बदलत राहणे आिण जहाजासारƥा बलाǳ वˑूसह ते करणे खूप कठीण आिण खूप महाग आहे
 ȑामुळे जहाजे Ůवास करत नाहीत.

महान वतुŊळांसह ȑाऐवजी ते लोƛोडŌ ोम वŢांसह Ůवास करतात जे रेखांश समान कोनात कापतात ʉणून आता जर तुʉी पृțीǉा el 
पृʿभागावर लॉक िसंडŌ ोम घेतला तर ते तुमǉा िवमानाǉा नकाशावर काय अनुŝप असेल नकाशा हा एक ɘॅनर ऑɥेƃ आहे Ǜावर 
छापलेला आहे.
  कागदाची शीट आिण मकő टर नकाशा अशा Ůकारे तयार करǻाचा Ůयȉ करीत होता की जगावरील हे लोƛोडोम नकाशावरील सरळ 
रेषांशी जुळतील अशा Ůयȉात ȑाला चांगʞा रोमािनयन फंƕनचा हा उलटा सामना करावा लागला 
ʉणून मी तुʉाला दोन देईन यापैकी एकाचे संदभŊ जॉन मॅƑेरीǉा पुˑक भूिमतीǉा धडा आठʩा आधी उद्धृत केले आहेत िभɄ 
̊िʼकोनातून मी या पुˑकाचा उʟेख केला आहे आिण दुसरे पुˑक मी नमूद करेन ते ʉणजे एचएल रेि˘कॉफ आिण रो वेʤ गिणत 
आिण सɷता हे अितशय मनोरंजक पुˑक आहे.
 एक अितशय मनोरंजक पुˑक तो नेİʬगेशन गिणत आिण नेİʬगेशन बȞल देखील बोलतो की कॅʌुलस नेİʬगेशनल सम˟ांमȯे कसे
येते ʉणून येथे चांगʞा वर काही ʩायाम आहेत मॅिनयन दाखवा की चा थीटा 2 टॅन ʩुǿम आहे ǉा पॉवर उणे बायro s e s pi 
2 आिण दाखवा की चांगले रोमािनयन हे एक िवषम फंƕन आहे आिण एक वाढणारे कायŊ आहे कारण या सम˟ेचा संबंध आहे तोपयōत 
तुमǉासाठी खूप कमी आहे ǉा या समीकरण थीटामȯे फरक करा तुʉी ताबडतोब 2 टॅन ʩुǿम शɨात फरक करा जे 2 वर 1 s 
अिधक ते पॉवर 2 ते मȯे पॉवर जे ˙ʼपणे सकाराȏक आहे आिण ʉणून हे एक वाढते कायŊ आहे की ते कसे तपासाल  e s e s 
िवषम फंƕन ǉा जागी ने वजा ने बदला ने वजा करा तुʉाला चा 2 टॅन ʩुǿम ची पॉवर वजा िमळेल पण s s s s s e s s e
ǉा घात वजा ची ʩुǿम ते ǉा 1 वर ǉा ʩुǿमाचे ʩुǿम काय आहे  पॉवर ला पण ई चा पॉवर s tan s e e tan s s pi
बाय 2 वजा टॅन ʩुǿम ǉा पॉवरचा कॉट ʩुǿम काय आहे आिण 2 गुिणले बाय 2 हा होईल आिण वजा बायe pi pi pi pi 2 
2 हा होईल .pi 

 ȑामुळे उणे चा पाई बाय 2 वजा 2 टॅन ǉा घात ची घात आहे जी थीटाची वजा आहे चे थीटा हे िवषम कायŊ आहेtheta  s e s s 
पुढील सम˟ा खूप मनोरंजक आहे कारण मȯे िदसलेली सम˟ा मȯे िदसली ती ʉणजे j 2014 j 2014 cosecant theta
ला पॉवर 17 मȯे समाकिलत करणे आता जेʬा तुʉी ची िवषम पॉवर घेता आिण  कोसेकंटची एक िविचũ शƅी तुʉाला secant 
मािहत आहे की तुʉी भागांȪारे एकũीकरण सुŝ केʞास तुʉाला ते वारंवार करावे लागेल आिण ते मजेदार होणार नाही 
ʉणून तुʉाला भागांȪारे पुɎा पुɎा एकũीकरण टाळǻाचा मागŊ हवा आहे.
 कोसेकंटची िवषम शƅी िकंवा सेकंटची िवषम शƅी एकिũत करǻासाठी चांगला रोमािनयन तुʉाला हे करǻास मदत करेल इतके 
सेकंट थीटा ते पॉवर 17 डी थीटा तर तुʉी हे कसे कराल ते सेकंट थीटा अिधक टॅन थीटा ǉा बरोबरीने ठेवा पॉवर तर तुʉाला e s 
काय िमळेल तुʉाला सेकंट थीटा अिधक टॅन थीटा बरोबर ǉा पॉवर ʉणून आʉाला सेकंट थीटा िमळेल हायपरबोिलक e s 
कोसाइनǉा बरोबरीने ʉणून फरक करा ʉणजे सेकंट थीटा टॅन थीटा डी थीटा हायपरबोिलक साइन टाइʈ इतका सेकंट असेल  ds 

हायपरबोिलक साइन एसटीएसला टॅन थीटाने भागले जाईल परंतु टॅन थीटा हायपरबोिलक साइन theta d theta wi  
एसडीएसǉा समान असेल ʉणून सेकंट थीटा डी थीटा ǉा बरोबरीचा असेल तर तुमचा पॉवर 17 थीटा डी थीटा हा पॉवर 16 चा ds 
अिवभाǛ सेकंट होईल जो हायपरबोिलक कॉस टू आहे  पॉवर 16 वेळा आता एकũीकरणाची मयाŊदा समािवʼ कŝ या s ds 
समीकरण हे समीकरण लƗात ठेवूया ʉणजे 0 ǉा बरोबरीचा असेल secant theta equals cosh s s theta 0 
आिण लॉग 2 अिधक ŝट 3 ǉा समान शी संबंिधत असेल .theta equal to pi by 3 s 
  तुमǉासाठी हे तपासणे सोपे आहे
 ȑामुळे इंिटŤल 1 वर 2 ते पॉवर 16 0 ला लॉग 2 ɘस ŝट 3 ई पॉवर ɘस ई मȯे पॉवर मायनस पॉवर 16 डीएस वर वाढवलेले s s 
1 वर 2 मȯे ŝपांतįरत होईल आिण  हायपरबोिलक कॉस हे फƅ ई ते पॉवर अिधक ते पॉवर वजा पयōत आहे आिणs e s 2 
 ȑामुळे तुʉी िȪपद Ůमेयाने ȑाचा िवˑार कŝ शकता हे खूप सोपे आहे िवशेषतः  जेʬा तुʉाला िनिʮत अिवभाǛ आढळतात तेʬा 
तुʉाला भागांȪारे वारंवार एकũीकरण करावे लागत नाही आिण िमलरली तुʉी si  cosecant theta to the power 17
येथे तुʉी मायनस बरोबर टाकू शकता .cosecant theta cot theta e to the power 
 िनʺषŊ काढǻासाठी मी तुʉाला िवभेदक समीकरणांǉा अनेक मनोरंजक भागांमधून नेले आहे आʉी बरीच भौिमितक उदाहरणे 
पािहली आʉी भौितकशा˓ातील उदाहरणे पािहली आʉी जीवशा˓ातील उदाहरणे पािहली आʉी ऑथŖगोनल टŌ ॅजेƃोरीज पािहली 
आʉी अनेक ऍİɘकेशɌ पािहले आʉी खगोलशा˓ाकडे पािहले आिण ȑासारƥा गोʼी आिण  मी तुʉाला बरेच संदभŊ िदले आहेत 
आिण मी तुʉाला आणखी दोन संदभŊ देईन आिण पिहला संदभŊ हे अनुŮयोग आिण ऐितहािसक नोट्ससह जीएफ िसमɌ िडफरŐ िशयल 
इƓेशɌचे एक अितशय संुदर पुˑक आहे, दुसरी आवृȅी टाटा मॅकŤॉ-िहलने Ůकािशत केलेली ितसरी आवृȅी आहे.
  सुȠा बाहेर आली आहे पण दुसरी आवृȅी आमǉा उȞेशांसाठी पुरेशी आहे हे खूप चांगले पुˑक आहे ऐितहािसक िनबंध वाचून आनंद 
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झाला Ůƥात गिणतǒांवर Ůथम 80 पृʿे वाचन आनंददायक बनवतात िवȨाȚाōसाठी िवȨाȚाōसाठी ते आपʞासाठी Ůवेशयोƶ आहेतys 
भूिमती वŢांचे असंƥ ऍİɘकेशɌ टू Ţोहन सम˟ा आिण ऑथŖगोनल टŌ ॅजेƃोरीजǉा शाखांचा पाठपुरावा करǻासाठी उपलɩ आहेत
 ȑामुळे पुˑक भारतीय आवृȅीत उपलɩ आहे आिण दुसरे पुˑक Ǜाचा मी उʟेख कŝ इİǅतो ते ʉणजे İ˙ʬाकचे İ˙ʬॅƛ 
कॅʌुलस हे अितशय संुदर िलिहलेले पुˑक आहे ते कॅʌुलसवर काळजीपूवŊक िलिहलेले पुˑक आहे आिण अȯाय 17 वर तुʉाला 
Ɋूटनǉा गतीǉा िनयमांमधून केɘरǉा िनयमांची ʩुȋȅी िदसेल आिण ते 1994 मȯे Ůकािशत झाले होते.

 ȑामुळे आता आमचा Ůवास संपला आहे आिण मला आशा आहे की िभɄ समीकरणांǉा जगात तुʉी या Ůवासाचा आनंद घेतला असेल 
मला िनरोप Ȩायला आवडेल पण असे करǻापूवŎ अनेक लोकांचे आभार मानताना मला आनंद होत आहे की मी आता असे करेन.
 Ůाȯािपका िनला नटराज , माझे सहकारी गिणत िवभागाचे Ůमुख 
आिण या कायŊŢमाचे आयआयटीबी समɋयक यांचे आभार मानून सुŜवात करा आिण  मला ही ʩाƥाने देǻाची संधी िदʞाबȞल मी 
िवशेषतः  ितचे आभार मानतो आिण िवशेषत: जेʬा माझा उȖाह कमी होत होता तेʬा ितǉा सतत ŮोȖाहन आिण समथŊनासाठी ितने 
मला पुढे जाǻासाठी आवʴक असलेली Ůेरणा िदली आिण नंतर मी माझे आभार मानू इİǅतो  सहकारी Ůाȯापक शंतनू डे Ǜांनी हे 
İʬिडओ ऐकले आहेत ȑांनी ʩायामाȪारे आिण ȑांǉा Ůूफरीिडंगǉा पįरŵमपूवŊक कायाŊसाठी आिण मी समािवʼ केलेʞा दुŜ˒ांची 
खूप मोठी यादी मला िदʞाबȞल मी Ůोफेसर िवŢम गडरी यांचे आभार मानू इİǅतो.
 
अȑाधुिनक सुिवधांनी युƅ असा हा संुदर सीडी ːुिडओ आिण आयआयटी िदʟीचे Ůोफेसर नीलाūी चॅटजŎ जे या कायŊŢमाचे संयोजक 
आहेत, ȑाबȞल मी माǟा िवभागाचे पीएचडी िवȨाथŎ आिदȑ माहेʷरी यांचे आभार मानू इİǅतो Ǜांनी मला यासाठी मदत केली.
  आकडेवारी आिण शेवटचे आिण सवाŊत महȇाचे ʉणजे मी सतत काम करणा̴या आिण काम करणा̴या तांिũक कमŊचा̴यांचे मनापासून 
आभार मानू इİǅतो.
 सवŊ वेळ माǟा रोगराई सह आहे आिण ȑांचे मी खूप ऋणी आहे आिण ते ŵीमान तŜण नेगी आहेत ȑा सवाōचे मी आभार ʩƅ करतो 
आिण मी तुमचे आभारी आहे माǟा सवŊ िवȨाȚाōनी तुʉाला िनरोप िदला, तुमचे खूप खूप आभार 
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