
ഹേലാ, ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ׹െളുׯറിتു׺ പരآരയിെല അവസാനേ؋യും 
അവസാനേ؋യും ْപഭാഷണ؋ിേല്ׯ ഞ׹ൾ വരുؗു, അതിനാൽ ഇؗെ؋ ْപഭാഷണം ഞ׹ൾ ചില 
വിേരാധാഭാസ׹ളും അവസാന׹ളും േനാുׯം അെ׸بിൽ നി׹ൾ്ׯ താൽؚരّമുെ؇׸ിൽ ഒരു 
തലയായിരിׯാം, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഇ്ؗ ചർ׺ െചᅃٝ വിഷയ׹ൾ ഇനിؚറയുؗ ചില 
ഉപേയാഗ׹ളായിരിുׯം ഡിഫറൻഷّൽ അസമതٔ׹ൾ, എؗാൽ ഇത് നأൾ ലീനിയർ ഡിഫറൻഷّൽ 
സമവാകّ׹ൾ ഉപേയാഗി്׺ ْപവർ؋ി׺ രീതിേയാട് വളെര സാമّമുتതാണ്, തുടർ്ؗ അദٔിതീയ 
സിؑാؓ؋ിേല്ׯ ഒു؋േചരും, പേײ കൃതّമായി അവിെട എ؋ിب , െപൻഡുലം സമവാകّ؋ിന്െറ 
അദٔിതീയ സിؑാؓം ഞ׹ൾ ْപُാٝവിׯിب, ഞ׹ൾ ഈ ْപഭാഷണ പരآര ആരംഭിു׺ െപൻഡുലം 
സമവാകّം ഉരു؋ിരി؁ത്, അതാണ് നأൾ ഉരു؋ിരി؁ ആദّെ؋ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം, 
െപൻഡുലം സമവാകّം കുറു׺കൂടി സൂ٣ظമായി പരിേശാധി്׺ അവസാനിുׯം, തുടർ്ؗ കുറ്׺ 
ഉപസംഹാര കുറിؚുകൾ േനാׯാം, അതിനാൽ ഡിഫറൻഷّൽ അസമതٔ׹ൾ എ׹െന 
ഉപേയാഗിׯാെമ്ؗ നമു്ׯ ഇേؚാൾ േനാׯാം. ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം 4.1 സമം െയ dy by dx y x 
 ൾ ഈ ഡിഫറൻഷّൽ y y 0׹കൾ ന് തുലّമാണ്, നിرപാരംഭ വّവْ ,ുؗുׯതുലّമാ ׯസ് േല്؛
സമവാകّം കാണുؗു 4.1 ഒരു െബർേണാൾ ആണ് ലി സമവാകّം ഇെതാരു െബർണൂലി സമവാകّമാണ്, 
അതിനാൽ നി׹ൾ സ്കٔയർ െകാ؇് ഹരിׯാൻ ആْഗഹിുؗുׯ, പേײ നിർഭാഗّവശാൽ നി׹ൾ്ׯ y 
എؓുെകാ؇് കഴിയിب കാരണം 0 യുെട ആണ്, 0 െകാ؇് ഹരിׯൽ അനുവദനീയമب, അതിനാൽ y 0 
നി׹ൾ 4.1 എ׹െന പരിഹരിുׯം , 0 പരിഹാരം ഇതിനകം തെؗ ഒരു പരിഹാരമാെണ്ؗ നി׹ൾ 
കാണുؗു. رിരമായ പരിഹാരം 0 എടുുׯക, അത് ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّെ؋ തൃلിٝെؚടു0 ,ുؗു؋ 
ന്െറ െഡറിേവئീവ് 0 ആണ്, വലതുഭാഗവും 0 ആണ്. അതിനാൽ 4.1 ൽ 0 ന് തുലّമായ رിരമായ 
പരിഹാരം ؛ഗ് ഇൻ െചുإക, അത് ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ؋ിന്െറ ഒരു പരിഹാരമാെണ്ؗ നി׹ൾ y 
കാണും. ഇത് 0 ന് തുലّമായ യുെട ْപാരംഭ അവرയും തൃلിٝെؚടുുؗു؋. എؗാൽ ഞ׹ൾ 4.1 y 
പൂർ؉മായി പരിഹരി׺ി؂ുേ؇ാ, 4.1 തൃلിٝെؚടുؗു؋ യുെട 0 ന് തുലّമായ മ്ئ y 
പരിഹാര׹െളാؗുമിെ്ؗب നമു്ׯ എ׹െന അറിയാം 0 ന് തുലّമായ 0 കൂടാെത മتുئവയും 4.1 
തൃلിٝെؚടുു؋ം 4.1 ന്െറ ഏക പരിഹാരം പൂജّം പരിഹാരമാെണؗും മ്ئ പരിഹാര׹െളാؗുമിെുؗبം 
ഉറؚുനൽകുؗ ഒരു െപാതു അദٔിതീയ സിؑാؓമാണ് ഞ׹ൾ്ׯ ഒരു െപാതു സിؑാؓം ആവശّമായി 
വരാനുت സാധّത ഞ׹ൾ എ׹െന തتിׯളയും, അതിനാൽ ഒരു െപാതു അദٔിതീയ 
സിؑാؓ؋ിന്െറ ആവശّകത നി׹ൾ കാണുؗു ഇതിനകം തെؗ ഈ വളെര ലളിതമായ 
സാഹചരّ؋ിൽ , ഡിഫറൻഷّൽ അസമതٔ׹ൾ ചർ׺ െചᅃٝ ആദّ ْപഭാഷണ؋ിേല്ׯ മട׹ാം, 
അവിെട ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ؋ിെല ചില നിബؖനകൾ ത؂ിമാئി , പരിമിതമായ 
സമയ؋ിനുتിൽ അനؓതയിേലتുׯ രײെؚടൽ ചർ׺െചുإേآാൾ ഒരു ഡിഫറൻഷّൽ 
അസമതٔം ലഭിു׺, അതിനാൽ നമു്ׯ േനാׯാം ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ؋ിൽ 4.1 ൈബ dy dx 
തുലّമാണ് ؛സ് സ് കٔയർ സ് കٔയർ പദം എبായ് േؚാഴും േപാസിئീവ് ആണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ xy y y 

 ാൾ xy y d yׯ؋ാം പൂജّേׯസ് സ് കٔയറിന് തുലّമായ എؗ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം േനാ؛
വലുേതാ തുലّേമാ ആയ ൈമനസ് ഉപേയാഗി്׺ നമു്ׯ എ്ؗ എഴുതാം . ഡിഫറൻഷّൽ dx xy dy 
അസമതٔം 4.2 ൈമനസ് 0-േനׯാൾ വലുേതാ തുലّേമാ ആണ്. ഇേؚാൾ നأൾ എ׹െന dy by dx xy 
മുേؗാ؂് േപാകും 4.2 ൽ നി׹ൾ ഒരു അസമതٔ؋ിന് പകരം ഒരു സമതٔമാെണ׸ിൽ 4.2 ഒരു േരഖീയ 
ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّമായിരിുׯം ശരി, അ׹െനെയ׸ിൽ നി׹ൾ എ׹െന മുേؗാ؂് േപാകും, ​​
നി׹ൾ 4.2 െന ഇ പവർ ൈമനസ് സ്കٔയറിേല്2 ׯ െകാ؇് ഗുണിുׯം, എؗാൽ ഇവിെട അേത കാരّം x 
െചുإക, ഇത് ഒരു അസമതٔമാണ്, എؗാൽ പവർ ൈമനസ് െകാ؇് എേؚാഴും േപാസിئീവ് ആണ്. e x 2 
എനി്4.2 ׯ െന പവർ ൈമനസ് സ്കٔയർ 2 െകാ؇് ഗുണിׯാം, 4.2 ന്െറ ഇടത് വശം ഒരു കൃതّമായ x 
െഡറിേവئീവായി മാറുؗു, അതായത് ന്െറ ന്െറ പവർ ൈമനസ് ചതുര؋ിൽ നി്ؗ 2 െകാ؇് x ddx y x 
0 േയׯാൾ വലുേതാ തുലّേമാ ആണ്. ْപദർശിؚി׺ ൈسഡിൽ 4.3 ആണ് ഇേؚാൾ നأൾ െചؗുإത് 4.3 
സംേയാജിؚിׯണം, 4.3 സംേയാജിؚിׯണം, അതിനാൽ നമു്ׯ മുേؗാ؂് േപാകാം നി׹ൾ്ׯ 
ഇനിؚറയുؗ സാഹചരّം ലഭിു׺, നി׹ൾ്ׯ ന്െറ ഒരു ഫംഗ്ഷൻ ലഭിു׺െവ്ؗ േനാׯാം, അത് x phi 
ഒരു ഇടേവളയിൽ എبായ്േؚാഴും െനഗئീവ് അبാ؋താണ്. മുതൽ വെരയുت ന്െറ ഇന്റْഗൽ a b x dx 

തീർ׺യായും േനാൺ-െനഗئീവ് ആെണ്ؗ പറയാൻ കഴിയും, എؓുെകാെ؇ؗാൽ അവിഭാജّമായത്phi 
ْഗാഫിന് കീഴിലുت ഏരിയയാണ് ْഗാഫിന് കീഴിലുت വിُീٝർ؉ം ന്െറ ന്െറ ന് തുലّമാണ് y x x phi b 
ന് തുലّമായ േകാടാലിയും നും തുലّം എؗാൽ ഈ അസമതٔം നി׹േളാട് എؓാണ് പറയുؗത് y 0 
അസമതٔം നി׹േളാട് പറയുؗു, ന്െറ യുെട ന്െറ ْഗാഫ്, അ؋ײിന് മുകളിലാണ്, ْഗാഫ് x ph x x x 
അ؋ײിന് മുകളിലാണ്, അേؚാൾ ْഗാഫിന് കീഴിലുت ْപേദശം എبായ്േؚാഴും േപാസിئീവ് 
ആയിരിുׯം , ഇത് െതളിയിׯാൻ നി׹ൾ പറേയ؇ത് ഇْതമാْതം ْപേതّകിു׺ം നി׹ൾ്ׯ fx, gx 
എؗീ ര؇് ഫംഗ് ഷനുകൾ ഉെ؇׸ിൽ, ഇടേവള ൽ േനׯാൾ വലുേതാ തുലّേമാ ആെണ׸ിൽ, ab- fx gx-
ഇന്റْഗൽ ഇന്റْഗൽ െയׯാൾ വലുേതാ തുലّേമാ ആയിരിുׯം, നി׹ൾ a to b fxdx a to bgx dx-
എ׹െനയാണ് െചേإ؇ത്? മുآേ؋തിൽ നി്ؗ നി׹ൾ്ׯ ഇത് ലഭി4.3 ുؗുׯ ലഭിു׺, അതിനാൽ 
ഇടതുവശتു؋ ഇന്റْഗൽ വലതുവശتു؋ അവിഭാജّേׯ؋ാൾ വലുേതാ തുലّേമാ ആയിരിുׯം 
എ്ؗ ഞാൻ പറയുؗു, മെئാരു രീതിയിൽ പറ؁ാൽ 0 മുതൽ വെരയുت െഡറിേവئീവിന്െറ xi 
ഇന്റْഗൽ 4.3 ന്െറ ഇരുവശ׹ളും 0 മുതൽ വെര സംേയാജിؚിׯാൻ േപാകുؗു അതിനാൽ നി׹ൾ x 
ഉപേയാഗിؗുׯ ഒരു െഡറിേവئീവ് സംേയാജിؚിുׯേآാൾ ഞാൻ 0 മുതൽ വെര ഇരുവശ׹ളും x 
സംേയാജിؚിׯാൻ േപാകുؗു കാൽുׯലസിന്െറ അടിرാന സിؑാؓം അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ xe 
യുെട യുെട പവർ ൈമനസ് സ്കٔയർ 0 ന് 2 വലുേതാ തുലّേമാ ആയി ലഭിു׺, അതിനാൽ y d dx x te 
യുെട യുെട േല്ׯ അവിഭാജّ പൂജّം മുതൽ േല്ׯ പവർ ൈമനസ് വെര ര؇് y x ddt x ddt t dt 
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വലുേതാ തുലّേമാ ആണ് തീർ׺യായും നിحിത അവിഭാജّ؋ിൽ േവരിയബിൾ ഒരു ഡأി 
േവരിയബിളാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ യുെട കാൽുׯലസ് യുെട അടിرാന സിؑാؓം xe y 
ഉപേയാഗിׯാം ൈമനസ് സ്കٔയർ 0 ന്െറ 2 ൈമനസ് മുതൽ 2 ൈമനസ് 0 ചതുരം 2 വലുേതാ x e y 
തുലّേമാ 0 േല്ׯ ഇത് 1 ഉം 0 യുെട ഉം ആെണ്ؗ ഓർുׯക, അതിനാൽ നമു്ׯ ന്െറ എؗത് y 0 x y e 
െയׯാൾ വലുേതാ തുലّേമാ ആെണ്ؗ നമു്ׯ ലഭിുؗുׯ, ആׯി 0 ആയാൽ 0 ആണ് . x 2 x 
0-േനׯാൾ വലുേതാ തുലّേമാ ആെണ׸ിൽ , ന്െറ െനഗئീവെ്ؗب നിഗമനം െചᅃٝു. ഇേؚാൾ നأൾ x y x
ന്െറ യഥാർ،؋ിൽ പൂജّ؋ിന് തുലّമാെണ്ؗ കാണിׯാം, ഇനി നമു്ׯ മുേؗാ؂് േപാകാം y 
പൂജّ؋ിന്െറ പൂജّമാെണؗും തുടർ׺യായതാെണؗും അതിനാൽ ഉ؍വ؋ിെല ഫംഗ് ഷന്െറ y y 
മൂലّം  ആെണ׸ിൽ, ഫംഗ് ഷന്െറ മൂലّം  ന് ചുുئമുت ഒരു നിحിത ഭാഗ؋ിൽ  - ൽ 0 0 1
കുറവായിരിׯണം. അതായത് 0 മുതൽ വെര, 0 മുതൽ വെരയുت ഇടേവളയിൽ, ന്െറ ഒؗിൽ c c x y 
കുറവാെണ׸ിൽ ന്െറ ഒؗിൽ കുറവായിരിׯണെമؗും ന്െറ ന്െറ ഇതിനകം െനഗئീവ് x y x y x y 
അبാ؋താെണ׸ിൽ ചതുര؋ിന്െറ േയׯാൾ കുറേവാ തുലّേമാ ആയിരിׯണം. ന്െറ x y y x, 
നമു്ׯ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ؋ിേല്ׯ മട׹ാം, ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം എؓാണ് എ്ؗ 
പറയുക, തുലّമാണ് ؛സ് സ് കٔയർ, എؗാൽ ഇേؚാൾ സ് കٔയർ േയׯാൾ dy by dx xy y y y 
കുറവായിരിുׯെമ്ؗ ഞ׹ൾ ക؇ു, അതിനാൽ നമു്ׯ ഈ അസമതٔം ഇേؚാൾ ഉപേയാഗിׯാം . y 
സ് കٔയർ ൽ നി്ؗ േനׯാൾ കുറവായതിനാൽ, ന്െറ ഡിഫറൻഷّൽ അസമതٔം നമു്4.1 ׯ y- dx- dy 
ലഭിുؗുׯ,  മുതൽ വെരയുت ഭാഗ؋ിൽ ؛സ് യ് ്ׯ തുലّേമാ തുലّേമാ ആണ്, അതിനാൽ 0 c x 1 y 
നി׹ൾ ഒരു ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം പരിഹരിؗുׯതുേപാെല വീ؇ും അേത കാരّം 
അനുകരിുׯക. നി׹ൾ ഒരു ലീനിയർ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം പരിഹരിׯാൻ േപാകുؗതുേപാെല, 
അതായത് നി׹ൾ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّെ؋ െകാ؇് പവർ ഇന്റْഗൽ േല്ׯ ഗുണി׺ാൽ e pxdx- px
എؓാണ് ഈ േകസിൽ ൈമനസ് ؛സ് 1, തുടർ്ؗ ഞ׹ൾ ഇേؚാൾ മുേؗാ؂് േപായത് േപാെല നി׹ൾ x 
കൃതّമായി നിഗമനം െചുإം ന്െറ കുറവാണ്. പൂജّേׯ؋ാൾ അെ׸بിൽ തുലّമായതിനാൽ ര؇ുംx y 
കൂടിേ׺ർؗാൽ ന്െറ ഒേരേപാെല ആയിരിׯണം ഈ കഷണ؋ിൽ പൂജّം മുതൽ വെര, x y z ero c 
എؗാൽ ഇേؚാൾ ഞ׹ൾ കാണിׯാൻ ആْഗഹിുؗുׯ , ന്െറ എؗത് പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ x y c 
എؗതിെല പൂജّ؋ിന് തുലّമായ പൂജّം മാْതമب, അത് എبായിടു؋ം 0 ആയിരിׯണം എ്ؗ 
നി׹ൾ്ׯ യഥാർ،؋ിൽ കാണിׯാൻ കഴിയും, അത് എبായിടു؋ം 0 ആയിരിുׯെമ്ؗ 
ൈവരുّؑ؋ിൽ തുടരുക . 0 ഒരു നിحിത ഇടേവളയ്്ׯ േശഷം അത് േപാസിئീവ് ആയി؋ീരുؗു, 
തുടർ്ؗ ൈവരുّؑ؋ിൽ എ؋ിേ׺രാൻ ْശമിുׯക , നി׹ൾ ഈ െതളിവ് ശരിയാുׯകയാെണ׸ിൽ 
അൽؚം ْശؑിുׯക, അതിനാൽ നി׹ൾ കാണുؗ ഈ ര؇് ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ׹ളിലും ഒേര 
ആശയം പരീײിׯാൻ ഞാൻ ര؇് വّായാമ׹ൾ നൽകെ؂ . ൈسഡിൽ , അസമതٔം ലഭിؗുׯതിന് 
ചില നിബؖനകൾ ഒഴിവാׯി മുേؗാ؂് േപാകുക എؗ ആശയം അേത ആശയമാണ്, അതിനാൽ ഞാൻ 
ഒരു ഉദാഹരണം വിശദമായി തإാറാׯി, മ്ئ രെ؇؉ം പരീײിׯാൻ ഞാൻ നി׹േളാട് 
ആവശّെؚടുؗു, അതിനാൽ ര؇് ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ׹ളും യ്്ׯ തുലّമായ െയ ؛സ് y dx y 
ആയി ലഭിുׯം  ؛സ് കّൂബിന്െറ സ് കٔയർ റൂ؂് മെئാ്ؗ ന്െറ ആണ്, േല്ׯ ന്െറ പവർ 1 x dx- dy y- y-

-നും ൈസൻ സ് കٔയർ നും ഈ ര؇് ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ׹ൾുׯം  ആണ് رാപിേ3 ؇ׯ x- y 0
ആവശّം അത് മാْതമാണ് െസാലൂئി അെത, ഞാൻ അവസാന വّായാമ؋ിൽ സൂചിؚി׺തുേപാെല 
തുടരുക, അതിനാൽ ഈ വّായാമ؋ിന്െറ അർ،െമؓാണ്, ഓേരാ തവണയും നി׹ൾ അെ׸بിൽ y y
സ്കٔയർ െകാ؇് ഹരിേׯ؇ സാഹചരّം േനരിടുേآാൾ ഈ നിഗമന؋ിെല؋ാൻ ലളിതവും 
േനരിت؂ുതുമായ ഒരു സമീപനം ഇേب? െബർണൂലി സമവാകّ؋ിൽ സംഭവി׺തുേപാെല, ْപാരംഭ 
വّവرയിൽ 0 ന് തുലّമായ എ്ؗ പറയുؗു , ഓേരാ തവണയും ഞ׹ൾ ഈ റി׶േറാളിലൂെട y 
കടؗുേപാകുകയാേണാ, നി׹ൾ്ׯ ശരിുׯം ആവശّമുتത് ഒരു െപാതു അദٔിതീയ സിؑാؓമാണ്, 
അത് നി׹ൾ തിരെ؁ടുؗുׯ െഷൽഫിൽ നി്ؗ േനരി؂് ഉപേയാഗിׯാനാകും അദٔിതീയ സിؑാؓം 
െതളിയിؗുׯതിനുت ഒരു അദٔിതീയ സിؑാؓ؋ിന്െറ ْപാധാനّം ഇേؚാൾ സാവധാന؋ിൽ നുأെട 
േമൽ െതളി؁ുവരുؗു, അ؋രം അദٔിതീയ സിؑാؓ׹ൾ എ׹െന െതളിയിׯാം എؗതാണ് ഞാൻ 
പറയാൻ ആْഗഹിؗുׯ കാരّം , ഞ׹ൾ ഇേؚാൾ തإാറാׯിയ ഈ ഉദാഹരണ׹ൾ നّായവാദ؋ിന്െറ 
സാധാരണ മാതൃകകളാണ് എؗതാണ്. ഒരു ഡിഫറൻഷّൽ അസമതٔം േനടുക, തുടർ്ؗ ഞ׹ൾ ഒരു 
ലീനിയർ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം പരിഹരിؗുׯതുേപാെല കൃതّമായി തുടരുക എؗതാണ് 
അദٔിതീയ സിؑാؓ ആശയ؋ിന്െറ െതളിവ് , ഞ׹ൾ െപാതു മുൻ െതളിയിׯിب istence theorem 
എؗാൽ ْപധാന ഘടകമാണ് ഇനിؚറയുؗ ൈسഡിെല ആശയ׹ൾ, അതിനാൽ ന്െറ എؗത് ഒരു f f 
ഇടേവളയിൽ ഒരു െനഗئീവ് അبാ؋ ഫംഗ് ഷൻ ആെണ്ؗ കരുതുക, അതായത് ന്െറ എؗത് ഒരു t f 
 ാൾ കുറേവാ തുലّേമാ ആണ്. ഒരു സിؑാؓം b a to t fsdsׯസ് അവിഭാജّമായ അസമതٔം 4.4- േന؛

എؗിവ رിരാ׹׸ളും െനഗئീവبാ؋തുമാണ് , അേؚാൾ നിഗമനം അസമതٔമാണ് 4.5 a, b f 
അതായത് യുെട ന്െറ തവണ ന്െറ ഒരു എക് സ് േപാണൻഷّലിൽ കുറേവാ തുലّേമാ ആണ് . t f b t 
മൂലധനം ന്െറ മൂലധനം ؛സ് ബി അവിഭാജّമായതിനാൽ യുെട ആണ്, െചറിയ f t a a tfsds f 
മൂലധനേׯ؋ാൾ കുറേവാ തുലّേമാ ആെണ്ؗ ْശؑിുׯക ലിئിൽ മൂലധനേׯ؋ാൾ കുറവാണ് f f 
അെ׸بിൽ തുലّമാണ് 4.7 നി׹ൾ അടു؋തായി എ്ؓ െചുإം േവർതിരിുׯക 4.6 ഡിഫറൻേഷ്ّئ 
െചുإക 4.6 ന് ന് തുലّമായ നി׹ൾ്ׯ എ്ؓ ലഭിുׯം, നി׹ൾ 4.6 എؗത് െകാ؇് dt bf dt df dt 
േവർതിരി׺റിയാൻ ഒരു അടിرാന സിؑാؓം ഉപേയാഗിുؗുׯ നി׹ൾ്ׯ ഒരു ഡിഫറൻഷّൽ 
അസമതٔം ലഭി׺തിനാൽ മട്׹ മൂലധനം നി׹ൾ തുടരും നി׹ൾ ഒരു േരഖീയ സമവാകّം b ed 
ഉപേയാഗി്׺ െചؗുإതുേപാെല, ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّെ؋ മുതൽ പവർ ൈമനസ് യിൽ നി്ؗ e b t

െകാ؇് ഗുണിുׯക, െചറിയ തുലّ മൂലധനം യുെട മൂലധനം ആണ്, തുടർ്ؗ നി׹ളുെട a a a af 
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ഇന്റْഗലിൽ യുെട ൈമനസ് യുെട എക് സ് േപാണൻഷّലായി ഉൾെؚടുു؋ക ൈമനസ് ഒരു t t b t 
കുറേവാ തുലّേമാ ആണ് ഞ׹ൾ െതളിയിׯാൻ ആْഗഹി׺ത്, അതിനാൽ ഈ വّായാമ؋ിന്െറ 
െതളിവ് ഈ െചറിയ ഫല؋ിന്െറ െതളിവാണ്, അേത പാേئൺ കൃതّമായി പിؓുടരുؗു, ഇത് അദٔിതീയ
സിؑാؓ؋ിന്െറ െതളിവിെല ْപധാന ഘടകമാണ്. ഇനി നമു്ׯ ഈ ْപഭാഷണ പരآരയുെട അടു؋ 
ഭാഗേׯ്؋ േപാകാം, ഈ ْപഭാഷണ പരآരയുെട അവസാന ഭാഗേׯ്؋ െപൻഡുലം വിْശമമിبാെത 
തുടരുؗു, കാല؋ിന്െറ അനിേഷധّമായ ْപയാണ؋ിൽ വിരാമമിടുؗു നമു്ׯ പിേؗാ؂് േപായി, 
െപൻഡുലം സമവാകّം ൈബ സ്കٔയർ ؛സ് യ് ്ׯ മുകളിൽ എؗത്  ന് തുലّമാണ്, d2y dt g l sine y 0
അതായത് സമവാകّം 4.9 ഇേؚാൾ നأൾ എؓാണ് െചؗുإത്, ഈ സമവാകّം 4.9 െന െകാ؇് dt dt 
െകാ؇് ഗുണിׯാം . ആׯി െകാ؇് സ്കٔയർ െചുإക ശരി , 2 ന്െറ ഫാعർٚ et dy by dt d 2 y dt 
എറിയുക 2 ന്െറ ഒരു ഫാعർٚ എറിയുക നി׹ൾ്2 ׯ ഡാഷ് ഇര؂ ഡാഷ് ലഭിുׯം എؓാണ് 2 ഡാഷ് y y y 

ഇര؂ ഡാഷ്, നി׹ൾ േവർതിരിുׯകയാെണ׸ിൽ നി׹ൾ്ׯ എؓാണ് ലഭിׯാൻ േപാകുؗത് ഡാഷ് y y 
സ് കٔയർ , നി׹ൾ ഡാഷ് സ് കٔയർ േവർതിരിുׯകയാെണ׸ിൽ, നി׹ൾ്ׯ ഡാഷ് ഇര؂ ഡാഷ് y 2 y y 
ലഭിുׯം നി׹ൾ ഡാഷിേല്ׯ കൃതّമായി ലഭിുׯം, അതിനാൽ നി׹ൾ 4.9 എؗ y sine y 
സമവാകّെ؋ ൈْപം െകാ؇് ഗുണിുׯേآാൾ 4.9 എؗ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّെ؋ ൈْപം y y 
െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ എ്ؓ സംഭവിുׯം, സമവാകّ؋ിന്െറ ഇടത് വശം ഒരു കൃതّമായ െഡറിേവئീവ് 
ആയി മാറുؗു, അതാണ് നി׹ൾ കാണുؗത് ൈسഡിൽ യുെട ൈسഡിെല അടു؋ ഡിസ്േ؛ d dt dt 
ൈബ ന്െറ മുഴുവൻ സ്കٔയർ ൈമനസ് 2 ന്െറ ആണ്. അതിനാൽ ഇത് dt g l cosine y 0 
സംേയാജിؚിുׯക, നി׹ൾ്ׯ വഴി ലഭിുׯം, 2 ന്െറ സമം വീ؇ും ഞാൻ dt dy g l cosine y e 
അײരം ഉപേയാഗിുؗുׯ സംേയാജന؋ിന്െറ رിരതയ് ്ׯ  -െല വّവرകൾ e 4.10
തിരി׺റിയുؗതിന് വّװമായ കാരണമു؇്. ഗതിേകാർ׽വും െപാ؂ൻഷّൽ എനർജിയും nt dt 
സ്കٔയർ െകാ؇ുت ആദّ േടം എ׹െനെയ׸ിലും ഗതിേകാർ׽വുമായി ബؖെؚ؂ിരിുؗുׯ, dy 
ര؇ാമെ؋ പദം എ׹െനെയ׸ിലും സാധّതയുت ഊർ׽വുമായി ബؖെؚ؂ിരിുؗുׯ, നി׹ൾ 
അതിെന ചില رിരാ׹׸ളാൽ ഗുണിേׯ׺ാം, നി׹ൾ ഒരു നിحിത رിരാ׸ം േചർേׯ؇ി 
വേؗׯാം . റഫറൻസ് െപാ؂ൻഷّൽ എؗാൽ അടിرാനപരമായി 4.10 എؗ സമവാകّം ഊർ׽ 
സംരײണ നിയമെ؋ വّװമാുؗുׯ, കൂടാെത നأൾ 4.10 എؗ സമവാകّെ؋ ഊർ׽ സമവാകّം 
എ്ؗ വിളിׯാൻ േപാകുؗു, അതിെന ഊർ׽ സമവാകّം എ്ؗ വിളിׯാൻ േപാകുؗു, ഇേؚാൾ നമു്0 ׯ 
ന് തുലّമായ യുെട ْപാരംഭ വّവرകൾ നിർേؐശിׯാം. ൈْപം 0 ന് തുലّമാണ് അവിെട ഒരു y y c c 
േപാസിئീവ് رിരാ׸ം എؓാണ് ഇതിനർ،ം െപൻഡുലം ഒരു േകാണീയ ْപേവഗ؋ിൽ ഒരു ْപാരംഭ c 
േകാണീയ ْപേവഗേ؋ാെടയുت ശരാശരി رാന്؋ നി്ؗ ആരംഭിുؗുׯ എؗാണ് അർ،മാؗുׯത് c
നി׹ൾ െപൻഡുല؋ിേല്ׯ ഒരു െചറിയ പുഷ് നൽകുؗ പുഷ് നൽകുؗു ശരാശരി رാനവും 
െപൻഡുലം ആേؕാളനം ആരംഭിؗുׯതും ഊർ׽ സമവാകّ؋ിൽ ഈ ْപാരംഭ അവرകൾ 
ഉൾെׯാുؗുت, നി׹ൾ്ׯ ഊർ׽ സമവാകّം 4.10 പു؂് തുലّമായ 0 പു؂് ന് തുലّമായ 0 പു؂് ടി്ׯ t t 
തുലّമായ പൂജّം ന് ന് തുലّമാണ് പൂജّ؋ിന് തുലّമായ സമയം എؗത് പൂജّ؋ിന് dy t c , cos y 
തുലّമായ സമയം പൂജّമാണ്, അതായത് സമവാകّം നാല് േപായിന്റ് പ്؋ ലളിതമായി വായിുؗുׯcos 

സ്കٔയർ ൈമനസ് 2 ന് തുലّമാണ് അതിനാൽ സ്കٔയർ ൈമനസ് 2 ആണ് c g l e, e c g by l 
അതാണ് ഞാൻ 4.10 എനർജി സമവാകّ؋ിന്െറ വലതുവശ്؋ സ്കٔയർ ൈമനസ് 2 ْഗാം എൽ െകാ؇്c 
മാئിയിരിുؗുׯ, അതിനാൽ അടു؋തായി െചേإ؇ത് വലതുവശتു؋ േകാൈസൻ പദം 
എടുുׯകയാെണ׸ിൽ വലതുവശتു؋ േകാൈസൻ പദം എടുുׯക എؗതാണ്. സമവാകّം 4.12-ൽ 
നി׹ൾ്ׯ യുെട മുഴുവൻ ചതുരവും സ് കٔയർ ൈമനസ് ന്െറ  ൈമനസ് േകാസ് ആയി dt c 2 g l 1 y 
ലഭിുׯം, ഇേؚാൾ ْതിേകാണമിതി ഐഡന്റിئി  ൈമനസ് എؗത്  ൈസൻ സ് കٔയർ െകാ؇് 1 cos y 2 y 
2 ആണ് എ്ؗ ഓർുׯക. സ്കٔയർ സമം സ്കٔയർ ൈമനസ് 4 ന് സ്കٔയർ ന് 2 സമവാകّം c g l sine y 
4.13 സമവാകّം 4.13 ഇേؚാൾ നി׹ൾ്4.13 ׯ സമവാകّം േനാׯാം , നി׹ൾ്ׯ ഒരു ഫ്ز ഓർഡർ 
ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം ലഭി׺തിനാൽ നി׹ൾ്ׯ സേؓാഷമു؇ാകും 4.13 എؗത് ഒരു ഫ്ز ഓർഡർ 
ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّമാണ്, ഞ׹ളുെട െപെت؂ؗു ْപേചാദനം ഇതായിരിുׯം സ്കٔയർ റൂ؂് 
എടു്؋ ൈബ എ്ؗ പറയുക, സ്കٔയർ ൈമനസിന്െറ വർ״മൂല؋ിന് തുലّമാണ് 4 ന്െറ dy dt c g l 

വർ״ം െകാ؇് േവരിയബിൾ സമവാകّമാണ്, അത് േവരിയബിൾ േവരിയബിൾ sine y 2 
സമവാകّമാണ്, ഞ׹ൾ്ׯ േവരിയബിളുകൾ േവർതിരിׯാെമؗതിൽ ഞ׹ൾ്ׯ വളെര 
സേؓാഷമു؇്, ഞ׹ൾ സംേയാജിؚിׯാൻ േപാകുؗു ശരി, നി׹ൾ്ׯ കണׯാׯാൻ കഴിയാ؋തും 
അവിഭാജّവുമായ ഒരു അവിഭാജّ؋ിേല്ׯ നി׹ൾ ഓടാൻ േപാകുؗു ദീർഘവൃ؋ാകൃതിയിലുت 
അവിഭാജّമാണ്, അതിനാൽ ഞാൻ കുറ്׺ ْപഭാഷണ׹ൾ്ׯ മു്آ സൂചിؚി׺ എലിപ്ئിക് ഇന്റْഗൽ ഒരു 
െപൻഡുലം സമവാകّവുമായി ബؖെؚ؂് ഇവിെട ദൃശّമാകുؗു, അതിനാൽ നമു്ׯ ൈബ ഡീ, dt 
മുഴുവൻ ചതുരവും സ്കٔയർ ൈമനസ് 4 ന്െറ സ്കٔയർ െകാ؇് 2 ന് തുലّമാണ്. c g l sine y 
അതിനാൽ േഡാ؂് മുതൽ 0 ന്െറ ആണ് േപാസിئീവ് ആയ സമയ്؋ ന് തുലّമായ െഡറിേവئീവ് 0 y c t 
േപാസിئീവ് ആണ് , നമു്ׯ ഇരുവശു؋മു4.13 ت ന്െറ േപാസിئീവ് സ്കٔയർ റൂ؂് എടുׯാം, നമു്ׯ dt 
ൈബ ലഭിؗുׯത് സ്കٔയർ ൈമനസ് 4 ന്െറ വർ״മൂല؋ിന് തുലّമാണ്. 4.13 ൈْപം 4.13 ൈْപം എ്ؗc g 
വിളിׯെؚടുؗ 2 ഒരു േവരിയബിൾ േവരിയബിൾ സമവാകّമാണ്, ഞ׹ൾ സാധാരണ രീതിയിൽ 
മുേؗാ؂് േപാകുؗു, ഞ׹ൾ  ൈْപം സി സ് കٔയർ ൈമനസ്  ْഗാം െകാ؇് എൽ ൈസൻ സ് കٔയർഡ് 4.13 4

െകാ؇് ഹരിുׯക, തുടർ്ؗ യുമായി ബؖെؚ؂് ര؇് വശ׹ളും സംേയാജിؚിുׯക. 0 മുതൽ y 2 t t 
വെരയുت ഇടേവളയ് ്ׯ മുകളിൽ, -ന്െറ തുലّമാണ് . അേؚാൾ നമു്ׯ എ്ؓ ലഭിുׯം സി 0 y t o 0
സ്കٔയർ ൈമനസ് 4 ْഗാം ന്െറ സ്കٔയർ റൂ؂് ْപകാരം 0 മുതൽ വെര ലഭിുׯം, എൽ ൈസൻ ydy 
സ്കٔയർ ന് തുലّമാണ് ഇേؚാൾ നأൾ െയ 2 ആׯിയാൽ നമു്ׯ യുെട 1 പകുതി 2 y 2 t sine y cos y 
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െകാ؇് 2 ലഭിുׯം സമം അെ׸بിൽ ൈമനസ് വർ؋״ിന്െറ വർ״മൂല؋ാൽ 2 dy du dy 1 u du 
തുലّമാണ്, അവസാന ൈسഡിെല ഇന്റْഗൽ 2 ന് ഇന്റْഗൽ 0 മുതൽ െകാ؇് 2 േല്1 ׯ c sine y du 
ൈമനസ് സ്കٔയർ സ്കٔയർ 1 ൈമനസ് െകാ؇് ഹരി׺ാൽ േല്ׯ പരിവർ؋നം െചുؗുإ ഈ k u t 
അവസാനമായി ْപദർശിؚി׺ ഇന്റْഗൽ ഒരു ദീർഘവൃ؋ാകൃതിയാണ് , അതിനാൽ െപൻഡുലം 
സമവാകّെുׯ؋റിتു׺ പഠന؋ിൽ നأൾ സٔാഭാവികമായും ദീർഘവൃ؋ാകൃതിയിലുت 
അവിഭാജّ؋ിേല്ׯ നയിׯെؚടുؗു, കാരണം നമു്ׯ ദീർഘവൃ؋ാകൃതിയിലുت 
ഇന്റْഗലുകെളുׯറിتു׺ പഠനം നട؋ാൻ കഴിയാ؋തിനാൽ ഈ അേനٔഷണ ൈലൻ ഉേപײിׯണം,
ഞ׹ൾ തികു׺ം വّതُّമٝായ വഴി സٔീകരിׯണം. േവരിയബിളുകൾ േവർതിരിؗുׯ രീതി 
ഉപേയാഗി്׺ ഈ 4.13 പരിഹരിׯാൻ ْശമിؗുׯത് ഇേؚാൾ നി׹െള കുഴؚ؋ിേല്ׯ നയിുׯം, ഞ׹ൾ 
ഈ ദീർഘവൃ؋ാകൃതിയിലുت ഇന്റْഗലുകൾ ഉേപײി്׺ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം പരിഹരിׯാെത 
പരിഹാര؋ിന്െറ ഗുണപരമായ സٔഭാവം മനشിലാׯാൻ ْശമിുׯം . എؗ ആശയം കഴി؁ു 
ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ׹ൾ , ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം വّװമായി പരിഹരിׯാെത തെؗ 
പരിഹാര׹െളുׯറിتു׺ വിവര׹ൾ ലഭിׯാൻ ْശമിׯണം, അതിനാൽ സ്കٔയർ 4 ൽ c g / l 
കൂടുതലാെണ്ؗ അനുമാനിׯാം, ചതുരം െകാ؇് 4 ൽ വലുതാെണ്ؗ നമു്ׯ അനുമാനിׯാം. 4.13c l g-
ന്െറ വലത് വശം 4.13 ന്െറ വലത് വശം ഒരിׯലും 0 ആകാൻ കഴിയിب, കാരണം സി സ്കٔയർ 4 g L 
െകാ؇് വലുതാെണ׸ിൽ ൈസൻ ൈമനസ് 1 നും 1 നും ഇടയിലായതിനാൽ 4.13 ന്െറ വലത് വശം 
ഒരിׯലും പൂജّമാകിب, അതിനാൽ െഡറിേവئീവ് വഴി എبായ്േؚാഴും ഒേര ചിصം dy by dt 
നിലനിർ؋ണം, അത് എبായ്േؚാഴും േപാസിئീവ് ആയിരിׯണം അെ׸بിൽ അത് എبായ്േؚാഴും 
െനഗئീവ് ആയിരിׯണം കൂടാെത തുട؋ׯിൽ 4.11 േനാുׯക െഡറിേവئീവ് തുട؋ׯിൽ േപാസിئീവ്
ആയിരുؗു അതിനാൽ അത് എേؗുׯം േപാസിئീവ് ആയിരിׯണം, അതിനാൽ െഡറിേവئീവ് 
എേؚാഴും േപാസിئീവ് ആയിരിׯണം, അതായത് യുെട ഒരു േമാേണാേടാൺ ആയിരിׯണം 4.13 t y 
ന്െറ വലതു വശം 4.13 ന്െറ വലത് വശം 4.13 ആയി മാറാൻ കഴിയുؗ ഏئവും താഴ്ؗത് 4.13 േല്ׯ 
േപാകാം . സ്കٔയർ ൈമനസ് ൈബ ന്െറ വലത് വശം ഏئവും കുറ؁ത് ൈസൻ c 4g l 4.13 4.13 
ഫാعർٚ 1 ആയിരിുׯേآാൾ സി സ്കٔയർ ൈമനസ് 4 ْഗാം എൽ േപാസിئീവ് ആകുേآാൾ അതിെന 
സ്കٔയർ എ്ؗ വിളിുׯക, അേؚാൾ നി׹ൾ സ്കٔയർ ൈമനസ് 4 ْഗാം ഇ؂ാൽ നأൾ എؓാണ് c 
കാണുؗത് യുെട ഒരു ചതുരാകൃതിയിൽ എبായ് േؚാഴും െയׯാൾ വലുേതാ തുലّേമാ dt dt a-
ആയിരിׯണെമ്ؗ ഞ׹ൾ കാണുؗു, അതിനാൽ യുെട ഒരു െയׯാൾ വലുേതാ തുലّേമാ t y t-
ആയിരിׯണം, അതിനാൽ യുെട എؗത് ഏകതാനമായ വർؑനവ് മാْതമب , അത് കുറ؁ത് t y 
േപാെല വർؑി80 ുؗുׯ എؗ േവഗതയിൽ അത് 80-േനׯാൾ വലുേതാ തുലّേമാ ആണ് , അതിനാൽ 
സമയം പുേരാഗമിുׯേؓാറും ആംഗിൾ വർؑിു׺െകാ؇ിരിുׯം, അത് അനؓതയിേല്ׯ േപാകുؗു, 
പേײ ഇത് ഒരു േകാണാണ്, െപൻഡുലം സٔിംഗ് െചുؗുإ, അതിനാൽ ആദّം ആംഗിൾ 0 മുതൽ 2 വെര 
േപാകും ൈപ, തുടർ്ؗ  ൈപയിൽ നി്ؗ അത്  ൈപ  ൈബ  ൈപയിേല്ׯ േപാകും, ​​അ׹െന അത് 2 4 6 8
പറയുؗത് െപൻഡുലം വൃ؋ാകൃതിയിലുت ചലന׹ൾ നടുؗു؋, അതിനാൽ െപൻഡുലം സി വളെര 
വലുതാണ് , െപൻഡുലം മുകളിേല്ׯ േപാകുؗതിനാൽ അത് വൃ؋ം പൂർ؋ിയാുؗുׯ. 
വൃ؋ാകൃതിയിലുت ചലന׹ൾ തുടരുؗു, അതിനാൽ ഒരു സർകّൂ؂ിന് േശഷം ആംഗിൾ െസׯന്റിന് 
േശഷം 2 ൈപ മുതൽ 4 ൈപ വെരയുت ഇടേവളയിേല്ׯ േപാകുؗു സർകّൂ؂് അത് 4 മുതൽ 6 d pi pi 
വെരയുت ഇടേവളകളിേല്ׯ േപാകുؗു, അ׹െന സി സ്കٔയർ 4 േയׯാൾ വലുതാെണ׸ിൽ g / l 
െപൻഡുല؋ിന് വളെരയധികം ഊർ׽മു؇്, അത് വൃ؋ാകൃതിയിലുت ചലന׹ൾ നട؋ാൻ 
തുടുؗു׹, അടു؋തായി നമു്ׯ ചതുര؋ിൽ കുറവാെണ׸ിൽ എ്ؓ സംഭവിുׯെമ്ؗ േനാׯാം. 4 c g

ഇവിെട ഞാൻ നി׹ൾ്ׯ വളെര ലളിതമായ ചില കാൽുׯലസ് വّായാമ׹ൾ നൽകാൻ by l, 
േപാകുؗു, യുെട േകാണീയ ْപേവഗം ചില സമയ׹ളിൽ 0 ആയി മാറണം , ചില സമയ׹ളിൽ dt dy yt 
പരമാവധി എ؋ണം, ആ ْപേതّക പരമാവധി മൂലّം െപൻഡുല؋ിന്െറ വّാلിٝയും അത് സംഭവിؗുׯ 
സമയവും കാൽ കാലയളവായിരിുׯം, അതിനാൽ െപൻഡുല؋ിന്െറ കാലയളവ് 4 മട്׹ ആയിരിുׯം, 
ഇേؚാൾ അത് സംഭവിؗുׯിب എ്ؗ കരുതരുത്, അതായത് െഡറിേവئീവ് ഒരിׯലും 0 അب, അേؚാൾ 
എ്ؓ സംഭവിുׯം െഡറിേവئീവ് ഒരിׯലും 0 അെ׸بിൽ , യുെട വീ؇ും മുآെ؋േؚാെല t y 
േമാേണാേടാൺ വർؑിؗുׯതായിരിׯണം, എؗാൽ ഇ؋വണ യുെട യിൽ എ؋ാൻ കഴിയിب, y pi- 
കാരണം യുെട ൽ എ؋ിയാൽ, 2 െകാ؇് ന്െറ സ്കٔയർ ആ ْപേതّക േപായിന്റിൽ 1 y y pi- y sine 
ആയി മാറും കാരണം 2-ൽ ൈപയും 2-ൽ ൈസൻ ൈപ 1-ഉം പിെؗ ഉം ആയിരിുׯം 4.13 ന്െറ y - 2 r-
ൈക വശം സ്കٔയർ ൈമനസ് 4 െകാ؇് ആയി മാറും, എؗാൽ ചതുരം 4 െകാ؇് ൽ c g l c g l 4 g-
കുറവാെണ്ؗ ഓർുׯക, അതിനാൽ 4.13 ന്െറ വലതുഭാഗം െനഗئീവ് ആയി؋ീർؗു, എؗാൽ 
ഇടതുഭാഗം ഒരു ചതുരമാണ്, അത് ഒരു ൈവരുّؑമാണ് . െപൻഡുല؋ിന്െറ േകാണിന് യുെട t y 
ഒരിׯലും ൈപയിൽ എ؋ാൻ കഴിയിب, അതിനാൽ യുെട േമാേണാേടാൺ വർؑിؗുׯതായി y y 
ഞ׹ൾ കാണുؗു, അത് ൈപയുെട അടുെു׹؋ം വരുؗിب, അതിനാൽ അനؓതയിേല്ׯ t 
േപാകുേآാൾ അതിന് കുറ്׺ പരിധി ഉ؇ായിരിׯണം. അനؓതയിേല്ׯ നയിؗുׯതിനാൽ ഒരു t t 
പരിധി ആൽഫ ഉ؇ായിരിׯണം , ഒരു േമാേണാേടാൺ വർؑിؚിؗുׯ ഫംഗ് ഷൻ ഓർأിുׯക 
ഒؗുകിൽ അനؓതയിേല്ׯ േപാകണം അെ׸بിൽ അതിന് ഒരു പരിമിതമായ പരിധി ഉ؇ായിരിׯണം 
ഈ പരിമിതമായ പരിധി ആകാൻ കഴിയിب, അതിനാൽ അത് െയׯാൾ കുറവായിരിׯണം, pi pi-
അതാണ് നأൾ ഇേؚാൾ ക؇ത്. ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം തെؗ പറയുؗു, കാരണം െഡറിേവئീവിന് 
ഒരു പരിധി ഉ؇ായിരിׯണം, കാരണം സ് കٔയർ െകാ؇ുت െഡറിേവئീവിന് സ് കٔയർ ൈമനസ് dt c 4

ൈബ ൈസൻ സ് കٔയർ എؗതിന് ഒരു പരിധി ഉ؇്, അതിനാൽ ൈസൻ സ് കٔയർ യ് ്ׯ g l y 2 y y 2 
ഒരു പരിധി ഉ؇് അതിനാൽ വലത് 4.13 ന്െറ ൈക വശ؋ിന് ഒരു പരിധി ഉ؇്, അതായത് െഡറിേവئീവ് 
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ചതുര؋ിന് ലിമി്ئ ൈഡ ൈബ ഡിടി സ് കٔയറിന് ഒരു പരിധിയു؇്, അതിനാൽ ഡിടി ൈബ ഡിടി്ׯ a 
ഒരു പരിധിയു؇്, കാരണം ഇത് എبായ്േؚാഴും േപാസിئീവ് ആയതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ ഒരു ഫംഗ് ഷൻ 
ലഭി׺ി؂ു؇്, അത് ഒരു പരിധിയിേല്ׯ േപാകുകയും െഡറിേവئീവിനും ഒരു പരിധിയു؇്, പേײ 
ജّാമിതീയമായി ചിؓിുׯക അനؓതയിേല്ׯ േപാകുേآാൾ ഒരു പരിധിയിേല്ׯ t 
 ീരുؗു എؗാണ്, അതിനാൽ؋ഒരു ഫംഗ് ഷൻ , ْഗാഫ് പരؗതും പരؗതും ആയി ؗുׯിരതാമസമാر
െഡറിേവئീവിന് പരിധിയുെ؇׸ിൽ അത് പൂജّമായിരിׯണം എ്ؗ നി׹ൾ ْപതീײിുׯെമ്ؗ ഞ׹ൾ
ْപതീײിുؗുׯ . അനؓതയിേല്ׯ േപാകുേآാൾ ന്െറ ൈْപം എؗിവയ്്ׯ പരിമിതമായ t t f, f t 
പരിമിതികളു؇്, തുടർ്ؗ െഡറിേവئീവ് നിർബؖമായും പൂജّ؋ിേല്ׯ േപാകണം, ഞാൻ ഇത് 
നി׹ൾ്ׯ ജّാമിതീയമായി വിശദീകരിുؗുׯ, കാരണം യുെട ന് പരിധിയു؇്, അടിرാനപരമായി t f 
ْഗാഫ് തിരحീനമായി മാറുؗു എؗാണ് അർ،മാؗുׯത് മുഖُٝു തിയും മുഖُٝു തിയും ആയതിനാൽ 
െഡറിേവئീവിന് പരിധിയുെ؇׸ിൽ അത് യഥാർ،؋ിൽ പൂജّമായിരിׯണം, പേײ നി׹ൾ്ׯ അത് 
കാൽുׯലസ് ഉപേയാഗി്׺ കർശനമായി െതളിയിׯാൻ കഴിയുേമാ, ജّാമിതീയ അവേബാധെ؋ 
ആْശയിؗുׯതിന് പകരം ശരാശരി മൂലّ സിؑാؓം ഉപേയാഗി്׺ അത് െചإാൻ ഞാൻ ശുപാർശ 
െചുؗുإ കണിശമായ നّായവാദേ؋ാെട നമു്ׯ അത് ബാ്ؚׯ െചإാം , ഇടേവള േകാമ ؛സ് 1 t t f 
ന്െറ ؛സ് 1 1 ൈമനസ് എഫ് ന് ؛സ് 1 ന് ഇടയിൽ ചില ആയിരിുׯം എؗാൽ േപാകാം t t t c t t 
േപാകാം. അനؓതയിേല്ׯ , ശരാശരി മൂലّ സിؑാؓ؋ിെല ؛സ്  എؗിവയ് ׯിടയിലാണ്, c, t, t 1
അതിനാൽ മൂലധനം അനؓതയിേല്ׯ േപാകുേآാൾ യും അനؓതയിേല്ׯ േപാകുؗു, അതിനാൽ t c

യുെട 1 ൈമനസ് സമവാകّം യുെട സമവാകّം ൈْപം ഇടതുവശ്؋ തുലّമാണ് ൈക വശം 0 t f t f c 
േല്ׯ േപാകുؗു, കാരണം ന് ഒരു പരിധി ഉെ؇്ؗ പറയുക, അതായത് ന്െറ ؛സ് 1 ന്െറ f l t t lf 
േല്ׯ േപാകുؗു, അതിനാൽ യുെട ؛സ് 1 യുെട 1 ൈമനസ് േല്ׯ േപാകുؗു അതിനാൽ t f t f 0 
വലത് വശം ൈْപം ആയിരിׯണം പൂജّ؋ിേല്ׯ േപാകുക, അതിനാൽ െഡറിേവئീവ് f c 
നിർബؖമായും പൂജّ؋ിേല്ׯ േപാകണം, അതിനാൽ നമു്ׯ ഇത് മനസിലാׯാൻ ര؇് വّതُّ ٝ
വഴികൾ നൽകിയിരിുؗുׯ, അതിനാൽ ഇേؚാൾ നമു്ׯ െപൻഡുല؋ിേല്ׯ മട׹ാം, യുെട വّാلിٝ y 
ഏകതാനമാണ് എ്ؗ നമുׯറിയാം, അത് യുെട അടുെ؋വിെടയും വരാൻ കഴിയിب pi t 
അനؓതയിേല്ׯ േപാകുേآാൾ ൈْപം എؗ െഡറിേവئീവ് 0-േല്ׯ േപാകണം, അ׹െനെയ׸ിൽ y t t
എؗ ْപവണതയനുസരി്׺ നമു്ׯ എؓാണ് ഉتത് യുെട ന് േനׯാൾ കുറവുت ഒരു t nfinity y pi-
പരിമിതമായ ആൽഫയു؇്, യുെട ൈْപമിന് ഒരു പരിധിയു؇്, നأൾ ക؇തുേപാെല ഈ പരിധി 0 t y 
ആണ്. ഇേؚാൾ നأൾ എവിെട നി്ؗ േപാകും എ്ؗ നിരീײിുׯക, ന് ഇര؂ ൈْപം ؛സ് l sine y- y g 
0. ഇേؚാൾ ഒരു പരിധിയു؇് ൈْപമിന് ഒരു പരിധിയു؇്, അതിനാൽ ഈ സമവാകّം ഇര؂ y y y 
ൈْപമിന് ഒരു പരിധിയു؇്, അതിനാൽ ഈ സമവാകّം ഇര؂ ൈْപം ؛സ് ന് ന് y g l sine y 0 
തുലّമായത് നേأാട് പറയുؗു, അനؓതയിേല്ׯ ْപവണത കാണിؗുׯതിനാൽ ഇര؂ ൈْപമിന് t y 
ഒരു പരിധിയുെ؇്ؗ എؗാൽ കാൽുׯലസ് െലأ ഇേؚാൾ നേأാട് പറയണം ഇര؂ ൈْപം y 
അനിവാരّമായും പൂജّ؋ിേല്ׯ േപാകണം , അതിനാൽ െപൻഡുലം സമവാകّം വീ؇ും നമു്ׯ t 
യുെട യുെട പരിധി പൂജّമായിരിׯണം, അതായത് ആൽഫ പൂജّമായിരിׯണം, എؗാൽ y 
അതിനർ،ം െപൻഡുലം നിحലമാണ്, അത് സٔിംഗ് െചؗുإിب , അതാണ് ഒരു ൈവരുّؑം, അതിനാൽ 
അവസാന വّായാമ؋ിെല േപായിന്റ് എؓുെകാ؇് ْപാേദശിക മാ٧عിമം ആയിരിׯണം എ്ؗ 
വിശദീകരിുׯക, ആദّ െഡറിേവئീവ് 0 ആണ്, എؗാൽ ര؇ാമെ؋ െഡറിേവئീവ് എؓാണ് 
െപൻഡുല؋ിന്െറ യഥാർ، സമവാകّ؋ിേല്ׯ മടു׹ക ഇര؂ ൈْപം ؛സ് െയׯാൾ y g l sine y 
0 ആണ് അതിനാൽ ഇര؂ ൈْപം എؗത് യുെട ൈമനസ് ആണ്, അത് െനഗئീവ് y l sine y g 
ആയിരിുׯം അതിനാൽ ര؇ാമെ؋ െഡറിേവئീവ് െനഗئീവ് ആണ്, അതിനാൽ ഇത് ഒരു േപായിന്റ് e 
േലാׯൽ മാ٧عിമം ആയതിനാൽ െപൻഡുലം സٔിംഗ് െചإാൻ തുടുؗു׹, അത് പരമാവധി എുؗു؋, 
തുടർ്ؗ അത് പിേؗാ؂് േപാേക؇തു؇്, കാരണം അതിന് അؚുറം േപാകാൻ കഴിയിب, തുടർ്ؗ അതിന് 
മിനിമം ഉ؇ായിരിׯണെമ്ؗ ഒരാൾ്ׯ വീ؇ും വാദിׯാം മൂലّം എؗാൽ പരമാവധി മൂലّം 
മെئാؗാകുؗതും കുറ؁ മൂലّം മെئെؓ׸ിലും ആകുؗതും തടയുؗു, അതിനാൽ പരമാവധി മൂലّം 
60 ഡിْഗി എ്ؗ പറയാം, കുറ؁ മൂലّം ൈമനസ് ആെണ്ؗ എനിׯറിയാേമാ, അത് അേത അളവിൽ 
വലതുവശേׯ്؋ മാറുؗുെവ്ؗ എനിെ׹ׯെന അറിയാം ْപٍ٠ നآർ അ؀ിേല്ׯ ഇടതുവശ്؋ 
േനാുׯേآാൾ, അത് വലേ؋ാ؂് േപാകുؗതിന്െറ അളവും ഇടതുവശേׯ്؋ േപാകുؗ അളവും 
തുലّമാെണ്ؗ നി׹േളാട് പറയുؗു, അതാണ് പൂജّ؋ിന്െറ പൂജّമാെണ്ؗ ഞ׹ൾ പറ؁ത്. y 
പരിഹാരം ഒരു വിചിْതമായ ഫംഗ് ഷനായിരിׯണം ഇവിെട ഞ׹ൾ ഒരു അദٔിതീയ സിؑാؓ؋ിേല്ׯ
അേപײിുؗുׯ, അത് ഒഴിവുت അദٔിതീയ സിؑാؓം െതളിയിׯെؚ؂ി؂ിبാ؋തിനാൽ, അദٔിതീയ 
സിؑാؓം അ١يം വّതُّമٝായ രീതിയിൽ ഉപേയാഗിׯാെത നമു്ׯ വّായാമം 6 പരിഹരിׯാനും 
കഴിയും, നأൾ ഊർ׽ സമവാകّം ഉപേയാഗിؗുׯത് ശരിയാണ് അതിനാൽ, പരമാവധി ആം؛ിറ്റّൂഡ് 
ആൽഫയും കുറ؁ ആം؛ിറ്റّൂഡ് ൈമനസ് ബീئയും ആെണ്ؗ കരുതുക, അതിനാൽ ഊർജ 
സമവാകّം െകാ؇് േനാുׯക, മുഴുവൻ ചതുരവും സ്കٔയർ ൈമനസ് ന് dy dt c 4g l sine 
വർ؋״ിൽ െകാ؇് തുലّമാണ്. എؗാൽ എടുുׯേآാൾ ഇടത് വശം 0 ആണ്. ആൽഫ അെ׸بിൽy 2 y 
ൈമനസ് ബീئ മൂലّ׹ൾ , കാരണം ആൽഫ പരമാവധി, ൈമനസ് ബീئ മിനിമം ആയതിനാൽ, നമു്ׯ c 
സ്കٔയർ ന് ൈസൻ സ്കٔയർ ആൽഫയ്്2 ׯ ന് തുലّവും സ്കٔയർ ന് ൈസൻ സ്കٔയർഡ് 4g l c 4g l 
ബീئ  ഉം ആണ് ലഭിؗുׯത്. അതിനാൽ ര؇് കാരّ׹ളും തുലّമാുؗുׯ. നമു്ׯ ൈസൻ സ് കٔയർഡ് 2
ആൽഫ  ന് തുലّമാണ് ൈസൻ സ് കٔേയർഡ് ബീئ  ന് തുലّമാണ് , അതിൽ നി്ؗ ൈമനസ് ബീئയ്്2 ׯ 2
തുലّമായ ആൽഫ കുറയ്ുؗുׯ, ഇത് ْപശ് ന നآർ  ന്െറ ചർ׺ പൂർ؋ിയാുؗുׯ, അതിനാൽ സി 6
സ് കٔയർ  ْഗാം െപൻഡുല؋ിൽ കുറവാെണ׸ിൽ അത് നി׹േളാട് പറയുؗു. ആേؕാളന ചലനം 4
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ْപകടമാുؗുׯ , അത് വലേׯ്؋ േപാകുؗു, തുടർ്ؗ അത് തിരിെക വരുؗു, അതിന് ഒരു മിനിമം ഉ؇് , 
വീ؇ും അത് മുേؗാ؂് നീ׹ാൻ തുടുؗു׹, അത് ഓസിേലئറി ചലനം നിർجഹിുؗുׯ, അേതസമയം 
സി സ്കٔയർ ൽ കൂടുതലാെണ׸ിൽ അത് വൃ؋ാകൃതിയിലുت ചലന׹ൾ നിർجഹി4 , ുؗുׯg 
അ׹െന സംഭവിؗുׯത് വിമർശനാ؎കം മൂലّം സ് കٔയർ ന് തുലّമാണ്, സ് കٔയർ c 4 g / l c 4 g /

ന് തുലّമായാൽ എ്ؓ സംഭവിുׯം, െപൻഡുലം ഏئവും മുകളിെല േപായിന്റിെല ആംഗിൾ ൽ l pi-
എ؋ാൻ എെؗേؗുׯമായി എടുുؗുׯ, അത് നأൾ അേനٔഷിׯണം , അത് സംഭവിുؗുׯേ؇ാ എ്ؗ 
േനാׯണം. നിർ؉ായക സؕർഭം ചതുരം ന് നാല് ന് തുലّമാകുേآാൾ നأൾ ഭാഗّവാؘാരാണ്, c l g 
നമു്ׯ യഥാർ،؋ിൽ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ؋ിന്െറ സംേയാജനം പൂർ؋ിയാׯാൻ കഴിയും, 
അത് എ׹െന െചإാെമ്ؗ േനാׯാം, അതിനാൽ സ്കٔയർ 4 ന് തുലّമാെണ്ؗ ഓർുׯക, c g / l 
അതിനാൽ സമവാകّ؋ിേല്ׯ മടു׹ക നാല് േപായിന്റ് ഒ്ؗ മൂ്ؗ ചതുരാകൃതിയിലുتത് നാല് ന്c g 

ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ നാല് ْഗാം എൽ െകാ؇് െപാതുവായി എടുׯാം , നമു്ׯ ഒരു ൈമനസ് സിൻ l 
സ്കٔയർ ര؇് െകാ؇് ലഭിുׯം, അത് േകാൈസൻ സ്കٔയർ ര؇് െകാ؇് ര؇ാണ്, അതിനാൽ y y 
സമവാകّം 4.13 നിർ؉ായക സാഹചരّ؋ിൽ വളെര ലളിതമാുؗുׯ, അതിനാൽ നമു്ׯ സമവാകّം 4.14
ലഭിു׺. മുഴുവൻ ചതുരവും െകാ؇് സ്കٔയർ െകാ؇് 2 െകാ؇് തുലّമാണ്. ഇേؚാൾ dt 4g l cos y 
നിരീײിുׯക, ന്െറ ൈْപം  യ് ്ׯ തുലّമാെണ׸ിൽ ചില സമയ׹ളിൽ ഇെ׸بിൽ അവസാനt y 0 t t 
സമവാകّ؋ിന്െറ വലതുവശം നി׹ൾ്ׯ ന്െറ ഒؗും തെؗ ആയിരിׯണെമ്ؗ നി׹ൾ്ׯ t y 
നൽകും ന്െറ ൈْപം എؗിവ 0 ആയിരിׯണം, പേײ േകാൺ എ്ؗ ْശؑിുׯക യുെട t pi , y t 
 ഇത് ْപാരംഭ y pi ,ുؗു؋ിٝെؚടുلയും തൃ؋ാൻറ് ഫംഗ് ഷൻ സമാനമായി െപൻഡുലം സമവാകّെز
വّവرകൾ 4.15 -െനയും തൃلിٝെؚടുുؗു؋ , അതിനാൽ ഒരിׯൽ േപാലും നأൾ ْപُാٝവി׺ി؂ിبാ؋ 
ഒഴി؁ുകിടؗുׯ അദٔിതീയ സിؑാؓെ؋ ആകർഷിׯാൻ കഴിയും , ഞ׹ളുെട പരിഹാരം 
 കാരണം ,بെനയ׹അതാണ് അ ײൾ കാണുؗു, പേ׹ിരമായ പരിഹാരമായിരുؗുെവ്ؗ ഞر
അെതാരു رിരമായ പരിഹാരമാെണ׸ിൽ െഡറിേവئീവ് 0 ആയിരിׯണം, സി 4 ْഗാം ൈബ എൽ 
ആെണ്ؗ ഞ׹ൾ അനുമാനിുؗുׯ, അതിനാൽ ൈْപം ടി ഒരിׯലും അْപതّײമാകുؗിെുؗبം y 
4.14 ന്െറ ഇരുവശ׹ളുെടയും േപാസിئീവ് സ്കٔയർ റൂ؂് എടുׯാെമؗും ഞ׹ൾ നിഗമനം െചുؗുإ. 
ْകി؂ിׯൽ െകയ് സ് ൈബ ഡിടി്ׯ േവരിയബിൾ േവരിയബിൾ സമവാകّം നമുുׯ؇് .  ഇടത് dy 2
വശ്؋ സംേയാജിؚി׺ാൽ നി׹ൾ്ׯ േലാഗ് െസׯന്റും ടാനും ലഭിുؗുׯ, നി׹ൾ്ׯ േലാഗ് െസׯന്റ് 

 y 2 y 2 g lt g ആ റൂ؂് ുؗുׯസൂചിؚി ؋എؗത് െകാ؇് വലത് വശെ സ് ടാൻ ന് തുലّമാണ് റൂ؂്؛
െകാ؇് നി׹ൾ അതിെന െകാ؇് സൂചിؚിുؗുׯ. ലാളിതّ؋ിനായി നി׹ൾ െയ തീئയ്്ׯ s y 
തുലّമായി 2 െകാ؇് േചർു؋ അവസാന സമവാകّം േലാഗ് െസׯന്റ് തീئയും ടാൻ തീئയും ന് s 
തുലّേമാ െസׯന്റ് തീئയും ടാൻ തീئയും പവർ ന് തുലّേമാ ആയതിനാൽ െസׯന്റ് തീئയും ടാൻ s 
തീئയും ഇ്ׯ തുലّമാണ്, അതിനാൽ െസׯന്റ് തീئയും ടാൻ തീئയും ഇ്ׯ തുലّമാണ് . െസׯന്റ് തീئ 
ൈമനസ് ടാൻ തീئ പവർ ൈമനസ് സിന് തുലّമാണ് എؗത് പവർ ൈമനസ് കൂ؂ുകയും കുറയ്ുׯകയുംe 
െചുإേآാൾ നമു്ׯ െസׯന്റ് തീئ ലഭിുؗുׯ പവർ ൈമനസ് എؗത് എ്ؗ s cosh x cosh 
സൂചിؚിുׯം ന്െറ ൈഹؚർേബാളിക് േകാൈസൻ ആണ് പിെؗ ടാൻ തീئ ടാൻ തീئ എؓാണ് യുെട s e 
പകുതി ആണ് പവർ ൈമനസ് േല്ׯ പവർ ൈമനസ് ആണ് അത് ൈഹؚർേബാളിക് ൈസൻ s e s 
ആയതിനാൽ നമു്ׯ ഇത് ലഭിു׺ സമവാകّം 4.19 െസׯന്റ് തീئ ൈഹؚർേബാളിക് േകാൈസൻ ആണ്, 
ടാൻ തീئ ൈഹؚർേബാളിക് ൈസൻ ആണ്, അതിനാൽ ഇേؚാൾ നأൾ ൈഹؚർേബാളിക് 
ഫംഗ്ഷനുകളും ْതിേകാണമിതി ഫംഗ്ഷനുകളും തأിലുت ബؖം കാണുؗു, േകാം٧്ع؛ 
െഡാെമയ് നിേല്ׯ േപാകാെത തെؗ യഥാർ، െഡാെമയ് നിേല്ׯ േപാകാെത തെؗ നأൾ 
ْതിേകാണമിതി ْപവർ؋ന׹ളിൽ നി്ؗ ൈഹؚർേബാളിക് ഫംഗ്ഷനുകളിേല്ׯ കടؗുേപാകുؗു. 
വീ؇ും േവരിയബിളുകളുെട ഒരു മാئം ഈ ഫംഗ് ഷൻ തീئ  നൽകിയി؂ു؇്, ഇതിെന ْകിزഫർ 4.19
േഗാർമാന്െറ ബഹുമാനാർ،ം ْഗാമിയൻ എ്ؗ വിളി1862 ,ുؗുׯ ൽ ആർതർ കാലി ഈ േപര് നൽകിയത് 
ഈ നب െറാമാനിയന്െറ വളെര രസകരമായ ഒരു ചരിْതം ْകിزലുകളുെട േപജ് 312 ൽ കാണാം. 
1900-കളിൽ ْപസിؑീകരി׺ ബീജഗണിതം േവാളിയം 2 വാُവٝ؋ിൽ ഇത് 1900-കൾ്ׯ മു്آ 
ْപസിؑീകരി׺താണ് , ഇത് കാർേ؂ാْഗാഫിയിലും നാവിേഗഷനിലും നب െറാമാനിയന്െറ വിപരീതം 
ദൃശّമാകുؗ പിؗീടുت പതിؚാണ്, ഓർേ؋ാഗണൽ പാതകെളുׯറി്׺ ചർ׺ െചുإേآാൾ നأൾ 
ഇതിനകം കാർേ؂ാْഗഫിെയ അഭിമുഖീകരി׺ി؂ുെ؇്ؗ ഓർുׯക , വീ؇ും കാർേ؂ാْഗഫി വരുؗു, അത് 
വരുؗു കാർേ؂ാْഗാഫിയിലും നാവിേഗഷനിലും െമർേئׯർ െْപാജײനുമായി ബؖെؚ؂് ഏത് 
െമറിേئׯർ നിർأിׯാൻ ْശമിു׺, അവൻ ഒരു ഭൂപടം നിർأിׯാൻ ْശമിു׺, അതിൽ േഗാള؋ിെല 
േലാേׯാേْഡാമുകൾ നി׹ളുെട വിമാന؋ിെല ഭൂപട؋ിൽ േനർേരഖകളായി മാ്ؚ െചുؗുإ നؗായി 
മാ്ؚ െചുإക, േലാ്ׯ േഷാഡ് റൂമുകൾ എؓാെണ്ؗ നി׹ൾ എേؗാട് േചാദിുׯം, ഇേؚാൾ ഞാൻ അത് 
നി׹ൾ്ׯ വിശദീകരിׯാം, േലാേׯാേْഡാമുകൾ ഭൂേഗാള؋ിെല വْക׹ളാണ്. േരഖാംശ׹െള ഒേര 
േകാണിൽ മുറിുׯക , വْകം എبാ േരഖാംശ׹െളയും ഒേര േകാണിൽ ഒേര േകാണിൽ മുറിുؗുׯ, 
എؓുെകാ؇് അ؋രം വളവുകൾ ْപധാനമാണ്, കാരണം നാവിേഗഷൻ കാരّ׹ളിൽ കؚലുകൾ വലിയ 
ശװമായ വُٝു  േപാകുക ׯാരു ബിؕുവിേല്ئക . ഒരു ബിؕുവിൽ നി്ؗ മെുׯളാെണ്ؗ ഓർׯ
എؗതാണ് ഏئവും നب ഓപ്ഷൻ ഏئവും െചറിയ പാത, ഭൂമിയുെട ഉപരിതല؋ിെല ര؇് ബിؕുׯൾ 
േചരുؗ ഒരു വലിയ വൃ؋മാണ്, എؗാൽ ْപٍ٠ം നി׹ൾ വലിയ വൃ؋؋ിലൂെട സ؀രിുׯേآാൾ 
വലിയ വൃ؋മാണ് എؗതാണ്. േരഖാംശ׹െള ഒേര േകാണിൽ വിഭജിؗുׯിب, കവലയുെട േകാൺ 
മാറിെׯാ؇ിരിുׯം, അതിനാൽ കؚൽ തുടർ׺യായി നയിേׯ؇ിവരും, കؚലിന്െറ ദിശ തുടർ׺യായി
മാേئ؇ിവരും, ഒരു കؚൽ േപാെലയുت ശװമായ ഒരു വُٝു  ഉപേയാഗി്׺ ഇത് െചؗുإത് വളെര 
ബുؑിമു؂ാണ് വളെര െചലേവറിയതിനാൽ കؚലുകൾ വലിയ സർׯിളുകളിൽ സ؀രിׯിب, പകരം 
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േരഖാംശ׹െള ഒേര േകാണിൽ മുറിؗുׯ േലാക്േസാേْഡാം വളവുകളിലൂെടയാണ് സ؀രിؗുׯത്, 
അതിനാൽ നി׹ൾ ഒരു േലാ്ׯ സിൻഡർ എടുുׯകയാെണ׸ിൽ . ഓ, ഭൂമിയുെട ഉപരിതല؋ിൽ, അത് 
നി׹ളുെട െ؛യിൻ മാؚിൽ എ്ؓ െപാരു؋െؚടും , ഭൂപടം ഒരു ؛ാനർ ഒنക്്ٙئ ആണ്, അത് ഒരു 
കടലാസിൽ അ׺ടി׺ിരിുؗുׯ, കൂടാെത ഭൂേഗാള؋ിെല ഈ േലാേׯാേഡാമുകൾ േനർേരഖകളുമായി 
െപാരു؋െؚടുؗ രീതിയിൽ ഒരു ഭൂപടം രൂപെؚടു؋ാൻ െമർേئׯർ ْശമിു׺. മാؚിൽ , നب െറാമാനിയൻ
ഫംഗ് ഷന്െറ ഈ വിപരീതം അയാൾ്ׯ േനരിേട؇ിവؗു, അതിനാൽ ഇതിനുت ര؇് റഫറൻസുകൾ 
ഞാൻ നി׹ൾ്ׯ തരാം, േജാൺ മക് േױരിയുെട പുُകٝ ജّാമിതിയുെട എ؂ാം അധّായ؋ിന് മു്آ ഒരു 
ഡിഫറൻഷّൽ വീײണേകാണിൽ നി്ؗ ഞാൻ ഈ പുُകٝം പരാമർശി׺ിരിുؗുׯ േനരെ؋യും ഞാൻ 
പരാമർശിؗുׯ ര؇ാമെ؋ പുُകٝം ഉം ഗണിതവും നാഗരികതയും വളെര hl resnikoff ro wells 
രസകരമായ പുُകٝമാണ് ര؇ാമേ؋ത് വളെര രസകരമായ ഒരു പുُകٝമാണ്, നാവിേഗഷൻ 
ഗണിതെുׯ؋റിു׺ം നാവിേഗഷൻ നാവിേഗഷൻ ْപശ് ന׹ളിേല്ׯ കാൽുׯലസ് എ׹െന വരുؗു 
എؗതിെനുׯറിു׺ം അേؐഹം സംസാരിുؗുׯ, അതിനാൽ ഇതിെനുׯറിتു׺ ചില വّായാമ׹ൾ 
ഇതാ . നب െറാമാനിയൻ കാണിؗുׯത് ന്െറ തീئ യുെട 2 ടാൻ വിപരീതമാണ് എ്ؗ കാണിുؗുׯ s e 
പവർ ൈമനസ് െകാ؇് 2 നب െറാമാനിയൻ ഒരു വിചിْതമായ ഫംഗ്ഷനാെണؗും അത് s pi 2 
വർധിു׺വരുؗ ഫംഗ്ഷനാെണؗും കാണിുؗുׯ. ഈ ْപശ് നെ؋ സംബؖി׺ിടേ؋ാളം, ഈ 
സമവാകّം തീئെയ േവർതിരി׺റിയാൻ നി׹ൾ്ׯ വളെര കുറ്׺ മാْതേമ െചإാനുൂت, നി׹ൾ ഉടൻ 
തെؗ 2 ടാൻ വിപരീത പദെ؋ േവർതിരിുׯക, അത് 2-ന് 1 ؛സ് ഇ-യിൽ നി്ؗ പവർ 2 െസ-യിേല്ׯ 

യിേല്ׯ യിേല്ׯ േപാസിئീവ് ആണ്. അതിനാൽ ഇത് വർؑിു׺വരുؗ ഫംഗ് ഷനാണ്, ഇത് ഒരു e- e-
വിചിْതമായ ഫംഗ് ഷനാേണാ എ്ؗ നി׹ൾ എ׹െന പരിേശാധിുׯം ? -ന് ന്െറ വിപരീതം ന്െറ 1 e- e-
വിപരീതമാണ് . ൈമനസ് ൈപ 2 ന്െറ ൈപ 2 ആയി മാറുؗു. അതിനാൽ ൈമനസ് ന്െറ തീ2 ئ pi s 
ൈമനസ് 2 ടാൻ ആണ് യുെട പവർ േല്ׯ വിപരീതം ന്െറ തീئയുെട ൈമനസ് ആണ് അതിനാൽ e s s 
തീئ ഒരു വിചിْതമായ ഫംഗ്ഷനാണ് അടു؋ ْപٍ٠ം വളെര രസകരമാണ് കാരണം സമാനമായ ഒ്ؗ a j 
2014-ൽ ْപതّײെؚ؂ു , 2014-ൽ ْപതّײെؚ؂ ْപٍ٠ം, ഒരു േകാെസׯന്റ് തീئെയ പവർ 17-േല്ׯ j 
സംേയാജിؚിؗുׯതാണ് . നി׹ൾ ഒരു െസׯന്റിന്െറ ഒئ പവറും േകാെസׯന്റിന്െറ ഒئ പവറും 
എടുുؗുׯ, നി׹ൾ ഭാഗ׹ൾ ഉപേയാഗി്׺ സംേയാജിؚിׯാൻ തുട׹ിയാൽ നി׹ൾ അത് വീ؇ും 
വീ؇ും െചേإ؇ിവരും, അത് രസകരമായിരിׯിب, അതിനാൽ ഒഴിവാׯാൻ ഒരു മാർഗം നി׹ൾ 
ആْഗഹിുؗുׯ ഭാഗ׹ൾ ആവർ؋ി്׺ സംേയാജിؚിׯൽ, അ׹െന ഒരു േകാെസׯന്റിന്െറ ഒئ പവർ 
അെ׸بിൽ ഒരു െസׯന്റിന്െറ ഒئ പവർ എ׹െന സമനٔയിؚിׯാം നب െറാമാനിയൻ അത് െചإാൻ 
നി׹െള സഹായിുׯം, അതിനാൽ പവർ 17 ഡി തീئയിേല്ׯ െസׯന്റ് തീئ, അതിനാൽ നി׹ൾ ഇത് 
എ׹െന െചുإം തീ؛ ئസ് ടാൻ തീئ പവർ എشിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ എؓാണ് 
ലഭിؗുׯത് െസׯന്റ് തീ؛ ئസ് ടാൻ തീئ പവർ എشിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ്ׯ 
ൈഹؚർേബാളിക് േകാൈസന് തുലّമായ െസׯന്റ് തീئ ലഭിുׯം, അതിനാൽ െസׯന്റ് തീئ ടാൻ തീئ 
ഡി തീئ െചുإം ൈഹؚർേബാളിക് ൈസൻ ൈടംസ് ഡിസിന് തുലّമായിരിുׯക, അതിനാൽ െസׯന്റ് 
തീئ ഡി തീئെയ ൈഹؚർേബാളിക് ൈസൻ സ് ئാൻ ടാൻ തീئ െകാ؇് ഹരിുׯം എؗാൽ ടാൻ തീئ 
ൈഹؚർേബാളിക് ൈസൻ എസ് ഡിസിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ െസׯന്റ് തീئ ഡി തീئ ഡി ഡിസിന് 
തുലّമാണ്, അതിനാൽ പവർ 17 തീئ ഡി തീئയിേല്ׯ നി׹ളുെട അവിഭാജّ െസׯന്റ് മാറും പവർ 
16-ന്െറ ഇന്റْഗൽ െസׯന്റ്, അത് ൈഹؚർ ആണ് തവണ നമു്ׯ bolic cos s to power 16 ds, 
ഇേؚാൾ സംേയാജന؋ിന്െറ പരിധികൾ സംേയാജിؚിׯാം, എؗ സമവാകّം secant theta cosh s 
ഓർുׯക, അതിനാൽ 0 ന് തുലّമായ തീ0 ئ ആയിരിുׯേآാൾ തീئ ന് 3 തുലّമാകുേآാൾ s pi log 2 
ന് തുലّമാണ് ؛സ് റൂ؂് 3. അത് നി׹ൾ്ׯ പരിേശാധിׯാൻ എളുؚമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ s. 
ഇന്റْഗൽ ലഭിؗുׯത് 1-ന് 2-േല്0 16 ׯ-േല്ׯ േലാഗിൻ 2 ؛സ് റൂ؂് 3-േല്ׯ രൂപാؓരെؚടും. 16 ഉം ds 
ൈഹؚർേബാളിക് േകാസ് എؗത് പവർ ؛സ് േല്ׯ പവർ ൈമനസ് േല്2 ׯ ആണ്, അതിനാൽ s e s 
നി׹ൾ്ׯ ഇത് ദٔിപദ സിؑാؓം ഉപേയാഗി്׺ വികസിؚിׯാൻ കഴിയും, ْപേതّകിു׺ം നി׹ൾ 
സംേയാജിؚിേׯ؇തിبാ؋ കൃതّമായ ഇന്റْഗലുകൾ കാണുേآാൾ ഇത് വളെര എളുؚമാണ് . ഭാഗ׹ൾ
ആവർ؋ി്׺ സമാനമായി നി׹ൾ്ׯ േകാെസׯന്റ് തീئ പവർ 17-േല്ׯ പരീײിׯാം രസകരമായ 
നിരവധി ഭാഗ׹ളിലൂെട ഞാൻ നി׹െള കൂ؂ിെׯാ؇ുേപായി എؗ നിഗമന؋ിെല؋ാൻ കുറ്׺ 
വാുׯകൾ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ׹ളുെട ജّാമിതീയ ഉദാഹരണ׹ൾ ഞ׹ൾ ക؇ു, 
ഭൗതികശാസ്ْത؋ിൽ നിؗുت ഉദാഹരണ׹ൾ ഞ׹ൾ ക؇ു, ജീവശാസ്ْത؋ിൽ നിؗുت 
ഉദാഹരണ׹ൾ ഞ׹ൾ ക؇ു, ഓർേ؋ാഗണൽ പാതകൾ ഞ׹ൾ േനാׯി , േജّാതിശാസ്ْത؋ിലും 
അതുേപാലുت കാരّ׹ളിലും ഞ׹ൾ ധാരാളം ആ؛ിേׯഷനുകൾ േനാׯി, ഞാൻ നി׹ൾ്ׯ നിരവധി
റഫറൻസുകൾ നൽകി , ഞാൻ തരാം നി׹ൾ്ׯ ര؇് അവലംബ׹ൾ കൂടിയു؇്, ആദّ റഫറൻസ് gf 
സിأൺസിന്െറ വളെര മേനാഹരമായ ഒരു പുُകٝമാണ് , ആ؛ിേׯഷനുകളും ചരിْതപരമായ 
കുറിؚുകളുമുت ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ׹ൾ ര؇ാം പതിؚാണ് ഞാൻ പരാമർശിؗുׯത് . 
ഞ׹ളുെട ആവശّ׹ൾ്ׯ ഇത് വളെര നب പുُകٝമാണ് , ْപമുഖ ഗണിതശാസ്ْ ത׾െരുׯറിتു׺ 
ചരിْത േലഖന׹ൾ വായിؗുׯത് ആനؕദായകമാണ് , ആദّെ80 ؋ േപജുകൾ വിദّാർ،ികൾ്ׯ 
ആ٧عസ് െചإാവുؗതാണ് , ശാഖകൾ പിؓുടരുؗതിനുت ജّാമിതി വളവുകളുെട നിരവധി 
ആ؛ിേׯഷനുകൾ നി׹ൾ്ׯ ആ٧عസ് െചإാൻ കഴിയും. ടു േْകാൺ ْപശ് നവും ഓർേ؋ാഗണൽ 
പാതകളും ലഭّമാണ്, അതിനാൽ പുُകٝം ഇّؓൻ പതിؚിലും െസׯന്റിലും ലഭّമാണ് ُ١ിവാׯിന്െറ 
ُ١ിവാക് സ് കാൽുׯലസ് ആണ് ഞാൻ പരാമർശിׯാൻ ആْഗഹിؗുׯ പുُകٝം വളെര d 
മേനാഹരമായി എഴുതിയ ഒരു പുُകٝമാണ്, ഇത് കാൽുׯലസിെനുׯറി്׺ ْശؑാപൂർجം എഴുതിയ 
പുُകٝമാണ്, 17-ാം അധّായ؋ിൽ നّൂ؂ന്െറ ചലന നിയമ׹ളിൽ നി്ؗ െക؛റുെട നിയമ׹ളുെട ഒരു 
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വّുൽؚؗം നി׹ൾ കാണും , അത് 1994 ൽ ْപസിؑീകരിു׺. ഇേؚാൾ ഞ׹ളുെട യാْത 
അവസാനി׺ിരിുؗുׯ, ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ׹ളുെട േലാകേتുׯ؋ ഈ യാْത നി׹ൾ 
ആസٔദിു׺െവ്ؗ ഞാൻ ْപതീײിുؗുׯ, ഞാൻ വിടപറയാൻ ആْഗഹിുؗുׯ, പേײ അ׹െന 
െചؗുإതിനുമു്آ നിരവധി ആളുകേളാട് നؕി പറയുؗതിൽ എനി്ׯ സേؓാഷമു؇്, അ׹െന ഞാൻ 
ഇേؚാൾ ആരംഭിുׯം എന്െറ സഹْപവർ؋കയും ഈ േْപാْഗാമിന്െറ ഐഐടിബി 
േകാർഡിേനئറുമായ െْപാഫസർ നിലാ നടരാജിന് നؕി പറ؁ുെകാ؇്, ഈ ْപഭാഷണ׹ൾ നട؋ാൻ 
എനി്ׯ അവസരം നൽകിയതിനും അതിലും ْപധാനമായി അവരുെട നിരؓരമായ േْപാ؏ാഹന؋ിനും
പിؓുണയ്ുׯം ْപേതّകി്׺ എന്െറ ഉ؏ാഹമുت സമയ׹ളിൽ ഞാൻ നؕി പറയുؗു. കുറ؁ു 
െകാ؇ിരിുׯകയായിരുؗു അവൾ എനി്ׯ മുേؗാ؂് േപാകുؗതിന് ആവശّമായ ْപേചാദനം നൽകി, 
തുടർ്ؗ ഈ വീഡിേയാകൾ ْശؑി׺ എന്െറ സഹْപവർ؋കനായ െْപാഫസർ ശؓനു ദിന؋ിന് നؕി 
പറയാൻ ഞാൻ ആْഗഹിുؗുׯ ഇ അഭّാസ׹ളും ْപൂഫ് റീഡിംഗ് എؗ അേؐഹ؋ിന്െറ കഠിനമായ 
ദൗതّവും തിരു؋ലുകളുെട വളെര വലിയ ഒരു ലി്ز എനി്ׯ തؗതിന്, അേؚാൾ ഞാൻ 
സംേയാജിؚി׺തിന് േശഷം, ഈ മേനാഹരമായ സിഡി ുزഡിേയാ ഞ׹ൾ്ׯ വാػാٞനം െചᅃٝതിന് സി 
ഡീപ് േമധാവി െْപാഫസർ വിْകം ഗാْദിേയാട് നؕി പറയാൻ ഞാൻ ആْഗഹിുؗുׯ . -ആർ؂് 
സൗകരّ׹ളും, ഈ േْപാْഗാമിന്െറ േകാർഡിേനئറായ ഐഐടി ഡൽഹിയിൽ നിؗുت െْപാഫസർ 
നിലാْദി ചാئർജി, ഈ കണുׯകളിൽ എെؗ സഹായി׺ എന്െറ ഡിؚാർ؂് െമന്റിെല പിഎ്׺ ഡി 
വിദّാർ،ി ആദിതّ മേഹശٔരി്ׯ നؕി പറയാൻ ഞാൻ ആْഗഹിുؗുׯ , അവസാനവും ഏئവും 
ْപധാനമായി ഞാൻ ْപകടിؚിׯാൻ ആْഗഹിر ുؗുׯിരമായി ْപവർ؋ിുׯകയും എبാ സമയു؋ം 
എന്െറ പകർ׺വّാധികൾ സഹിുׯകയും െചؗുإ സാേ׸തിക ജീവനׯാർ്ׯ എന്െറ ഹൃദയംഗമമായ
നؕി , അവേരാട് ഞാൻ ഒരുപാട് കടെؚ؂ിരിുؗുׯ, അവർ മിزർ തരുൺ േനഗിയാണ് , അവർെبׯാം 
ഞാൻ എന്െറ നؕി അറിയിുؗുׯ, എبാവേരാടും ഞാൻ നؕി പറയുؗു വിദّാർ،ികൾ നി׹െള 
വിടപറയുؗു, വളെര നؕി 
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