
 हैलो,
 इसिलए हम अंतर समीकरणो ंपर ŵंृखला मŐ अंितम और समापन ʩाƥान मŐ आते हœ,
 इसिलए आज का ʩाƥान हम कुछ बाधाओ ंऔर अंत को देख रहे हœ या शायद एक Ůमुख है यिद आप ऐसा करना चाहते हœ तो आज 
हमने िजन मुȞो ंपर चचाŊ की, वे इस Ůकार होगें अंतर असमानताओ ंके कुछ उपयोगो ंका अनुसरण करता है, लेिकन यह उसी तरह से 
होगा जैसे हमने रैİखक अंतर समीकरणो ंके साथ काम िकया था और िफर िविशʼता Ůमेय की ओर अिभसरण होगा, लेिकन हम वाˑव मŐ
वहां नही ंपŠंचŐगे हम िविशʼता Ůमेय को नही ंबताएंगे पŐडुलम समीकरण िफर से हमने इसे शुŝ िकया पŐडुलम समीकरण को ʩुȋɄ 
करके ʩाƥान ŵंृखला िक वह पहला अंतर समीकरण था िजसे हमने ʩुȋɄ िकया था और हम पŐडुलम समीकरण को थोड़ा और करीब 
से और िफर कुछ समापन िटɔिणयो ंको देखकर समाɑ करŐ गे और तो चिलए शुŝ करते हœ िक अंतर असमानताओ ंका उपयोग कैसे करŐ
अब आइए हम  इस अंतर समीकरण को देखŐ 4.

बटा बराबर गुणा जमा Ůारंिभक शतŘ के साथ के बराबर 0 आप देखते हœ िडफरŐ िशयल इƓेशन है 4.1 dy dx y x y y 0 th 
1 एक बनŗली इƓेशन है, यह एक बनŗली इƓेशन है और
 इसिलए आप ˍेडŊ से िडवाइड करना चाहते हœ लेिकन दुभाŊƶ से आप ऐसा Ɛो ंनही ंकर सकते Ɛोिंक 0 का है और 0 से y y 0 
िडवीज़न की अनुमित नही ंहै, तो आप 4.
1 को कैसे हल करŐ गे, आप देखते हœ िक  0 समाधान पहले से ही एक समाधान है िनरंतर समाधान लŐ 0 यह अंतर समीकरण को संतुʼ 
करता है 0 का ʩुȋɄ 0 है और दािहने हाथ की ओर भी 0 है।

 इसिलए İ̾थर समाधान को 4.y 
1 मŐ 0 के बराबर ɘग करŐ  और आप तुरंत देखते हœ िक यह है अवकल समीकरण का एक हल यह 0 के बराबर 0 की Ůारंिभक İ̾थित y 
को भी संतुʼ करता है।
 लेिकन Ɛा हमने 4.
1 को पूरी तरह से हल कर िलया है, हम कैसे जानते हœ िक 4.
1 के कोई अɊ समाधान नही ंहœ जो 0 के बराबर 0 को संतुʼ करते हœ, हो सकता है िक इसके अलावा अɊ भी हो ं 0 समाधान जो 4.
1 को संतुʼ करेगा हम इस संभावना से कैसे इंकार करते हœ िक हमŐ एक सामाɊ Ůमेय की आवʴकता है Ɛा आप एक सामाɊ 
िविशʼता Ůमेय हœ जो गारंटी देता है िक शूɊ समाधान 4.
1 का एकमाũ समाधान है और  ई कोई अɊ समाधान नही ंहै,
 इसिलए आप इस बŠत ही सरल İ̾थित मŐ पहले से ही एक सामाɊ िविशʼता Ůमेय की आवʴकता देखते हœ,
 इसिलए आइए हम पहले ʩाƥान पर वापस जाएं जहां हमने अंतर असमानताओ ंपर चचाŊ की जहां हमने अंतर समीकरण के कुछ शɨों
को खाįरज कर िदया और अंतर असमानता Ůाɑ की  जब हम पįरिमत समय मŐ एˋेप टू इनिफिनटी के बारे मŐ अǅी तरह से चचाŊ कर 
रहे थे तो आइए अंतर समीकरण 4.

बटा को जमा वगŊ के 1 dy dx xy y 
बराबर देखŐ।

चुकता चुकता शɨ हमेशा धनाȏक होता है तो आइए देखते हœ िक हम घटाकर िलख सकते हœ शूɊ से अिधक या   y y dx xy 
बराबर वगŊ पद से हटकर अंतर समीकरण से मुझे अंतर असमानता 4.y 

बटा घटा से अिधक या उसके बराबर िमला।2 dy dx xy 0 
 अब हम अब कैसे आगे बढ़ते हœ  मान लीिजए यिद 4.
2 मŐ आप असमानता के बजाय एक समानता हœ तो 4.
2 एक रैİखक अंतर समीकरण होगा, तो आप उस İ̾थित मŐ कैसे आगे बढ़Ő गे, आप 4.
2 को ई से गुणा करके 4.
2 को घातांक से एƛ वगŊ को 2 से गुणा करŐ गे, लेिकन ऐसा ही करŐ   यहाँ कोई बात नही ंहै िक यह एक असमानता है, लेिकन ई टू पावर 
माइनस एƛ ˍेर बाय 2 हमेशा पॉिजिटव होता है
 इसिलए मœ अǅी तरह से 4.
2 को ई से पावर माइनस एƛ ˍायर को 2 से गुणा कर सकता šं और 4.
2 का बायां हाथ एक सटीक ʩुȋɄ बन जाता है िजसका नाम डीडीएƛ है  का से से घात घटाकर वगŊ से 2 से अिधक या 0 x y e x 
के बराबर जो िक ŮदिशŊत ˠाइड मŐ 4.
3 है, अब हम Ɛा करते हœ हमŐ 4.
3 को एकीकृत करना है हमŐ 4.
3 को एकीकृत करना है तो चिलए आगे बढ़ते हœ आपको िनɻिलİखत İ̾थित िमली  आइए देखŐ िक आपको का एक फ़ंƕन x phi 
िमला है जो अंतराल पर हमेशा गैर-ऋणाȏक होता है तो हम कह सकते हœ िक से तक का इंटीŤल फाई िनिʮत ŝप ab a b x dx 
से गैर-नकाराȏक है, आप इस पर मुझसे सहमत होगें िक Ɛो ंअिभɄ Ɛा है अिभɄ Ɨेũ संयुƅ रा Ō̓  है  Ťाफ़ के नीचे का Ɨेũफल Ťाफ़ y
के बराबर के के बीच के बराबर कुʥाड़ी के बराबर और के बराबर 0 लेिकन यह असमानता आपको Ɛा बताती है x phi x b y 
िक असमानता आपको बताती है िक का का का Ťाफ िनिहत है  एƛ अƗ के ऊपर Ťाफ एƛ अƗ के ऊपर İ̾थत x pha x phi 
है तो Ťाफ के नीचे का Ɨेũ हमेशा सकाराȏक होगा और यह सािबत करने के िलए आपको बस इतना ही कहना है िक िवशेष ŝप से यिद
आपके पास दो कायŊ और हœ और यिद बड़ा है  अंतराल पर के बराबर या fx gx fx ab gx 
उसके बाद का इंटीŤल से के इंटीŤल से बड़ा या बराबर होगा आप इसे कैसे Ůाɑ करते हœ आप इसे िपछले वालेbfxdx a bgx dx 
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से Ůाɑ करते हœ बस माइनस के बराबर लŐ बस िपछले एक मŐ एसएफ माइनस जी के बराबर फाई लŐ और आपको यह ठीक f g phi 
लगता है तो चिलए इसे लागू करते हœ तो आइए हम उन ˠाइड्स पर वापस जाएं िजɎŐ आप देखते हœ िक आपको 4.
3 िमला है,
 इसिलए मœ कहता šं िक बाईं ओर का इंटीŤल इससे बड़ा होगा या अɊ कायŘ मŐ दािहने हाथ की ओर अिभɄ के बराबर  से ds 0 xi 
तक ʩुȋɄ का अिभɄ अंग 
4.
3 के दोनो ंपƗो ंको 0 से तक एकीकृत करने जा रहा है,x 
 इसिलए मœ दोनो ंपƗो ंको 0 से तक एकीकृत करने जा रहा šं जब आप ʩुȋɄ को एकीकृत करते हœ तो आप कैलकुस के मौिलक x 
Ůमेय का उपयोग करते हœ तािक आपको िमल जाए  के का से घात घटाकर चुकता 2 से अिधक या 0 के बराबर तो x y d dx x 
इंटीŤल ज़ीरो से का का घात घटाकर ˍेडŊ बटा दो से अिधक या शूɊ के बराबर िनिʮत इंटीŤल मŐ िनिʮत ŝप से  xddt te t dt 
वेįरएबल एक डमी वैįरएबल है,
 इसिलए के कैलकुलस के मूल Ůमेय का उपयोग पावर माइनस ˍेडŊ बाय 2 माइनस ऑफ़ 0 से पावर माइनस 0 xe y x y e 
ˍायर ब 2 बड़ा या 0 के बराबर करने के िलए करते हœ, यह 1 है और का  0 याद था 0y 
 इसिलए हमŐ िमलता है िक का से अिधक है या बराबर है घात 2 गुणा 0 है जो 0 है।x y, e x 

 इसिलए हमने िनʺषŊ िनकाला है िक समाधान गैर-ऋणाȏक है हमने िनʺषŊ िनकाला है िक का गैर है  -ऋणाȏक यिद x y x, 0 
से बड़ा या उसके बराबर है।
 अब हम िदखाएंगे िक वाˑव मŐ शूɊ के बराबर है अब हम जानते हœ िक शूɊ का शूɊ है और िनरंतर है औरyo  fx y y 
 इसिलए यिद मूल पर फ़ंƕन का मान 0 है तो फ़ंƕन का मान एक िनिʮत भाग मŐ 1 से कम होना चािहए।
  0 अथाŊत् 0 से c
 इसिलए 0 से के अंतराल पर हम जानते हœ िक का एक से कम होना चािहए यिद का एक से कम है और का पहले c x y x y x y 
से ही गैर-ऋणाȏक है वगŊ का कम या बराबर होना चािहए तो आइए हम िडफरŐ िशयल इƓेशन पर वापस जाएं, िडफरŐ िशयल x y 
इƓेशन Ɛा है, यह कहता है िक डाई बटा बराबर ɘस ˍेडŊ है लेिकन अब हमने देखा है िक ˍेडŊ से कम होने dx xy y y y 
वाला है तो आइए अब इस असमानता का उपयोग करŐ
 इसिलए चंूिक वगŊ 4.y 
1 से से कम है, हमŐ अंतर असमानता बटा से के टुकड़े पर जमा 1 से कम या बराबर है,y dy dx, 0 c x y 
 इसिलए िफर से वही काम करŐ  जैसे िक आप एक अंतर समीकरण को हल कर रहे हœ आगे बढ़Ő  जैसे िक आप एक रैİखक अंतर समीकरण
को हल करने जा रहे हœ, िजसका नाम है आप िडफरŐ िशयल इƓेशन को से घात इंटीŤल से गुणा करते हœ, इस मामले मŐ y e pxdx px
Ɛा है माइनस ɘस 1 और िफर आप ठीक वैसे ही िनʺषŊ िनकालŐगे जैसे हम अभी आगे बढ़े हœ का ज़ीरो से कम या बराबर है x x y 
और
 इसिलए दोनो ंको िमलाकर हम  देखŐ िक का इस टुकड़े शूɊ से पर समान ŝप से शूɊ होना चािहए, लेिकन अब हम यह x y c 
िदखाना चाहते हœ िक न केवल का समान ŝप से शूɊ से के टुकड़े पर शूɊ होना चािहए, यह हर जगह 0 होना चािहए जो आप x y c 
वाˑव मŐ िदखा सकते हœ िक होने जा रहा है  0 हर जगह िवरोधाभास से आगे बढ़Ő  मान लीिजए िक यह एक िनिʮत अंतराल तक 0 है 
िजसके बाद यह सकाराȏक हो जाता है तो एक िवरोधाभास पर पŠंचने का Ůयास करŐ  थोड़ा सावधान रहŐ यिद आप इस सबूत को ठीक 
कर रहे हœ 
तो अब मœ आपको कुछ अɷास देता šं एक ही िवचार का Ůयास करŐ  इन दो अंतर समीकरणो ंपर जो आप ˠाइड मŐ देखते हœ, कुछ शतŘ 
को समाɑ करने का एक ही िवचार असमानता Ůाɑ करना और आगे बढ़ना है
 इसिलए मœने िवˑार से एक उदाहरण तैयार िकया और मœ आपको दो अɊ को आजमाने के िलए कह रहा šं तािक दो अंतर  l 
समीकरण बटा के बराबर गुणा जोड़ 1 जमा घन का वगŊमूल होता है दूसरा बटा बराबर गुणा से घात dy dx y y x dy dx y y 
3 जमा साइन वगŊ इन दोनो ंअंतर समीकरणो ंके िलए 0 का होता है औरx y 0 
 इसिलए िनरीƗण से आप देखते हœ िक 0 एक समाधान है िजसे आपको ̾थािपत करने की आवʴकता है िक यह एकमाũ समाधान है
 इसिलए आगे बढ़Ő  Ɛोिंक हाँ मœने िपछले अɷास मŐ संकेत िदया है तो इस अɷास का Ɛा मतलब है कोई सरल और अिधक ŮȑƗ 
̊िʼकोण नही ंहै  इस िनʺषŊ पर पŠंचने के िलए हर बार जब आप एक ऐसी İ̾थित का सामना करते हœ जहां आपको या वगŊ से y y 
िवभािजत करना होता है जैसा िक बनŗली समीकरण मŐ Šआ था और Ůारंिभक İ̾थित कहती है िक का 0 0 के बराबर है, Ɛा हम हर y 
बार इस įरगमारोल से गुजर रहे हœ आपको वाˑव मŐ एक सामाɊ िविशʼता Ůमेय की आवʴकता है सामाɊ िविशʼता Ůमेय िजसे सीधे 
शेʚ से िनयोिजत िकया जा सकता है आप एक िविशʼता Ůमेय उठाते हœ इस तरह की िविशʼता Ůमेय को सािबत करने का महȕ अब 
धीरे-धीरे हम पर हावी हो रहा है और हम इस तरह की एकता को कैसे सािबत करते हœ  िबंदु जो मœ बनाना queness theorems 
चाहता šं वह यह है िक ये उदाहरण जो हमने अभी काम िकए हœ वे तकŊ  के िविशʼ मॉडल हœ जो आपको िविशʼता का Ůमाण दŐ गे Ůमेय 
िवचार एक अंतर असमानता Ůाɑ करना है और िफर ठीक उसी तरह आगे बढ़ना है जैसे हम हल करते हœ रैİखक अंतर समीकरण और 
हम सामाɊ अİˑȕ Ůमेय को सािबत नही ंकरŐ गे, लेिकन मुƥ घटक िनɻिलİखत ˠाइड मŐ िवचार हœ,
 इसिलए मान लीिजए िक का अंतराल पर एक गैर-ऋणाȏक कायŊ है, जैसे िक का से कम या बराबर है।t f ab t f, a 
  ɘस बी इंटीŤल ए टू टी एफएसडीएस असमानता 4.
4 यह एक पįरकʙना है ए और बी İ̾थरांक हœ और एफ गैर-ऋणाȏक है तो िनʺषŊ असमानता 4.
5 है अथाŊत् टी का एफ कम या बी के घातांक के बराबर है टी घटा इस Ůमाण का एक िवचार 4.
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4 के दािहने हाथ की ओर िबʋुल समान कॉल है Ɛोिंक टी की पंूजी एफ की पंूजी एफ ए ɘस बी इंटीŤल ए टू टीएफएसडीएस है तो 
ȯान दŐ  िक थोड़ा एफ पंूजी से कम या बराबर है एफ छोटा एफ कम या बराबर है  से पंूजी और पंूजी का थोड़ा मूʞांकन al f f 
िकया जाता है पंूजी है a a 4.
7 आप आगे Ɛा करते हœ अंतर 4.
6 अंतर 4.
6 आपको के बराबर Ɛा िमलता है आप 4.bf dt by df 

गुणा के बराबर अंतर करने के िलए कैलकुलस के एक मौिलक Ůमेय का उपयोग करते हœ  बी गुना छोटा एफ लेिकन बी गुना6 df dt 
छोटा एफ बी गुना पंूजी से कम या बराबर है एफ आपको एक अंतर असमानता िमली है आप ठीक उसी तरह आगे बढ़Ő गे जैसे आप एक 
रैİखक समीकरण के साथ करते हœ, अंतर समीकरण को ई से गुणा करके घात मŐ घटाकर बी मŐ टा पंूजी है  थोड़ा बराबर पंूजी af a a 
और िफर इसे अपने इंटीŤल मŐ शािमल करŐ  आप के को माइनस के घातांक मŐ घटाकर से थोड़ा कम या उसके बराबर t f b t a 
Ůाɑ करते हœ, िजसे हम सािबत करना चाहते हœ,
 इसिलए इस ʩायाम अɷास का Ůमाण है  इस छोटे से पįरणाम का Ůमाण िबʋुल उसी पैटनŊ का अनुसरण करता है और यह िविशʼता 
Ůमेय के Ůमाण मŐ एक Ůमुख घटक है,
 इसिलए अब हम इस ʩाƥान ŵंृखला के अगले भाग और कƗा के अंितम भाग पर आगे बढ़Ő गे।
  ʩाƥान ŵंृखला है , पŐडुलम समय के कठोर माचŊ को िवरािमत करते Šए लगातार झलूता रहता है,
 इसिलए पŐडुलम झलूता रहता है और यह आपके िलए समय के अंतराल को कैिलŰेट करता है, तो आइए वापस जाएं और याद करŐ  िक 

ˍेडŊ ɘस ओवर बराबर 0 जो िक समीकरण 4.d2y d2y dt g l  sine y 
9 है अब हम यह करते हœ िक इस समीकरण 4.
9 को डाई के गुणनखंड से से गुणा करŐ  Ɛा होता है आप को से से वगŊ मŐ Ůाɑ करते हœ ठीक है तो 2 Ūो केdt dt dt d 2 y dt 
कारक मŐ फŐ कŐ   2 के गुणनखंड मŐ आपको 2 डैश डबल डैश िमलता है 2 डैश डबल डैश Ɛा होता है यिद आप डैश वगŊy y y y y 
मŐ अंतर करते हœ यिद आप डैश वगŊ मŐ अंतर करते हœ तो आप 2 डैश डबल Ůाɑ करने जा रहे हœ डैश अगले टमŊ साइन को y y y y y
डैश मŐ देखŐ आप साइन को डैश मŐ कैसे Ůाɑ करते हœ आप माइनस कॉस को अलग करते हœ यिद आप माइनस कॉस को अलगy y y 
करते हœ तो आपको डैश मŐ ठीक साइन िमलेगा तो Ɛा होता है जब आप िडफरŐ िशयल इƓेशन को गुणा करते हœ 4.y y 
9  वाई Ůाइम Ȫारा  ई जब आप समीकरण 4.
9 को Ůाइम से गुणा करते हœ तो समीकरण का बायां हाथ एक सटीक ʩुȋɄ बन जाता है जो िक आप ˠाइड मŐ अगले ŮदशŊन मŐ y 
देखते हœ संपूणŊ वगŊ माइनस 2 है  0.d dt of dt by dt g by l cosine y 
 तो इसे एकीकृत करŐ  और आप Ȫारा Ůाɑ करŐ  पूरे वगŊ माइनस 2 बाय कोसाइन बराबर िफर से मœ अƗर का dt dt g l y e e 
उपयोग एकीकरण की िनरंतरता के िलए करता šं, इसका ˙ʼ कारण 4.
10 मŐ शतŘ की पहचान करना है जो गितज ऊजाŊ का Ůितिनिधȕ करते हœ और संभािवत ऊजाŊ वगŊ Ȫारा पहला शɨ िकसी तरह dt dy 
गितज ऊजाŊ से संबंिधत है और दूसरा शɨ िकसी तरह संभािवत ऊजाŊ से संबंिधत है, आपको इसे कुछ İ̾थरांक से गुणा करना पड़ सकता
है, आपको एक िनिʮत İ̾थरांक जोड़ना पड़ सकता है संदभŊ Ɨमता लेिकन अिनवायŊ ŝप से  समीकरण 4.
10 ऊजाŊ के संरƗण के िनयम को बताता है और हम समीकरण 4.
10 को ऊजाŊ समीकरण के ŝप मŐ संदिभŊत करने जा रहे हœ िजसे हम इसे ऊजाŊ समीकरण कहने जा रहे हœ 
ठीक है अब आइए Ůारंिभक िनधाŊįरत करŐ  0 की İ̾थित के बराबर और अभाǛ 0 के बराबर जहां एक सकाराȏक y 0 y c c 
İ̾थरांक है इसका Ɛा मतलब है इसका मतलब है िक पŐडुलम औसत İ̾थित से कोणीय वेग के साथ शुŝ होता है Ůारंिभक कोणीय वेगc 
के साथ आप अपने Ȫारा िदया गया धſा देते हœ  माȯ İ̾थित से पŐडुलम को थोड़ा सा धſा और पŐडुलम दोलन करना शुŝ कर देताc 
है, इन Ůारंिभक İ̾थितयो ंको ऊजाŊ समीकरण मŐ शािमल करŐ  , आपको ऊजाŊ समीकरण िमला है 4.

को 0 के बराबर रखŐ, को शूɊ डाई के बराबर रखŐ बटा पर बराबर शूɊ है  और जब समय शूɊ के 10 t t dt t c cos y t 
बराबर है, शूɊ है जो एक है तो समीकरण चार दशमलव दस बस पढ़ता है वगŊ माइनस 2 बटा बराबर तो cos c g l e e c 
चुकता माइनस 2 बटा है जो मœ कह रहा šँ तो सही है 4.g l 
10 ऊजाŊ समीकरण के हाथ की ओर को वगŊ माइनस 2 से से बदल िदया गया है,c g l 
 इसिलए अगली बात यह होगी िक यिद आप समीकरण 4.
12 मŐ दायी ंओर कोसाइन शɨ लेते हœ तो कोसाइन शɨ को दािहने हाथ की ओर ले जाना होगा।
 
dt .
 से मर जाएगा  पूरा वगŊ बराबर है चुकता घटा 2 बटा गुणा 1 घटा अब िũकोणिमतीय पहचान याद  रखŐ साइन ˍेडŊ c g l cos y 

बटा 2 समीकरण 4.y 
13 अब आप समीकरण 4.
13 को देख सकते हœ और आप खुश होगें Ɛोिंक आपको पहला ऑडŊर िडफरŐ िशयल  इƓेशन इƓेशन िमला है।
  बराबर है वगŊ का वगŊमूल घटा 4 बटा साइन चुकता बटा 2 और यह एक चर िवयोǛ समीकरण है हम बŠत खुश हœ हम c g l y 
चर को अलग कर सकते हœ और हम एकीकृत करने जा रहे हœ ठीक है आप करते हœ िक आप एक अिभɄ मŐ चलाने जा रहे हœ िक आप 
गणना नही ंकर सकते हœ और वह अिभɄ अǷाकार अिभɄ है
 इसिलए अǷाकार अिभɄ, िजसका मœने कुछ ʩाƥान पहले उʟेख िकया था, यहां एक पŐडुलम समीकरण के संबंध मŐ िदखाई देता है,
 इसिलए हमारे पास डीटी Ȫारा डीटी है पूरे वगŊ के बराबर सी ˍा  रेड माइनस 4 बटा साइन ˍेयर बटा 2।g l y 
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 इसिलए चंूिक 0 का डॉट है, जो समय पर ʩुȋɄ है बराबर 0 धनाȏक है आइए हम दोनो ंपƗो ंपर 4.y c t 
13 का धनाȏक वगŊमूल लŐ और हमŐ Ůाɑ होता है  बराबर वगŊ का वगŊमूल घटा 4 बटा साइन वगŊ बटा 2 िजसे 4.dy dt c g l y 
13 अभाǛ 4.
13 अभाǛ कहा गया है एक चर िवयोǛ समीकरण है और हम सामाɊ तरीके से आगे बढ़ते हœ हम 4.
13 अभाǛ को वगŊ ऋण 4 के वगŊमूल से िवभािजत करते हœ  Ȫारा साइन ˍेडŊ बटा 2 और िफर दोनो ंपƗो ंको के संबंध c g l y t 
मŐ 0 से के अंतराल मŐ एकीकृत करŐ , यह नोट करते Šए िक 0 का के बराबर है।t y 0 
 तो हमŐ Ɛा िमलता है हम ˍायर माइनस 4 के वगŊमूल Ȫारा 0 से Ůाɑ करŐ गे बटा साइन चुकता बटा 2 बराबर c ydy g l y t 
अब हम बटा 2 बराबर हम पाते हœ 1 आधा बटा 2 बराबर या बराबर 2 बटा 1 ऋण वगŊ sine y u cos y dy du dy du u 
का वगŊमूल और अंितम मŐ समाकलन  ˠाइड बराबर 2 बटा इंटीŤल 0 से साइन बटा 2 मŐ 1 घटा चुकता चुकता t c y du k u i 
मŐ बदल जाती है  माइनस यू ˍेडŊ यह अंितम ŮदिशŊत इंटीŤल एक अǷाकार इंटीŤल हैnto 1 
 इसिलए हम ˢाभािवक ŝप से पŐडुलम समीकरण के अȯयन मŐ अǷाकार इंटीŤल की ओर ले जाते हœ Ɛोिंक हम अǷाकार इंटीŤल 
का अȯयन नही ंकर सकते हœ, हमŐ जांच की इस लाइन को छोड़ देना चािहए और हमŐ पूरी तरह से लेना चािहए  िभɄ मागŊ , चरो ंके 
पृथſरण की िविध Ȫारा इस 4.
13 को हल करने का कोई भी Ůयास 
आपको परेशानी मŐ डालने वाला है अब हम इस अǷाकार अिभɄ को छोड़ दŐ गे और िवभेदक समीकरण को हल िकए िबना समाधान के 
गुणाȏक ʩवहार को समझने की कोिशश करŐ गे याद रखŐ िक हमने देखा है यह अतीत मŐ अंतर समीकरणो ंका िवचार यह है िक हमŐ 
अंतर समीकरण को ˙ʼ ŝप से हल िकए िबना समाधानो ंके बारे मŐ जानकारी Ůाɑ करने का Ůयास करना चािहए, 
इसिलए हम मान लŐगे िक सी वगŊ 4 जी से बड़ा है मान लŐ िक सी वगŊ 4 से बड़ा है  बाय और 4.l g l 
13 के दािहने हाथ की ओर देखŐ 4.
13 का दािहना हाथ कभी भी 0 नही ंबन सकता Ɛोिंक यिद एरेड 4 Ťाम से बड़ा है Ɛोिंक साइन माइनस 1 और 1 के बीच है 4.c sq 
13 का दािहना हाथ ˙ʼ ŝप से कभी भी शूɊ नही ंहोता है और
 इसिलए डीटी Ȫारा ʩुȋɄ डाई को हमेशा एक ही संकेत रखना चािहए यह हमेशा सकाराȏक होना चािहए या यह हमेशा नकाराȏक 
होना चािहए और शुŝ मŐ 4.
11 देखŐ िक ʩुȋɄ शुŝ मŐ सकाराȏक था,
 इसिलए यह हमेशा के िलए सकाराȏक होना चािहए,
 इसिलए ʩुȋɄ हमेशा सकाराȏक होता है, िजसका अथŊ है िक का समय का एक मोनोटोन बढ़ता Šआ कायŊ होना चािहए, फ़ंƕनt y 
सफेद एक मोनोटोन है जो के संबंध मŐ भी बढ़ रहा है।t 
  4.
13 के हाथ की ओर आइए 4.
13 पर वापस जाएं , सबसे कम कौन सा है जो 4.
13 सबसे कम बन सकता है 4.
13 का दािहना हाथ वगŊ माइनस 4 जी बटा एल 4.c 
13 है।
 4.
13 का दािहना हाथ सबसे कम है जब साइन कारक है 1 और चुकता माइनस 4 बटा धनाȏक है मान लीिजए इसे एक चुकता c g l 
कहते हœ तो हम Ɛा देखते हœ यिद आप चुकता माइनस 4 बटा को वगŊ के ŝप मŐ रखते हœ तो हम देखते हœ िक बटा c g l dy dt 
हमेशा से बड़ा या बराबर होना चािहएa 
 इसिलए का बड़ा होना चािहए के के बराबर या उसके बराबर न केवल समय के साथ बढ़ता Šआ मोनोटोन है, यह कम से t y t y 
कम 80 िजतनी तेजी से बढ़ रहा है, यह 80 से अिधक या उसके बराबर है और
 इसिलए जैसे-जैसे समय आगे बढ़ता है, कोण बढ़ता रहता है और यह जाता है अनंत लेिकन यह एक कोण है याद रखŐ िक पŐडुलम झलू 
रहा है और
 इसिलए पहले कोण 0 से 2 तक जाएगा और िफर 2 से यह 4 पर जाएगा तािक यह जो कह रहा है वह यह pi pi pi 6 x 8 pi 
है िक पŐडुलम ŮदशŊन कर रहा है  वृȅाकार गित
 इसिलए पŐडुलम इतना बड़ा है िक पŐडुलम शीषŊ पर जाता है और वृȅ को पूरा करता है और यह वृȅाकार गित करता रहता हैc 
 इसिलए एक सिकŊ ट के बाद कोण दूसरे सिकŊ ट के अंतराल मŐ 2 से 4 के अंतराल मŐ चला जाता है।pi pi 

से 6 और इसी तरह यिद वगŊ 4 गुणा से बड़ा है तो पŐडुलम मŐ बŠत अिधक ऊजाŊ है, यह वृȅाकार गित करना   4 pi pi c g l 
शुŝ कर देता है, आइए देखŐ िक Ɛा होता है यिद वगŊ से 4 से कम है और यहाँ मœ आपको कुछ बŠत ही सरल देने जा रहा c l g i  
šँ ई कैलकुलस अɷास से पता चलता है िक Ȫारा कोणीय वेग िकसी समय मŐ 0 हो जाना चािहए और को िकसी समय मŐ dt dy yt 
अिधकतम Ůाɑ करना चािहए िक िवशेष अिधकतम मान पŐडुलम का आयाम होगा और िजस समय ऐसा होगा वह होगा  एक चौथाई 
अविध और
 इसिलए पŐडुलम की अविध 4 गुना होगी अब मान लीिजए िक ऐसा नही ंहोता है इसका मतलब है िक ʩुȋɄ कभी भी 0 नही ंहोता है तो 
Ɛा होता है यिद ʩुȋɄ कभी 0 नही ंहोता है तो िफर से टी का वाई मोनोटोन होना चािहए  पहले की तरह बढ़ रहा है लेिकन इस बार t 
का तक नही ंपŠंच सकता है Ɛोिंक यिद का तक पŠंचता है तो साइन वगŊ बटा 2 उस िवशेष िबंदु पर 1 हो जाएगाy pi t y pi y 
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Ɛोिंक बटा 2 बटा 2 और साइन होगा 1 और िफर  4.y pi pi 2 
13 का दािहना हाथ वगŊ माइनस 4 बटा हो जाएगा, लेिकन चुकता 4 से कम है याद रखŐ िक 4.c g l c g l 
13 का दािहना हाथ नकाराȏक हो गया है लेिकन बायाँ हाथ एक वगŊ है और यह एक िवरोधाभास है तािक नही ंहो सके  ऐसा होता है 
पŐडुलम का कोण का कभी भी तक नही ंपŠंच सकता है,t y pi 
 इसिलए हम देखते हœ िक का मोनोटोन बढ़ रहा है और यह कही ंभी के करीब नही ंआता है,t y pi 
 इसिलए इसकी कुछ सीमा होनी चािहए Ɛोिंक अनंत तक जाता है का होना चािहए  एक सीमा अʚा के ŝप मŐ अनंत तकt y t t 
जाता है याद रखŐ एक मोनोटोन बढ़ता Šआ कायŊ या तो अनंत तक जाना चािहए या इसकी एक सीिमत सीमा होनी चािहए यह पįरिमत 
सीमा नही ंहो सकती है औरpi 
 इसिलए इसे से कम होना चािहए जो हमने देखा है लेिकन अब अंतर समीकरण  ˢयं कहता है िक ʩुȋɄ की एक सीमा होनी pi 
चािहए Ɛोिंक वगŊ Ȫारा ʩुȋɄ डाई Ɛा है चुकता माइनस 4 बटा साइन चुकता बटा 2 की एक सीमा हैdt c g l y y 
 इसिलए साइन वगŊ बटा 2 की एक सीमा हैy 
 इसिलए के दािहने हाथ की ओर  4.
13 की एक सीमा है दूसरे शɨो ंमŐ ʩुȋɄ वगŊ की सीमा डाई बटा डीटी वगŊ की एक सीमा होती है
 इसिलए डाई बटा डीटी की एक सीमा होती है Ɛोिंक यह हमेशा सकाराȏक होती है
 इसिलए आपके पास एक ऐसी İ̾थित है जहां आपके पास एक फ़ंƕन है जो एक सीमा तक जाता है और ʩुȋɄ की भी एक सीमा होती 
है लेिकन सोिचए  Ǜािमतीय ŝप से एक फ़ंƕन के बारे मŐ सोचŐ जो एक सीमा तक İ̾थर हो जाता है Ɛोिंक अनंत तक जाता है, t 
िजसका अथŊ है िक Ťाफ चापलूसी और चापलूसी हो रहा है,
 इसिलए हम उʃीद करते हœ िक आप उʃीद करते हœ िक ʩुȋɄ यिद इसकी सीमा है तो यह शूɊ होना चािहए, ठीक यही İ̾थित है यिद 

का  एक अवकलनीय फलन है जैसे िक का और अभाǛ की पįरिमत सीमाएँ हœ Ɛोिंक अनंत तक जाता है तो f t t f f t t 
ʩुȋɄ अिनवायŊ ŝप से शूɊ पर जाना चािहए, मœ आपको इसे Ǜािमतीय ŝप से समझाता šँ Ɛोिंक की की सीमा मूल ŝप से t f 
इसका अथŊ है िक Ťाफ बन रहा है  Ɨैितज यह चापलूसी और चापलूसी होता जा रहा है और
 इसिलए ʩुȋɄ यिद इसकी एक सीमा है तो यह वाˑव मŐ शूɊ होना चािहए, लेिकन Ɛा आप इसे कैलकुलस का उपयोग करके सƢी 
से सािबत कर सकते हœ, मœ अनुशंसा करता šं िक आप इसे माȯ मान Ůमेय का उपयोग करके करŐ , आइए हम Ǜािमतीय पर भरोसा 
करने के बजाय माȯ को लागू करŐ ।
 अंतǒाŊन आइए हम इसे कठोर तकŊ  के साथ वापस लेते हœ आइए हम अंतराल पर लैŤŐज के माȯ मान Ůमेय को लागू करŐ  अʙिवराम t 
टी ɘस 1 एफ का टी ɘस 1 माइनस एफ का टी कुछ सी के िलए होने वाला है  टी और टी ɘस 1 के बीच लेिकन टी को अनंत तक जाने
दŐ  , औसत मूʞ Ůमेय मŐ सी टी और टी ɘस 1 के बीच है,
 इसिलए पंूजी टी अनंत तक जाती है सी भी अनंत तक जाती है और
 इसिलए हमारे पास टी ɘस 1 का समीकरण एफ है का माइनस Ůाइम के बराबर होता है , बायी ंओर 0 पर जाता है, हम t f, f c 
जानते हœ Ɛोिंक की सीमा है,f l 
 इसिलए का ɘस 1 के मŐ जाता है t f t lf l
 इसिलए का ɘस 1 माइनस का जाता है  0t f f t 
 इसिलए दािहने हाथ की ओर Ůाइम सी को शूɊ पर जाना चािहए,f 
 इसिलए ʩुȋɄ अिनवायŊ ŝप से शूɊ पर जाना चािहए,
 इसिलए हमŐ इसे समझने के दो अलग-अलग तरीके िदए गए हœ,
 इसिलए अब हम पŐडुलम पर वापस आते हœ, हम जानते हœ िक का आयाम मोनोटोन बढ़ रहा है  यह कही ंभी के करीब नही ंआ y pi 
सकता है, इसकी एक सीिमत सीमा होनी चािहए , उस İ̾थित मŐ ʩुȋɄ Ůाइम को 0 पर जाना चािहए Ɛोिंक अनंत तक जाता y t t 
है,
 इसिलए हमारे पास Ɛा है जो अनंतता की ओर जाता है।t y 
  पįरिमत सीमा अʚा जो से कम है और के अभाǛ की एक सीमा है और यह सीमा जैसा िक हमने देखा है 0 है।pi t y 
 अब कहां करŐ   हम यहां से जाते हœ, देखते हœ िक डबल अभाǛ जमा अपॉन साइन y g l y 0.
 अब की एक सीमा है अभाǛ की एक सीमा है औरy y 
 इसिलए यह समीकरण डबल अभाǛ जोड़ बटा साइन बराबर 0 हमŐ बताता है िक डबल अभाǛ है  एक सीमा के ŝप y g l y y 
मŐ अनंत तक जाता है लेिकन कैलकुलस लेʃा को अब हमŐ यह बताना चािहए िक डबल Ůाइम को शूɊ पर जाना चािहए औरt y 
 इसिलए पŐडुलम समीकरण हमŐ िफर से देगा िक की की सीमा शूɊ होनी चािहए िजसका अथŊ है िक अʚा शूɊ होना चािहए t y 
लेिकन  तो इसका मतलब है िक पŐडुलम İ̾थर है यह िबʋुल भी İˢंग नही ंकर रहा है और यह एक िवरोधाभास है
 इसिलए अब समझाएं िक अंितम अɷास मŐ शूɊ िबंदु ̾थानीय अिधकतम Ɛो ंहोना चािहए यह आसान है पहला ʩुȋɄ 0 है।
 लेिकन दूसरा ʩुȋɄ Ɛा है  पŐडुलम के मूल समीकरण पर वापस डबल Ůाइम ɘस ओवर साइन हैy g l y 0 
 इसिलए डबल Ůाइम माइनस है साइन जो ऋणाȏक होगाy g l y 
 इसिलए दूसरा ʩुȋɄ ऋणाȏक है
 इसिलए यह एक िबंदु ̾थानीय अिधकतम है
 इसिलए पŐडुलम  झलूने लगता है  यह अिधकतम तक पŠंच जाता है और िफर इसे वापस İˢंग करना पड़ता है Ɛोिंक यह उससे आगे 
नही ंजा सकता है और िफर कोई यह तकŊ  दे सकता है िक इसका Ɋूनतम मूʞ होना चािहए 
लेिकन अिधकतम मूʞ कुछ और Ɋूनतम मूʞ कुछ और होने से रोकता है तो अिधकतम मूʞ  60 िडŤी कहा जा सकता है शायद 
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Ɋूनतम मान माइनस है Ɛा मुझे पता है िक मुझे कैसे पता चलेगा िक यह उसी रािश को दाईं ओर घुमाता है जैसा िक यह बाईं ओर 
सम˟ा संƥा पांच को देखता है सम˟ा संƥा पांच आपको बताती है िक िकस हद तक  यह दाईं ओर जाता है, यह बाईं ओर जाता है 
Ɛोिंक हमने कहा है िक शूɊ का शूɊ है औरy 
 इसिलए समाधान एक िवषम कायŊ होना चािहए, यहां हम एक िविशʼता Ůमेय की अपील करते हœ िजसे हम िसȠ नही ंकरते हœ  इवेिसव 
यूिनकनेस Țोरम हम यूिनकनेस Țोरम का थोड़ा अलग तरीके से उपयोग िकए िबना भी एƛरसाइज 6 को हल कर सकते हœ आइए 
देखते हœ िक हम एनजŎ इƓेशन का इˑेमाल करते हœ ठीक है
 इसिलए मान लŐ िक अिधकतम एɼलीǨूड अʚा और Ɋूनतम एɼली है  इǨूड माइनस बीटा है
 इसिलए ऊजाŊ समीकरण डाई बटा डीटी को देखŐ , पूरा वगŊ बराबर सी ˍायर माइनस 4 जी बटा एल साइन ˍायर वाई बटा 2 है।
 लेिकन बाएं हाथ की ओर 0 है जब वाई मान अʚा या माइनस बीटा लेता है Ɛोिंक अʚा अिधकतम है  और माइनस बीटा एक Ɋूनतम
है और
 इसिलए हमŐ सी ˍायर बराबर 4 जी बटा एल साइन ˍायर अʚा बटा 2 और सी ˍायर बराबर 4 जी बटा एल साइन ˍायर बीटा 
बटा 2 िमलता है।

 इसिलए दो चीजो ंकी बराबरी करने पर हमŐ साइन ˍायर अʚा बटा 2 बराबर साइन ˍायर िमलेगा।
  बीटा बटा 2 िजसमŐ से हम माइनस बीटा के बराबर अʚा घटाते हœ जो सम˟ा संƥा 6 की चचाŊ को ठीक से पूरा करता है तािक 
आपको पता चल सके िक यिद वगŊ 4 Ťाम से कम है पŐडुलम दोलन गित ŮदिशŊत करता है तो यह दाईं ओर जाता है और िफर यह  c l 
वापस आता है और इसका Ɋूनतम होता है और िफर से यह आगे बढ़ना शुŝ कर देता है और इसमŐ ऑिसलेटरी गित होती है जबिक यिद

वगŊ बटा से बड़ा है तो यह वृȅाकार गितयो ंको िन˃ािदत करता हैc 4g l 
 इसिलए महȕपूणŊ मान पर Ɛा होता है वगŊ बराबर 4 बटा तब होता है जब वगŊ बराबर 4 बटा यह है िक c g l wha  t c g l 
पŐडुलम हमेशा के िलए शीषŊ पर सबसे ऊपरी िबंदु तक पŠंचने के िलए लेता है कोण हमŐ इसकी जांच करनी चािहए और देखŐ िक Ɛाpi 
ऐसा होता है यह पता चलता है िक इस महȕपूणŊ मामले मŐ जब वगŊ चार के बराबर होता है  Ȫारा हम िवलƗण ŝप से c g l 
भाƶशाली हœ हम वाˑव मŐ अंतर समीकरण के एकीकरण को पूरा कर सकते हœ तो आइए देखŐ िक यह कैसे करना है
 इसिलए याद रखŐ िक वगŊ बराबर 4 बटा हैc g l 
 इसिलए समीकरण पर वापस जाएं चार िबंदु एक तीन वगŊ बराबर चार बटा c g l
 इसिलए चार बटा को सामाɊ िलया जा सकता है और हमŐ एक ऋण चुकता बटा दो िमलता है जो कोसाइन वगŊ बटा g l sin y y 
दो है
 इसिलए समीकरण 4.
13 महȕपूणŊ İ̾थित मŐ बŠत सरल करता है
 इसिलए हमŐ समीकरण 4.

बटा िमला है, पूरा वगŊ बराबर बटा है  चुकता बटा 2।14 dy dt 4g l cos y 
 अब ȯान दŐ  िक यिद अभाǛ कुछ िनिʮत समय पर शूɊ के बराबर है तो अंितम समीकरण के दािहने हाथ की ओर आपको y t t 
यह देगा िक का शूɊ होना चािहए और का अभाǛ होना चािहए  0 हो लेिकन ȯान दŐ  िक का चीटंी कायŊ t y t y const t y 
समान ŝप से भी पŐडुलम समीकरण को संतुʼ करता है और यह Ůारंिभक शतŘ को भी संतुʼ करता है 4.pi 
15 और
 इसिलए एक बार िफर से अपवतŊक िविशʼता Ůमेय िजसे हमŐ बताया भी नही ंगया है, के िलए अपील की जा सकती है और हम देखते हœ 
िक हमारा समाधान िनरंतर समाधान था लेिकन वह है  ऐसा नही ंहै Ɛोिंक यिद यह एक İ̾थर समाधान है तो ʩुȋɄ 0 होना चािहए, हम 
मान रहे हœ िक बटा है,c, 4 g l 
 इसिलए हम यह िनʺषŊ िनकालते हœ िक कभी गायब नही ंहोता है और हम 4.y prime t 
14 के दोनो ंपƗो ंका धनाȏक वगŊमूल ले सकते हœ।
 
हमारे पास िŢिटकल केस डाई बटा डीटी के िलए िनɻिलİखत चर िवयोǛ समीकरण है जो दो बार ŝट जी बटा एल कॉस वाई बटा 2 
और 0 का वाई बराबर 0 है।
 2 बायी ंओर और एकीकृत करŐ  आपको लॉग सेकŐ ट ɘस टैन िमलता है, आपको लॉग सेकŐ ड बटा 2 ɘस टैन बटा 2 बराबर ŝट y y 
जी बटा एलटी Ůाɑ होता है , दािहने हाथ की ओर से उस ŝट जी को एल Ȫारा दशाŊया जाता है, आप बस इसे एस Ȫारा िनŝिपत करते हœ
और  िसफŊ  सादगी के िलए  आप बटा 2 को थीटा के बराबर रखते हœ तो अंितम समीकरण को लॉग सेकŐ ट थीटा ɘस टैन थीटा के y 
बराबर एस या सेकŐ ड थीटा ɘस टैन थीटा के ŝप मŐ िलखा जा सकता है जो िक ई के बराबर है,
 इसिलए सेकŐ ड थीटा ɘस टैन थीटा ई के बराबर शİƅ है  समीकरण 4.
17 ʩुǿम को लŐ ʩुǿम को लŐ, हमŐ थीटा माइनस टैन थीटा बराबर से घात घटा जोड़ने और घटाने पर हम secant e s secant

को के 1 आधे के बराबर घात जमा से घात घटाकर से एक आधे तक Ůाɑ करते हœ  ई से पावर एस ɘस ई टू पावर theta e s e 
माइनस एस कोश Ȫारा दशाŊया जाएगा कोश एस की हाइपरबॉिलक कोसाइन है और िफर टैन थीटा टैन थीटा ई का आधा है पावर एस x 
माइनस ई टू पावर माइनस  यह हाइपरबोिलक साइन है
 इसिलए हमŐ यह समीकरण िमला 4.
19 सेकŐ ड थीटा हाइपरबॉिलक कोसाइन है और टैन थीटा हाइपरबॉिलक साइन है
 इसिलए अब हम वाˑिवक डोमेन मŐ रहकर जिटल डोमेन मŐ जाने के िबना हाइपरबॉिलक फ़ंƕंस और िũकोणिमतीय फ़ंƕंस के बीच 
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संबंध देखते हœ।
िũकोणिमतीय फलनो ंसे अितपरवलियक फलनो ंतक चरो ंके वाˑिवक पįरवतŊन Ȫारा इस फ़ंƕन थीटा का 4. ss 

19 Ȫारा िदया गया एक नाम है िजसे िŢːोफर गोरमœड के सʃान मŐ Ťामािनयन कहा जाता है यह नाम आथŊर केली Ȫारा 1862 मŐ िदया 
गया था इसका एक बŠत ही रोचक इितहास  अǅा रोमािनयाई िŢːल बीजगिणत खंड 2 के पृʿ 312 मŐ पाया जा सकता है जो 1900 मŐ 
Ůकािशत Šआ था, वाˑव मŐ यह 1900 से पहले Ůकािशत Šआ था।
  
ओथŖगोनल ŮƗेपवŢ और िफर से काटŖŤाफी आती है और यह ʩापाįरयो ंके ŮƗेपण के संबंध मŐ काटŖŤाफी और नेिवगेशन मŐ आती है, 
इसिलए जो मकő टर बनाने की कोिशश कर रहा था वह एक नƕा बनाने की कोिशश कर रहा था वह एक नƕा बनाने की कोिशश कर 
रहा था िजसमŐ गोले पर लॉƛोडŌ ोम िमल रहे हœ  आपके िवमान के नƕे पर मानिचũ पर सीधी रेखाओ ंके ŝप मŐ मैप िकया गया है, आप 
मुझसे पूछŐ गे िक लॉक Ɛा हœ शो ŝम मœ आपको यह समझाता šं िक अब लॉƛोडŌ ोम Ƹोब पर वŢ हœ , इस संपिȅ के साथ िक वे एक ही 
कोण पर देशांतरो ंको काटते हœ वŢ सभी देशांतरो ंको एक ही कोण पर एक İ̾थर कोण पर काटते हœ ऐसे वŢ महȕपूणŊ Ɛो ंहœ Ɛोिंक वे 
महȕपूणŊ हœ Ɛोिंक  याद रखŐ िक नेिवगेशन की िचंताओ ंमŐ जहाज जहाज िवशाल शİƅशाली वˑु होते हœ जब आप समुū मŐ एक िबंदु से 
दूसरे िबंदु पर जाना चाहते हœ तो आप सोच सकते हœ िक सबसे अǅा िवकʙ सबसे छोटा राˑा लेना है सबसे छोटा राˑा दो िबंदुओ ंको 
िमलाने वाला एक बड़ा चŢ है।
  पृțी की सतह लेिकन सम˟ा यह है िक जब आप महान वृȅ के साथ याũा करते हœ तो महान वृȅ एक ही कोण पर देशांतरो ंको नही ं
काटता है, चौराहे का कोण बदलता रहता है
 इसिलए जहाज को लगातार जहाज की िदशा मŐ चलना होगा लगातार बदलना और जहाज जैसी शİƅशाली वˑु के साथ करना बŠत 
मुİʭल और बŠत महंगा होने वाला है
 इसिलए जहाज याũा नही ंकरते हœ एल महान सकŊ ल के साथ, बİʋ वे लॉƛोडŌ ोम वŢ के साथ याũा करते हœ जो एक ही कोण पर देशांतर
काटते हœ,
 इसिलए अब यिद आप पृțी की सतह पर लॉक िसंडŌ ोम लेते हœ तो यह आपके िवमान मानिचũ पर Ɛा होगा नƕा एक ɘानर ऑɥेƃ 
है जो इसे एक पर मुिūत िकया जाता है  कागज की शीट और ʩापारी इस तरह से एक नƕा तैयार करने की कोिशश कर रहे थे िक 
Ƹोब पर ये लॉƛोडोम नƕे पर सीधी रेखाओ ंके अनुŝप हो,ं ऐसा करने के Ůयास मŐ उɎŐ अǅे रोमािनयाई फ़ंƕन के इस ʩुǿम का 
सामना करना पड़ा,
 इसिलए मœ आपको दो दंूगा उनमŐ से एक के िलए संदभŊ पहले से ही जॉन मैƑेरी की पुˑक Ǜािमित के अȯाय आठ से पहले उद्धृत 
िकया गया है एक अंतर ̊िʼकोण से मœने इस पुˑक का पहले उʟेख िकया था और दूसरी पुˑक िजसका मœ उʟेख कŝंगा वह है 
एचएल रेसिनकॉफ और आरओ वेʤ गिणत और सɷता बŠत ही रोचक पुˑक दूसरी है एक बŠत ही रोचक पुˑक वह नेिवगेशन 
गिणत और नेिवगेशन के बारे मŐ भी बात करता है िक कैलकुस नेिवगेशनल सम˟ाओ ंमŐ कैसे आता है,
 इसिलए अǅे आरओ पर कुछ अɷास यहां िदए गए हœ मैिनयन िदखाते हœ िक एस की थीटा ई के 2 टैन ʩुǿम है और यह दशाŊता है िक 
अǅा रोमािनयाई एक अजीब कायŊ है और जहां तक इस सम˟ा का संबंध है, यह एक बढ़ता Šआ कायŊ है, आपक  िलए बŠत कम ह  
इस समीकरण थीटा मŐ अंतर करŐ  आप सीधे 2 तन ʩुǿम शɨ को अलग करŐ  जो िक 2 बटा 1 ɘस ई से घात 2 एस से ई से घात है s 
जो ˙ʼ ŝप से सकाराȏक है और
 इसिलए यह एक बढ़ता Šआ कायŊ है आप कैसे जांचते हœ िक यह है  एक िवषम फ़ंƕन को माइनस से बदल देता है, को s s s 
माइनस से बदल देता है, आपको का 2 ʩुǿम माइनस से िमलता है, लेिकन का टैन ʩुǿम घात माइनस से Ɛा s e tan s e s 
होता है, यह 1 बटा का टैन ʩुǿम का ʩुǿम होता है।e e 
  घात के िलए लेिकन Ɛा खाट है का घात बटा 2 घटा का घात का Ůितलोम और 2 गुना बटा 2 हो s e s pi tan, e pi pi 
जाएगा और घटा बटा हो जाएगा .pi pi 2 pi 
 तो थीटा  माइनस का बटा 2 माइनस 2 टैन का घात के ʩुǿम है जो थीटा का माइनस है तो थीटा एक िवषम कायŊ है ,s pi e s s 
अगली सम˟ा बŠत िदलच˙ है Ɛोिंक एक समान सम˟ा मŐ िदखाई दी थी, जो सम˟ा मŐ िदखाई दी थी, वह है j 2014 j 2014 
एक कोसेकŐ ट थीटा को घात 17 मŐ एकीकृत करना अब जब आप एक सेकंड की एक िवषम शİƅ लेते हœ और  एक कोसेकŐ ट की एक 
अजीब शİƅ आप जानते हœ िक यिद आप भागो ंȪारा एकीकृत करना शुŝ करते हœ तो आपको इसे बार-बार करना होगा और यह 
मजेदार नही ंहोगा
 इसिलए आप बार-बार भागो ंȪारा एकीकरण से बचने का एक तरीका चाहते हœ तो कैसे  एक कोसेकŐ ट की एक िवषम शİƅ या एक 
सेकŐ ट की एक िवषम शİƅ को एकीकृत करने के िलए अǅा रोमािनयाई आपको इसे करने मŐ मदद करेगा,
 इसिलए आप इसे 17 डी थीटा की शİƅ से अलग कर सकते हœ, तो आप इसे कैसे करते हœ, सेकŐ ट थीटा ɘस टैन थीटा को ई के बराबर 
रखŐ शİƅ तो आपको Ɛा िमलता है आ   को के बराबर मŐ डाल द   तेs secan theta plus  an theta e power s 
हœ,
 इसिलए हमŐ को के बराबर Ůाɑ होता ह  secan theta hyperbolic cosine 
 इसिलए secant theta tan theta d theta, hyper olic sine times ds

के बराबर होगा  थीटा डी थीटा वाई  हाइपरबोिलक साइन को टैन थीटा से िवभािजत िकया जाएगा लेिकन टैन  so se an sts 
थीटा हाइपरबोिलक साइन के बराबर होगाsds 
 इसिलए थीटा थीटा के बराबर है,secant d ds 
 इसिलए आपका इंटीŤल थीटा डी थीटा पावर 16 का इंटीŤल सेकŐ ट बन जाएगा जो िक हाइपरबॉिलक secant to power 17 
कॉस है  शİƅ 16 गुना डीएस अब हम एकीकरण की सीमाओ ंको शािमल करते हœ, याद रखŐ िक समीकरण थीटा secant cosh s
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के बराबर होती है,
 इसिलए जब थीटा 0 के बराबर होगी और थीटा बराबर बटा 3, के बराबर लॉग 2 ɘस ŝट 3 के अनुŝप होगा।s pi s 
  आपके िलए यह जांचना आसान है िक हमŐ Ɛा िमलता है इंटीŤल 1 बटा 2 से पावर 16 0 मŐ लॉग 2 ɘस ŝट 3 ई से पावर एस ɘस ई 
से पावर माइनस एस से पावर 16 डीएस तक और  हाइपरबोिलक कॉस बस ई से पावर ɘस ई से पावर माइनस तक है औरs s 2 
 इसिलए आप इसे िȪपद Ůमेय Ȫारा िवˑाįरत कर सकते हœ, यह बŠत आसान है, खासकर जब आप िनिʮत इंटीŤल को देखते हœ तो 
आपको बार-बार भागो ंȪारा एकीकृत करने की आवʴकता नही ंहोती है।
 िमलरली आप कोसेकŐ ट थीटा को घात 17 मŐ आजमा सकते हœ, यहां आप कोसेकŐ ट थीटा माइनस कॉट थीटा को ई के बराबर पावर यू 
ओके डालते हœ,
 इसिलए मुझे आशा है िक आपने िडफरŐ िशयल इƓेशन की दुिनया मŐ इस छोटी याũा का आनंद िलया और मुझे केवल कुछ शɨ कहना 
पसंद है िनʺषŊ िनकालने के िलए मœ आपको िवभेदक समीकरणो ंके कई िदलच˙ भागो ंके माȯम से ले गया, हमने बŠत सारे Ǜािमतीय
उदाहरण देखे हमने भौितकी से उदाहरण देखे हमने जीव िवǒान से उदाहरण देखे हमने ऑथŖगोनल ŮƗेपवŢो ंको देखा हमने बŠत सारे 
अनुŮयोगो ंको देखा जो हमने खगोल िवǒान और उस तरह के सामान को देखा और  मœने आपको कई संदभŊ िदए हœ और मœ आपको दो 
और संदभŊ दंूगा और पहला संदभŊ जीएफ िसमंस Ȫारा एक बŠत ही संुदर पुˑक है अनुŮयोगो ंऔर ऐितहािसक नोट्स के साथ अंतर 
समीकरण दूसरा संˋरण वह है िजसका मœ उʟेख कर रहा šं यह टाटा मैकŤा-िहल तीसरे संˋरण Ȫारा Ůकािशत िकया गया है यह भी
सामने आया है लेिकन दूसरा संˋरण हमारे उȞेʴो ंके िलए पयाŊɑ होगा यह एक बŠत अǅी िकताब है ऐितहािसक िनबंध को पढ़ना 
एक सुखद है Ůƥात गिणतǒो ंको पढ़ने मŐ आनंद आता है, पहले 80 पृʿ छाũो ंके िलए छाũो ंके िलए सुलभ हœ िक वे आपके िलए सुलभ हœ 
, शाखाओ ंको Ţोहन सम˟ा और ऑथŖगोनल ŮƗेपवŢ की खोज के Ǜािमित वŢ के कई अनुŮयोग 
उपलɩ हœ
 इसिलए पुˑक भारतीय संˋरण मŐ उपलɩ है और दूसरी पुˑक िजसका मœ उʟेख करना चाहता šं, वह है İ˙वक की ˙ाइवैƛ 
कैलकुलस एक बŠत ही खूबसूरती से िलखी गई पुˑक है, यह कैलकुलस पर सावधानीपूवŊक िलखी गई पुˑक है और अȯाय 17 पर 
आप Ɋूटन के गित के िनयमो ंसे केɘर के िनयमो ंकी ʩुȋिȅ देखŐगे और वह 1994 मŐ Ůकािशत Šई थी।
 तो अब हमारी याũा समाɑ हो गई है और मुझे आशा है िक आपने अंतर समीकरणो ंकी दुिनया मŐ इस याũा का आनंद िलया है, मœ 
अलिवदा कहना चाहता šं लेिकन ऐसा करने से पहले कई लोगो ंको धɊवाद देना मेरी खुशी है जो मœ अब ऐसा कŝंगा 
गिणत िवभाग की Ůमुख Ůोफेसर नीला नटराज, मेरे सहयोगी और इस कायŊŢम के आईआईटीबी समɋयक को धɊवाद देकर शुŝ करŐ  
और  मœ िवशेष ŝप से मुझे इन ʩाƥानो ंको देने का अवसर देने के िलए और अिधक महȕपूणŊ ŝप से उनके िनरंतर ŮोȖाहन और 
समथŊन के िलए धɊवाद देता šं, िवशेष ŝप से ऐसे समय मŐ जब मेरा उȖाह कम हो रहा था, उɎोनें मुझे आगे बढ़ने के िलए बŠत 
आवʴक ŮोȖाहन िदया और िफर मœ अपने को धɊवाद देना चाहता šं  सहयोगी Ůोफेसर शांतनु िदवस िजɎोनें इन वीिडयो को सुना है , 
अɷास के माȯम से और Ůूफरीिडंग के अपने किठन कायŊ के िलए और मुझे सुधारो ंकी एक बŠत बड़ी सूची देने के िलए काम िकया है, 
तो मœ Ůोफेसर िवŢम गदरी को सी डीप के Ůमुख को धɊवाद देना चाहता šं हमŐ अपनी अȑाधुिनक सुिवधाओ ंके साथ इस खूबसूरत 
सीडी ːूिडयो की पेशकश करने के िलए और आईआईटी िदʟी के Ůोफेसर नीलाūी चटजŎ जो इस कायŊŢम के समɋयक हœ, मœ अपने 
िवभाग के पीएचडी छाũ आिदȑ माहेʷरी को धɊवाद देना चाहता šं िजɎोनें मेरी मदद की  आंकड़े और आİखरी और सबसे महȕपूणŊ 
बात यह है िक मœ तकनीकी कमŊचाįरयो ंको अपना हािदŊक धɊवाद ʩƅ करना चाहता šं जो लगातार काम कर रहे हœ और िजɎŐ रखा 
गया है हर समय मेरी महामारी के साथ और उन पर मेरा बŠत एहसान है और वे उन सभी के िलए ŵी तŜण नेगी हœ, मœ अपना धɊवाद 
ʩƅ करता šं और मœ आपको धɊवाद देता šं िक मेरे सभी छाũ आपको अलिवदा कहते हœ, बŠत बŠत धɊवाद आप 
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