
 હેલો
 તેથી અમે િવભેદક સમીકરણો પરની Ԛેણીના છેճલા અને સમાપન յયા՚યાનમાં આવીએ છીએ
 તેથી આજના յયા՚યાનમાં આપણે કેટલાક મતભેદ અને અંત જોઈશું અથવા કદાચ જો તમને ગમશે તો મુ՚ય છે
 તેથી આજ ેઆપણે જ ેમԹુાઓની ચચાӪ કરી છે તે આ Ԑમાણે હશે િવભેદક અસમાનતાના કેટલાક ઉપયોગોને અનુસર ેછે પરંતુ આ 
આપણે જ ેરીતે રખેીય િવભેદક સમીકરણો સાથે કામ કયુӭ તેના જવેું જ હશે અને પછી િવિશՋતા Ԑમેય તરફ વળશ ેપરંતુ આપણે ըયા ં
બરાબર પહોચંીશું નહી,ં અમે િવિશՋતા Ԑમેયને કહીશું નહી ંલોલક સમીકરણ ફરીથી અમે આ શԁ કયુӭ.
 પլેડુલમ સમીકરણને તારવીને յયા՚યાન Ԛેણી કે તે Ԑથમ િવભેદક સમીકરણ હતું જ ેઆપણે મેળյયું છે અને આપણે લોલક 
સમીકરણને થોડી વધુ નӾકથી જોઈને અને પછી થોડી િનոકષӪની ટીકા કરીને પણ સમાՃ કરીશું અને
 તેથી ચાલો હવ ેિવભેદક અસમાનતાઓનો ઉપયોગ કેવી રીતે કરવો તે શԁ કરીએ.
  આ િવભેદક સમીકરણ 4.

બાય બરાબર માં વԱા ની Ԑારંિભક િչથિત બરાબર 0 સાથ ેજુઓ તમે જુઓ છો  િવભેદક સમીકરણ1 dy dx y x y y 0 th 
4.
1 એ બનӸલી સમીકરણ છે તે એક બનӸલી સમીકરણ છે અને
 તેથી તમે વગӪ Հારા ભાગાકાર કરવા માગંો છો પરંતુ કમનસીબે તમે શા માટે કરી શકતા નથી કારણ કે 0 નો છે અને 0 વડે y y 0 
ભાગાકારની મજૂંરી નથી તો તમે 4.
1 ને કેવી રીતે હલ કરશો તે તમે સારી રીતે જોશો કે  0 સોճયુશન પહેલાથી જ એક સોճયુશન છે સતત સોճયુશન લો 0 તે િવભેદક 
સમીકરણને સંતુՋ કર ેછે 0 નું յયըુપՂ 0 છે અને જમણી બાજુ પણ 0 છે.

 તેથી 4.
1 માં 0 ની બરાબર સતત ઉકેલ મા ંխલગ કરો અને તમે તરત જ જોશો કે તે છે િવભેદક સમીકરણનું સોճયુશન તે 0 બરાબર 0 નીy y 
Ԑારંિભક િչથિત ને પણ સંતોષે છે.y 
 પરંતુ શું આપણે 4.
1 સંપૂણӪ રીતે ઉકેલી લીધું છે તે આપણે કેવી રીતે ӽણી શકીએ કે 0 ની બરાબર 4.
1 સંતોષકારક ના અլય કોઈ ઉકેલો નથી કદાચ તે િસવાય અլય કોઈ ઉકેલો છે.y 
  0 સોճયુશન જ ે4.
1 ને સતંોષશે તે શԞતાને આપણે કેવી રીતે નકારી શકીએ કે આપણને સામાլય Ԑમેયની જԁર છે શું તમે એક સામાլય િવિશՋતા 
Ԑમેય છો જ ેખાતરી આપે છે કે શլૂય ઉકેલ એ 4.
1 નો એકમાԋ ઉકેલ છે અને તે ըયા ંછે.
  અլય કોઈ ઉકેલો નથી
 તેથી તમે આ ખૂબ જ સરળ પિરિչથિતમાં પહેલાથી જ સામાլય િવિશՋતા Ԑમેયની જԁિરયાત જોશો
 તેથી ચાલો આપણે પહેલા જ յયા՚યાન પર પાછા જઈએ ԧાં આપણે િવભેદક અસમાનતાઓની ચચાӪ કરી હતી ԧાં આપણે િવભેદક 
સમીકરણની કેટલીક શરતોને તોડી નાખી અને િવભેદક અસમાનતા મેળવી.
  ԧાર ેઆપણે મયાӪિદત સમયમાં એչકેપ ટુ અનંતની સારી રીતે ચચાӪ કરી રՑા હતા, તો ચાલો જોઈએ િવભેદક સમીકરણ 4.

બાય બરાબર વԱા չՄેર չՄેર ટમӪ હંમેશા પોિઝિટવ હોય છે1 dy dx xy y y 
 તેથી ચાલો જોઈએ િડફરլસલ સમીકરણ બાય બરાબર խલસ չՄેડӪ  ધ չՄેર ટમӪ હંમેશા પોિઝિટવ હોય છેdy dx xy y y 
 તેથી ચાલો જોઈએ કે આપણે માઈનસ Հારા લખી શકીએ કે શૂլય કરતા વધાર ેઅથવા બરાબર છે, મӱ જ ેચાર પોઈլટ dx xy dy 
વન માટે કઠણ કયુӭ છે તેના િવભેદક સમીકરણ ચાર પોઈլટ વનમાંથી ચોરસ શկદ કાઢી ના՚યો છે  չՄેર શկદની બહારy y 
 તેથી િવભેદક સમીકરણમાથંી મને િવભેદક અસમાનતા 4.

બાય ઓછા કરતા વધાર ેઅથવા બરાબર મળી.2 dy dx xy 0 
 હવે આપણે કેવી રીતે આગળ વધીએ?  ધારો કે જો 4.
2 માં તમે અસમાનતાને બદલે સમાનતા છો, તો 4.
2 એ એક રખેીય િવભેદક સમીકરણ હશે, તો તમે તે િકչસામાં કેવી રીતે આગળ વધશો, તમે 4.
2 ને વડે પાવર ઓછા ચોરસને 2 જમણા વડે ગુણાકાર કરશો પણ તે જ કરો  અહી વાંધો નહી ંતે અસમાનતા છે પરંતુ માટેનો e x e 
ઘાત માઈનસ 2નો વગӪ હંમેશા હકારાԵક હોય છેx 
 તેથી હંુ 4.
2 ને વડે ઘાત બાદ ચોરસને 2 વડે ગુણાકાર કરી શકંુ છંુ અને 4.e x 
2 ની ડાબી બાજુ એક ચોԜસ յયըુપՂ બને છે એટલે કે નું નું માં ની ઘાત ઓછા ચોરસ 2 બાય 0 થી વધુ ddx  x y e x x 
અથવા બરાબર જ ેԐદિશӪત չલાઇડમાં 4.
3 છે સારી રીતે આપણે શું કરીએ હવે આપણે 4.
3 ને એકીકૃત કરવું પડશે આપણે 4.
3 ને એકીકૃત કરવું પડશે તો ચાલો આગળ વધીએ તમને નીચેની પિરિչથિત મળી  ચાલો જોઈએ કે તમને નું ફં՘શન મմયું છે x phi 
જ ેહંમેશા અંતરાલ પર િબન-નકારાԵક હોય છે ab 
તો પછી આપણે કહી શકીએ કે નું અિવભાԧ એ થી મા ંચોԜસપણે િબન-નેગેિટવ છે તમે મારી સાથે સંમત x dx phi a b 
થશો તે શા માટે કારણ કે અિવભાԧ શું છે અિભՂ િવչતાર યુએન છે  આલેખ હેઠળનો િવչતાર Ԇાફ હેઠળનો િવչતાર બરાબર y x
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ની વ՞ચે બરાબર ની બરાબર અને બરાબર 0 પણ આ અસમાનતા તમને શું કહે છે અસમાનતા તમને કહે છે કે નો x ax y x pha
અને ના નો Ԇાફ આવેલું છે  અԟની ઉપર Ԇાફ અԟની ઉપર આવેલો છે તો Ԇાફની નીચેનો િવչતાર હંમેશા હકારાԵકx phi x x 
રહેશે અને આને સાિબત કરવા માટે તમાર ેએટલું જ કહેવાની જԁર છે, ખાસ કરીને જો તમારી પાસે બે કાયӷ અને હોય અને fx gx 
જો વધાર ેહોય  અંતરાલ પર કરતાં અથવા બરાબર છે fx ab gx 
તો માટે પૂણાӭક એ થી પૂણાӭક કરતાં મોટો અથવા બરાબર હશે, તમે આ કેવી રીતે મેળવશો તમે આ કેવી રીતે bfxdx a bgx dx 
મેળવશો તમે આ પહેલાના એકથી મેળવો, ફԝ બરાબર માઈનસ લો અગાઉના એકમાં ફԝ બરાબર phi f g phi sf 
માઈનસ ની બરાબર લો અને તમને આ બરાબર મળે છે તો ચાલો આને લાગુ કરીએ તો ચાલો չલાઈեસ પર પાછા જઈએ જ ેતમે g 
જુઓ છો કે તમને 4.
3 મմયા છે
 તેથી હંુ કહંુ છંુ કે ડાબી બાજુએ ઈિլટԆલ અથવા તેના કરતા વધાર ેહશે  અլય વરӪમા ંજમણી બાજુએ અિભՂ સમાન થી ds 0 xi 
સુધીના յયըુપՂનું અિવભાԧ, હંુ 0 થી સુધી 4.x 
3 ની બંને બાજુઓને એકીકૃત કરવા જઈ રՑો છંુ ઠીક છે,
 તેથી હંુ 0 થી સુધીની બંને બાજુઓને એકીકૃત કરવા જઈ રՑો છંુ ԧાર ેતમે յયըુપՂને એકીકૃત કરો છો ըયાર ેતમે કેճԞુલસના x 
મૂળભૂત Ԑમેયનો ઉપયોગ કરો છો જથેી તમને મմયું  ના ની ઘાત માઈનસ નો વગӪ 2 થી મોટો અથવા 0 ની બરાબરxe d dx x 
 તેથી અિવભાԧ શլૂય થી ની ની ઘાત ઓછા નો વગӪ બે થી વધુ અથવા શլૂય ના બરાબર ચોԜસ પૂણાӭક માં  xddt te t dt 
ચલ એ બનાવટી ચલ છે
 તેથી ચાલો ના કલન ના મૂળભૂત Ԑમેયનો ઉપયોગ કરીએ xe y 
0 યાદ રાખો 0 હતું
 તેથી આપણે મેળવીએ છીએ કે નો ની ઘાત ની ઘાત થી 0 જ ે0 છે તેના કરતા મોટો અથવા બરાબર છે.x y e x x 2 

 તેથી અમે િનոકષӪ પર આյયા છીએ કે ઉકેલ િબન-નકારાԵક છે અમે િનոકષӪ પર આյયા છીએ કે નો િબન છે  -નકારાԵક જો x y 
કરતા મોટો અથવા બરાબર છે.x 0 

 હવે આપણે તે યો બતાવીશું  વાչતવમા ંશլૂયની બરાબર છે ચાલો હવે આગળ વધીએ આપણે ӽણીએ છીએ કે શլૂયનો શૂլયfx y 
છે અને સતત છે અનેy 
 તેથી જો મૂળ પરના ફં՘શનની િકંમત 0 હોય તો ફં՘શનની િકંમત આસપાસના ચોԜસ ભાગમા ં1 કરતા ઓછી હોવી જોઈએ.
 0 એટલે કે 0 થી c
 તેથી અંતરાલ 0 થી પર આપણે ӽણીએ છીએ કે નો એક કરતા ઓછો હોવો જોઈએ જો નો એક કરતા ઓછો હોય c x y x y 
અને નો પહેલેથી જ િબન-ઋણાԵક હોય તો વગӪ કરતા ઓછો અથવા બરાબર હોવો જોઈએ ના માટે તો ચાલો x y y x x y 
આપણે િવભેદક સમીકરણ પર પાછા જઈએ િવભેદક સમીકરણ શું છે તે કહે છે કે બાય બરાબર વԱા વગӪ પણ હવે dy dx xy y 
આપણે જોયંુ છે કે વગӪ કરતા ઓછો હશેy y 
 તેથી ચાલો હવ ેઆ અસમાનતાનો ઉપયોગ કરીએ
 તેથી વગӪ 4.y 
1 થી કરતા ઓછો હોવાથી આપણને િવભેદક અસમાનતા મળે છે જ ે Հારા 0 થી ભાગ પર વԱા 1 કરતા ઓછી y dy dx c x y 
અથવા બરાબર છે
 તેથી ફરીથી તે જ વչતુનું અનુકરણ કરો ӽણે તમે િવભેદક સમીકરણ હલ કરી રՑા હોવ આગળ વધો ӽણે કે તમે રખેીય િવભેદક 
સમીકરણ નામ ઉકેલવા જઈ રՑા છો તમે િવભેદક સમીકરણને વડે પાવર ઇિլટԆલ સાથે ગુણાકાર કરો છો, આ y e pxdx 
િકչસામાં માઈનસ વԱા 1 શું છે અને પછી તમે બરાબર િનոકષӪ પર આવશો જમે આપણે હમણાં આગળ વધીએ છીએ નો x px x 

શૂլય કરતા ઓછો અથવા બરાબર છે અનેy 
 તેથી બેને જોડીએ છીએ.
  જુઓ કે આ ભાગ શૂլય થી પર નો સમાન રીતે શૂլય હોવો જોઈએ પણ હવ ેઅમે બતાવવા માંગીએ છીએ કે માԋ નું c x y x y 
સરખું જ શլૂય નથી ભાગ શլૂય થી પર તે 0 હોવું જોઈએ દરકે જ՛યાએ તમે ખરખેર બતાવી શકો કે તે બનવા જઈ રՑું છે  0 દરકે c 
જ՛યાએ િવરોધાભાસ Հારા આગળ વધો ધારો કે તે ચોԜસ અંતરાલ સુધી 0 છે જ ેપછી તે સકારાԵક બને છે તો પછી િવરોધાભાસ પર 
પહોચંવાનો Ԑયાસ કરો, જો તમે આ સાિબતી પર કામ કરી રՑા હોવ તો સહેજ સાવચેત રહો, 
તો હવે હંુ તમને આ જ િવચારને અજમાવવા માટે કેટલીક કસરતો આપીશ.
 આ બે િવભેદક સમીકરણો પર જ ેતમે չલાઇડમાં જુઓ છો કે કેટલીક શરતોને એક અસમાનતા મેળવવા અને આગળ વધવાનો એક જ
િવચાર છે,
 તેથી મӱ િવગતવાર એક ઉદાહરણ તૈયાર કયુӭ અને હંુ તમને અլય બે અજમાવવા માટે કહી રՑો છંુ જથેી બે તફાવત  સમીકરણો l dy
બાય બરાબર માં વԱા 1 વԱા ઘનનું વગӪમૂળ છે અને બીજંુ એક છે બરાબર ની ઘાત 3 વԱા સાઈન ચોરસ dx y y x dy dx y 

આ બંને િવભેદક સમીકરણો માટે છે 0.x y 0 
 અને
 તેથી િનરીԟણ Հારા તમે જોશો કે 0 એ એક ઉકેલ છે જ ેતમાર ેչથાિપત કરવાની જԁર છે તે એ છે કે તે એકમાԋ ઉકેલ છે
 તેથી આગળ વધો કારણ કે હા મӱ છેճલી કવાયતમાં સચૂյયું છે
 તેથી આ કવાયતનો અથӪ શું છે ըયા ંકોઈ સરળ અને વધુ સીધો અિભગમ નથી  આ િનոકષӪ પર પહોચંવા માટે દરકે વખતે ԧાર ેતમે 
એવી પિરિչથિતનો સામનો કરો છો કે ԧાં તમાર ે અથવા વગӪ Հારા ભાગાકાર કરવો પડશે કારણ કે તે બનӸલી સમીકરણમા ંy y 
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બլયું હતું અને Ԑારંિભક િչથિત કહે છે કે ની 0 બરાબર 0 શું આપણે દરકે વખતે આ િર՛મેરોલમાંથી પસાર થઈએ છીએ  તમને y 
ખરખેર એક સામાլય િવિશՋતા Ԑમેયની જԁર છે જ ેસામાլય િવિશՋતા Ԑમેય છે જ ેસીધા જ શճેફમાંથી ઉપયોગમાં લઈ શકાય છે 
તમે િવિશՋતા Ԑમેય પસંદ કરો છો આવા િવિશՋતા Ԑમેયને સાિબત કરવાનું મહըવ હવે ધીમે ધીમે આપણા પર આવી રՑું છે અને 
આપણે આવી એકી કેવી રીતે સાિબત કરી શકીએ?  Մેનેસ Ԑમેય હંુ જ ેમԹુો બનાવવા માંગુ છંુ તે એ છે કે આ ઉદાહરણો કે જ ેઅમે 
હમણાં જ કામ કયુӭ છે તે તકӪના સામાլય નમૂનાઓ છે જ ેતમને િવિશՋતા Ԑમેયના િવચારનો પુરાવો આપશે જ ેિવભેદક અસમાનતા 
મેળવવાનો છે અને પછી બરાબર આગળ વધો જ ેરીતે આપણે ઉકેલ લાવીએ છીએ.
 રખેીય િવભેદક સમીકરણ અને આપણે સામાլય અિչતըવ Ԑમેયને સાિબત કરીશું નહી ંપરંતુ મ՚ુય ઘટક નીચેની չલાઇડમાંના િવચારો 
છે
 તેથી ધારો કે નો એ અંતરાલ પર િબન-નકારાԵક કાયӪ છે જમે કે નું એ કરતા ઓછંુ અથવા બરાબર છે  વԱા t f ab t f a b 
અિવભાԧ થી અસમાનતા 4.a t fsds 
4 જ ેએક પૂવӪધારણા છે અને િչથરાંકો છે અને િબન-નકારાԵક છે તો િનոકષӪ અસમાનતા છે 4.a b f 
5 એટલે કે નું ઘાતાંકીય કરતાં ઓછંુ અથવા ગુէռા ઓછા આ પુરાવાનો િવચાર  બરાબર સમાન છે 4.t f b t 
4 ની જમણી બાજુ કૉલ કરો કારણ કે ની મૂડી ની મૂડી એ નું એ વԱા અિવભાԧ છે પછી નોધં લો કે નાનું t f f t tfsds b f
મૂડી કરતાં ઓછંુ અથવા બરાબર છે થોડંુ કરતાં ઓછંુ અથવા છે  થી મૂડી અને મૂડી નું મճૂયાકંન થોડંુ એ f f equ al f f a 
મૂડી છે a 4.
7 તમે આગળ શું કરશો તફાવત કરો 4.
6 તફાવત કરો 4.
6 તમને Հારા બરાબર શું મળે છે અિધકાર તમે 4.df dt bf 

બાય બરાબર ભેદ કરવા માટે કેճԞુલસના મૂળભૂત Ԑમેયનો ઉપયોગ કરો છો  ગէુռા થોડંુ પરંતુ ગુէռા થોડંુ 6 df dt b f b f 
એ ગણા મૂડી કરતાં ઓછંુ અથવા બરાબર છે તમને િવભેદક અસમાનતા મળી છે તમે બરાબર આગળ વધશો જમે તમે રખેીય b f 
સમીકરણ સાથે કરો છો તે રીતે િવભેદક સમીકરણને વડે ઘાત બાદ ને એ મૂડીમા ંગુણાકાર કરો  ની થોડી એ મૂડી e b ta af a a
ની બરાબર છે અને પછી તેને તમારા અિભՂમા ંસમાિવՋ કરો કે 
તમને ના ઘાતાંકીય માં ઓછા માં ઓછા થી ઓછા અથવા બરાબર જ ેઅમે સાિબત કરવા માગીએ છીએt b t a 
 તેથી આ յયાયામ કવાયતનો પુરાવો છે  આ નાનકડા પિરણામનો પુરાવો બરાબર એ જ પેટનӪને અનુસર ેછે અને િવિશՋતા Ԑમેયના 
પુરાવામાં આ એક મુ՚ય ઘટક છે
 તેથી હવે આપણે આ յયા՚યાન Ԛેણીના આગળના ભાગ અને તેના છેճલા ભાગ તરફ આગળ વધીશું.
  આ յયા՚યાન Ԛેણી છે લોલક સમયની અણગમતી કૂચને િવરામિચՏ સાથે િչવંગ કરવાનું ચાલુ રાખે છે જથેી લોલક ઝૂલતો રહે અને તે
તમારા માટે સમયના અંતરાલને માપાંિકત કર ેછે તે િચિՏત કર ેછે
 તેથી ચાલો પાછા જઈએ અને યાદ કરીએ કે લોલક સમીકરણ Հારા ચોરસ વԱા Հારા શું હતું સાઈન d2y dt g overl y 
બરાબર 0 એ સમીકરણ 4.
9 છે હવે આપણે શું કરીએ કે ચાલો આપણે આ સમીકરણ 4.
9 ને ના અવયવ વડે વડે ગુણાકાર કરીએ શું થાય છે વડે વડે ચોરસ બરાબર છેdy dt dt d 2 y dt 
 તેથી 2 ફӱકવાના અવયવમાં ફӱકો  2 ના અવયવમાં તમને 2 ડેશ ડબલ ડેશ મળશે 2 ડેશ ડબલ ડેશ શું છે જો તમે ડેશ y y y y y 
չՄેરમાં તફાવત કરશો તો તમે શું મેળવશો જો તમે ડેશ չՄેરમાં તફાવત કરશો તો તમને 2 ડેશ વાય ડબલ મળશે  ડૅશ પછીનાy y 
શկદ સાઈન ને ડેશમાં જુઓ, તમે સાઈન ને ડેશમા ંકેવી રીતે મેળવી શકો છો, જો તમે માઈનસ નો તફાવત y y y y cos y 
કરશો તો તમને બરાબર ને ડેશમાં મળશેsine y y 
 તેથી ԧાર ેતમે િવભેદક સમીકરણ 4.
9 નો ગુણાકાર કરો છો ըયાર ેશું થાય છે વાય િԐમ Հારા  ԧાર ેતમે સમીકરણ 4.e 
9 ને Ԑાઇમ વડે ગુણાકાર કરો છો ըયાર ેસમીકરણની ડાબી બાજુ એક ચોԜસ յયըુપՂ બની ӽય છે જ ેતમે આગળની չલાઇડમાં y d

બાય ની չલાઇડમાં જુઓ છો તે બરાબર dt dt 
છે.
  0.

 તેથી આને એકીકૃત કરો અને તમે તારીખ સુધીમાં મેળવો છો .dy 
 આખો વગӪ માઈનસ 2 બાય કોસાઈન બરાબર ફરીથી હંુ એકીકરણના િչથરતા માટે અԟરનો ઉપયોગ કԀં છંુ ըયા ંg l y e e 
չપՋ કારણ છે કે તે 4.
10 માં શરતોને ઓળખે છે જ ેગિત ઊӽӪનું Ԑિતિનિધըવ કર ેછે.
  અને չՄેર Հારા Ԑથમ ટમӪ સંભિવત ઉӽӪ કોઈક રીતે ગિત ઊӽӪ સાથે સંબંિધત છે અને બીӾ અવિધ કોઈક રીતે સંભિવત dt dy 
ઉӽӪ સાથે સંબંિધત છે તમાર ેતેને અમુક િչથરાંક વડે ગુણાકાર કરવો પડી શકે છે, તમાર ેચોԜસ િչથરાંકનો સંદભӪ સંભિવત ઉમેરવો 
પડશે પરંતુ આવնયકપણે  સમીકરણ 4.
10 ઊӽӪના સંરԟણના કાયદાની જોડણી કર ેછે અને આપણે સમીકરણ 4.
10 નો ઉճલેખ ઊӽӪ સમીકરણ તરીકે કરીશું જનેે આપણે ઉӽӪ સમીકરણ કહીશું 
ઠીક છે હવે ચાલો Ԑારંિભક લખીએ શરતો ની 0 બરાબર 0 અને Ԑાઇમ 0 બરાબર ԧાં એ ધન િչથરાંક છે આનો અથӪ શું y y c c 
થાય છે તેનો અથӪ લોલક મիય չથાનથી કોણીય વેગ સાથે શԁ થાય છે Ԑારંિભક કોણીય વેગ સાથ ે તમે જ ેદબાણ આપો છો તે c c 
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તમે આપો છો સરરેાશ િչથિતથી લોલક પર થોડો ધԜો મારવો અને લોલક ઓસીલેટીગં શԁ કર ેછે, આ Ԑારંિભક શરતોને ઉӽӪ 
સમીકરણમા ંસમાિવՋ કરો, તમને ઉӽӪ સમીકરણ 4.
10 પુટ બરાબર 0 પુટ ટી બરાબર શૂլય બાય પર બરાબર શլૂય છે.t dy dt t 

અને ԧાર ેસમય શૂլયની બરાબર હોય ըયાર ે શլૂય હોય છે જ ેએક છે  c cos y t cos 
 તેથી સમીકરણ ચાર િબંદુ દસ ફԝ વાચંે છે વગӪ ઓછા 2 બાય બરાબર c g l e
 તેથી છે વગӪ ઓછા 2 બાય તે જ હંુ કહંુ છંુe c g l 
 તેથી યો՛ય છે 4.
10 ઉӽӪ સમીકરણની હાથ બાજુ ચોરસ માઈનસ 2 Հારા Հારા બદલવામાં આવી છેc g l 
 તેથી આગળનું કામ એ છે કે જો તમે સમીકરણ 4.
12 માં જમણી બાજુએ કોસાઈન શկદ લો છો તો જમણી બાજુએ કોસાઈન ટમӪ લેવાનું છે .
 
તા  આખો չՄેર બરાબર չՄેર માઈનસ 2 બાય માં 1 ઓછા હવે િԋકોણિમિત ઓળખ યાદ કરો 1 ઓછા c g l cos y cos 

એ 2 સાઈન չՄેર બાય 2 છે.y y 

 તેથી તમે તારીખ સુધીમા ં મેળવો છો આખો չՄેર બરાબર չՄેર માઈનસ 4 પર સાઈન չՄેડӪ  બાય 2 સમીકરણ 4.dy c g l y 
13 હવે તમે સમીકરણ 4.
13 જોશો અને તમે ખુશ થશો કારણ કે તમને Ԑથમ ԃમ િવભેદક સમીકરણ સમીકરણ 4.
13 મմયું છે એ Ԑથમ ԃમ િવભેદક સમીકરણ છે અમાԀં તાըકાિલક આવેગ વગӪમૂળ લેવાનું રહેશે અને તારીખ સુધીમા ં કહેવાનો dy 
રહેશે.

չՄેર માઈનસ 4 બાય સાઈન չՄેર બાય 2 ના વગӪમૂળની બરાબર થાય છે અને તે એક ચલ અલગ કરી શકાય તેવું  c g l y 
સમીકરણ છે અમે ખૂબ જ ખુશ છીએ અમે ચલોને અલગ કરી શકીએ છીએ અને અમે એકીકૃત કરવા જઈ રՑા છીએ ઠીક છે તમે કરો 
કે તમે એક અિવભાԧમા ંભાગ લેવા જઈ રՑાં છો કે તમે ગણતરી કરી શકતા નથી અને તે અિવભાԧ અંડાકાર અિવભાԧ છે
 તેથી અંડાકાર અિવભાԧ જનેો ઉճલેખ મӱ થોડાં Ԑવચનો પહેલાં કયӷ 
હતો તે લોલક સમીકરણના સબંંધમાં અહી ંદેખાય છે
 તેથી આપણે તારીખ સુધીમા ંઆખો વગӪ બરાબર છે.c squa 
  લાલ માઈનસ 4 બાય સાઈન չՄેર બાય 2.g l y 

 તેથી 0 નો ડોટ છે જ ેધન છે જ ેસમયે ની બરાબર ધન છે ચાલો આપણે બંને બાજુએ 4.y c t 0 
13 નું ધન વગӪમૂળ લઈએ અને આપણે બાય મેળવીએ.dy 

એ չՄેર માઈનસ 4 બાય સાઈન չՄેર બાય 2 ના વગӪમૂળ બરાબર છે જનેે 4.  dt c g l y 
13 અિવભાԧ 4.
13 Ԑાઇમ એ ચલ િવભાિજત સમીકરણ છે અને આપણે સામાլય રીતે આગળ વધીએ છીએ આપણે 

વગӪ ઓછા 4 ના વગӪમૂળ વડે 4.c g 
13 અિવભાԧને િવભાӾત કરીએ છીએ.

ચોરસ અને પછી 0 થી ના અંતરાલ 0 થી ના સંદભӪમા ંબંને બાજુઓને એકીકૃત કરો.  l sine y by 2 t t 
 નોધં કરો કે નું 0 બરાબર 0 છે.y 
 તો આપણે શું મેળવીશું આપણે વગӪ ઓછા 4 ના વગӪમૂળ Հારા 0 થી મેળવીશું બાય સાઈન չՄેર બાય 2 બરાબરc ydy g l y 

હવે આપણે સાઈન બાય 2 બરાબર મૂકીએ છીએ આપણને બાય 2 બરાબર ડુ અથવા બરાબર 2 ડુ t y u cos y dy dy 
બાય 1 ઓછા չՄેરના વગӪમૂળ Հારા મળે છે અને છેճલામાં અિવભાԧ  չલાઇડ ԁપાંતિરત થાય છે બરાબર 2 પર u t c 
અિવભાԧ 0 થી સાઈન ભા՛યા 1 ઓછા વગӪ વગӪ માઈનસ չՄેડӪ  આ છેճલું ԐદિશӪત અિવભાԧ y 2 du k u i  nto 1 u 
એક અંડાકાર અિવભાԧ છે
 તેથી અમે કુદરતી રીતે લોલક સમીકરણના અհયાસમાં લંબગોળ અિવભાԧ તરફ દોરી જઈએ છીએ કારણ કે આપણે અંડાકાર 
ઈિլટԆલનો અհયાસ હાથ ધરી શકતા નથી અમાર ેતપાસની આ રખેા છોડી દેવી જોઈએ અને અમાર ેસપંૂણӪ રીતે લેવંુ જોઈએ.
 
ચલોના િવભાજનની પԺિત Հારા આ 4.
13 ને ઉકેલવાનો કોઈ પણ Ԑયાસ તમને મնુકેલીમાં મૂકશે, હવ ેઆપણે આ લંબગોળ અિવભાԧને છોડી દઈશું અને િવભેદક 
સમીકરણને ઉકેճયા િવના ઉકેલની ગુણાԵક વતӪણૂકને સમજવાનો ԐયԴ કરીશું, યાદ રાખો કે આપણે જોયું છે.
 આ ભૂતકાળમાં િવભેદક સમીકરણોનો િવચાર એ હતો કે આપણે չપՋપણે િવભેદક સમીકરણને ઉકેճયા િવના ઉકેલો િવશે માિહતી 
મેળવવાનો Ԑયાસ કરવો જોઈએ
 તેથી આપણે એમ માની લઈશું કે વગӪ 4 કરતાં મોટો છે ચાલો ધારીએ કે વગӪ 4 કરતાં મોટો છે.c g l c 

Հારા અને 4. g l 
13 ની જમણી બાજુ જુઓ 4.
13 ની જમણી બાજુ Ԟારયે 0 બની શકતી નથી કારણ કે જો એ 4 બાય કરતા મોટો છે કારણ કે સાઈન c squ  ared g l 
માઈનસ 1 અને 1 ની વ՞ચે છે 4.
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13 ની જમણી બાજુ દેખીતી રીતે Ԟારયે શլૂય નથી અને
 તેથી ડેિરવેિટવ બાય એ હંમેશા એ જ િચՏ રાખવું જોઈએ કે તે હંમેશા હકારાԵક હોવું જોઈએ અથવા તે હંમેશા નકારાԵક dy d 
હોવંુ જોઈએ અને શԁઆતમાં 4.
11 જુઓ ડેિરવેિટવ શԁઆતમાં પોિઝિટવ હતું
 તેથી તે હંમેશા માટે પોિઝિટવ હોવંુ જોઈએ
 તેથી ડેિરવેિટવ હંમેશા પોિઝિટવ છે તેનો અથӪ એ છે કે નું એ સમયનું મોનોટોન વધારતું ફં՘શન હોવું જોઈએ, ફં՘શન յહાઇટ t y 
મોનોટોન છે અને ના સંદભӪમા ંપણ જમણી બાજુથી વધી રՑું છે.t 
  4.
13 ની હાથ બાજુએ આપણે 4.
13 પર પાછા જઈએ જ ે4.
13 સૌથી નીચો બની શકે છે તે 4.
13 ની જમણી બાજુ 4.
13 છે ચોરસ માઈનસ બાય c 4g l 4.
13 ԧાર ેસાઈન ફે՘ટર 1 હોય ըયાર ે4.
13 ની જમણી બાજુ સૌથી ઓછી છે અને વગӪ માઈનસ 4 બાય ધન છે કહો તેને એક વગӪ કહો તો આપણે શું જોઈએc g l 
 તેથી જો તમે વગӪ ઓછા 4 બાય ને ચોરસ તરીકે મુકો તો આપણે જોઈએ છીએ કે બાય હંમેશા કરતા મોટો c g l dy dt a 
અથવા બરાબર હોવો જોઈએ
 તેથી ઓફ મોટો હોવો જોઈએ ની આટલી પર કરતાં અથવા તેની બરાબર એ માԋ સમયની સાથે વધતી જતી મોનોટોન y t t y 
નથી, તે ઓછામાં ઓછી 80 જટેલી ઝડપથી વધી રહી છે તે 80 કરતાં વધાર ેઅથવા બરાબર છે અને જમે જમે સમય આગળ વધે છે 
તેમ ખૂણો વધતો જ ӽય છે અને તે આગળ વધે છે.
 અનંત પરંતુ તે એક ખૂણો છે યાદ રાખો કે લોલક ઝૂલતું હોય છે અને
 તેથી Ԑથમ કોણ 0 થી 2 સુધી જશે અને પછી 2 થી તે 4 બાય 8 સુધી જશે જથેી તે શું કહે છે કે લોલક પરફોમӪ pi pi pi 6 pi 
કરી રՑું છે  ગોળાકાર ગિત જથેી લોલક એટલો મોટો હોય કે લોલક ટોચ પર ӽય છે તે વતુӪળને પૂણӪ કર ેછે અને તે ગોળાકાર ગિત c 
ચાલુ રાખે છે
 તેથી એક સિકӪટ પછી કોણ અંતરાલ 2 થી 4 મા ંӽય છે પછી બીӽ સિકӪટ પછી તે અંતરાલમા ંӽય છે  4 થી 6 pi pi pi pi 
અને
 તેથી વધુ જો વગӪ 4 બાય કરતાં મોટો હોય તો લોલકમાં ખૂબ ઊӽӪ હોય છે તે ગોળ ગિત કરવા લાગે છે આગળ ચાલો જોઈએc g l 
કે જો વગӪ 4 બાય કરતા ઓછો હોય તો શું થાય છે અને અહી ં હંુ તમને થોડી સરળતા આપીશ  ઇ કેճԞુલસ c g l i  
એ՘સરસાઇઝ દશાӪવે છે કે તારીખ Հારા કોણીય વગે અમુક સમયે 0 હોવો જોઈએ અને અમુક સમયે મહԱમ મેળવવો જોઈએdy yt 
તે ચોԜસ મહԱમ મճૂય લોલકનું કંપનિવչતાર હશે અને જ ેસમયે તે થશે તે સમય હશે.
  એક ՄાટӪરનો સમયગાળો અને
 તેથી લોલકનો સમયગાળો 4 ગણો હશે, હવે ધારો કે એવંુ ન થાય તો ધારો કે յયըુપՂ Ԟારયે 0 નથી, તો શું થાય છે જો յયըુપՂ t 
Ԟારયે 0 ન હોય તો શું થાય છે, પછી ફરીથી નો એકિવધ હોવો જોઈએ  પહેલાની જમે વધી રՑું છે પરંતુ આ વખતે નો t y t y 

સુધી પહોચંી શકતો નથી કારણ કે જો નો સુધી પહોચેં છે તો pi t y pi 
તે ચોԜસ િબદુંએ નો વગӪ બનશે કારણ કે બાય 2 એ બાય 2 અને સાઈન પાઇ 2 બાય 1 થશે અને પછી  4.y y 2 1 y pi 
13 ની જમણી બાજુ ચોરસ માઈનસ 4 બાય બનશે પરંતુ વગӪ 4 બાય કરતા ઓછો છે યાદ રાખોc g l c g l 
 તેથી 4.
13 ની જમણી બાજુ નકારાԵક બની ગઈ છે પરંતુ ડાબી બાજુ એક ચોરસ છે અને તે એક િવરોધાભાસ છે જથેી કરી શકાતંુ નથી  આવું
થાય છે લોલકનો કોણ નો Ԟારયે સુધી પહોચંી શકતો નથીt y pi 
 તેથી આપણે જોઈએ છીએ કે નો એકિવધતા વધી રՑો છે અને તે Ԟાંય પણ ની નӾક આવતો નથીt y pi 
 તેથી તેની અમુક મયાӪદા હોવી જોઈએ કારણ કે ની અનંત સુધી ӽય છે.t y 
  એક મયાӪદા આճફા કારણ કે અનંત તરફ વલણ ધરાવે છે યાદ રાખો એક મોનોટોન વધતા કાયӪ કાં તો અનંતમાં જવું જોઈએ t 
અથવા તેની મયાӪિદત મયાӪદા હોવી જોઈએ આ મયાӪિદત મયાӪદા હોઈ શકતી નથી અનેpi 
 તેથી તે કરતાં ઓછી હોવી જોઈએ જ ેઆપણે જોયું છે પરંતુ હવે િવભેદક સમીકરણ  પોતે કહે છે કે յયըુપՂની પછી મયાӪદા હોવી pi 
આવնયક છે કારણ કે ડેિરવેિટવ બાય չՄેર શું છે չՄેર માઈનસ 4 બાય સાઈન չՄેર બાય 2 ની મયાӪદા dy dt c g l y y 
છે
 તેથી સાઈન չՄેર બાય 2 ની મયાӪદા છેy 
 તેથી જમણી બાજુ  4.
13 ની એક મયાӪદા છે અլય શկદોમાં ડેિરવેિટવ չՄેરની મયાӪદા છે બાય չՄેરની મયાӪદા છેdy dt 
 તેથી બાય ની મયાӪદા છે કારણ કે તે હંમેશા સકારાԵક હોય છેdy dt 
 તેથી તમને એવી પિરિչથિત મળી છે ԧાં તમને એક ફં՘શન મմયું છે જ ેમયાӪદા સુધી ӽય છે અને յયըુપՂની પણ મયાӪદા હોય છે પરંતુ
િવચારો  ભૌિમિતક રીતે એવા ફં՘શન િવશે િવચારો કે જ ેએક મયાӪદામાં િչથર થાય છે કારણ કે અનંત સુધી ӽય છે એટલે કે Ԇાફ t 
ચપટી અને ચપટી બની રՑો છે
 તેથી અમે અપԟેા રાખીએ છીએ કે તમે અપԟેા રાખીએ છીએ કે յયըુપՂ જો તેની મયાӪદા હોય તો તે શૂլય હોવું જોઈએ તે બરાબર તે 
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જ કેસ છે જો એક િવભેદક કાયӪ છે જમે કે ના અને Ԑાઇમ ની મયાӪિદત મયાӪદાઓ છે કારણ કે અનંતમાં ӽય છેf  t t f f t t 
તો յયըુપՂ ફરિજયાતપણે શլૂય પર જવું જોઈએ હંુ ફԝ તમને આ ભૌિમિતક રીતે સમӽવું છંુ કારણ કે ની ની મયાӪદા મૂળભૂત t f 
રીતે છે તેનો અથӪ એ છે કે Ԇાફ બની રՑો છે  આડંુ તે ચપટી અને ચપટી બની રՑું છે અને
 તેથી յયըુપՂ જો તેની મયાӪદા હોય તો તે વાչતવમા ંશլૂય જ હોવી જોઈએ પરંતુ શું તમે તેને કલનનો ઉપયોગ કરીને સખત રીતે 
સાિબત કરી શકો છો, હંુ ભલામણ કԀં છંુ કે તમે સરરેાશ મૂճય Ԑમેયનો ઉપયોગ કરીને તે કરો ચાલો ભૌિમિતક પર આધાર રાખવાને 
બદલે સરરેાશ લાગુ કરીએ.
 અંતԥાӪન ચાલો આપણે તેને સખત તકӪ  સાથે બેકઅપ લઈએ, ચાલો લેԆેլજના સરરેાશ મճૂય Ԑમેયને અંતરાલ પર લાગુ કરીએ t 
અճપિવરામ વԱા નું 1 વԱા નું 1 ઓછા અમુક માટે હશે.t t f t f c 

અને વԱા 1 ની વ՞ચે પરંતુ ને અનંત પર જવા દો સરરેાશ મճૂય Ԑમેયમાં એ અને વԱા 1 ની વ՞ચે છે  t t t c t t 
 તેથી મૂડી અનંતમાં ӽય છે અને પણ અનંતમાં ӽય છે અનેt c 
 તેથી આપણી પાસ ે વԱા 1 નું સમીકરણ છે  માઈનસ ની બરાબર Ԑાઇમ ડાબી બાજુ 0 પર ӽય છે આપણે t f f t f c 
ӽણીએ છીએ કારણ કે ની મયાӪદા છે તો નું વԱા 1 ӽય છે નું નું ӽય છેf l t f l t l 
 તેથી નું વԱા 1 ઓછા ની ӽય છે  0t f f t 
 તેથી જમણી બાજુ એ શլૂય પર જવું જોઈએf prime c 
 તેથી յયըુપՂ ફરિજયાતપણે શլૂય પર જવું જોઈએ
 તેથી અમને આ સમજવાની બે અલગ અલગ રીતો આપવામા ંઆવી છે
 તેથી હવે ચાલો લોલક પર પાછા જઈએ આપણે ӽણીએ છીએ કે નું કંપનિવչતાર મોનોટોન વધી રՑું છે.t y 
  તે ની નӾક Ԟાંય ન આવી શકે તેની મયાӪિદત મયાӪદા હોવી જોઈએ તે િકչસામાં յયըુપՂ Ԑાઇમ એ 0 પર જવું જોઈએ pi y t 
કારણ કે અનંતમાં ӽય છેt 
 તેથી આપણી પાસ ેશું છે જ ે ની અનંતતા તરફ વલણ ધરાવે છે  મયાӪિદત મયાӪદા આճફા જ ે કરતાં ઓછી છે અને ની t y pi t y 
Ԑાઇમ એક મયાӪદા ધરાવે છે અને આપણે જોયંુ તેમ આ મયાӪદા 0 છે.
 હવે Ԟાં કરવું  આપણે અહીથંી જઈએ છીએ કે સાઈન પર ડબલ Ԑાઇમ વԱા છે.l y 0 y g 
 હવે ની એક મયાӪદા છે અિવભાԧની એક મયાӪદા છે અનેy y 
 તેથી આ સમીકરણ ડબલ Ԑાઇમ વԱા પર સાઇન બરાબર છે તે અમને કહે છે કે ડબલ Ԑાઇમ છે  તરીકે મયાӪદાy g l y 0 y t 
અનંત તરફ વલણ ધરાવે છે પરંતુ કેճԞુલસ લેձમાએ હવે અમને જણાવવું જોઈએ કે ડબલ Ԑાઇમ આવնયકપણે શૂլય પર જવો y 
જોઈએ અને
 તેથી લોલક સમીકરણ આપણને ફરીથી આપશે કે ની ની મયાӪદા શլૂય હોવી જોઈએ જનેો અથӪ છે કે આճફા શૂլય હોવા જોઈએ t y 
પરંતુ  તો તેનો અથӪ એ કે લોલક િչથર છે તે િબલકુલ ઝૂલતું નથી અને તે એક િવરોધાભાસ છે
 તેથી હવે સમӽવો કે છેճલી કવાયતમાં િબંદુ ટી નટ શા માટે չથાિનક મહԱમ હોવો જોઈએ તે સરળ છે Ԑથમ յયըુપՂ 0 છે.
 પરંતુ બીજંુ ડેિરવેિટવ શું છે  લોલકના મૂળ સમીકરણ પર પાછા ӽઓ ડબલ Ԑાઇમ વԱા ઓવર સાઈન છેy g l y 0 
 તેથી ડબલ Ԑાઇમ સાઈન પર માઈનસ છે જ ેનકારાԵક હશેy l y g 
 તેથી બીજંુ յયըુપՂ નકારાԵક છે
 તેથી તે એક િબંદુ չથાિનક મહԱમ છે
 તેથી લોલક  ઝૂલવાનું શԁ કર ેછે  તે મહԱમ સુધી પહોચંે છે અને પછી તેને પાછંુ િչવંગ કરવું પડે છે કારણ કે તે તેનાથી આગળ વધી 
શકતું નથી અને પછી કોઈ ફરી દલીલ કરી શકે છે કે તેનું લઘԱુમ મճૂય હોવું આવնયક છે પરંતુ મહԱમ મճૂયને કંઈક અને લઘԱુમ મճૂયને
બીજંુ કંઈક હોવાને કારણે શું અટકાવે છે
 તેથી મહԱમ મճૂય  60 િડԆી કહી શકાય કદાચ լયૂનતમ મճૂય માઈનસ છે શું મને ખબર છે કે હંુ કેવી રીતે ӽણંુ કે તે જમણી બાજુએ તે
જ રકમ પર િչવંગ કર ેછે જટેલો તે ડાબી બાજુએ કર ેછે સમչયા નંબર પાંચ પર જુઓ સમչયા નંબર પાંચ તમને કહે છે કે કેટલી હદ 
સુધી  તે જમણી તરફ ӽય છે તે હદ જટેલી જ છે જ ેતે ડાબી તરફ ӽય છે કારણ કે આપણે કՑું છે કે શլૂયનો શૂլય છે અનેy 
 તેથી ઉકેલ એક િવિચԋ કાયӪ હોવો જોઈએ અહી ંઆપણે િવિશՋતા Ԑમેયને અપીલ કરીએ છીએ જ ેઆપણે સાિબત નથી કયુӭ  અչપՋ 
િવિશՋતા Ԑમેયને આપણે સહેજ અલગ રીતે િવિશՋતા Ԑમેયનો ઉપયોગ કયાӪ િવના પણ કસરત 6 ઉકેલી શકીએ છીએ, ચાલો જોઈએ 
કે આપણે ઊӽӪ સમીકરણનો ઉપયોગ કરીએ છીએ, તો ધારો કે મહԱમ કંપનિવչતાર આճફા છે અને લઘԱુમ એձપલ  એ itude 
માઈનસ બીટા છે
 તેથી Հારા ઉӽӪ સમીકરણ જુઓ સમԆ չՄેર બરાબર չՄેર માઈનસ પર સાઈન չՄેર બાય 2.dt dy c 4g l y 
 પરંતુ ԧાર ે આճફા અથવા માઈનસ બીટા મճૂયો લે છે ըયાર ેડાબી બાજુ 0 છે કારણ કે આճફા મહԱમ છે  અને માઈનસ બીટા એ y 
լયૂનતમ છે અને
 તેથી આપણને չՄેર બરાબર પર સાઈન չՄેડӪ  આճફા બાય 2 અને չՄેડӪ  બરાબર પર સાઈન չՄેડӪ  બીટા c 4g l c 4g l 
બાય 2 મળે છે.

 તેથી બે વչતુઓની સમાનતા કરીએ તો આપણને સાઈન չՄેર આճફા બાય 2 બરાબર સાઈન չՄેડӪ  મળશે  બીટા બાય 2 જમેાંથી 
આપણે માઈનસ બીટાના બરાબર આճફા કાઢીએ છીએ જ ેસમչયા નંબર 6 ની ચચાӪ બરાબર પૂણӪ કર ેછે 
જથેી તમને જણાવે કે જો વગӪ 4 બાય કરતા ઓછો હોય તો લોલક ઓસીલેટરી ગિત દશાӪવે છે તે જમણી તરફ ӽય છે અને c g l 
પછી તે  પાછંુ આવે છે અને તેની પાસે լયૂનતમ છે અને ફરીથી તે આગળ વધવાનું શԁ કર ેછે અને તે ઓસીલેટરી ગિત ચલાવે છે ԧાર ે

વગӪ બાય કરતા મોટો હોય તો તે ગોળાકાર ગિત ચલાવે છેc 4g l 
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 તેથી િનણાӪયક મૂճય પર શું થાય છે ચોરસ બરાબર 4 બાય થાય છે જો ચોરસ બરાબર 4 બાય હોય તો c g l wha  t c g l 
શું લોલકને સૌથી ઉપરના િબંદુ સુધી પહોચંવામા ંકાયમ સમય લાગે છે કોણ આપણે તેની તપાસ કરવી જોઈએ અને જોવંુ જોઈએ pi 
કે આવું થાય છે કે કેમ તે આ િનણાӪયક િકչસામાં ԧાર ે ચોરસ ચાર બરાબર થાય છે  Հારા આપણે એકવચનમા ંનસીબદાર c g l 
છીએ કે આપણે ખરખેર િવભેદક સમીકરણનું એકીકરણ પૂણӪ કરી શકીએ છીએ
 તેથી ચાલો જોઈએ કે તે કેવી રીતે કરવું
 તેથી યાદ રાખો કે ચોરસ બરાબર 4 બાય c g l
 તેથી સમીકરણ પર પાછા ӽઓ ચાર િબંદુ એક ԋણ વગӪ બરાબર ચાર બાય c g l
 તેથી ચાર બાય એ સામાլય લઈ શકાય અને આપણને એક બાદબાકી પાપનો વગӪ બાય બે મળે છે જ ેકોસાઈન ચોરસ g l y y 
બાય બે છે
 તેથી સમીકરણ 4.
13 ગંભીર િકչસામાં ખૂબ જ સરળ બનાવે છે
 તેથી આપણને સમીકરણ 4.

બાય તારીખ બાય મળે છે.14 dy 4g l 
չՄેડӪ    cos y by 2.

 હવે અવલોકન કરો કે જો અમુક મયાӪિદત સમયે નો Ԑાઇમ 0 ના બરાબર હોય તો છેճલા સમીકરણની જમણી બાજુ t naught y 
તમને આપશે કે નો અને નો Ԑાઇમ હોવો જોઈએ  0 હોવું જોઈએ પરંતુ નોધં લો કે t naught y pi t naught y const 
ટી સમાન રીતે નું ફં՘શન પણ લોલક સમીકરણને સંતુՋ કર ેછે અને તે Ԑારંિભક શરતોને પણ સંતુՋ કર ેછે 4.pi ant y 
15 અને
 તેથી ફરી એકવાર અչપՋ િવિશՋતા Ԑમેય કે જ ેઆપણે જણાյયું પણ નથી તેને અપીલ કરી શકાય છે અને આપણે જોઈએ છીએ કે 
અમાԀં િનરાકરણ સતત ઉકેલ હતું પરંતુ તે છે  એવું નથી કારણ કે જો તે સતત સોճયુશન હોય તો յયըુપՂ 0 હોવું જોઈએ અમે ધારીએ 
છીએ કે બાય છેc 4 g l 
 તેથી અમે તારણ કાઢીએ છીએ કે અિવભાԧ Ԟારયે અӿնય થતો નથી અને અમે 4.y t 
14 ની બંને બાજુઓનું ધન વગӪમૂળ લઈ શકીએ છીએ 
તેથી િԃિટકલ કેસ બાય બરાબર બે વાર મૂળ બાય બાય 2 અને 0 નું બરાબર 0 માટે આપણી પાસે dy dt g l cos y y 
નીચેનું ચલ અલગ કરી શકાય તેવું સમીકરણ છે.
 તો ચાલો ચલોને અલગ કરીને સમીકરણ 4.
16 ઉકેલવાનો Ԑયાસ કરીએ
 તેથી બાય લાવીએ.cos y 
  2 ડાબી બાજુએ અને એકીકૃત કરો તમને લોગ સેકլટ խલસ ટેન મળે છે તમને લોગ સેકլટ વાય બાય 2 વԱા ટેન વાય બાય 2 બરાબર 
ԁટ બાય જમણી બાજુ તે ԁટ Հારા તમે તેને ફԝ Հારા દશાӪવો છો અને  માԋ સરળતા માટે  તમે થીટાની g lt s g lt s 
બરાબર બાય 2 મૂકો તો છેճલું સમીકરણ લોગ સેકլટ થીટા વԱા ટેન થીટા બરાબર અથવા સેકլટ થીટા વԱા ટેન થીટા બરાબર y s 

ની ઘાત તરીકે લખી શકાયe s 
 તેથી સેકլટ થીટા વԱા ટેન થીટા બરાબર ની ઘાત  સમીકરણ 4.e 
17 પારչપિરક લઈએ છીએ પારչપિરક લઈએ છીએ આપણે મેળવીએ છીએ સેકլટ થીટા માઈનસ ટેન થીટા બરાબર ઈ ની ઘાત 
માઈનસ ઉમેરી અને બાદબાકી કરીએ છીએ આપણને સેકլટ થીટા મળે છે 1 અડધા ની ઘાત વԱા ની પાવર માઈનસ સે s e s e 
ની અડધી  ની ઘાત વԱા ની ઘાત માઈનસ એ એ નો અિતપરવલય કોસાઈન છે અને પછી ટેન e s e s cosh x cosh s 
થીટા શું છે ટેન થીટા એ નો અડધો અડધો ભાગ ઓછા ની ઘાત માઈનસ છે  એ હાયપરબોિલક સાઈન છેe s e s 
 તેથી આપણને આ સમીકરણ મմયું 4.
19 સેકլટ થીટા એ હાઈપરબોિલક કોસાઈન છે અને ટેન થીટા એ હાઈપરબોિલક સાઈન છે
 તેથી હવે આપણે વાչતિવક ડોમેનમા ંરહીને જિટલ ડોમેનમાં જવાની જԁર વગર હાઈપરબોિલક ફં՘શլસ અને િԋકોણિમિત ફં՘શլસ 
વ՞ચેનો સંબંધ જોઈએ છીએ.

િԋકોણિમિત ફં՘શլસમાંથી હાઇપરબોિલક ફં՘શનમાં ચલોના વાչતિવક ફેરફાર Հારા 4. SS 
19 Հારા આપવામાં આવેલ ની આ ફં՘શન થીટાને એક નામ છે તેને િԃչટોફર ગોરમાլડના માનમાં Ԇામેિનયન કહેવામાં આવે છે s 
આ નામ આથӪર કાલે Հારા 1862 મા ંઆપવામાં આյયું હતું આનો ખૂબ જ રસԐદ ઇિતહાસ  չફિટક બીજગિણત વોճયુમ 2 ના પՌૃ 
312 માં ગુડ રોમિનયન મળી શકે છે જ ે1900 ના દાયકામાં Ԑકાિશત થયંુ હતું હકીકતમા ંતે 1900 ના દાયકા પહેલા Ԑકાિશત થયેલ છે 
આ પછીની આવૃિԱ છે જ ેસારા રોમિનયનનું ઊલટંુ કાટӷԆાફી અને નેિવગેશનમાં દેખાય છે યાદ રાખો કે ԧાર ેઆપણે ચચાӪ કરીએ 
છીએ ըયાર ેઅમને પહેલેથી જ કાટӷԆાફીનો સામનો કરવો પեયો હતો.
 ઓથӷગોનલ ટӬ ેજ՘ેટરીઝ અને ફરીથી કાટӷԆાફી આવે છે અને તે માકӲટસӪ Ԑોજ՘ેશનના સંબંધમા ંકાટӷԆાફી અને નેિવગેશનમાં આવે છે 
તેથી મેરીકેટર શું બાંધવાનો Ԑયાસ કરી રՑો હતો તે નકશો બનાવવાનો Ԑયાસ કરી રՑો હતો તે નકશો બનાવવાનો Ԑયાસ કરી રՑો 
હતો જમેાં ગોળા પરના લો՘સોડӬ ોձસ મળી રՑાં છે.
 તમારા խલેન નકશા પર નકશા પર સીધી રખેાઓ તરીકે સારી રીતે મેપ કરો તમે મને પૂછશો કે લોક શું છે બતાવેલ ԁમ હવે હંુ તમને 
સમӽવું છંુ કે લો՘સોડӬ ોમ એ િવՊ પરના વણાંકો છે જમેાં ગુણધમӪ છે કે તેઓ સમાન ખૂણા પર રખેાંશને કાપી નાખે છે 
અને વળાંક એક જ ખૂણા પરના તમામ રખેાશંને અચળ ખૂણા પર કાપે છે આવા વણાંકો શા માટે મહըવપૂણӪ છે કારણ કે તેઓ 
મહըવપૂણӪ છે  યાદ રાખો કે નેિવગેશનની િચંતામા ંજહાજો જહાજો એ િવશાળ શિકતશાળી પદાથӷ છે ԧાર ેતમે સમԍુને પાર કરીને 
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એક િબંદુથી બીӽ િબંદુ સુધી જવા માંગતા હો ըયાર ેતમને લાગે છે કે ԚેՌ િવકճપ એ સૌથી ટંૂકો રչતો લેવાનો છે સૌથી ટંૂકો રչતો એ 
એક મહાન વતુӪળ છે જ ેબે િબંદુઓને જોડે છે.
  પթૃવીની સપાટી પરંતુ સમչયા એ છે કે ԧાર ેતમે મહાન વતુӪળ સાથે મુસાફરી કરો છો ըયાર ેમહાન વતુӪળ રખેાંશને સમાન ખૂણા પર 
છેદતું નથી આંતરછેદનો કોણ બદલાતો રહે છે
 તેથી જહાજને સતત વહાણની િદશા તરફ વળવંુ પડશે.
 સતત બદલાવું અને તેને વહાણ જવેા શિԝશાળી પદાથӪ સાથે કરવું ખૂબ જ મնુકેલ અને ખૂબ ખચાӪળ હશે
 તેથી જહાજો મુસાફરી કરતા નથી મહાન વતુӪળો સાથ ેતેના બદલે તેઓ લો՘સોડӬ ોમ વણાકંો સાથે મુસાફરી કર ેછે જ ેસમાન ખૂણા el 
પર રખેાંશને કાપી નાખે છે
 તેથી હવે જો તમે પૃթવીની સપાટી પર લૉક િસլડӬ ોમ લો છો તો તે તમારા խલેન નકશા પર શું અનુԁપ હશે તે નકશો એક խલાનર 
ઑկજ՘ેટ છે જ ેતેના પર છાપવામાં આવે છે.
  કાગળની શીટ અને મકӲટર એવી રીતે નકશો ઘડવાનો Ԑયાસ કરી રՑો હતો કે િવՊ પરના આ લો՘સોડોձસ નકશા પરની સીધી 
રખેાઓને અનુԁપ હોય તે Ԑયાસમાં તેને સારા રોમિનયન ફં՘શનના આ ઊલટાનો સામનો કરવો પեયો
 તેથી હંુ તમને બે આપીશ.
 તેમાથંી એક માટેના સંદભӷ પહેલાથી જ જોՏ મેકલેરીના પુչતક ભૂિમિતના Ԑકરણ આઠ પહેલાં એક િવભેદક ӿિՋકોણથી ટાંકવામાં 
આյયા છે, મӱ આ પુչતકનો અગાઉ ઉճલેખ કયӷ છે અને બીӽ પչુતકનો હંુ ઉճલેખ કરીશ તે છે રિેչનકોફ અને રો વճેસ ગિણત hl 
અને સչંકૃિત ખૂબ જ રસԐદ પչુતક બીજંુ છે.
 એક ખૂબ જ રસԐદ પչુતક તે નેિવગેશન ગિણત અને નેિવગેશન િવશે પણ વાત કર ેછે કે કેવી રીતે કેճԞુલસ નેિવગેશનલ 
સમչયાઓમાં આવે છે
 તેથી અહી ંસારા પર કેટલીક કસરતો છે.ro 
 મેિનયન બતાવે છે કે ની થીટા એ 2 ટૅન ઈનવસӪ છે ની શિԝ માઈનસ પાઈ બાય 2 અને બતાવો કે સારી રોમિનયન એ એકs e s 
િવિચԋ કાયӪ છે અને તે વધતંુ કાયӪ છે, ԧાં સધુી આ સમչયા સંબંિધત છે ըયા ંસુધી તમારા માટે બહુ ઓછંુ છે.

ના આ સમીકરણ થીટાને અલગ કરો તમે તરત જ 2 ટેન ઇլવસӪ ટમӪનો તફાવત કરો કે જ ે2 પર 1 વԱા ની ઘાત 2 ને માં  s e s e 
પાવર છે જ ેદેખીતી રીતે હકારાԵક છે અનેs 
 તેથી તે એક વધતું કાયӪ છે તમે કેવી રીતે તપાસો છો કે તે છે  એક િવષમ કાયӪ ને માઈનસ થી બદલો ને માઈનસ થી તમે s s s s 
મેળવો 2 ની ઘાત ઓછા પણ ની ઘાત માઈનસ તે 1 ની ની ની tan inverse of e s e s s tan inverse e 

મેળવો ઘાત માટે પરંતુ ની ઘાત બાય 2 ઓછા ટૅન յયըુԃમ ની ઘાત અને 2 ગէુռા બાય 2 inverse s s e s pi e pi pi 
બનશે અને ઓછા પાઇ 2 બાય 2 બને છે .pi 

 તેથી થીટા  બાદબાકી એ બાય 2 ઓછા 2 ટૅન િવԀԺ ની ઘાત જ ેથીટાના ઓછા છે નીs pi e s s 
 તેથી થીટા એક િવિચԋ કાયӪ છે તે પછીની સમչયા ખૂબ જ રસԐદ છે કારણ કે સમાન એક મા ંદેખાઈ હતી તે સમչયા જ ેj 2014 
2014 માં દેખાઈ હતી તે એક કોસેકլટ થીટાને પાવર 17 સાથે સંકિલત કરવાની છે ԧાર ેતમે સેકլટની િવિચԋ શિԝ લો છો અને  
કોસેકլટની એક િવિચԋ શિԝ તમે ӽણો છો કે જો તમે ભાગો Հારા સંકલન કરવાનું શԁ કરો છો, તો તમાર ેતેને ઘણી વખત વારંવાર 
કરવું પડશે અને તે આનંદદાયક રહેશે નહી ં
 તેથી તમે ભાગો Հારા વારંવાર એકીકરણ ટાળવા માટે એક માગӪ ઇ՞છો છો,
 તેથી કેવી રીતે  કોસકેլટની િવષમ શિԝ અથવા સેકլટની િવષમ શિԝને એકીકૃત કરવા માટે સારી રોમિનયન તમને તે કરવા માટે 
મદદ કરશે જથેી સેકլટ થીટાથી પાવર 17 ડી થીટા, તો તમે આ કેવી રીતે કરશો તે સેકլટ થીટા વԱા ટેન થીટા ની બરાબર છે  e 
પાવર તો તમે શું મેળવો છો તમે પુટ સેકլટ થીટા વԱા ટેન થીટા બરાબર ની શિԝ મેળવો છોs e s 
 તેથી અમને સેકլટ થીટા મળે છે જ ેહાયપરબોિલક કોસાઇન સમાન છે
 તેથી તફાવત કરો જથેી સેકլટ થીટા ટેન થીટા ડી થીટા હાયપરબોિલક સાઈન ટાઇձસ સમાન હશે થીટા ડી થીટા વાઈ  ds 
હાયપરબોિલક સાઈન એસટીએસને ટેન થીટા વડે િવભાિજત કરવામાં આવશે પરંતુ ટેન થીટા હાયપરબોિલક સાઈન એસડીએસની 
બરાબર છે
 તેથી સેકլટ થીટા ડી થીટા ની બરાબર છેds 
 તેથી પાવર 17 થીટા ડી થીટાનો તમારો ઇિլટԆલ સેકլટ પાવર 16 નો ઇિլટԆલ સેકլટ બનશે જ ેહાઇપરબોિલક કોસ માટે છે  s 
પાવર 16 વખત ચાલો હવે એકીકરણની મયાӪદા સમાિવՋ કરીએ ds 
, સમીકરણ સેકլટ થીટા બરાબર કોશ યાદ રાખીએ જથેી ԧાર ેથીટા બરાબર 0 હશે અને થીટા બરાબર બાય 3 એ લોગ s s pi 
2 વԱા ԁટ 3 ની બરાબર સાથે અનુԁપ હશે .s 
  તમારા માટે તે તપાસવું સરળ છે
 તેથી અમને શું મળે છે કે ઇિլટԆલ 1 પર 2 થી પાવર 16 0 માં ԁપાંતિરત થશે લોગ 2 խલસ Ԁટ 3 મા ંપાવર խલસ મા ંપાવર e s e 
માઈનસ માં પાવર 16 અને  હાયપરબોિલક એ ફԝ ની ઘાત વԱા ની ઘાત માઈનસ બાય 2 છે અનેs ds cos e s e s 
 તેથી તમે તેને િՀપદી Ԑમેય Հારા િવչતૃત કરી શકો છો તે ખૂબ સરળ છે ખાસ કરીને ԧાર ેતમે ચોԜસ પૂણાӭકો હાજર જુઓ ըયાર ે
તમાર ેભાગો Հારા વારંવાર સંકલન કરવાની જԁર નથી અને સામાլય રીતે તમે કોસેકլટ થીટા ટૂ પાવર 17 અજમાવી શકો છો si  
અહી ંતમે કોસેકլટ થીટા માઈનસ કોટ થીટા ઇՄલ ટુ ધ પાવર યુ ઓકે મૂકો છો
 તેથી હંુ આશા રાખું છંુ કે તમે િવભેદક સમીકરણોની દુિનયામા ંઆ ટંૂકી સફરનો આનંદ માէռો હશે અને મને ફԝ થોડા શկદો 
કહેવાનું ગમશે.
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 િનոકષӪમા,ં મӱ તમને િવભેદક સમીકરણોના ઘણા રસԐદ ભાગોમાથંી પસાર કયાӪ, અમે ઘણા ભૌિમિતક ઉદાહરણો જોયા અમે 
ભૌિતકશાՅના ઉદાહરણો જોયા અમે Ӿવિવԥાનના ઉદાહરણો જોયા અમે ઓથӷગોનલ ટӬ ેજકેટӬ ીઝ જોયા અમે ઘણી બધી 
એિխલકેશનો જોયા અમે ખગોળશાՅ અને તેના જવેી સામԆી જોઈ.
 મӱ તમને ઘણા સંદભӷ આխયા છે અને હંુ તમને વધુ બે સંદભӷ આપીશ અને પહેલો સંદભӪ એխલીકેશլસ અને ઐિતહાિસક નોધંો સાથે 
Ӿએફ િસમլસ િડફરિլસયલ ઇՄેશլસનું એક ખૂબ જ સુંદર પુչતક છે , બીӾ આવૃિԱ જનેો હંુ ઉճલેખ કરી રՑો છંુ તે ટાટા 
મેકԆા-િહલ Հારા Ԑકાિશત ԋીӾ આવૃિԱ છે.
  પણ બહાર આյયું છે પરંતુ બીӾ આવૃિԱ અમારા હેતુઓ માટે પૂરતી હશે આ એક ખૂબ જ સાԀં પુչતક છે તે ઐિતહાિસક િનબંધ 
વાંચીને આનંદદાયક છે ԐિસԺ ગિણતશાՅીઓ પર Ԑથમ 80 પૃՌો વાંચીને આનંદદાયક બનાવ ેછે િવԾાથӯઓ માટે િવԾાથӯઓ ys 
માટે સુલભ છે કે તેઓ તમારા માટે સુલભ છે ભૂિમિતના વળાકંોની અસ՚ંય એિխલકેશનો ԃોહન સમչયા અને ઓથӷગોનલ ટӬ ેજકેટӬ ીઝની 
શાખાઓ માટે ઉપલկધ છે
 તેથી પչુતક ભારતીય આવૃિԱમા ંઉપલկધ છે અને બીજંુ પુչતક જનેો હંુ ઉճલેખ કરવા માગંુ છંુ તે છે િչપવાકનું િչપવા՘સ કેճԞુલસ એ 
ખૂબ જ સુંદર રીતે લખાયેલ પુչતક છે તે કેճԞુલસ પર કાળӾપૂવӪક લખાયેલ પુչતક છે અને Ԑકરણ 17 પર તમે լયુટનના ગિતના 
િનયમોમાંથી કેխલરના િનયમોની յયըુપિԱ જોશો અને તે 1994 માં Ԑકાિશત થયંુ હતું.

 તેથી હવે અમારી સફરનો અંત આવી ગયો છે અને મને આશા છે કે તમે િવભેદક સમીકરણોની દુિનયામાં આ સફરનો આનંદ માէռો 
હશે, હંુ અલિવદા કહેવા માંગુ છંુ પરંતુ આમ કરતા પહેલા ઘણા લોકોનો આભાર માનતા મને આનંદ થાય છે કે જ ેહવે હંુ કરીશ.
 
ગિણત િવભાગના વડા Ԑોફેસર નીલા નટરાજ, મારા સાથીદાર અને આ કાયӪԃમના સંયોજકનો આભાર માનીને શԁઆત કરો iITb 
અને  હંુ ખાસ કરીને તેણીનો આભાર માનું છંુ કે મને આ Ԑવચનો આપવાની તક આપવા બદલ અને તેના સતત Ԑોըસાહન અને 
સમથӪન માટે ખાસ કરીને તે સમયે ԧાર ેમારો ઉըસાહ ઓછો થઈ રՑો હતો ըયાર ેતેણીએ મને આગળ વધવા માટે ખૂબ જ જԁરી 
Ԑોըસાહન આխયું અને પછી હંુ મારો આભાર માનું છંુ.
  સાથીદાર Ԑોફેસર શાંતનુ ડે કે જમેણે આ િવડીયો સાંભմયા છે તેઓએ કવાયત Հારા અને Ԑૂફરીિડંગના તેમના મહેનતુ કાયӪ માટે અને 
મને સમાિવՋ કરલેા સુધારાઓની એક ખૂબ મોટી સૂિચ આપવા બદલ હંુ Ԑોફેસર િવԃમ ગાԍી, સી ડીપના વડાનો આભાર માનું છંુ.
 અમને આ સુંદર સીડી չટુિડયો તેની અըયાધુિનક સુિવધાઓ સાથ ેઅને આઈઆઈટી િદճહીના Ԑોફેસર નીલાԍી ચેટજӯ જઓે આ 
ԐોԆામના સંયોજક છે તે ઓફર કરવા બદલ હંુ મારા િવભાગના પીએચડી િવԾાથӯ આિદըય મહેՊરીનો આભાર માનું છંુ જમેણે મને 
આમાં મદદ કરી.
  આંકડાઓ અને છેճલું અને સૌથી અગըયનું હંુ ટેકિનકલ չટાફનો ԂદયપૂવӪક આભાર յયԝ કરવા માંગુ છંુ જઓે સતત કામ કરી રՑા 
છે અને જમેને મારી રોગચાળા સાથે હંમેશા અને હંુ તેમનો ખૂબ ઋણી છંુ અને તેઓ Ԛી તԀણ નેગી છે તે બધા માટે હંુ મારો આભાર 
յયԝ કԀં છંુ અને હંુ તમારો આભાર માનું છંુ અને મારા બધા િવԾાથӯઓ તમને િવદાય આપે છે, તમારો ખૂબ ખૂબ આભાર 
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