
ओߩబܽद ఇڒ  ङߕఏడవ ఉప ߖࡹ ࣒ࡎࣄ ల߯ހఅవకలన సࠬకర ࠭࠲ ݡ వ ړߖࣃ ऐۧ ࠭ మ࠾ࡍ ఈ ఏడవ 
ఉపߕङ సం࠭࠲ ࡹ ఒక ࠭ఖङ ऒߖހన అంశం సరళ అవకలన సࠬకర࠳  చࡍऐ फࣃ ࠭ మ࠾ࡍ ఇࡘࠏ ޴ऒ  ࡰ
సࠬకరړߖހ దగ ठࡍ బంڒ ࢓߇బܽद ఇࡓ ࢑ంݡ రڒల సࠬకరࡱހ.
 ఈ ఉపߕङ సంࡹ చࡍऐ ంచంڒ ݟబܽद ऴߦరం޳ࠚभ ం ڒబܽद సరళ అవకలన 
సࠬకరణం సऱݭ࠼ ߯  ऴపదࡍज ంచబޔݡం޴, ఇߩओ .3 ޴అ ݡ

छ޳ ప  ࡌ ऱ࣒  సࠬకరణం ړ సࠪనం, ఇకए డ మ࠾ࡍ ߯ ఫంࣾࡍߖ ࡱ ߤ भషद వङ వ1 ࡹ߅ dy dx pxy qx p q x
రछߖ ۨంచబడߖ ߘߝ  ࠼ޑరంతరం࢑࠙ ڴంۧߘ, మ࠾ࡍ అ޴ߝ ఒక ࡌ࢑మంߖ ࡹరछ ۨంచబݟన p q 
 ంܼ࠭ڕߘఅ ߖఅ ࡱ߇࢑ రంతరߖ
మ࠾ࡍ అవకలన సࠬకరణం  ప ऱ࣒ ऒߖހబܽद ఈ అవకలన సࠬకరڒ ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړ   ఎ࡮ dx pxy qx
పࡍషए भ޳۫ ࡹంۧࡍ ం మ࠾ࡍ ఇ޴ ఒక ࠭ఖङ ࡍߪ ߖߖ޳ ࡏࠬ ࡹణంڝ ఒక ࠾ࡍన రకం సࠬకరణం మ࠳ फڴ 
పࡍషए ओߦۮ ࡹణంڝ ఒక ߘߝ కం݄޶ఎం ࡏంచగలࡍ .3 ࡏࠬ కం݄޶ఎం ߘ
కएࡅ 1  పࢲࡍए రం ڝసం ఒక ࣇऴߖޑऒ  ऴ࢐యవ۪ऐ   ఒక సంకలओ ం ࡍߖ भషद ఏڔకరణ సంޑښలߘ కڵ࡯ ఉంܿం޴ 
మ࠾ࡍ ఆ సమऴగతలߘ అర बం ࡯࢐ڝࣆۯ మࡍߪ ߖߖ޳ ࡏࠬ ࠾ࡍ फڴ పࡍషए  ࡏࠬ ޴ߝఅ ޳ࡶ ࡌంచగలࡍ
సమऴڴలߘ కڵ࡯ ఉనऒ ऒߖ޳ ޙ޴ంۮ फߧసంతృ ࡹऴతంࣇ  ࡍߪ  फڴ పࡍషए छ޳ ంచడంࡍ అర ࡏࠬ ࡌ बం ڕࣆۯనऒ  
కएࡅ ߖ޳  ࠬ ࢑వరణ߯ ఆ߄రపݟ ఉంܿం޴.
 ఇߩओ ऒࡘࠏ ݡ ऒߖހసࠬకర ࡰ  ۫డంߧۮ ߘߝ ,ݟओ న ࡘࠏऒ కएࡅ సࠬకరణం సరళ సࠬకరణం ࡰ नܘऱڝ   కߤ܊ 
అߖ ఇ޴  ప ऱ࣒ छ޳  ప  ޴फంࣆۯ ݭࡎ ࡌ ऱ࣒  శړ फ ړ సࠪనం , ఇ޴ సऱߖࡹ ݭ࠼ సࠬకరణం dx pxy dy dx pxy qxy n
3.
2 ఈ ࡓంݡ సࠬకరړߖ܉ߖ ࡱހ మనం కࡿࢗ ࣄ࡯फ ࠭ 3.
.3 ߖ2
ڵత ړ1 ठంచవచऐ ,ݟడం۫ ߖ
 అంߖ࢐ܽ ࠭࠲ ښ޶ కࣄ࡯ అధङ యనం ࣃۯफ ࠭ సڒ ࡔబܽद ࠬࡏ అధङ యనం ࣄۯన అవకలన ڕ࡯ڒङ ల࣒ 
घࡏ߷ న࠳లభࣆ ࡮ۧ ݟంߘ ङڕ࡯ڒ ߘ࡮ ల࣒ ߘంݟ ఒక ߷ࡏघ  ߖߖ޳ ࡏࠬ ࠾ࡍం మ޳ంڕࣆۯफࡏڷ ߘ࡮
తర۪ڴ ఉపڵࡆంۨనݟ ࡏࠬ ޴ఫߖࡓझ ం݄ ఉతओڕࣆޓ ߤఫంࣾ ࡽࠋ .యమంߖ फޒ

కएࡅ  మށڷ ޜ ߖߖ޳ ࡏࠬ ࠾ࡍంచంݟ శړ फ ఇ޴ ఉతओ నऒ ం ఏࠫܽ ఇ޴ ऴప߄నం శړ फړ  ప ऱ࣒   x y e x y e x 
పవ࡛ ڴࡏߝ ࠭ంڕ޶ ఉతओ ऒߖయࠪߖ फޒ  వࡍ फంపܑ޳भ ం, ఇߩओ ړ ంతࡍమ ߖ పవ࡛ ߖ మనం ݡ ऱషदంڴ ye xa e x

ऐࡏࠪ పऱ࣒ ࠹व߯ ޴ం  అం݄ అ޳ంڕ క ݡంࡓ ఈ ࠹व߯ ࠀ  ऱࠗ ఒక x y y e ޴ऱ ఇࢁపవ࡛ మ ړ ߧ࡯క ࡱ  phi x 
ఉతओ ओߩయమం ఇߖ फޒ px ߘ ݋ం࠱ ݋న ࣋दࣄऴ࢐ ࡏࠬ ڴ࢑ధం ంܼ࠭, ఆڕఎం۪ ߖ న࠳సࠪన ړ ࠭࠲ ݡ px
फࣃ۫ కएࡅ ంܼ࠭ అం݄ڕఎం۪ ߖ మనం ࡹڷరం ߩࡏఎ ࡹ ݭ࠼సऱ  ࡏ  व߯ړ ࠹ సࠪనం, phi x x phi px
ఇతర ప޳లࡅ ࡹకए  సమऴగ ړ సࠪనంڴ ఉం࡯ݞ, ఇపओ phi pxdx pxdx ,޴ఒక సమऴగం ఉం ڕమన ښܽ
ఇߩओ फࣃవ ڵࡍޒ ࠭࠲ ࡌంచగలށగ ߖ ఈ సమऴగ ࡏࠬ ݡ కएࡅ బܽदڒ  ࠭  व߯ړ ߖ ࠹ సࠪనం pxdx x phi px
కएࡅ ڴ࢑ధం ࣋ۯ ओߩఅ ,ݟంڝఎం۪ ߖ  छ޳ ందడం߰ ߖ ݟంߘ ڕమన ݡ పవ࡛ x phi ࡌ y ddx phi x phi 

సࠪనం व߯࠹ పऱ࣒ x y pxyx.޴फంࣆۯ సࠪనం ړ పవ࡛ ݟంߘ ߖ  e phi x
  సऱڒ ࡱ ݭ࠼బܽद ఈ సऱࡍߖ ݭ࠼ भషद ۲ޜ ఉతओ  బܽदڒ ఐ࣒࣊ ڕలڒరڒ ݡంࡓ  ޴ంۨన߅సంబం ړߖయࠪߖ फޒ
ఇߩओ जࡍऴపద ڴࡍవۨ ࡹ ݭ࠼సऱ ݡ ంచబݟన సࠬకరߖހऒ  ۫డంݟ, అకए డ व߯࠹ పऱ࣒  కߧߖంచడం y pxyx 
.బܽद అవకలన సࠬకరణం 3ڒ ޴फంࣆߧߖక ڕࠬ
ళࢗ ڵࡍޒ ړ1 ऱంڕࠬ ,ݟ व߯࠹ పऱ࣒ బܽद 3.y pxy qxڒ సࠪనం ړ 

లऐ߱ࡍస ޜ సࠬకరణం ࡍఈ ۨవ ߖ  ంࡅ ݟకए కएࡅ   పవ࡛ ߘంݟ व߯ړ ࠹ సࠪనం 1 d xe y dx phi x y 
 ప ऱ࣒ ऒߖހڷ తफం࠴  పऱ࣒pxyx e vx ࠹క व߯࠼ఈ కల ޴फంࣆۨࣇ ఏࠫ ޴బܽद ఇڒ ࡯ంۧށڷ ړ పవ࡛ ݟంߘ  y 

అవకలన సࠬకరణం ࡅకए  ఈ ఎడమ ࢙3 ߩ.py 
व߯࠹ పऱ࣒  సࠬకరణం 3.1 y  py ࡏࠬ 

ࡍߖ ߖ 1 भషद࠳న ࣋ށڷ ޜफ, ఎడమ ߩ࢙ ޒۯ ఖۨऐ త࠳న ఉతओ నऒ ం అޔ࢓ంߖ޳ ,޴ ఆࡹచన సڒ ࡔబܽद e phi x 
ఇߩओ .మన సࠬకరణం 3 ޴బܽद ఇڒ ࡯࠻ۯ మనం ఏࠫ ݡ
కएࡅ ߖ1  phi.޴फంࣆۨࣇ ߖంۧలށڷ ޜంకంޑۅ 

 బܽद 3.  xڒ ݟڕ
1 మࢁऱ ఏࠫܽ  ప ऱ࣒ छ޳ ࡏࠬ బܽदڒ సࠪనం ޜ  ړफ శ࣋ށڷ ࡌ फ޳ ړछ ړफ శ࣋ށڷ ࡌ फړdx py q ee phi x e phi x 
పऱ࣒ ࠹व߯ ړ పవ࡛ ࡏࠬ  ఆߤ అޔ࢓ం޴  ఎడమ  ߗڒ ߩ࢙ ޒۯ ఆ ఎడమ ࢙ߩ e phi x y py 
పవ࡛ ࡅ ࠬ ړకए  అ࠭࠲ ߖ ఇߩओ ఖۨऐ ߩ࢙ ޒۯ అం݄ ఎడమ ,࠭ࢡ۫ ݦ త࠳న ఉతओ నऒ ం vx ddx 
అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ࠬࡏ అసࡱ అవకలన సࠬకరణం 3.
.3 ࡏࠬ फ࣋ށڷ ߖ1
5 సࠬకరߖހऒ फࣃ۫  .ࡏ

व߯࠹ పऱ࣒  ఈښछ ష3 ߤ.  y py 
5 అం݄ ఆࠆ ఆࠆ అం݄ ఆࠆ ఆࠆ ఈకछ ङږ ࡽ झڡ  ఆ3 ࠆ ఇߩओ  ,మనం ఏࠫ d dx x vx, d dx x x vx x ݡ
సओ ࡮ۧ ࡹ࠻ۯ షदంڴ ఉం޴ , మనం 3.
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.3  ࡯࠻ۯ కృతంڔఏ ߖ5
.3 ࠭࠲ ࠾ࡍమ ݟయంۯ కృతంڔఏ ߖ5
కएࡅ ޴ߝఅ ,࠭ޑ޶ం߰ ߖ6  y x.޴ంݟయబ޵࢑డ ړߖڒంޑۅ 
   పవ࡛ ړ మࡅ ࡏࠬ ࠾ࡍకए  అవకలన సࠬకరణం ࡅకए  పࢲࡍए ऒߖࡌ బܽद ఒక phi xڒ ࡏ޳ం߰ ڵࡍޒ  x y 
ऒߖހసరళ అవకలన సࠬకర ࠭࠲ ࡹణంڝ ࡍߪ  फڴ పࡍషए  అం݄ ఏࠫ݇ మనం phi x ޙ࠼ంۧ࠭, అࡍ
సమసङ ݡంࡓ ړߖݞफంచࡍڷ ऒߕఉ ࠲ऴతࠪ ࡱ .࠼
 

ఏࠫ݇ మనం ࡍڷ फంۧ࡯  అం݄ ఇంܽऴగࡽ అం݄ ఒక సమऴగ సంښతం ఉంڒ ,޴బܽद v x phi x pxdx phi x 
ऴ࢐యవ۪ऐ ڴసమऴగ పరం ߖ  మࡓ ࠾ࡍండవ޴ సࠬకరణం 3.

కएࡅ  फࣃ۫ ߘకరణڔక ఏࡖమ ࡏࠬ నߩ࢙ ݟڕ  మనం 6 ࡱ ߤషڼఇంܽऴ  ࡯࠻ۯ ݡంࡓ బܽद మనంڒ ࡏ
తపओ छࡌన త޴ం߰ ࠭ࣆࡏ మన ࠾ࡍమ ࡯࠻ۯ కృతంڔఏ ߖ ڴࡍసߖ త మన ߖ ߰ం࡯޳, మనం pxdx v
ఈښछ ష3 ߤ.
కएࡅ 6 .5 ࡱހసࠬకర ߤంక ఫంࣾޑۅ బܽदڒ ࡯࠻ۯ కృతంڔన ఏߩ࢙ ݟڕ 
1 మ3 ࠾ࡍ అదృశङ ం ڒనం޶న సరళ అవకలన సࠬకరߖހऒ  పࡍషए సओ ߘలڴసమऴ ݡంࡓ ࡹంచడంࡍ షदంڴ 
కంߪङ ܽంۯ ۃయడంࡹ సమసङ  ఉంܿం޴.
  సࠬకరణం 3.
1 అసࡷన అవకలన సࠬకరణం అం݄ ఏࠫ݇ ࡏڷ ڕࠬ ߘߝफ ࣃۯफ  మనం ړߖހఅవకలన సࠬకర ࡱఅస ,ߘ
ఏࠫ ߖ޵ ࠭࠲ ,࠭ࣃۯऒ छ޳  ړంۧ࠭ శށڷ ࡌ फړ ఎపओ ऒߕࣆ ڔܽ  ఒక e phi xe phi x ࡏࠬ బܽदڒ ޶ڒ 
సࠬకరߖހऒ ऒߕࣆ ݟంచంށڷ ߖߖ޳ ࡏࠬ బܽदڒ ݟంڝࣆޓ  छ޳ పదం ߖڒ  ऒߖހతफ సࠬకరڜ ࡏࠬ ࡌ  
߰ంڒ ࡏޑ޶బܽद ఈ ࡓంݡ సࠬకరࡍߪ ࡱހफڴ సࠪనం ڒబܽद 3.
5 సࠬకరణం అసࡷన అవకలన సࠬకరణం ߘం޳ ݟछ  mu ۃంࢳߖ࢐-ߤߕ ఒక ߤషښऱߧ࡯  ޴ంޔݡందబ߰ ࡌ
పߖހࠪࡍऒ  మనం ޳छ फࣃށڷ ړ పవ࡛ ࡌ ࠭ మ࠾ࡍ అ޴ ఎߩओ ऒߕࣆ ݢ సࠬకరణం e px ࡱబܽद అసڒ ޶ڒ 
మ3 ࠾ࡍ.
ࡍߪ 5 फڴ సࠪనం ڒబܽद సࠪۧరం ࡹڝओ एࢲࡍప ࠪ ࠾ࡍమ ޶ ర ऴపऴړయࡹ ఎ࡮ంܽ న࢑ ࡰړష࢓ࡶ ࡱ࠻.
ࡍߪ   फڴ సࠪనం ڒబܽद ఇߩओ ऴపశऒ ݡ  ఏࠫటం݄ , మనం ړ సࠪన࠳న ࠀ व߯ߖ ࠹ ఎ࡮ కھߘనߕޔࠓऒ ం p 
అనऒ ओߩఅ ,޶ڒ ޴డनۮ ࡮ۧ ޙక߱ࡶڒ ࡱޔమనం అదృషदవం ޴ పओۮ మనం ݡ గڵ࡯నదంޑ సమऴగ a to 

xbtdt.ݟంڝࣆޓ ߖ న࠳సࠪన ړ phi
కएࡅ  ఎޜ ߩࡏ ఇంܽऴగߘ ࡽంړ ݟ సࠪనం అߖ ऴࣄ࢐న ࣋द࠱ ݋ంߘ ݋ మనం ۫డ࠭ࡶ   x phi a xbtdt

అంޙ, అ޴ߝ ఒక ߖరంతర ఫంࣾߤ అࡏڷ ߖफం۪ڝంڒ ,ݟబܽद ఇంటࡓछ కएࡅ ࡹ ࡽ  ఏߕ޼ ఎంߧక ڝసం p a 
సమऴగ ߘంݟ ఉంܿం޴ , ఆ߯ ޴ޔ పࢲࡍए రం ఉంܿం޴.a xptdt 
అసహङ ࡮ۧ  కర࠳న ߖߦࡐऒ  కڵ࡯ ఉంܿం޴ ఎం޶కం݄ ఈ సమऴగతࡱ అߖऒ  ۲టऱ ޕࡱޙ ఉంܼ࠼ 
మ࠭࠲ ࠾ࡍ ఈ సమऴగతߘ సओ షदంڴ గށంచ࠭ࡶ మ࠾ࡍ అ޴ ࠪ సమసङ సओ ࠭࠲ బܽदڒ  షदంڴ 
కھߘనࡶక߱࢑܋ ޜߖ޳ ࠭࠲  ޙంۧ࡯झ న అదృషदం ޶ࡶ మࣇ ޴ޔ ࠾ࡍऴతంࡹcitly integral pxdx 
సమऴగ సంࡱޑښ ఉంܼ࢐ , ࠼సफݡ࠮ ࡹ࢐ܽ ړߖ࢐ ఉߕऒ ऒߖߦࡐ న࠳రڒ࢑ ࡮ۧ ޴ఇ ࠾ࡍమ ࠼  కڵ࡯ 
ఉంܿం޴ మޜߖ޳ ࠾ࡍ ఇంڙవۯ ࡐయࡏࡶ .
  ऴపऴړయ ఇకए డ ڴࠈ ఆޔ߱ڵంڒ ޴బܽद మనం ߖ కھߘనగలమߖ అڕߘం޳ం, మనం ߖ phi x phi x
కھߘనగలమߖ అڕߘం޳ం అం݄ మనం సమऴగ ߖ గށంࣄ ۯबࡹޒ ఉߕऒ మߖ అڕߘం޳ం 3.px dx
6 ۫డంݟ.
  ఈ సऱࡹ ݭ࠼ సࠬకరణ సంఖङ  3.

కएࡅ  ఉనऒ  ۲ట ߖ޳ऒ  ఇంܽऴగ޳ ࡽछ ࡎభ ࡌ फ ۯయߕޔࠓऒ ओߩఅ ,ߘ  xi pi pxdx 3.6 ڕࠬ ݡ
7 ఏࠫ లࣆࠚफంڒ ޴బܽद 3.
కएࡅ ࡹ6 కएࡅ   ऴపޒ సంఘటనߘ ఇంܽऴగ޳ ࡽछ ࡎభ ࡌ फ ۯయంݟ, ఇߩओ  న x phi pxdxࣄయవలۯ ࡏࠬ ݡ
࠭ఖङ .3 ࡏࠬ ޴࢑షయం ఒకܽ ఉం న࠳
ऒߕफࣆߧߖక ࡱޑښకరణ సంڔఏ ݡ࠮ ࡹ7 యࡏڷ ߖफం۪࡯࢐ڝ, ఇߩओ  ߘక సమऴగత߅రవߖ ࡏࠬ ݡ
ओߩనࣄ۫ డ࡮ऱ  ఏڔకరణ ࡅకए ऒߖڒంࡌबࣄ   ఉం۪ߕޔऒ కएࡅ కరణڔఏ ࡏࠬ బܽदڒ ࡏ ऒߖڒంࡌबࣄ   c 1 
ఉం۪ޑరۮ ߖపओ వ۪ऐ .
 ఎడమ ࢙ߩన కߧߖంۯ సమऴగం మߩ࢙ ݟڕ ࠾ࡍన కߧߖంࡓ ۯంݡ సమऴڴల ڝసం ࠬࡏ ఏڔకరణ మ࠾ࡍ c2 

కएࡅ ऒߖڒంࡌबࣄ   ఉం۪ڒ ࡏޑబܽद ࠬߖ޳ ,ࡏޑࠋۮ ڴࠈ ࡏ ۪ द݀ కएࡅ కరణڔఏ ݦ࠻࡯ޙ   c3 ݡ࠮ 
.޶ڒ ޴ࡍవۨ ޴ఇ ,࠼ఉంܼ ࡱڒంࡌबࣄ 
  సࠪ߄నంࡹ ఏڔకరణ ࡅకए  ఒక ࣄबࡌంకం ࠪऴతޕࡱޙ ࠲ ఉంڒ ࡯ݞబܽद ఏڔకరణ ࡅకए  ݡంࡓ న࡯ڵࠫ 
అదృశङ ޴అ ,࡯࠻ۯ भ޶ర ڴఒక࢑ధం ޾ఏ ࡱڒంࡌबࣄ  మ࢐छ న ఉనऒߩ࢙ ఎడమ , ࡯ కएࡅ   phi x dx 
.ంకం 3ޑۅ
7 మߩ࢙ ݟڕ ࠾ࡍన ఉనऒ ऒߖڒంޑۅ   ۫డంݟ.phi x dx 

కएࡅ ࡎభ ޜ ࡽఇంܽऴగ ߖ  फ ࣄۯన ߩ࢙ ޒۯ , అవకలన సࠬకరߖހऒ  ఒక ࡍߖ भషद ڒరకం ޳छ x phi px dx  ࡌ e 
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పవ࡛ ށڷ ړంచడం ޳छ phi x.3 ࡌ
7 ߰ందబݟం޴ మ࠾ࡍ సమऴగ ڒబܽद ࠬࡏ ఏڔకృతం ࣄۯనߩओ  ంకం  phi x pxdxࡌबࣄ కరణڔఏ ۯంߧߖక ݡ
pxdx 3.
కएࡅ 7  ఎడమ ࢙ߩ అ3 ڼ࡮.
కएࡅ 7 కएࡅ కరణڔసం ఉంۨన ఏڝ సమऴగం ࡏࠬ బܽदڒ ࡯ݞఉం ڴ࢑ధం ښన ఒߩ࢙ ݟڕ  .ంకం  3ࡌबࣄ 
కएࡅ 7 తపओ ࡮ߩ࢙ ݡంࡓ  కएࡅ కరణڔఏ ࠾ࡍమ ࡯ݞంకం ఉంࡌबࣄ ښఒ ڴࡍసߖ  సవరణ ࣄबࡌంకం ఒకpx dx 
సంక࡯త ࣄबࡌంకం ڒబܽद ࠬڷ ࡏణڒర ࣄबࡌంకం ߰ంڒ ࡏޑ޶బܽद ࠬڷ ࡏణڒర ࣄबࡌంకం ߰ంࡏޑ޶ c 
సంక࡯త ࣄबࡌంకం శړ फڷ ړణڒర ࣄबࡌంకం అޔ࢓ం޴.e e 
  పవ࡛ ߕࣆ ࣄऒ .3 ࠾ࡍమ ޴ߖڒ 
కएࡅ 7 కएࡅ కరణڔబܽद ఏڒ ޴ంޔݡయబۯ भ޶ర ݟంߘ లߩ࢙ ݡంࡓ   ఆ ࣄबࡌంڒలࡓ ࡹంݡ 
అదృశङ మ࠻ङ  q ࡯ڵࠫ ࠲ంకం ࠪऴతࡌबࣄ ఒక ࡹకరణڔఏ ޴ޔ ࣋ۯ ࡏࠬ ޜన పదంࡍࣄ࢑ ࡏࠬ ࠾ࡍమ ࠼
ఉంܿం޴.
 3.
 ࣄۯకరణ, దయڔఏ ۯంڵࣃ గడߘమ ࡹ7
ఈ ࢑షړߖ࠻ ऴశదम వࣕంచంݟ , ఆ ఏڔకరణ ࡅకए  ړߖߕ߄సࠪ ࡍవۨ ,ݟయబۯ भ޶ర ݡంࡓ ࡹలڒంࡌबࣄ 
ఏڔకరణ ࡅకए  ఒࣄ ښबࡌంకం ࠪऴత࠲ ఉందࡌߖ ߖम  సࠬకృత pxdx ࡹݡంటऱ ఏ࠼ߦ ݡ࠮ బܽदڒ ,ݟంڝం۪ࡍ
కएࡅ అర ࡱసంఘటన ݡంࡓ  बం ڝࣆۯవ۪ऐ .
 
ఒ࢑ ښధ࠳న ఏڔకరణ ࣄबࡌంకం ࡓంݟంܽ࠼ܼښ ڔంచబޔݡం޴ మ࠾ࡍ శړ फࡓ ړంڒ ࡮ߩ࢙ ݡరకంڴ e 
ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఈ ڒరకం ర޶भ ۯయంڒ ݟబܽद ࠬࡏ wou  ld 
ఇంܽऴగߖ ࡽ గށంۯటߩओ ऒߖݞంకం ߭టदࡌबࣄ కరణڔఏ ݡ ࡍߪ  फ࢑ ڴసघ ంచవ۪ऐࡍ  ఎం޶కం݄ అ޴ pxdx
ఏ࠳నపओ ओߩనࣄۯ కృతంڔఏ ߖ ࡏࠬ బܽदڒ ޴ంޔݡయబۯ भ޶ర ڔܽ ంకం ߭టदడం px dxࡌबࣄ కరణڔఏ ݡ
 e c ࡏࠬ బܽदڒ ڕబయట ݟంߘ లߩ࢙ ݡంࡓ  ޴फంࣆۯ भ޶కం݄ పవ࡛ ర޶ఎం ݟంచకంޒంۨ ۨంࡍڷ
ఇంܽऴగߖ ࡽ గށంۯటߩओ बࣃ దܽ࠴ ݡ నంࡹ ఏڔకరణ ࡅకए ऒߖڒంࡌबࣄ   ఉంచడం ࠪڝߘంݟ, అޙ࠼ pxdx
.3 ࡏࠬ
హङࠈ ࡹ7  సమऴగంࡍࣄ࢑ ࡹన పదంޜ సమऴగతߘ గށంۨనߩओ  qx.3 ݡ
 నߩ࢙ ݟڕ 7
ఉంܿం޴.
  ఏڔకరణ ࡅకए ఖङ࠭ ࡮ۧ ంకంࡌबࣄ  .3 ޴న࠳
కएࡅ 7 న ఉనऒߩ࢙ ݟڕ  ఖङ࠭ ࡮ۧ కరణڔఏ ޴ޔ  కएࡅ కరణڔఏ ޴న࠳ ఖङ࠭ ࡮ۧ ంకంࡌबࣄ   ,޴న࠳
ఇవߗऒ ړ ంۮంڜ  ऱషदంڴ అߧߖంచవ۪ऐ సమసङ ࠭࠲ ߗڒ , లߘ పࡍషए ओߩంۨనࠚరంߦంచడం ऴࡍ ߖߖ޳ ࡏࠬ ݡ
߰ందࡶరڕࠬ ߘߝ ߖ ࣔࠬ ఇࣆफߕऒ . ߘ
ऒߖ޵   తछ ࡮ۧ  రڴ ఆ࢘ߧయంڒ ݟబܽद ࡍڷ ߖ޳ంۨ ۨంޒంచకంݟ ఇ޴ 
త޶పࡍ ऴߦరంభ పࣄࡍबޔలࡹ కߧߖంۯంత ړ ऱషदం࡮ۧ ޶ࡶ ڴ తర۪ࠚ ࡏࠬ ڴనऒ ంࣃ۫ ڴफ  రంభߦऴ ࡏ
పࣄࡍबޔలޜ వۯऐ  సࠬకరߖڜ ࡱހऒ  వదभ పࢲࡍए రం ࡅకए  tial x x ߖసࠪనం అ ڕ ݋ߕ వࡱ࢑ 
एࡖ߮ నబݟనߩओ ఖۨऐ ߘకరణڔఏ ޴ޔ ݡ త࠳న సమऴగ ࣄदڒ ࡯࠻ۯ ޜ ڡబܽद ߷ࡏघ .3 ࡮
ऒߕफࣆసలࣔ ఇ ڕࠬ ߘߝ ߖవదभڝफం۪ࡏڷ ߖ7 .ߘ
సమసङ ࡏࠬ   వۨऐ న ऴపࡓ ࡎࣃޒంݡ పంڕफڕࣆޓ ࡱంܼࣇ ,ࡏऴޑలࡏڷ ߘफం۪ڝవړߖݞ ऴపయޒऒ ంచకంݟ, 
బߖ޵ ڴࡱ޶ऒ  ߰ం޻ంڕ޶ ऴపయޒऒ ంచంݟ మݡ࠮ ࠾ࡍ దశలߘ అߘసࡍంచంݟ ࠭ంڴ޶ సమऴగ px 

కరణ దశ సంఖङڔఏ ࠾ࡍమ ݟంచంށగ ߖ  ఒక దశ సంఖङ కएࡅ ݡంࡓ  ऒߖڒంࡌबࣄ   ఉంచవ޶भ, అవకలనߘ x
छ޳ ఇ ړ ࡽపవ࡛ ఇంܽऴగ  ݟంచంށڷ న దశ దశ సంఖङ࠳లభࣆ ޴సࠬకరణం ఇ ࡌ pxdx ࡍవۨ ݡ࠮ 
ఇంܽऴڼషߘ ߤ ఓۯ ښయడం మࡔߖ ࠾ࡍ भࢢంచబݟన ऴߦరంభ పࣄࡍबࡱޔ ఉం݄, ఈ ࠮డవ దశߖ ࡹరవ߅క 
సమऴڴల కం݄ ఖۨऐ త࠳న సమऴڴలߘ ఉపڵࡆం۪ڝంݟ , అ޴ అకए డ ۧࣆ ࡮లభం.
ړసం ࠾ࡍమ ࡱదశ ݡ࠮ వలంښ  ऱషदత ఏߕ޼ కంߪङ ܽంࡹ ۃ ఉం݄ సమऴగతڒ ࡱబܽद ߖڜऒ ࡍߖ  भషद࠳న 
ఉ޳హరణల޳۫ ߘभ ం.
ऒߖ࠻࢑ష ࡏࠬ  ࡍ܋  पం۪ڝవړߖݞ ఉ޳హరణࡱ సࡔ, ఇߩओ भࡿࢗ ړహరణ޳దܽ ఉ࠴ ݡ ం , అవకలన సࠬకరణం

ప  ߖ ऱ࣒ షएࡍప ړࡹ ߖ ߤܼ  जࡍऴపద , ޴फంࣆࡍ ంచబݟన సऱߤ࣌ ࡹ ݭ࠼ ఈښछ షߤ dy dx x y y x 3.
బܽद మనం dxڒ ޴ఇ ߤసࠪనం అం݄ ఏࠫܽ  ఫంࣾ ޜ ܿߦ ޜ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ8 pxy qx apx tan x 
ఏࠫ ڒ ࡯࠻ۯబܽद మనం ఇంܽऴగߖ  ࡽ గށంۧ࡯  ऴపశऒ ఉనऒ ࡹ pxdxߘफࡏڷ వࡱ࢑ రपߪబܽद సంڒ ࡹమంࡌ࢑ 
ంచవ۪ऐࡍ࢐ߖ  ఎం޶కం݄ ږߘࣃలంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद సమऴగ ڙ࣊ ۃ࡮ంڒ ݋బܽद secant pxdx x e 
పవ࡛ ఇంܽऴగڒ ࡽబܽद ࠭࠲ ఏڔకరణ పࢣࡍలڕల ࣄबࡌంߖڒऒ  ࢑సघ  px dx secant x ࠭࠲ బܽदڒ ంۧ࠭ࡍ
࢑సघ ڴफࡍߪ ओߧۮ ޶ం࠭ ڕంۧ࠭  ఇంతࡍ న ऱܿڴ ఏڔకరణ ࡅకए ओߩబܽद ఇڒ ంకంࡌबࣄ  నࣄయవలۯ మనం ݡ
త޶పࡍ దశ ఏࠫܽ , అవకలన సࠬకరణం 3.
ओߩమనం ఇ ߖ 8   వదभ అవకలన సࠬకరణం 3.x wh ݋࢐ ݋ంڒ࣊ అ࢑ ,࡯ంۧށڷ ޜ࢐ܽ న޴ం߰ ݦ
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 ప ऱ࣒ छ޳ ݋ంڒ࣊   dx x tan xy xdy 8 ޴ఇ ޙ࠼అ ,޴ఉంܿం ߩ࢙ ఎడమ ޴అ , ޴ంޔ࢓అ ݋ంڙ࣊ ࡌ
ఖۨऐ తంڙ࣊ ڴంࡅ ݋కए  ఉతओ నऒ ం, ఇ޴ సऱࡹ ݭ࠼ త޶ప࣒ݟ ࡍ ߮ ऱ అ࠼న ࣌ڴ ߤ y x secant x x
ఉంܿం޴.
  అ޴ ఏ࠳నపओ  సࠬకరణం 3.tan x , ڔܽ
కएࡅ दߤక࣊ ޴బܽद అڒ ޴ంڵࡍఏࠫ జ ړ8 సమऴగ సࠬకరణం 3.y x ddx ޴ఇ ,޴ం޴ంۮ ంతరంߦࡐ ړ  px dx 
కएࡅ 8 छࡌంۨన తށڷ ޜ  త ߦࡐ ړంతరం ۮం޴ం޴.x ddx
 
సࠪనం ښవలం ఇంܽऴڒ ݋ڼబܽद ࣊ڒం݋ సమऴగ ܼړ ߤ సࠪనం అޔ࢓ం޴, ఇߩओ మనం tan x y x x ݡ
ఏڔకరణ ࡅకए ప  ݋ంڙ࣊ ۃ࡮ ߤܼ ࡽంకం ఇంܽऴగࡌबࣄ  ऱ࣒  అߖ ఉంۧ࡯ , ఆ߯ ࠬࡏࠬ ,ࣄۯ ࡏ࢘ ߖ ࡏx x c yx

కएࡅ फࣃऴ࢐ ߖసࠪనం అ ړ ߖ  y x cos x.ࡏ
కएࡅ  secant x plus c  ࠾ࡍలభం మࣆ ࡱ ߤషڼలభం ఇంܽऴࣆ ంచడంࢢऴప࢘ ړࡹ ۃ࡮ 

फనऒࣆۯ కృతంڔఏ ߖ ࡏࠬ ओߩ కएࡅ కరణڔఏ ࡹదܽ దశ࠴ ݡ ऒߖڒంࡌबࣄ  ఎకए ࡏࠬ  డ ࢑సघ फࣃࡍ pxdx ࡗ
గమߖంచం࠭࠲ ݟ ఇంܽऴڼషࡅ ߤకए ऒߖڒంࡌबࣄ   ࢑సघ फࣃࡍ ࠭ ۨవࡍ ఏڔకరణ  ߩ࢙ ݟڕ ࠭࠲న కޕߩࡱ 
రछߖ फࣃࣕ ࠭ అߖ ఏڔకరణ ࣄबࡌంకంࡍࣄ࢑ ࡹన qx 3.
9 అߖ ߭టदబݟంڒ ޴బܽद ఇ޴ అవకలన సࠬకరణం ࡅకए  పࢲࡍए రం 
.ం޳ంڕࣆޓ ߘహరణ޳ంۨన ఒక ఉߧߖక ࡹ 2011
 ߮ప࡛ వߘߝ ࡹ ߤ ऴపశऒ थ܉సం  ߘߝ ࠾ࡍమ ߘࣃऴ࢐ ڵࡍޒ ڴभ޴ڜ ߘ ऒߖߕࠪ ऐࡌࠪ ڕర࠲ంతڜ ݞږ  ࠭, 
కߘక ఇ࠭࠲ ޴ ఇకए డ ࣆۯफనऒ ఏࠫ ఇవछ ڕࠬ బܽदڒ ޴ంݟంచబࡍకࡰڒసమ ޜߖ޳  బݟం޴, అసࡱ ߮ప࡛ ࡹ y
కएࡅ  ఓ߭ छࡓఇంట ߤ औߖఇ 0 ࡽ ఇవछ ڕࠬ ߖఅ ߤరంతర ఫంࣾߖ ܾ߯ߖ బݟంࠚ࢑ ޴నऒ  x y ޴ߝఅ ߤన ఫంࣾ࠳
ఓ߭ छࡓఇంట ߤ औߖఇ 0 ࡽ రछߖ ܾ߯ߖ ۨంచబݟన ߖరంతర ఫంࣾߤ అߕޔࠋۮ ߘߝ ߖऒ  ఏంܽ ޴అ ࠾ࡍమ ߘ
సమऴగ࠳న޴ అం݄ ߖరంతࡌయంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࠬࡏ ఏߖ ߕ޼రంతర ఫంࣾڕࣆޓ ߤం݄ 1 ߘంݟ y g 

వరࡏڷ ڕफڕ సࡕన అࡌब ऒߖ  ఇࣆफం޴.xyt dt 
కएࡅ   మߘ 1 ࡏࠬ ࠾ࡍంݟ వరߖ ڕరంతర ఫంࣾࡅ ߤకए  సమऴగతߘ గ࣋ށफ ఫ࡯తం ࠡ޳తघ క x x 
ఫంࣾڴ ߤ ఉంܿంڒ ޴బܽद  ߘంࣄࡓ ݟओ నऒࠚ࢑ ޜ ంڴ ఉంܿంߘ ޴ంݟ వరڕ మ1 ࠾ࡍ x gt dt ect x 
ఉతओ నऒ ం ఏࠫܽ ࡅకए  అޔ࢓ం޴, ఇڕ࡯ڒ ޴ङ ల࣒ ࡅకए  ऴߦథࠫక ޳ࣄम ంతం, ఇڕ࡯ڒ ޴ङ ల࣒ ࡅకए  x g 
ऴߦథࠫక ޳ࣄम ంతం ڒబܽद 3.
కएࡅ 10  ఎడమ ࢙ߘ 1 ߩంݟ వరߖ ڕరంతర ఫంࣾࡅ ߤకए  సమऴగం ڒబܽद  3.x 
కएࡅ 10  ఎడమ ࢙ߩ సछ యంۧలకంࠚ ڴనऒ .బܽद 3ڒ ߤన ఫంࣾ࠳
కएࡅ 10  ఎడమ ࢙޳ࠡ ߩతघ కంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࠚ࢑ ݞږ ߩ࢙ ݟڕనऒ ంڴ ఉంܿం޴ మߩ࢙ ݟڕ ࠾ࡍన 
ఉనऒ ङږ  नࠗ పదం సओ షदంࠚ࢑ ڴనऒ ంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࠴దܽ పదం 3 ࠚ࢑నऒ ంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद x xyx y
కएࡅ తघ޳ࠡ ݞږ   కంڴ ఉంڒ ޴బܽद ࠬࡏ పࡍకలओ న޳ࠡ ࡹతघ కమۮ ߖపओ నవసరం ڒ ޶ࡶబܽद x yx x 
కएࡅ పओۮ ߖఉంద ڴయంࡌరంతߖ  డం సޔ߱ࡍం޴ ఎం޶కం݄ సࠬకరణం 3.y 

తघ޳ࠡ ߖ కంڴ ఉం࡮ݦ బలవంతం ࣆۯफంڒ ޴బܽद 10 y
మనం 3.
ङڕ࡯ڒ ࠾ࡍమ ڕ ࡯࠻ۯ ࡏ࢘ ߖ10 ల࣒ ࡅకए  ऴߦథࠫక ޳ࣄम ంړߖޑ అߨओ కएࡅ ߩ࢙ फ ఎడమ࣋ۯ ࡽ  6 x x 
ࡓ ऱܿ అޔ࢓ం޴ ఎడమ ࢙ߩ࢙ ݟڕ ߩన ࡅకए ࡓ 6  ऱܿ అޔ࢓ం3  ޴.y x y 
ఉతओ ࡏࠬ , ࡏޑ޶ం߰ ߘల޳క పߝఅ ࡏࠬ ߩ࢙ ޒۯ 10 ऒߖయࠪߖ फޒ  ఉపڵࡆంۨ ࣃۯ ࡏ࢘ ߖफ 3xy x ࡏ
మږ ࡏࠬ ࠾ࡍङ नࠗ ట࡛घ फࣃۯ ࡏ࢘ ߘ  .x 3 ޴फంࣆవ ࣆܾߠ అవకలన సࠬకరణ ڕࠬ ޾ంޔڷࡏఏࠫ జ ,ࡏ
ऒߖހఅవకలన సࠬకర ࡏࠬ ࡹ10  ఉతओ ऒߕޔࠓయۯ फޒ రߦۮ ڕࠬ ߘߝ ߖओ ఇకए  ࠾ࡍమ ߘ డ ఇࡅ ޴కएx 

व߯࠳ ࠹న࣒ ߯ సࠪనం ఇ޴ ఒక ڥࡔయ అవకలన సࠬకరణం ࡅకए న࣒ 1 ߯ y x y x x x p࠳ సࠪనం ޜ 
అޙ࠼ సమऴగ ࡅకए  బܽद x p x px dx xx xx x xڒ ښద ఒకܽ ఓࠬ ޴ఇ ۃ࡮ న࣒࠳ ۃ࡮ న࣒࠳ న࣒ 1࠳ 

మనం అవకలన సࠬకరߖހऒ  1 ࠬద  ࣊ दߵ  x.࡯ంۧށڷ ޜ2 
दߵ࣊   1 ఓవ࡛ ࣊ߵद  1 ఇంܽऴగࡽ అం݄ ࠳న࣒ ۃ࡮ కంߪङ ܽంۃ ఇంܽऴగࡽ అం݄ 1 ࠬద px dx x x px dx x 
 ࣊ दߵ  2 అం݄ ށڷంۧࡏࠬ ࡯ ఇߩओ ऒߖހఅవకలన సࠬకరణం అం݄ అవకలన సࠬకర ޜߖ޳ న޴ం߰ ݦ  1 ࠬద

న࣒ ࠬద ࣋ए࠳ ࠹బܽद व߯ڒ ݟంచంށڷ ޜ छ ࡛ न ߯  అవకలన సࠬకరణం ړ ఏࠫ జޔڷࡏం޴ x xy x y x 1
మ࠾ࡍ అ޴ ࠬద ࡅకए  3.x y 

ఖۨऐ ݟంߘ తంڴ ఉతओ నऒ ం అޔ࢓ం11.޴ ddx 
ఎడమ ࢙1 ߩ࢙ ݟڕ ߩ అޔ࢓ం޴ ఎం޶కం݄ ࠬڕ ఉం޴ మࡏࠬ ࠾ࡍ ࠬద 1 ࣋ށڷ ޜफ ߩ࢙ ݟڕ  x  x x 

1 అޔ࢓ం޴.
.బܽद 3ڒ 
11 అ޴ߝ అࠪయకంڴ కߧߖంۯ సࠬకరణం, ࠬߘ 1 ࡏం2 ݟ వర3 ڕ.
 ࡯࠻ۯ కృతంڔఏ ߖ11
కएࡅ 2 సం ऴపశऒڝ వࡱ࢑   ࠫమघ ऒ࡯  ఏࠫ అޔڷݡందࡏࠬ ߖ అڕߘంܿߕऒ ओߩఇ ࡏࠬ బܽदڒ ࡏ  y.3 ݡ
10 సࠬకరߖހऒ  త޻కంڴ ۫࣋फ, ࠬ3 ࡏ.
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10 సࠬకరߖހऒ  త޻కంڴ ۫࣋फ , ࡅకए ࡍߖ  भషद ࡱ࢑వ ۧ࡮ ఆసړ फకరంڴ ఉంܿం޴, అ޴ సࠪనం  1.x x 
.3 ࡏࠬ బܽदڒ 
ऒߕࣆ ڴࡏߝ ߩ࢙ ఎడమ ,޴ంޔڷࡏఏࠫ జ ڕߩ࢙ ఎడమ , ޙఉంۨ ڴసࠪనం ړ1 ߖ ࡹ10  అޔ࢓ంݟڕ , ޴ x
 న࣒ ఒకܽ y y࠳ ݡ࠮ బܽदڒ ޴ంޔ࢓న࣒ ఒకܽ అ࠳ ݡ࠮ ߩ࢙ ݟڕ అం݄ ޴ంޔڷࡏఏࠫ జ ڕߩ࢙
ऒߕࣆ  అޔ࢓ం޴.
ओߩన࠼బܽद అڒ బܽदڒ    y 1 3 x y 1 3.ࡏࣃۯ సࠪనం ړ3 1 ړ1 ߘలޔరంభ షరߦऴ ࠬ ࡏࠬ బܽदڒ 1 ݡ
ओߩబܽद ఒక݅నڒ   x y x ࡏࠬ ,࡯࠻ۯ ఏࠫ ࡏࠬ బܽदڒ ݡంࡓ ޴ߝఅ  ޴ంޔ࢓అ ޔడవ వం࠮ వࡱ࢑ ݡ
ఒకߘ ߖ޳ం࠼ߦ ݡ࠮ ݟం݋ లߘ ఏڔకృతం 3 ࡏࠬ ࡯࠻ۯ.
y ߖ޳ ,ޙ࠼నటऱ޴ం߰ ߖ న࠳సࠪన ړ1 ړ1 ݟంߘ న࣒ 1࠳ 2 ࠑ 2 ࡏࠬ ࠾ࡍफ మ࣋ۯ కృతంڔఏ ړ2 ݟంߘ 1 ߖ11
కएࡅ 2 ࡏࠬ ݟంߘ సమసङ ޴అ ࠾ࡍమ ࡏޑ޶ం߰ ߘవࡱ࢑  ࡍߪ ߘ फ ۯయడం ۧࣆ ࡮లభ࠳న సమసङ .y 
 త޶పࡍ సమసङ ߯ మࢁऱ ࡹ ߘߝ ߮ప࡛ ࡹ కߧߖంۨన ఒక ऴపశऒ ऒߕڕࣆޓ ߘ అవకలన సࠬకరణం 2014 , ߘ je 

ప  ࠑ ऱ࣒ ए࣋ ࠑ  छ ࡛ न ࠳న࣒ 1ړ సࠪనం పవ࡛ 4 ప ऱ࣒  2 వర ठ࠮లం ࠬద 1 ࠳న࣒ ࣋ए छ ࡛ न dy dx xy x x x x 
మ࠾ࡍ ऴߦరంభ షర0 ړ ڕࠬ ࡱޔ ఇవछ బݞन ࡍߖ ఈ ࠾ࡍమ ࠼ भషद ऴߦరంభ ࣄबޜޒ ఈ అవకలన సࠬకరణం y
కएࡅ  పࢲࡍए రం ޳छ మघࠫ ޴ఇ ,޴ంޔݡంచబۨࣇ ࡌ ऒ࡯ కएࡅ ݟంߘ 3 ݋ࡐ న࣒࠳  కएࡅ   fx x f 
సమऴగతࡍڷ ߘ फంచమߖ అޔڷݡం޴ అߖ ߖర प࠼ంచړߖݞ ऴపశऒ  ࠫమघ ऒ࡯  అޔڷݡం޴.
छ޳ 2  .ڕవర 2 ࠑ 3 ݋ࡐ ࡌ
బܽद ऴపశऒڒ   ࠫమघ ऒ࡯  అޜڷݡం޴ పࢲࡍए రం ڝసం ߗڒ ޶ڒ ఒక ࡍߖ भషद వङ వࡹ߅ పࢲࡍए రం ࡅకए  సమऴగత 
.ऱ 3ࢁసం మڝ
12 ఒక సరళ అవకలన సࠬకరణం ఇ޴ ఒక సరళ అవకలన సࠬకరణం ࡅకए కएࡅ   అం݄ ఏࠫܽ x xp p x 
ࠬద ࣋ए छ  న࣒ 1.x࠳ ࡛
ऒߖڜ   సందࡌग ऱࡹ .య అవకలన సࠬకరణం 3ڥࡔ ࠬ 
ఇవछ ࡹపంࡐ 12 బడదࡏڷ ߖफం۪ڝంړࡹ  ݟ  ప ऱ࣒ సࠪనం పవ࡛ 4 ప ړ  ऱ࣒ న࣒ వర࠳ 2  ठ࠮లం 1 dy dx xy x x 
న࣒ ࣋ए࠳ छ ఈ సమసङ ࡏࠬ , ޙ࠼నటऱݟంచబށڷ ޜ ࡛ లࣆۯ ߘफనऒ ओߩ  x ࡽलయߖࡓఫݟ  ݟంڝफం۪ࡏڷ ݡ
ఈښछ షߘ ߤ ऴ࢐యడం ࠭ఖङ ం , ߷రߖ ࠹  ప ऱ࣒ छ޳ పదం ߖ ࠾ࡍమ ࡯࠻ۯ సࠪనం ړ  dy ࡌ dx py q dy dx 
అకए ,࡯ݞऴ࢐యబ ڴసࠪనం ړ ܿߦ ޜ ࡹపంࡐ ܿߦ ޜ ڴదట࠴ ޴క ఇߘక ,ݟయంۯ ࡏ࢘ డ dx py dx q
ऐࡏږ నऒ छ޳  फޕࢡఅవకలన సࠬకరణం అదృషदవ , ޶డږఏࠬ ఉండ ࡔ࢘ ࠲ऴతࠪ ࡌ  ఆ ࡐపంࡹ dx dy 
ऴ࢐యబݟందࡌߖ ߖम .3 ݟంڝం۪ࡍ
12 ఇపओ కएࡅ బܽदڒ ޴ఉం ࡹపంࡐ ఆ ښܽ  అం݄ ࣋ए छ ࡛ न ࠳న࣒ 1 ఓښ ߯ ࣋ए छ ࡛ न ࠳న࣒ 1.x p x x x 
ङߪకం ߖ ࡽబܽद మనం ఇంܽऴగڒ బܽद సమऴగڒ  p of x pxdx pxdx ڴभ޴ڜ ߖߖ޳ ߘߝ బܽदڒ ࡯࠻ۯ ݋
నऒࠚ .ߘࣃऴ࢐ ࡹపంࡐ న࠳
  సओ షद࠳న ڒరހల ڝసం ڷణڒరం మ޳ 2 ࠾ࡍछ సओ ߘߝ ࠾ࡍమ ޴ంݟంచబڵ࠙ ࡌ షद࠳న ڒరހల ڝసం 
లవం ࡅకए  ۨ ऒࣔ ऒߖ  అڼ࡮ ࣔరంߘ మࢁऱ ࠪࣃࡏफ మధङ 1 ݟంߘ న࣒ 1࠳ అవకలన సࠬకరణం ࠪ ,ߘ  
రछߖ ࡹమంࡌ࢑ ۨంచబݟందࡏڷ ߖफం۪ڝంڒ ݟబܽद ߘం1 ݟ వరڕ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఏࠫܽ  ࠭࠲ x -1 
న࣒ ࣋ए࠳  ߖ న࣒࠳ छ ࡛ ߯  క࠭ޑߩࡱ మ࠾ࡍ సమऴగం ࠳  ݭ࠵ ۃ࡮న࣒ ࣋ए छ ࡛ అޙ࠼ మࢁऱ2x dx 1 x 1 x 
झ࡯ఉంۧ ߘ ݭ࠵ న అవసరం ޶ࡶ ఎం޶కం݄  ߘంݟ  వరڕ నࣆݡफనऒ ओߩ న࣒ ࣋ए࠳  ݡ छ ࡛ x -1 1 1 x 
.޴ఉంܿం ڴలంږߘࣃ
న࣒ ࣋ए࠳ 1 ۃ࡮  సగం ࡽబܽद ఇంܽऴగڒ  छ ࡛ न ڒబܽद మనం ఇంܽऴగࡅ ࡽకए  పవ࡛ px dx x pxdx x ޳ࡶ ߖ 
ఇంܽऴగߖ ړ ࡽ ఏࠫ కంߪङ న࣒ ࣋ए࠳ 1 ۃ࡮ ࠆࣔ అం݄ పవ࡛ ࡯࠻ۯ ݋ छ ࡛ न అం݄ పవ࡛ ࣔ1 ۃ࡮ ࠆpxdx e e x 
న࣒ ࣋ए࠳ छ ࡛ न ࣋ए छ న࣒ ࣋ए࠳ ޴࣋۫ ࡏࠬ  1 ݋ࡐ ࡛ छ ࡛ न ఇంܽऴగࡅ ࡽకए  త޶పࡍ సऱݭ࠼ x x px dx x 1 
న࣒ ࣋ए࠳ छ కएࡅ ࡛  వర ठړߖ࡮࠮ సࠪనం, మనం ఇߩओ ऒߖހఅవకలన సࠬకర ݡ న࣒ ࣋ए࠳ 1  छ  కएx xࡅ ࡛
వర ठ࠮లంށڷ ޜంۧ࡯ మ࠾ࡍ ఎడమ ࢙ߩ ఎలऱߩओ ఖۨऐ ݢ త࠳న ఉతओ నऒ ం అޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ సࠬకరణం
కएࡅ .3 ޴ఉంܿం ߩ࢙ ݟڕ 
న࣒ ࣋ए࠳ 1 ࡏࠬ 12 छ కएࡅ ࡛  వర ठ࠮లంށڷ ޜంచడం వలన 1 ఆ߯࠳ ݋ࡐ ߤన࣒ ࣋ए छ ࡛ x x 1 x 
అޔ߱࠼ం޴ మڕࠬ ࠾ࡍ ࠪऴత࠲ పవ࡛ 4 ప ऱ࣒ ఖۨऐ ߩ࢙ బܽद ఎడమڒ ޴ం࠼߱࡯ڵࠫ ޜ 2  త࠳న x x
ఉతओ నऒ ం అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ࠬࡏ  ఈ సࠬకరߖހऒ  తపओ  బܽद xڒ ࡯࠻ۯ కృతంڔఏ ڕవర ݟంߘ 0 ڴࡍసߖ
ङڕ࡯ڒ ల࣒ ࡅకए  ऴߦథࠫక ޳ࣄम ంߖޑऒ  ఉపڵࡆంచంݟ, ఇ࠳ 1 ݋ࡐ ޴న࣒ ࣋ए छ ࡛ न ࠳న࣒ ࡅకए  y x y 0 
వర ठ࠮లం 1 అޔ࢓ంࡅ 0 ߗڒ ޴కए  అࡏڷ ߖफం۪ڝంࡅ 0 ݟకए  y 0 y 0 ݟంߘ 0 ޴ బܽद ఇతర పదంڒ 
వۯऐ  పదం 0 అޔ࢓ం޴.
న࣒ ࣋ए࠳  ݋ࡐ ࡏࠬ బܽदڒ  छ ࡛ न ఎړ ࠆ సࠪనం  ప ऱ࣒  ఇం݃ऴగߘ  ࡽంݟ పవ࡛ ړ  ప ऱ࣒  x 1 x 0 0 xt 4 2 t dt f 0
ఆ0 ࠆ.
ప 5 ࠑ పవ࡛ 5  ࡏޑ޶ం߰ ߖ ࡏࠬ బܽदڒ  ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ न తࡌछ త ࠬࠫߖ 1 ࡏషం ࡅకए  వర ठ࠮లంࣃڵ࠙ ޜफ x  ࡏ x 

࣋ए छ ࡛ न అ࠳ 1 ࡏࠬ ޙ࠼న࣒ ࣋ए छ ࡛ न ࡅకए  వర ठ࠮లంڵ࠙ ޜంచߕޔࠓऒ  sx x ݡంࡓ ࡏࠬ ޙ࠼అ ,ࡏ
ప޳లߘ ߰ందߕޔࠓऒ రߖ గమߖంచంݟ ఒక పదం ࣄࠐ ఫంࣾߤ మࡖక పదం పవ࡛ ړ సࠪన ఫంࣾߤ x 
అޔ࢓ంࣄࠐ ࡏࠬ ޴ ఫంࣾ࠳ ߘ ߤన࣒ ߘ  ࠑ  ݋ࡐంړ ࠑ  ݋ࡐ ݟ ఇంܽऴࣄۯ ݋ڼనߩओ ओߩఇ ݡ 3 ࣄࠐ  ݡ 2 3 2 5
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ఫంࣾࣆޓ ࡍ޳ ړ ߤफం޴.
ࡓ ݡంࡓ ڕవర ݟంߘ 0 ޴ߝఅ ߤఫంࣾ ݞږ  ऱܿ సమऴగంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఖۨऐ త࠳న సమऴڴల ࡅకए  a 
ఈ లࣾࣆࡱޘ ڕࠬ ࡱހ మߖߖ޳ ࠭࠲ ࠾ࡍ ఉపڵࡆంۧڒ ࡯బܽद ࠬߘ 0 ࡏంߘ 3 ݋ࡐ ݟం2 ݟ x 
చదరߩ వర࠳ 1 ڕన࣒ ࣋ए छ ࡛ न ڒరకంޜ వర ठ࠮లం ࠬద ࠪऴత࠲ సమऴగతߘ ߰ంࡏޑ޶.dx x 
एࡗ޶ఎ ߘకం݄ ఈ సమऴగత޶ఎం ,޴ంݟయబ࢘ࡍࣄ࢑ 2   వܼࣆ ړߖలభ࠳న ࠪరठం ࣌ߖ ڕܼޓ ߤ ఉంచడం, x
ఆ߯ అܼޓ ݟ ܼޓ ࣒ڒ ޴ߝ, ࣔరం ܼޓ ࣒ڒ ,ܼޓ ࣒ڒ ݞږ పదం ర޶भ ࣋ۯफ ࠬߤ࣌ 2 ࡏ ࣋ए छ ࡛ न ߘܼޓ dx 
߰ంࡏޑ޶.

ఎంత ࣏కరङ వంతంڴ ఉంܿంߤ࣌ 2 ޴ ࣋ए छ ࡛ न ࠫߖ 1 ܼޓ  మ࠾ࡍ   d theta us cosine 2 theta 
యవ۪ऐۯ కృతంڔఏ ڴలభంࣆ ࡏࠬ  మࡏࠬ ࠾ࡍ ఈ సమऴగ ࡱ࢑వߘ గށంచడం ڝసం ఇ࠴ ޴దܽ 
࢐ङ బܽद సమసङڒ ,మం࠻ छࡌప ޴ఇ , ࠼ఉంܼ ڴసరళం ࡮ۧ ࡱ  g j 2016 ߤప࡛ వ߮ ޴फంࣆߧߖదࡶ
త޶పࡍ సమసङ भࡿࢗ ڕ ం ڒబܽद ߖڜऒ  సం܉थ ࠪన ࠪࡏओ లޜ అవకలన సࠬకరణం 0 ఇߖऔ ఇవछ ܾ߯ߖ బݟం޴ 
మ࠾ࡍ ఇ޴ व߯࠳ 2 ࠹న࣒ ࠬద అߖ చదవంݟ అࡏڷ ߖफం۪ڝం࠳ ߯ ,ݟన࣒ ߖ ఎడమ ࢙ߩన y y x x x yx
एࢲࡍప ߘߝ ࠾ࡍమ ߖదܽ ప࠴ నࣄయవలۯ ݟంڝफం۪ࡏڷ ߖ࢐లࡌڕࣆޓ ర ऴపऴړయࡹ ߯న ߖ ఎడమ yx x
 ࠾ࡍమ ߖదܽ ప࠴ నࣄۯ ߘߝ వడంࡌڕࣆޓ ڕߩ࢙

కएࡅ  మ࠾ࡍ మ࠾ࡍ సమऴగ అࡏࠬ ߖ ۫డవ۪ऐ .x p 1 x px dx 
కएࡅ ۃ࡮ ࠾ࡍమ ۃ࡮    అڒ ޴ߝబܽद ࠬࡏ అవకలన సࠬకరߖހऒ ఎడమ x x x x x ࠾ࡍమ ࡯ంۧށڷ ޜ 
ఖۨऐ ߩ࢙ త࠳న ఉతओ నऒ ం అޔ࢓ం޴, ఇߘ ޴ంߘ ݟంߘ ݟంړ ݟ ఉతओ నऒ ం అޔ࢓ంڒ ޴బܽद x y x y
ఇߩओ  2x.ښఓ ݡ
 ऴߦరంభ సం޶ࡶ ߅  ఇషߤझ  ఓښ ఇవछ బݞन 0 ߖ ݋ం࠼ߦ న࠳లږߘంత అڜ బܽद మనం  అనంతం ࠬదڒ ࠼
ంత xڜ ࠾ࡍసం మڝ వలం సరళతښ ం޳ంڕࣆޓ సࠪనం ړ1 ߖ ݋ం࠼ߦ 1 ݋ం࠼ߦ ం 1޳ంڕࣆޓ
भ޳ఇ ߘవࡱ࢑ ం 1ߖࡹ అߖڜ ޴ߝऒ  అߖ అڕߘం޳ం.y 
 ࢐సफవ సంఖङ కएࡅ ڕబܽद మనڒ   ఈ సࠬకరణం ړ సࠪనం అ࠼ం1 ࡹ1  ޴ అం݄ ࠬࡏ xy ddx 2x x 
కएࡅ  అం݄ 1 ߘంݟ వరڕ ఉనऒ ए࣋ ޴బܽद ఇڒ ޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړ  छ ࡛ न ࠳న࣒ 1.xy x 2x dx x 
߮ ࣒ݟ ࡍబܽद ۨవڒ  ऱ ࠬߖ ڕ ఇࣆफం޴ ࠬద ࠳న࣒  ࠬద ఉంܿంڒ ޴బܽद ࠬڵ࠙ ޜ ࡏంచంݟ x x x x 1 x x
కएࡅ ࡏࠬ బܽदڒ ద  పࠬ ߖ  ऱ࣒ కएࡅ ࡏࠬ ఆ߯ ࠾ࡍమ ࡏޑ޶సࠪనం ఏࠫ ߰ం ړన࣒ 1࠳   x y x x x x x
࣋ए छ ࡛ न व߯ߖ ࠹ ఉపڵࡆంۨ ࡅకए కएࡅ  ߯   व߯ࡅ ࠹కए  పړࡵ ߖޒࠫࡍए ంచړߖݞ y x xxy 1 1 y 
ऴపదరज ࡍవۨ ࡹ ݭ࠼సऱ ݟగంࣃనڜ న మࡏࠬ ࠾ࡍ ఈ పޔࠫࡍలړࡵ ߘए ంۨ , ఇߩओ ऴపశऒ ݡ  నం߄సࠪ ڕ
ఇ࢐छ లڕࡏڝ ߘߝ ߖంܿߕऒ ए࣋ ߩ࢙ ݟڕ సࠪనం, ఆ߯ ړ  ߘ छ లభతరం a 1ࣆ ߖ ݟڕ న࠳సࠪన ړ ࡛ x xyx
కएࡅ ࡏࠬ ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓भ అ޶ర ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓అ ޙ࠼అ ޴फ అ࣋ۯ a 1 x x y ڴసࠪనం ړ ߖ  x 
߰ం1  ࡏޑ޶ ఆ߯ 1ړ సࠪనం ڒనߩओ కएࡅ ఆ߯ ,޴ంޔڷࡏఏࠫ జ ݡ న࣒ 1 ࠬద  ప࠳  ऱ࣒  x y x x 
అޔ࢓ం޴ పऱ࣒  పదం సమసङ  న࣒ 1 ࠬద x x࠳ ߗڒ ޴ంޔ࢓తం అࠫࡍప ړ2 ݟంߘ 0 ޴కం݄ ఇ޶ఎం ޶ڒ 
ఏࠫ జޔڷࡏంޙࢀࢗ ړ0 ޙࢀࢗ ړ0 ړߖ޳  ޴ అ޴ పऱ࣒  ఇߖऔ  పదం x x a ߝన࣒ 1 అ࠳ ޳ࡶ ޴ంޔࢂࢗ ړܾߖ
కएࡅ  ۨ ऒࣔ ऒߖ  బܽद అ࠳ ޴న࣒ అనంޔࢂࢗ ړߖޑం޴.
ऴపశऒ ߖࡹ ప࡛߮ ࡱఅస ࡏࠬ బܽदڒ   f ړߖ޳ఒక ޴అ ,޶ڒ సࠪనం ޜߖ޳ఒక  ޴ంޔࠋۮ ޴फ అ࣋۫ ߘ
సࠪనం ޶ڒ , అసࡱ ऴపశऒ పऴతంࡹ ఆ ࠫనࣔ࠼ంߩ ఎంۯ ڕ޶యబݟం޾ ఇߩओ అర ڕࠬ ݡ ब࠳ం޴,
 అంߘߝ ښ޶ ఈ సऱړ ࡹ ݭ࠼ సࠪన࠳న పࢲࡍए రం࢐ ߖߖ޳ ޜङ ఖङ 1 ޴ం࠳తࠫࡍప ړ ݟంߘ  ߘࣃऴ࢐ ڴ 0 2
एࢲࡍभ ప޵ڜ ߝڕࡏۯ ړ0 ޙక߱ࡶ రం అపࠫࡍతంޔࡏࠪ ڴం޴ .x 
ऴపశऒ ࡍప޶సం తڝ ݞޙ  థࠫక సࠬకరణం  పߦऴ ݟంڝࣆޓ ߘ ऱ࣒  2 పవ࡛ ࠳న࣒ 2 ࣋ए छ ࡛ न dy by dx xy e x 
߯ 1 ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ न ڕ సࠪనం, ఇߖ ޴జߕ࠲ అ޴ߝ అనంతం కޙߧ࡯ అߖऒ  పࢲࡍए  x x޴ఉంܿం ޒࠫࡍప ڕలࡌ
ऒߖ޵ ࡏࠬ బܽदڒ  ఎࣃۯ ࡮फ  px 2x px dx x ࡽసరళ అవకలన సࠬకరణం ఏࠫܽ అం݄ ఇంܽऴగ ޴ఇ ,ࡏ
࣋ए छ ࡛ न మ࠾ࡍ పవ࡛ ఇంܽऴగࡽ అం݄ పవ࡛ ࣋ए छ ࡛ न ڒబܽद ࠬࡏ ఏࠫ ۯయߕޔࠓऒ  బܽद e px dx e xڒ ࡏ
ऒߖހఅవకలన సࠬకర ࡏࠬ  పవ࡛ ࣋ए छ ऒߕޔࠓంచށڷ ޜ ࡛  e x.ࡏ
  ' అవకలన సࠬకరߖހऒ छ޳  పవ࡛ ࣋ए ࡌ छ ࡛ न ށڷ ړంచߕޔࠓऒ పవ࡛ ࣋ए ߩ࢙ ఎడమ ࡏࠬ ,ࡏ छ  e x x ye ړ ࡛
కएࡅ ऒߕޔࠓంద߰ ߖ  బܽद ఈ సమసङڒ ,ࡏ भ޳۫ ࡹ࠻ۯ ࡮ఎ ߘ ం ڒబܽद ఇ޴ ఇۨऐ న అవకలన d dx
సࠬకరణం  ప ऱ࣒ छ޳ 2  న࣒ 2 ࣋ए࠳ పవ࡛ ࡌ छ ࡛ न ఆ1 ߤ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ न ఇ޴ ఒక ڥࡔయ అవకలన dy  dx xy e x x 
సࠬకరణం ࠬ అం݄ ఏࠫܽ ఇంܽऴగࡽ ࣋ए छ ంకం ࣋एޑۅ బܽद సమऴగڒ ࡛ छ ࡛ नpx px 2x px dx x px dx x 
ఏࠫܽ  త޶పࡍ దశށڷ ߘంచం޳  ݟछ ए࣋ ݟంߘ ࡌ छ ࡛ न పవ࡛ ړ ఇ అవకలన సࠬకరణం ࣋ۯफ మనం ఏࠫe e x 
߰ందߕޔࠓऒ ం అం݄ మనం ߰ందߕޔࠓऒ ం 3.
14 व߯࠹ ఈښछ షߤ ఎడమ ߩ࢙ ޒۯ ఎపओ छ޳ ڼ࡮ܽ छࡌంۨన తށڷ ࡌ త 3.e 
కएࡅ 4  ఎడమ ࢙ߩ ఖۨऐ త࠳న ఉతओ నऒ ం అޔ࢓ం޴ పవ࡛ ࣋ए छ ࡛ न అ޴ߝ పవ࡛ ࣋ए छ ࡛ न ࡅకए  x x d dx 
అޔ࢓ంڕߩ࢙ ޒۯ ݟڕ , ޴ ఏࠫ జޔڷࡏం޴ అం݄ 1 ߩ࢙ ݟڕ పవ࡛ ࠳న࣒ ࣋ए छ ࡛ न ߯ 1 ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ न x x 
త޶పࡍ దశ ఏࠫܽ అ޴ߝ అޔ࢓ం3 ޴.e 

 व߯ߖ ࠹ ఇంܽऴۯ ݋ڼయࡓ ࠭࠲ ړߖݞం࡮ߩ࢙ ݡ ఏڔకృతం ࣃۯफ ఒక ۨనऒ ߗڒ ,࠭  సమసङ  ఉం14 ݟڕ ߗڒ , ޴
న ఉనऒߩ࢙  సమऴߖڴऒ  
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नܘऱڝ   ࡹపంࡐ 
గށంచ࠭ࡶ  సओ షदంڒ ڴబܽद మనం ఏࠫ ࡯࠻ۯ ఖۨऐ త࠳న సమऴڴల ڝసం మనం ࣄबరప࡯ݞ, సࡔ మనం 
మనం ఖۨऐ ޙఅం ޴ంڵ࡯యగۯ త࠳న సమऴڴలߘ ఉపڵࡆంۧڒ ࡯బܽद ఈ ऴړం޳ۯ ߖ࢐ܽ ޴भ ం 3.

సࠬకరణం ࡅకए भ޳ۯ కృతంڔఏ ࡮ߩ࢙ ݡంࡓ  ం ࡌ࢑మం కం݄ ఎڕए వ మڕ࡯ڒ ࡏࠬ ࠾ࡍङ ల࣒ 14 pr 0x 
కएࡅ  ऴߦథࠫక ޳ࣄम ంߖޑऒ  ఏࠫ ఉపڵࡆం۪ڕంܼࡏ మࡏࠬ ࠾ࡍ ఒక ఉతओ ऒߕ ऒߖ  ఏڔకృతం ࣄۯనߩओ  ݡ
फనऒࣆۯ కృతంڔఏ ࡏࠬ ߖߖ޳ߝఅ ࡏޑ޶ఏࠫ ߰ం ࡏࠬ ङڕ࡯ڒ  ల࣒ ࡅకए  ऴߦథࠫక ޳ࣄम ంߖޑऒ  ఇవछ ంݟ, 
కएࡅ ࠬ ࡏࠬ ऒߕफࣆۯ కృతంڔఏ ߖ  ࠭  పవ࡛ ࣋ए छ ࡛ न ڒబܽद ࠬࡏ ߰ం޴޻ పవ࡛ ࣋ए छ ࡛ न ࠳న࣒ 0 d dx x x 
వదभ ఉనऒ 0 ߩ࢙ ݟڕ ప 1 ڕవర ݟంߘ 0 ,޴ంޔ޶ం߰ ߘవࡱ࢑  ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ न ࠬద పవ࡛ ࠳న࣒ ࣋ए छ ࡛ y xe t t 

వరڕ సమऴగంڴ ఉంܿం޴ڜ ޴भߩ ڴనరछ ङ వࣅबకరణ  సऱࡹ ݭ࠼ ऴపదࡍज ంచబݦ సࠬకరణం dt 3.
 డࡽࠋ व߯࠹ అ࠼న  ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ न ߯  పవ࡛ ࠳న࣒ ࣋ए छ 14 ړ ࡛ 1 t t dt

న࣒ ࣋ए࠳ छ ࡛ न ࡅకए ంకం పऱ࣒ޑۅ 0  న࣒ ࣋ए࠳  छ ࡛ न ࡅకए కएࡅ ړ ݟంߘ ంక సమऴగ 0ޑۅ   x x xe x y 
ओߩఇ  ޴फంࣆఇ ڕࠬ ओߩऱనࢀࢗ ړߖޑమనం అనం ݡ  x.3 ࠾ࡍమ ࡯ܼ޳ ߖޒࠫࡍప ݡ
14 డࡽࠋ व߯ࡅ ࠹కए 0 ޴ఇ ,࡯ݞ۫ ޾ంޔڷࡏదܽ పదం ఏࠫ జ࠴ నݟऴ࢐యబ ࡹڷరం ߩࡏన ఎߩ࢙ ݟڕ 
కएࡅ  ఈ సऱࣄ  ݭ࠼बࡌంకం మ࠾ࡍ పవ࡛ ࠳న࣒ ړ  ࣋ए छ ࡛ न ޔࢂࢗంߘ 0  ޴ం࡮ۧ ݟ ࢘గంڒ ڴబܽद ఈ y e x
పదం 0 ࡅకए న࣒ ࣋ए࠳ పవ࡛ ݟంߘ దܽ పదం࠴  छ ࡛ न 0ޔࢂࢗ ړం޴.e y x 
 ఇߩओ भ޳۫ ࡔండవ పదం సࡓ మనం ݡ ం పవ࡛ ࠳న࣒ ړ ࣋ए छ పవ࡛ e x ړ  ?ండవ పదం ఏࠫܽࡓ నࣄۯ ࡛ xe
న࣒ ࣋ए࠳ छ ࡛ ࠬద 1 ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ न అړߖ޵ ޙ࠼ ఏࠫ జޔڷࡏం޳۫ ޾भ ం పవ࡛ ࠳న࣒ ࣋ए छ ࡛ न t dt t e t 
అߖऒ एڕకం݄ త 1 ړ  వ ޳ࡶ సࠪనంڴ ఉంܿంߗڒ ޴ ࠬ అ޴ߝ ࣋ए छ ࡛ न ఏ࠳నపओ తघߕధ  ڔܽ కం ڒబܽद t t t 

పవ࡛ ࠳న࣒ ࣋ए छ ࡛ न 1 కం݄ తڕए వ ޳ࡶ సࠪనం ڒబܽद ࠬࡏ అసࠪనత0 ߘ కం݄ తڕए వ ړ ޳ࡶ e t e
సࠪన࠳న ࠳న࣒  ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ न 1 కం݄ తڕए వ ޳ࡶ సࠪనం 1 ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ न ڒబܽद ࠬࡅ ࡏకए  t 1 t t e 
సమऴగత1 ߘ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ न ࠬద 1 ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ न ࠬద ࠳న࣒ ࣋ए छ  గܽ࢟ d d tߜ-ߤߕ ޴అ ࡗޑ޶ఏࠫ ߰ం ړܽݟ ࡛
ప 1 ړ ݟంߘ 0 ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ न కం݄ తڕए వ ޳ࡶ సࠪనం ऴపޒ ఒకए యవ۪ऐۯ కృతంڔఏ ࡐ ండవ సమऴగంx dtࡓ   t 
ఇࡅ ޴కए కएࡅ ࠾ࡍమం మࡹ࢑ ߤܼ  एڕకం݄ త ޳ࡶ మంࡹ࢑ ߤܼ  వ అߖ అందࣆࡱޘ ڔࡍ  x x eq ual
 pi.2 ڕవర ݟంߘ
छ޳ బܽदڒ  छࡌంۨన తށڷ ࡌ త మనڕ ఏࠫ లࣆࠚफం޴ e 
న࣒ ࣋ए࠳ छ ࡛ न పవ࡛  ޳छ ప 1 ࡌ ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ न కం݄ తڕए వ ړ ޳ࡶ సࠪనం 2 పవ࡛ ࠳న࣒ ࣋ए छ ࡛ न x dt d pi e x 
సࡕన޴ పవ࡛ ࠳న࣒ ࣋ए छ ࡛ न ޔࢂࢗ ړంڒ ޴బܽद ࢡం޳ࣄ ࢑۶ ݭम ంతం ޳छ మధङ ࡌ ఉనऒ ࡹ  సమऴగ pi 2 e x 0
పదం ޔࢂࢗ ݞږంړ0 ޴ మ࠾ࡍ ࠪ పߪ ߖర फ࠼ం޴ అం݄ 3.
14 డࡽࠋ व߯ࡅ ࠹కए న ఉనऒߩ࢙ ݟڕ  నऒޔࢂࢗ ړߖޑఅనం ࡱ޳ప ݡంࡓ  ओߩ ళࢗ ړ0 ݡ ऱంݟ మ࠾ࡍ x 
న ऴపశऒڵݟఅ ࠭࠲ నࠫ߄సࠪ ڕ ऐۧ ࠭ మ࠾ࡍ అߖऒ  పࢲࡍए  x.޴ఉంܿం ޒࠫࡍప ڴ࢑ధం ݦఉం ڕలࡌ
  అనంతం అߘ࢓ ࠪऴత޶ڒ ࠲, ఆ పߕࣆ ޒࠫࡍऒ  అߖ ࠪऴత޶ڒ ࠲ , అనంతం ࢙ڷ࠴ ߩठ x 
నऒޔߩ۫ ం޶న అߖऒ  పࢲࡍए ऒߕࣆ ړߖ࢐సफ࢐ ࡱࡌ फࡿࢗ ړ సओ ߘలڴఅం݄ మనం సమऴ ,࠼ షदంڴ గށంచߖࡶ 
దశߕڕࡏۯ ڕऒ మ࢐ ࠭࠲ ߖసफߘࣆܾߠ ړߖ࢐ ఏࡌओ . ࠭ࣃۯ ܿ
 పవ࡛ ࠳న࣒ ࣋ए छ ࡛ ࠬద 1 ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ न 0 ߘంݟ ఈ సమऴߖڴऒ  సओ షदంڴ గށంచడం ࣃధङ ం ޶ڒ, t dt t x 
ऒߖߕ߄సࠪ ޴ޔ  ఖۨऐ త࠳న సమऴగంڴ ऴ࡯࠻࢐ సࡔ ఇߩओ ऒࡘࠏ ఈ ݡ भ޳వ ڕలހసࠬకర ࡰ ం, ఇ޴ ఈ 
సࠬకరణం 3.

కएࡅ  ऒࡘࠏ  ప  ࡹ ݭ࠼సऱ ޴సࠬకరణం, ఇ ࡰ ऱ࣒ छ޳  जࡍऴపద ࡌ ంచబޔݡం޴  శړ फ15 ړ ړ dy pxy dx qx y
సࠪనం ఇ޴ సరళ సࠬకరణం ࡅకए  సంవృత బం࢓߇ మࡌ࢑ ࠾ࡍమంߖ ࡹరంతࡌయంڴ n px px qx 
ఉంܼߦۮ ߘߝ ,࠼ओ ऒࡘࠏ మనం ڴ޶ం࠭ ޙ࠼అ 0 ޙ࠼అం݄ సంబంధం ఏࠫܽ, అ ߘ ऒߖހసࠬకర ࡰ  n 
సరళ సࠬకరړߖހ తڵ ठంచߕޔࠓऒ ం అߩओ ఇపओ ޴వలం ఇښ ߩ࢙ ݟڕ ݡ ओߩఒక సరళ సࠬకరణం, అ ښܽ  qxݡ

అߖߖ޳ ޙ࠼ తڵ ठంۧ࡯झ న అవసరం ޶ࡶ, ఆ߯ పߖ޳ऒ  ఎడమ ࢙ߩన ڕࣆޓ ݞږరంݟ మ࠾ࡍ n 1 qx 
ప  ߖߖ޳ ऱ࣒ छ޳ న࣒࠳   ऱ ఒక సరళ సࠬకరణం dx px qx dyࢁమ ޴సࠪనం  అ ړ0 ࠾ࡍమ ݟऴ࢐యం ߖఅ ࡌ
गࡌసంద ݡంࡓ బܽद ఈڒ ఇపओ కం݄ అ࢑޶ఎం న࢑࠳సࠪనం రసࣖన ړ1 ࠾ࡍసࠪనం మ ړ0 ࡱ  n n ښܽ
రऐۯ ࡹ ࣒ښ య࡛ߖࡰ బݞन చరऐ ࠾ࡍమ ࠼ ओߩబܽद ఇڒ ޴ంࣄڵ࠭  చరऐ ݡ  ړߖݞళऱڙࣆޓ ڕ޶ంత ࠭ంࡍమ ߘ

అڕߘం޳ం  అ0 ޴ߝ మߘ 1 ࠾ࡍంࠚ ݟనऒ ంڴ ఉంܿం޴.t hat n 
నऒࠚ ݟంߘ 1 ࠾ࡍమ 0 ޴ߝబܽद అڒ  ంڴ ఉందߖ అڕߘం޳ం మ࠾ࡍ ఇߩओ छ޳ మనం ݡ  n y n ړ పవ࡛ ࡌ
भ޳ऴ࢐ ړపవ࡛ 1 ߖ ߧ࡯క ړ పవ࡛ ߖ ߯ ంۨ, 1ڵ࠙ ం.y ndy dx px 
ओߩఇ ߩ࢙ ݟڕ సࠪనం ړ న࣒࠳   ړశ ߘߝ , ޴ంݟయబۯࡏ࢘ ݡ फړ ړ సࠪనంڴ ఉంۨ࠳ 1 ޙన࣒ n qx qx u y n
అߩओ .3 1 ݡ
15 సరళ అవకలన సࠬకరణం అޔ࢓ం޴, అ޴ ఎ࡮ జޔڷࡏం޳۫ ޾भ ం ޳छ ړశ ۯంڵ࠙ ࡌ फ޳ࠡ ړతघ క y n 
సࠬకరణం 3.
 పవ࡛ y n y ݟంߘ దࠬ 1 ڕమన ࠾ࡍమ ࠭ޑ޶మనం ఏࠫ ߰ం ࠾ࡍమ ڕపవ࡛ వర ݟంߘ ݟంߘ 15

ప  ړ ऱ࣒ ऒߖ޳సࠪనం ప ړ న࣒࠳ పవ࡛ 1 ݟంߘ   ఎߩࡏ రంࡹڷ ۫డంݟ ఇߩओ ndy ړ ߖ ݡ dx pxy n qx qx u y
సࠪనంڴ ఉంచంݟ  శړ फ 1 ࠳న࣒ ڒబܽद ޳छ ऒߖయࠪߖ ࣆࡱھ ࡌ  ఉపڵࡆంచడం 1 ࠳న࣒ n dx dx ny 

Pru
tor
@
IIT
K



छ޳ ݟంߘ న࣒࠳ పవ࡛ ݟంߘ जࡍదట ऴపద࠴ ࡏࠬ బܽदڒ సࠪనం ړ ࡌ ంచబݟన సࠬకరణంࡹ ఎߩࡏn dx dy
రంࡹڷ ఉనऒ ऐ࡯߱ ߘల޳ప ݡంࡓ   ۫࣋फ, 
మనం ࢂࢗफనऒ సओ ݟంߘ ండవ సࠬకరణంࡓ  షदంڴ ऴపదࡍज ంచబޔݡం࠴ ޴దܽ సࠬకరణంړࡹ ऴపޑङ ࠪऒ యం
छ޳ న࣒࠳ థࠫక సࠬకరణం అవకలన సࠬకరణం 1 ࠬద 1ߦऴ  ޴ంޔڷࡏఏࠫ జ ޜݞޙ ,ړߖݞయۯ  n du ࡌ

 ప ऱ࣒ ओߩఇ ,޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړ  छ޳ న࣒࠳ 1 ࡏࠬ ݡ ఒక dx pxu qx అ࢑ ڿ޴ఇ ࠾ࡍమ ݟంచంށڷ ࡌ n 
ऒߖހయ అవకలన సࠬకరڥࡔ  ߰ం࠼޳, అ࠭࠲ ڼ࡮ సࠪనం ڒద࢑࠙ ߖంۧమࡏڷ ڕࠬ ߘߝ ߖफ n 
ऒߕफࣆۯ गࡌసంద ݡంࡓ కం݄ ఈ޶࢑ంۧ࠭ ఎం࠙ ߖదڒ సࠪనం ړ0 ޴ߝఅ ࠭࠲ ࠾ࡍమ ړ1  ߘ లࡹ n 
అవకలన సࠬకరణం 3.
15 ఇపओ ऒߖހఅవకలన సࠬకర ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴసరళం ښܽ ऐࡌࠪ  झ࡯ న అవసరం ڒ ޶ࡶబܽद ࠭࠲ 
ऒࡘࠏ ऒߖހసࠬకర ࡰ  సరళ సࠬకరణంڴ ఎ࡮ తڵ ठంۧ޳۫ ࡹभ ం 
మ࠾ࡍ ࣛచऐ छ޳ కం݄ మనం޶ఎం ,޴फంࣆߧߖక ࡹ ݭ࠼ఈ సऱ ࡹڷరం ߩࡏక పదం ఎࡍ ړశ ࡌ फړ a  y n 
फనऒࣆڵ࠙ ం޶న ࡅకए ऒߕफࣆఊࣕ ߖదڒ  కएࡅ ఉం݄ మనం ڴలంږߘࣃ బܽदڒ ࠭  లx y 0 n yږߘࣃ 
శړ फࣃڵ࠙ ޜफ ࠭ మࡅ ࠾ࡍకए  అ0  ޙ࠼ అ޴ߝ మనం ఇబख ంࡹ޶ऱ  పడߕޔࠓऒ ం ڒబܽद ࡅ ࠭࠲కएx y x 

फࣃఊࣕ ߖఅ 0 ޶ڒ ࠭.y 
కएࡅ న࠳సࠪన ړ0 ڕࠬ   వంܽ ऴߦరంభ షరࡱޔ ఇవछ బ࠭࠲ ޙݟ ఈ పదमߖޒ ఉపڵࡆంచ࠭ࡶ x y 
फࣃ۫ ࡏࠬ బܽदڒ ऒࡘࠏ ࡏ  uced ړߖހయ సࠬకరڥࡔ ఒక  ޴ఉంܿం ࡹڷరం ߩࡏఎ ڴలభంࣆ సࠬకరణం ࡰ
छ޳ ,ం޳ంڕࣆޓ హరణ޳బܽद మనం ఒక ఉڒ ऒߖހఅవకలన సࠬకర ۯంߧߖక ڴఅࠪయకం ࡌ  dt 
छ޳ ,ం޳ంڕࣆޓ झࡽࠋయࡍ࢘ ߖߖ޳ ,޶ڒ సࠪనం ړ0 ޶ڒ సࠪనం ړ0 ړ న࣒࠳ ࡌ dy y 1 yy ࣋ۯ ࡏ࢘ 
పదमޜޒ పࡍషए ऒࡘࠏ ߖߖ޳ ࠾ࡍమ ݟంచంࡍ షएࡍప ڴసࠬకరణం ࡰ న࣒ ࣋ए࠳ ݟంచంࡍ छ ࡛ न ޜ y y dt
సࠪన࠳న సࠬకరణం ఏࠫܽ 

ࠬద 1ړ సࠪనం ڒబܽद ఇߩओ ఆ߯ y y u ,ࡏޑఉం۪ ߖ దࠬ 1 ޙఉంۨ ڴసࠪనం ړ ߖ దࠬ 1 ࡏࠬ ݡ y y 
࣋ए छ ࡛ न ޳छ छ޳ ࠹న࣒ व߯࠳ ࡌ పऱ࣒ ࠹బܽद అవకలన సࠬకరణం व߯ڒ ޴ంޔ࢓అ ࡌ  y dx dx u޴ంޔࡏࠪ ڴ 

एࢲࡍప ߖ޵ సࠪనం ړ1 రం తࣾణۯ ࠲యబޔݡం޴ ఎం޶కం݄ ఇ޴ సరళ అవకలన సࠬకరణం ڒబܽद  u 
ऒߖހసరళ సࠬకర ࡏࠬ  పࡍషए ప 1 ߘ ࠬ ࡏࠬ ࠾ࡍమ ݟంచంࡍ ऱ࣒  శړ फ࠳ ړన࣒ ړ సࠪనం అߖ అర बం u ce x
 u y.3  ࡱ ࡏࠬ బܽदڒ  ࠬ ࡏࠬ బܽदڒ ࡏ޳ం߰ ࠬ ࡏࠬ ࠾ࡍమ ࡏంܼڕࣆۯ

ऒࡘࠏ ߘ ऐࡌࠪ ڴసࠬకరణం ࡰ झࡽࠋయࡍ࢘ ࠾ࡍమ ࡏ 16 ߖలభమࣆ ࡮ۧ ޴కం݄ ఇ ޒపదम ࣋ۯ ࡏ࢘ ߘ 
फࣃࡍకڶఅం ޜߕ ࡏࠬ రࣆ࢑࠙ ߘߝ ߖफߕऒ ࢐ङ ݡంࡓ ࡗమ ߘలހయ సࠬకరޓ܉స ޴ంړఈ ऴ ,ߘ  ࡱࠪ࠻
 ం޳ంڕࣆޓ

 ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ न ࠳న࣒ ࣋ए छ ࡛ न ఇߩओ  సࠬకరణం 3.2 xydx x y dy 0 ݡ
ऒߖ޵  సࠪనం ړ17 ऒࡘࠏ ࡹ  షएࡍప ڴసࠬకరణం ࡰ మघࠫ ߘߝ ߖంచమࡍ ऒ࡯  అߕޔڷݡऒ x.3 , ߘ
17 అ޴ߝ సޓ܉య సࠬకరణం అߖ గమߖంచం3 ,ݟ.
షएࡍప ࡮ఎ ڴయ సࠬకరణంޓ܉స ߖ 17 ఇపओ ڕࠬ ࡹంۧࡍ ऒߖ޵ ޙ࠼అ ,ࣆࡱޘ ښܽ  సޓ܉య సࠬకరణంڴ 
ऒࡘࠏ ݞంڕڒ షएࡍప ڴసࠬకరణం ࡰ మघࠫ ߘߝ ߖంచమࡍ ऒ࡯  అߕޔڷݡऒ .ߘ
ऒߖ޵    ఎ޳۫ ࡹ࠻ۯ ࡮भ ం ڒబܽद 2  ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ न ࠳న࣒ ࣋ए छ ࡛ न 0ړ సࠪన࠳న సࠬకరణం xydx x y dy 
ఏࠫ݇ ۫޳भ ం.
ऒߖ޳ బܽदڒ  भࣃऴ࢐ ࡹపంࡐ ࠑ  ం ڒబܽद ࠬߖ޵ ࡏऒ ప  ࠑ  ऱ࣒  ࠬద 2 2ړ సࠪనం అߖ dx dy dx dy x y 
ऴࣃ࢐फ ࠭.

ఇ3 ޴.  x 
.3 ߖߖ޵ బܽदڒ న సࠬకరణం࠳సࠪన ړ17
17 व߯࠹ అڒ ࡏۧ࡯ߧ ߖబܽद ࠬࡏ ఈ అవకలన సࠬకరణం ࡘࠏ ࡹऒ फࣃ۫ ࡏࠬ ߖసࠬకరణం అ ࡰ x ޴ఇ ,ࡏ dx
ऒߖߦࡐ   ప ऱ࣒ సࠪనం  ఈ సందరग ړ న పవ࡛࠼న࣒ 1 అ࠳ ߧ࡯క ޜ  ంࡏࠬ ࡹ ఈ dy pyx n n qyx 
సࠬకరߖހऒ छ޳  షएࡍప ࡮ఎ ߖసࠪనం అ ړ న࣒࠳  పవ࡛ ߖ ,ంۨ܊࢑భ ړ పవ࡛ ࡌ फࣃࡍ ऒx n xߖ޳ ఆ߯ ,ࡏ 1 n u 
సޓ܉య సࠬకరڴࡱހ పࡍషए ऒࡘࠏ ంచడం కం݄ࡍ షएࡍప ڴసࠬకరణం ࡰ  ࡏࠬ ߖలభం అࣆ ంచడంࡍ
అڕߘంܿߕऒ .3 ?ࡌ
షएࡍప ڴࡱ߄࢑ ݡంࡓ ߖ17 छښఈ ࡽलయߖࡓఫݟ ࡏࠬ ࠾ࡍమ ݟంచంࡍ షߖ ߤ  ప ऱ࣒ छ޳ 2  dy ࡌ dx x tan y 

న࣒ ࣋ए࠳ పవ࡛ ݟంߘ ړࡹ సࠪనం ړ छ ࡛ न ޜ పࡍషए फࣃࡍ secant y ڴనకం࠻ం భۮంڜ ޴ఓࣣ ఇ ࡏ e e x 
కߧߖ फ࣎ ం޴ 
, అ࣋ށڷ ࡏࠬ ޙ࠼फ అ޴ గమߖంచం޳  ݟछ బܽद  పڒ ޴ంޔڷࡏజ ޾ఏ ࡌ ऱ࣒ छ޳ 2  cos y dx x tan y dy ࡌ
ఈښछ షߤ ఏࠫܽ అం݄ పవ࡛ ࠳న࣒ ࣋ए छ ࡛ न ړ సࠪనం ڒబܽद ޳छ  బܽद x secant ye cos yڒ ݟంచంށڷ ࡌ
ओߩంۨనށڷ ޜ ࡏࠬ ऒߖ޳ఈ ప ࡏࠬ ݡ  ఎࡹ ߩࡏ ߰ం޳  ࡏޑ޶छ ప  ࡌ ऱ࣒  2 cos cos ydy dx x tan y cos

మߘ ߩ࢙ ݟڕ ࠾ࡍంݟ అޔ࢓ంڕࠬ 1 ޴ సࠬకరణం 3.y sine y secant y cos y 
18 व߯࠹ వࣆफం޴ ఇߩओ ఈకछ ߤ࣌ ݡ झࡽ  అߖ ߭టदంݟ, ఆ߯ ޳छ छ޳ ࡌ అం݄ y u dx du dx du cos ydy ࡌ
छ޳ छ޳ బܽदڒ  ࡌ  బܽद 3.dx dx cos ydyڒ ޴ంݟऴ࢐యబ ࡹڷరం ߩࡏఎ ޴ఉం ݞږ పదం ߝఅ ࡌ
18 व߯࠹ అߝ అవకలన సࠬకరړߖހ ఏࠫ జޔڷࡏం޴, ఇ޴  ప ऱ࣒ छ޳ 2   dx xu ڴయ సࠬకరణంڥࡔ ࡌ
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న࣒ ࣋ए࠳ పవ࡛ ࠾ࡍమ ޴ంޔ޶ంۮ ంతరంߦࡐ छ  ऒ2 xu xߖހఆ సࠬకర ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړ ࡛
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