
 അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഇേؚാൾ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ׹െളുׯറിتു׺ പരآരയിെല ഏഴാമെ؋ 
ْപഭാഷണ؋ിേല്ׯ വരുؗു , ഈ ഏഴാമെ؋ ْപഭാഷണ؋ിൽ നأൾ ഒരു ْപധാന വിഷയം ലീനിയർ 
ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം ചർ׺ െചുإം , ഇത് െബർണൂലി സമവാകّ؋ിന്െറ അടു؋ ബؖുവാണ്, 
അതിനാൽ ഇവ ര؇് തരം സമവാകّ׹ളാണ് .  ഈ ْപഭാഷണ؋ിൽ ചർ׺ െചുإക, അതിനാൽ നമു്ׯ 
ആരംഭിׯാം , ലീനിയർ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം എؓാണ് ൈسഡിൽ ലീനിയർ ഡിഫറൻഷّൽ 
സമവാകّം ْപദർശിؚിുׯം, ഇേؚാൾ ഇത് സമവാകّം 3.1 ؛സ് ന് തുലّമാണ്, ഇവിെട dy by dx pxy qx p,

എؗിവ ഒരു നിحിത ഇടേവളയിൽ നിർവചി׺ിരിؗുׯ െല ഫംഗ്ഷനുകളാണ് ഞാൻ തുടർ׺യായി q x-
കണׯാുؗുׯ, എؗിവ ഒരു ഇടേവളയിൽ നിർവചി׺ിരിؗുׯ തുടർ׺യായ p, q 
ْപവർ؋ന׹ളാെണؗും ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം ؛സ് െകാ؇് ന് തുലّമാെണؗും dx pxy qx 
ഞ׹ൾ അനുമാനിുؗുׯ, അതിനാൽ നമു്ׯ മുേؗാ؂് േപാകാം, ഈ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം 
എ׹െന പരിഹരിׯാെമ്ؗ േനാׯാം , ഇത് ഒരു ْപധാന തരമാണ്. സമവാകّവും ഒരർ،؋ിൽ 
നി׹ൾ്ׯ ഇത് പൂർ؉മായും പരിഹരിׯാൻ കഴിയും , കാരണം 3.1 ന്െറ പരിഹാര؋ിനായി നി׹ൾ്ׯ 
ഒരു േഫാർമുല എഴുതാൻ കഴിയുെമ׸ിലും ഞാൻ ഒരു അർ،؋ിൽ പറയുؗു ചില സംേയാജന 
ചി׹صൾ ഉൾെׯാുؗുت, ആ ഇന്റْഗലുകൾ വّാഖّാനിേׯ؇തു؇് , നി׹ൾ്ׯ അത് പരിഹരിׯാൻ 
കഴിയുേമാ എؗത് പൂർ؉മായും പരിഹരിുׯക എؗതിന്െറ നി׹ളുെട വّാഖّാനെ؋ 
ആْശയി׺ിരിുؗുׯ, ഇന്റْഗലുകൾ ഉൾെؚടുؗ ഒരു േഫാർമുലയിൽ നി׹ൾ സംതൃلനٝാെണ׸ിൽ, അത്
നമു്ׯ അനുവദിׯാം.  ഇേؚാൾ െബർണൂലി സമവാകّം േനാൂׯ, ഞാൻ പറ؁ െബർണൂലി സമവാകّം 
ലീനിയർ സമവാകّ؋ിന്െറ ഒരു അട؁ ബؖുവാണ്, ഇത് എؓാണ് വായിؗുׯത് ؛സ് dy dx pxy, 

എؗത് പവർ ന് തുലّമാണ് , ഇത് ൈسഡിെല സമവാകّം 3.2 ആണ്, വാُവٝ؋ിൽ ഈ ര؇് qxy n 
സമവാകّ׹ളും ഒരുമി്׺ േപാകുؗു  3.2 എؗത് 3.1 ആയി കുറയ്ׯാൻ കഴിയുെമ്ؗ കാണുക, 
അതിനാലാണ് ഞ׹ൾ അവെയ ഒരുമി്׺ പഠിؗുׯത് ശരി, അതിനാൽ നി׹ൾ പഠി׺ ഡിഫറൻഷّൽ 
കാൽുׯലസിൽ നിؗുت വളെര ലളിതമായ േഫാർമുലയായ കാൽുׯലസിൽ നിؗുت ഒരു 
സൂْതവാകّം നമു്ׯ ഓർأിׯാം ന്െറ നി׹ൾ അതിെന െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ പവർ എؓാണ്x y , e x 
െഡറിേവئീവ് , ഇത് ൈْപം ആണ് പവർ േല്؛ ׯസ് പവർ േല്ׯ േനരി؂് മുേؗാ؂് ഉൽؚؗ y e x ye xa 
നിയമ؋ിന്െറ ْപേയാഗം ഇേؚാൾ നമു്ׯ െന പവർ േല്ׯ കൂടുതൽ സ׸ീർ؉മായ എെؓ׸ിലും e- x-
ഉപേയാഗി്׺ മാئിرാപിׯാം , ന്െറ പവർ േല്ׯ മാئിرാപിׯാം, ഇവിെട എؗത് ഒരു x- phi- phi 
വّതُّമٝായ ْപവർ؋നമാണ് എؓായിരിുׯം ൈْപം ؛സ് ൈഫ ൈْപം ഈ ര؇് ു؟ױം ഒരുമി്׺ x y y 

േല്ׯ പവർ വീ؇ും ഇത് ഒരു ഉൽؚؗ നിയമമാണ്, ഇേؚാൾ ഞ׹ൾ ന് തുലّമായ ന് e phi x px- px-
തുലّമായ വിധ؋ിൽ ഞ׹ൾ തിരെ؁ടുുؗുׯ.  ൈسഡിൽ ചുവ്ؚ നിറ؋ിൽ നأൾ phi of x phi 

തിരെ؁ടുؗുׯത് ന്െറ ന്െറ ന്െറ ന് തുലّമായ വിധ؋ിൽ ന്െറ x x px px px phi x px integral 
ന് തുലّമായിരിׯണം, ഇതിനകം ഞ׹ൾ്ׯ ഒരു അവിഭാജّമു؇്, ഇേؚാൾ നി׹ൾ്ׯ ഈ pxdx 

ഇന്റْഗൽ കണׯാׯാൻ കഴിയുേമാ ? ന്െറ ൈْപം ന് തുലّമായ വിധ؋ിൽ ന്െറ pxdx x phi px x phi
തിരെ؁ടുുׯക, അേؚാൾ നമു്ׯ എؓാണ് ലഭിؗുׯത് ന്െറ േല്ׯ തുലّമാണ് y ddx phi x y 
ൈْപം ؛സ് േല്ׯ േല്ׯ പവർ േല്ׯ നി׹ൾ കാണുؗത്  ൈسഡുകൾ ആയതിനാൽ ഈpxyx e phi x 
ൈسഡ് നിർؐിذ േചായ് െׯാؚം ഉൽؚؗ നിയമെ؋ കുറിتു׺താണ് ര؇് ഘടക׹ളുെട ഐസുകൾ 
അതിനാൽ ഇേؚാൾ ൈسഡിെല അവസാനമായി ْപദർശിؚി׺ സമവാകّം േനാുׯക, അവിെട ൈْപം y 
 pxyx ׯിേല്؋ൾ കാണുؗു, അതിനാൽ 3.1 ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ׹സ് ദൃശّമാകുؗത് നി؛
മടു׹ക, നി׹ൾ്ׯ ൈْപം ؛സ് ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ 3.1 ഈ അവസാന y pxy qx 
സമവാകّവുമായി താരതമّം െചുإക എؗ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ؋ിന്െറ ഈ ഇടത് d  3.1 y 
വശം  ൈْപം ؛സ് എؗ േകാآിേനഷൻ ൈْപം ؛സ് എ്ؗ ഇത് സൂചിؚിؗുׯത് എؓാണ് y py y py 
സൂചിؚിؗുׯത്. ൈْപം ؛സ് സമവാകّം 3.1 െന നി׹ൾ എؗ പവർ െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ ഇടത്py phi x 
വശം ഒരു കൃതّമായ െഡറിേവئീവായി മാറും , ആശയം ശരിയാണ്, അതിനാൽ ഇേؚാൾ നأൾ എؓാണ് 
െചേإ؇ത്, അതിനാൽ ഇത് സൂചിؚിؗുׯത് നുأെട സമവാകّം 3.1 െന ന്െറ phi 
എക് സ് േപാണൻഷّൽ െകാ؇് ഗുണിുׯക എؗാണ്.  ശരിയാെണ׸ിൽ,  വീ؇ും ന്െറ കൂെട x 3.1 dx-

ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ നി׹ൾ െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ ന്െറ പവർ ൽ നി്ؗ py, q- ee phi x- e-
ഗുണി׺ാൽ ന്െറ ശװിയിേല്ׯ േല്ׯ േല്ׯ ൈْപം ؛സ് ൽ ലഭിുׯം  ഇടതു  phi x- e- phi x- y py- 
ൈക വശം എؗാൽ ആ ഇടത് വശം നി׹ളുെട പവർ യുെട ആയിരിുׯെമ്ؗ ഞ׹ൾ ഇേؚാൾ vx ddx 
ക؇ു, അതാണ് ഇടത് വശം ഒരു കൃതّമായ െഡറിേവئീവ് ആയി മാറുؗത്, അതിനാൽ നി׹ൾ 3.5 
സമവാകّം കാണും, അതിനാൽ നി׹ൾ യഥാർ، ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം 3.1 ഗുണി׺ാൽ  ൈْപം y 
 അതായത് ന്െറpy, q x x x ,ുؗുׯസമവാകّം ലഭി 3.5 ׯസ് ന്െറ ന്െറ ന് തുലّമായ സമവാകّം നമു്؛

ന്െറ ന്െറ ന്െറ േല്ׯ തുലّമായ ന്െറ േല്3 ׯ േല്ׯ ഇേؚാൾ എؓാണ് d dx x x vx qx x 3 x x 
െചേإ؇െത്ؗ വളെര വّװമാണ് നأൾ 3.5 സംേയാജിؚിׯണം  3.5 സംേയാജിؚി്׺, ഞ׹ൾ്3.6 ׯ 
ലഭിുؗുׯ, യുെട എക്സ്േപാണൻഷّലായി ന്െറ എക്സ്േപാണൻഷّലായി y x vx-
േവർതിരി׺ിരിുؗുׯ   പവർ േല്ׯ, നി׹ൾ ന്െറ എؗ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ؋ിന്െറ phi x x y 
പരിഹാരം വീെ؇ടുു؋, അതിനാൽ ഒരർ،؋ിൽ ഞ׹ൾ ലീനിയർ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം 
പൂർ؉മായും പരിഹരിു׺, എؗാൽ എؓാെണ്ؗ മനസിലാׯാൻ ര؇് ْപശ് ന׹േളയുൂت . വി phi x 
എؓാെണ്ؗ നമു്ׯ കെ؇േ؋؇തു؇്  എؗത് എؓാണ് ഇന്റْഗൽ അതിനാൽ ഒരു x phi x pxdx, 
അവിഭാജّ ചിصമു؇് എؗത് ഒരു അവിഭാജّ؋ിന്െറ അടിرാന؋ിൽ എഴുതാം , phi x 
ര؇ാമേ؋ത് സമവാകّം 3.6 ന്െറ വലതുവശ؋ാണ്, നി׹ൾ ഒരു ഏകീകരണം കൂടി കാണുؗു, 
അതിനാൽ ഞ׹ൾ ര؇് െചേإ؇തു؇്  സംേയാജന׹ൾ സംേയാജിؚിുׯകയും ഞ׹ളുെട pxdx 
ഫീസ് ലഭി׺തിനുേശഷം നുأെട േനടുകയും േവണം , സമവാകّം 3.6 ന്െറ വലതുവശം v 
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സംേയാജിؚിׯണം, അതിനാൽ ഒരു ലീനിയർ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം പരിഹരിؗുׯതിനുت 
ْപٍ؋٠ിൽ ര؇് ഇന്റْഗലുകൾ വّװമായി കണׯാؗുׯത് ഉൾെؚടുؗു, കാരണം 
എക് സ് േപാണൻഷّൽ ഫംഗ് ഷൻ സമവാകّ׹ൾ  എؗിവ അْപതّײമാകിب. സമവാകّം 3.1, 3 3.1 
യഥാർ، ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം എؓാണ് എ്ؗ ഞാൻ നി׹െള ഓർأിؚിׯെ؂ പൂജّമبാ؋ ഒരു 
പദ؋ിലൂെട നി׹ൾ്ׯ ഒരു പുതിയ സമവാകّം ലഭിുׯം, അതിനാൽ ഈ ര؇് സമവാകّ׹ളും 
പൂർ؉മായും തുലّമാണ്, അതിനാൽ യഥാർ، ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ؋ിൽ നി്ؗ 3.5 സമവാകّം 
ലഭിുׯം .  ലി؛ിേׯഷൻ , അْപതّײമാകാ؋ അളവ്, നأൾ അതിെന യിലൂെട പവർ േല്ׯ e- px-
ഗുണിുؗുׯ, അത് ഒരിׯലും പൂജّമب, അതിനാൽ യഥാർ، സമവാകّവും 3.5 ഉം പൂർ؉മായും 
തുലّമാണ്, അതിനാൽ വിവര׹ൾ നذെؚടുؗിب, കൂടാെത ഞ׹ളുെട പരിഹാര ْപْകിയയിൽ 
കൃْതിമമായ കാരّ׹െളാؗും അവതരിؚിׯെؚടുؗിب. പൂർ؉മായും തുലّമായതിനാൽ ഇേؚാൾ 
േചാദّം , യുെട ന് തുലّമായ ഒരു എ׹െന കെ؇ു؋ം എؗതാണ് , നമു്ׯ p p phi x 
കഴിയുؗിെ׸بിൽ നമു്ׯ ഭാഗّമിب എؗത് വളെര േമാശമാണ്  അْതേയയുൂت.   വളെര വൃ؋ിെക؂ 
രൂപമായിരിുׯം, കാരണം ഈ ഇന്റْഗലുകൾ എبായിടു؋ം ഒഴുകും , മാْതമب ഈ അവിഭാജّെ؋ 
വّװമായി കണׯാׯാൻ ഞ׹ൾ്ׯ കഴിയിب , അത് ഞ׹ളുെട ْപശ് നമായിരുؗു, അതിനാൽ 
ഞ׹ൾ്ׯ വിശദീകരിׯാൻ കഴിയുؗിെ׸بിൽ  നമു്ׯ അതിേനാെടാؚം citly integral pxdx 
ജീവിׯാൻ ഭാഗّമിب , അؓിമ സൂْതവാകّ؋ിൽ അവിഭാജّ ചി׹صൾ ഉൾെؚടുؗു , വാُവٝ؋ിൽ 
അവയിൽ മൂെؗ؉ം ഉ؇ാകും, അതിന് വളെര വൃ؋ിെക؂ രൂപമു؇ാകും , ഒരാൾ്ׯ ഇത് ഉപേയാഗി്׺ 
കൂടുതൽ ഒؗും െചإാൻ കഴിയിب.  ْപْകിയ ഇവിെട നؗായി നിർുؗു؋, അതിനാൽ നമു്ׯ ഒരു phi x 
കെ؇؋ാൻ കഴിയുെമ്ؗ നമു്ׯ അനുമാനിׯാം, നമു്ׯ ഒരു കെ؇؋ാനാകുെമ്ؗ phi x 
അനുമാനിׯാം, അതായത്, സമْഗമായ കണׯാׯാനുت ഒരു رാന؋ാണ് നأൾ എ്ؗ px dx 
അനുമാനിׯാം , 3.6 േനാുׯക.  ഈ ൈسഡിെല സമവാകّ നآർ 3.6 യുെട ഒരു ഉتിടെب؋ാം xi phi 
അത് ഇന്റْഗൽ ഉപേയാഗി്׺ മാئിرാപിׯാൻ േപാകുؗു, അേؚാൾ നി׹ൾ്ׯ എ്ؓ ലഭിുׯം 3.7, pxdx 
അതിനാൽ 3.6 ൽ ന്െറ എبാ സംഭവ׹ളും ഇന്റْഗൽ ഉപേയാഗി്׺ മാئിرാപിുׯക, ഇേؚാൾ x pxdx 
നി׹ൾ ഒരു ْപധാന കാരّം ഉ؇് നി׹ൾ്3.7 ׯ-ൽ മൂ്ؗ ഏകീകരണ ചി׹صൾ ഉെ؇്ؗ 
ഓർأിേׯ؇താണ്, ഇേؚാൾ നി׹ൾ ഒരു അനിحിത ഇന്റْഗൽ കാണുേآാെഴبാം 
ഏകീകരണ؋ിന്െറ ഒരു رിരാ׸ം ഇടുؗു, അതിനാൽ നി׹ൾ ഒരു ഏകീകരണം എؗതിന്െറ c 1 
 ദൃശّമാകുؗ ؋ദൃശّമാകുؗു, വലതുവശ് ؋ാം. ഇന്റْഗൽ ഇടതുവശ്ׯം ഇടുെമ്ؗ പറേ؁׸ിരാر
ര؇് ഇന്റْഗലുകൾ്ׯ നി׹ൾ ഒരു رിരാ׸ം എؗിവ ഇടും, അതിനാൽ നി׹ൾ നؗായി c2, c3 
പറയും , 
അ׹െനയب ൈഫനൽ.  ഉ؋ര؋ിന് ഏകീകരണ؋ിന്െറ ഒരു رിരാ׸ം മാْതേമ 
ചുئിׯറു׹കയുൂت, അതിനാൽ സംേയാജന؋ിന്െറ മ്ئ ര؇് رിരാ׹׸ൾ എ׹െനെയ׸ിലും അത് 
അْപതّײമാകണം , ഇടതുവശ്؋ ന്െറ  എക് സ് േപാണൻഷّലും വലതുവശ്؋ phi x dx 3.7 phi x dx
ന്െറ എക് സ് േപാണൻഷّലും േനാുׯക. ന്െറ ന്െറ رാന്؋ എؗത് phi x- integral px dx 
ഓർأിുׯക  ന്െറ ഇടത് വശു؋ം 3.7 ന്െറ വലത് വശു؋ം ഒരുേപാെല ആയിരിׯണം pxdx 3.7 
അതിനാൽ നി׹ൾ ഇന്റْഗലിനായി ഇടുؗ ഏകീകരണ؋ിന്െറ رിരാ׸ം  3.7 ന്െറ ര؇് 
വശ׹ളിലുت ഒേര رിരാ׸ം ആയിരിׯണം , കൂടാെത ഏകീകരണ؋ിന്െറ എഡി്ئ px dx 
േകാൺزന്റ് ഒരു അഡിئീവ് رിരാ׸മായതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ ഒരു ഗുണിത رിരാ׸ം ലഭിുׯം.  പവർ 
സി പൂജّമ3.7 ,ب ന്െറ ഇരുവശു؋നിؗും റؐാׯെؚടും, അതിനാൽ ആ رിരമായ സംേയാജന׹ളിൽ 
രെ؇؉ം അْപതّײമായി, അവസാന സംേയാജന؋ിൽ ഒരു رിരാ׸ം മാْതേമ േശഷിൂׯ  
സംേയാജന؋ിന്െറ 3.7-ൽ നിലനിൽؗുׯ സംേയാജനം ദയവായി ഈ കാരّം ْശؑിുׯക , 
സംേയാജന؋ിന്െറ ആ رിരാ׹׸ളിൽ രെ؇؉ം റؐാുׯകയും അؓിമ ഉ؋ര؋ിന് 
ഏകീകരണ؋ിന്െറ ഒരു رിരാ׸ം മാْതേമയുൂتെവ്ؗ ഉറؚാുׯക, അതിനാൽ മൂ്ؗ േപായിന്റ് 
ഏഴിെല ഇന്റْഗൽ ന്െറ ര؇് സംഭവ׹ളിലും ഇത് മനشിലാׯാം. സമാനവും അതിനാൽ ര؇ിനും pxdx 
ഒേര رിരതയുت ഏകീകരണം നൽകെؚടും , ഇരുവശു؋ം ഒരു ഘടകമായിരിുׯം, ഈe to power c 
ഘടകം റؐാുׯക, അതിനാൽ നി׹ൾ ഇന്റْഗൽ കണׯാുׯേآാൾ wou  ld pxdx 
ഏകീകരണ؋ിന്െറ رിരാ׸ം ഇടുؗത് പൂർ؉മായും അവഗണിׯാം, കാരണം അത് എؓായാലും 
റؐാׯെؚടും, അതിനാൽ നി׹ൾ സംേയാജിؚിുׯേآാൾ ഏകീകരണ؋ിന്െറ رിരാ׸ം px dx 
ഇടുؗതിെനുׯറി്׺ വിഷമിേׯ؇തിب, കാരണം റؐാുׯം  ര؇് വശ׹ളിൽ നിؗും e to power c 
പുറേׯ്؋, അതിനാൽ നി׹ൾ ഇന്റْഗൽ കണׯാുׯേآാൾ ഏകീകരണ؋ിന്െറ رിരാ׸ം pxdx 
ആദّം ഇടുؗത് ഒഴിവാുׯക, എؗിരുؗാലും 3.7 െല ബാഹّ ഇന്റْഗലിൽ എറിയുؗ േടം ഉപേയാഗി്׺qx 
ഇന്റْഗൽ കണׯാുׯേآാൾ 3.7 ന്െറ വലതുവശ്؋ .  സംേയാജന؋ിന്െറ رിരാ׸ം വളെര 
ْപധാനമാണ് 3.7 ന്െറ വലത് വശتു؋ അؓിമ സംേയാജനം വളെര ْപധാനമാണ് സംേയാജന؋ിന്െറ 
 ൾ׹ിലും ഞ׸ീർ؉മാെണ്ؗ േതാؗുെമ׸ാം അൽؚം സبം വളെര ْപധാനമാണ് ഇെത׸ിരാر
ْപശ് ന׹ൾ പരിഹരിׯാൻ തുടു׹േآാൾ അത് നി׹ൾ്ׯ ലഭിുׯെമ്ؗ ഞാൻ ഉറ്ؚ നൽകുؗു.  ഇത് 
വളെര േവഗ؋ിൽ തൂׯിയിടുക, അതിെനുׯറി്׺ വിഷമിേׯ؇, ഇത് അടു؋ ْപാരംഭ 
അവرകളായി േതാؗുْؗത സ׸ീർ؉മب, നി׹ൾ പലേؚാഴും വّതُّമٝായി കാണുؗു ْപാരംഭ 
വّവرകേളാെട വരുؗ സമവാകّ׹ൾ , ചില ൽ ന് തുലّമായ െസാലّൂഷൻ മൂലّം tial x- x-
വّװമാുؗുׯ , ഈ സാഹചരّ؋ിൽ അؓിമ സംേയാജനം ഒരു നിحിത ഇന്റْഗൽ زി്ׯ 
ഉപേയാഗി׺ാണ് െചേإ؇ത്, അതിനാൽ േഫാർമുല 3.7 മനഃപാഠമാׯരുെത്ؗ ഞാൻ നി׹െള 
ഉപേദശിുؗുׯ. ഓേരാ തവണയും നി׹ൾ ഒരു ْപٍ٠ം വരുേآാൾ ര؇് വരികൾ എടുുؗുׯ, 
സൂْതവാകّ׹ൾ ഓർأിׯാൻ ْശമിׯരുത്, പകരം ഇത് ഉരു؋ിരി؁് മൂ്ؗ ഘ׹؂ൾ പിؓുടരുക, 
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ആദّം ഇന്റْഗൽ കണׯാുׯക, കൂടാെത ഇന്റേْഗഷൻ െ്ؚز നآർ വൺ െ്ؚز നآർ ര؇ിന്െറ px x 
 യുെട സമവാകّം pxdx e ׯക  പവർ ഇന്റْഗൽ േല്ുׯം ഇടരുത്, ഡിഫറൻഷّൽ ഗുണി׸ിരാر
ഇതാണ് എളുؚമുت ഘ؂ം ഘ؂ം നآർ മൂ്ؗ അؓിമ സംേയാജനം ശരിയാുׯക , ْപാരംഭ വّവرകൾ 
നിർേؐശി׺ി؂ുെ؇׸ിൽ, ഈ മൂؗാം ഘ؋؂ിൽ അനിحിത ഇന്റْഗലുകൾ്ׯ പകരം കൃതّമായ 
ഇന്റْഗലുകൾ ഉപേയാഗിുׯക , അْതേയയുൂت അത് അവിെട വളെര എളുؚമാണ്. മൂ്ؗ ഘ׹؂ൾ 
മാْതേമയുൂت , എെؓ׸ിലും സ׸ീർണതകൾ ക؂ൂّآിംഗിൽ ആെണ׸ിൽ ഇന്റْഗലുകൾ, അതിനാൽ 
നമു്ׯ ചില ഉദാഹരണ׹ൾ േനാׯാം. നി׹ൾ്ׯ കാരّം ദഹിؗുׯതിനുت ഉദാഹരണ׹ൾ ശരി 
നമു്ׯ ആദّ ഉദാഹരണ؋ിേല്ׯ േപാകാം, ഇേؚാൾ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം പരിഹരിുׯക, dy dx 
 ഡിൽ ഇത് ലും x y y sine x dx pxyسെചᅃٝ ൈ ؛സമം സമവാകّം 3.8 ഡിസ്േ ׯി േല്ׯസ് ടാൻ ആ؛
ന് തുലّമാണ്  ഫംഗ് ഷൻ ഇത് ആണ്, അതിനാൽ നأൾ എؓാണ് െചേإ؇ത്, നأൾ എؓാണ്apx tan x 
ഇന്റْഗൽ കണׯാേׯ؇ത്, എؓാണ് ഇന്റْഗൽ ഇന്റْഗൽ ടാൻ എؓാണ് ഇന്റْഗൽ pxdx pxdx xdx 
ടാൻ േലാഗ് സി സؕർഭം, െസׯന്റ് ഫംഗ്ഷൻ േപാസിئീവ് ആയതിനാൽ േകവല മൂലّം നൽേക؇തിبx 
േചാദّം െചإെؚടുؗ ഇടേവളയിൽ, േകവല മൂലّ ചിصം ഒഴിവാׯാം, കാരണം െസׯന്റ് േപാസിئീവ് 
ആയതിനാൽ ഇന്റْഗൽ േലാഗ് െസׯന്റ് ആണ്, അതിനാൽ ഇ പവർ ഇന്റْഗൽ െസׯന്റ്pxdx x px dx 

ആണ് , അത് എളുؚമാണ് ഏകീകരണ നിരീײകന്െറ رിരാ׸ം ഞ׹ൾ അവഗണി׺തിനാൽ x 
ഞ׹ൾ പൂർ؉മായും അവഗണിുؗുׯ േനരെ؋ സൂചിؚി׺തുേപാെല സംേയാജന؋ിന്െറ رിരാ׸ം, 
അതിനാൽ ഇേؚാൾ െചേإ؇ അടു؋ ഘ؂ം എؓാണ് , ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം 3.8 നമു്ׯ ഇേؚാൾ 
ലഭി׺ിت؂ു െസׯന്റ് എ്ؓ െകാ؇് ഗുണിുׯക  ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ؋ിൽ സംഭവിؗുׯത് x 
3.8 െസׯന്റ് ആയി ؛സ് െസׯന്റ് ടാൻ ആയി മാറുؗു , അത് ഇടത് വശ؋ാണ്, എؗാൽ xdy dx x xy 
അത് െസׯന്റ് ന്െറ െഡറിേവئീവ് ആണ്, അത് ൈسഡിെല അടു؋ ഡിസ്േ؛യാണ് , തീർ׺യായുംy x 

ൽ നി്ؗ ൽ ആയിരിുׯം.  അത് ടാൻ ആണ്, അതിനാൽ 3.8 സമവാകّ؋ിന് എ്ؓ secant x- sine x- x 
സംഭവിു׺, ഇത് െസׯന്റിന്െറ േല്ׯ പരിവർ؋നം െചإെؚ؂ു, ഇത് െസׯന്റ് ന്െറ y ddx y x ddx 
ആയി പരിണമിു׺, സമْഗമായ സമവാകّം 3.8 ന്െറ െകാ؇് ഗുണി׺തിന് േശഷം 3.8 അവസാനം px dx x 
ْപദർശിؚി׺ എؗ െസׯന്റിേല്ׯ േപാകുؗു സമം ടാൻ ലളിതമായി സംേയാജിؚിുׯക, d dx xy x 
അതിനാൽ െസׯന്റ് ഇന്റْഗൽ ടാൻ ന് തുലّമായിരിുׯം, ഇേؚാൾ നأൾ ഏകീകരണ؋ിന്െറ y x x 
 ൾ x x׹സ് സി ആണ് നൽേക؇ത് , തുടർ്ؗ നി؛ ന്റ്ׯം ഇന്റْഗൽ ടാൻ എؗത് േലാഗ് െസ׸ിരാر

ഐെസാേല്ئ െചുإകയും േകാസ് ന് യുെട എഴുതുകയും െചുؗുإ യുെട yx x y y secant x plus c 
േലാഗിേല്ׯ, അത് എളുؚമുت സംേയാജന׹ൾ എളുؚമായിരുؗു കൂടാെത നി׹ൾ pxdx 
സംേയാജിؚിുׯേآാൾ ആദّ ഘ؋؂ിൽ ഏകീകരണ؋ിന്െറ رിരാ׸ം എവിെടയാണ് നി׹ൾ 
അവഗണിؗുׯെത്ؗ നിരീײിുׯക , അؓിമ ഏകീകരണം  വലത് വശം ഉൾെؚടു؋ി ഞ׹ൾ 
നിർجഹിؗുׯത് സംേയാജന؋ിന്െറ رിരാ؋׸ിൽ എറിയുؗ ആണ്, അതിനാൽ qx 3.9 
ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ؋ിന്െറ പരിഹാരമാണിത്, 2011 ൽ ْപതّײെؚ؂ ഒരു ഉദാഹരണം എടുׯാം . 
േപؚറിൽ ഞാൻ േചാദّം െചറുതായി തിരി്׺ എഴുതിയി؂ു؇്. െനാേ؂ഷനും ഒരു പരിധിവെര മാئി, 
അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഇവിെട െചؗുإ കാരّ׹ളുമായി ഇത് സമനٔയ؋ിലാണ്, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ 
നൽകിയിരിؗുׯത് യഥാർ، േപؚറിൽ എ്ؗ പറയുؗ ഓؚൺ ഇന്റർെവൽ 0 ഇൻഫിനിئിയിെല y 
തുടർ׺യായ ْപവർ؋നമാണ് നി׹ൾ്ׯ നൽകിയിരിؗുׯത്  ഒരു ഡിഫറൻഷّബിൾ ഫംഗ് ഷൻ y 
എؗത് ഓؚൺ ഇന്റർെവൽ  ഇൻഫിനിئിയിൽ നിർവചി׺ിരിؗുׯ ഒരു തുടർ׺യായ ഫംഗ് ഷനാണ്, 0
മാْതമب ഇത് എؓാണ് ഇന്റْഗൽ അർ،വ؋ായത്, കാരണം തുടർ׺യായതിനാൽ, നി׹ൾ y 
ഏെത׸ിലും തുടർ׺യായ ഫംഗ് ഷൻ എടുുׯകയാെണ׸ിൽ  മുതൽ വെരയുت ചിصം g 1 xyt dt 
ഇേؚാൾ തികു׺ം അർ،വ؋ാണ്. ന്െറയും നി׹ൾ 1 മുതൽ വെരയുت ഒരു തുടർ׺യായ x x 
ഫംഗ് ഷന്െറ ഇന്റْഗൽ കണׯാׯിയാൽ ഫലം ഒരു ഡിഫറൻഷّബിൾ ഫംഗ് ഷനായിരിുׯം, അതിനാൽ

 മുതൽ വെരയുت ഇന്റْഗൽ െറസ് പ് ഉപേയാഗി്׺ േവർതിരിׯാനാകും മുതൽ 1 x gt dt ect x 
വെരയുت െഡറിേവئീവ് എؓാണ്, െഡറിേവئീവ് ന്െറ ആകും, അതാണ് കാൽുׯലസിന്െറ x g 
അടിرാന സിؑാؓമായ കാൽുׯലസിന്െറ അടിرാന സിؑാؓം, അതിനാൽ 3.10 ന്െറ ഇടത് വശം 1 
മുതൽ വെരയുت തുടർ׺യായ ْപവർ؋ന؋ിന്െറ അവിഭാജّമാണ്. 3.10 ന്െറ ഇടത് വശം x 
യാْؓികമായി വّതّാസെؚടു؋ാവുؗ ഒരു ഫംഗ് ഷനാണ്, അതിനാൽ  ന്െറ ഇടത് വശം 3.10
വّതُّമٝാണ്, അതിനാൽ വലത് വശവും വّതُّമٝാണ് , വലതുവശتു؋ കّൂ്ٛن പദവും x 
വّװമായും വّതّാസെؚ؂ിരിുؗുׯ, അതിനാൽ ആദّ പദം 3 വّതُّമٝാണ്, അതിനാൽ xyx y  x 
വّതّസ് തമാണ്, അതിനാൽ ഒരു ْപശ് നവുമിب, അതിനാൽ വّതُّമٝാണ് എ്ؗ നി׹ൾ yx 
അനുമാന؋ിൽ പറേയ؇തിب, ന്െറ തുടർ׺യായാണ് എ്ؗ പറ؁ാൽ മതി, കാരണം സമവാകّം x y 

െയ വّതിരിװമാׯാൻ േْപരിؚിുׯം, ഞ׹ൾ ബഹുമാനേ؋ാെട 3.10 േവർതിരിׯണം . 3.10 y x 
േല്ׯ, കാൽുׯലസിന്െറ അടിرാന സിؑാؓ؋ിേല്ׯ ആകർഷിുׯക , ഇടത് വശം ന്െറ 6 മട്׹ x 

ആയി മാറുؗു, ഇടത് വശം ന്െറ 6 മട്׹ ആയി മാറുؗു 3.10 ന്െറ ൈക വശം നി׹ൾ്ׯ നിരവധി y x y 
പദ׹ൾ ലഭിുׯം, നി׹ൾ ഉൽؚؗ നിയമം ഉപേയാഗി്׺ േവർതിരിുׯകയും കّൂ്ٛن േടം 3xy x x 
േവർതിരിുׯകയും െചുإം, എؓാണ് സംഭവിؗുׯെത്ؗ നി׹ൾ്ׯ ഒരു ഡിഫറൻഷّൽ ഇേകٔഷൻ 
േനാ؂ീസ് ലഭിുׯം , 3.10-ൽ നി׹ൾ ഒരു ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം നിർأിׯാൻ േപാകുؗുെവ്ؗ ഞാൻ
നി׹േളാട് പറ؁ു. ഇവിെട ഇത് ന്െറ ൈْപം ആണ് ൈമനസ് ന് തുലّം ആണ് ഇത് ന്െറ x y x y x x p 

ന്െറ ന്െറ േരഖീയ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം ആണ് ന്െറ ന്െറ ൈമനസ് 1 ന് ന് p p x p x xx xx px dx
ആണ് ൈമനസ് േലാഗിന്െറ ൈമനസ് േലാഗ് ആണ്  ന് ഒؗിൽ ശരിയാണ്, അതിനാൽ നأൾ xx x x-
ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّെ؋ ന്െറ 2-ൽ 1 െകാ؇് ഗുണിׯണം. ഘ؂ം 1-ന് മുകളിലാണ്. ഘ؂ം 1-ന് x-
മുകളിലാണ്. ഘ؂ം 1 -ൽ ഇൻറْഗൽ ന്െറ ൈമനസ് േലാഗ് കംപّൂ؂ിംഗ് ന്െറ ന്െറ ന്െറ 1-ന്px dx- x- x- x- x-
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ന്െറ 2-ന്െറ ഗുണനം  ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം നി׹ൾ്ׯ ഇേؚാൾ ലഭി׺െതؓും, അതായത് x-
ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّെ؋ ന് 1 െകാ؇് ഗുണിുׯക, ൈْപം ൈമനസ് ന് 1 എؗ x x xy x y 
ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ؋ിന് എ്ؓ സംഭവിുׯം , അത് ന് ന് 3.11 ന്െറ െഡറിേവئീവ് ആണ്.  x x ddx x
 ഇടത് വശം വലത് വശം 1 ആകും, കാരണം നി׹ൾ്ׯ ഒരു ഉ؇ായിരുؗു, നി׹ൾ േനׯാൾ 1 x x-
െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ വലതുഭാഗം 1 ആയി؋ീർؗു. അതിനാൽ 3.11 നിَളٕ׸മായി കാണെؚടുؗ ഒരു 
സമവാകّമാണ്, നി׹ൾ 1 മുതൽ 2 വെര 3.11 സമനٔയിؚിׯണം 2 ന്െറ യുെട മൂലّ؋ിനായി േചാദّം y 
നി׹േളാട് എؓാണ് േചാദിؗുׯത്, അതിനാൽ നി׹ൾ 3.10 സമവാകّ؋ിൽ ഉുئേനാുׯകയാെണ׸ിൽ,
3.10 സമവാകّ؋ിൽ ഉുئേനാുׯകയാെണ׸ിൽ ന്െറ ഒരു ْപേതّക മൂലّമു؇്, അത് വളെര x 
രസകരമാണ്, അതായത് തുലّമാണ്  1. നി׹ൾ 3.10ൽ 1 ന് തുലّമായി ഇ؂ാൽ ഇടത് വശ്؋ എ്ؓ x x 
സംഭവിുׯം ഇടതു വശം േനെര പൂജّമാകും , വലതുവശ്؋ സംഭവിؗുׯത് പൂജّമാകും, വലതുവശ്؋ 
മൂ്ؗ ൈമനസ് ഒ്ؗ, മൂ്ؗ ൈമനസ് ഒ്ؗ പൂജّമാണ്.  അതിനാൽ ആണ്, അതിനാൽ y y y 1 3 x 1 y 
ആയിരിുׯേآാൾ 1 3 ആണ്, അതിനാൽ നി׹ൾ്1 ׯ ന്െറ ْപാരംഭ വّവرകൾ ന് തുലّമാണ്. y 1 3 
അതിനാൽ ഒؗായിരിുׯേآാൾ യുെട മൂലّം മൂؗിെലാ്ؗ ആയിരിുׯം  ര؇ാണ്, അതിനാൽ x y x 
നി׹ൾ എؓാണ് െചേإ؇ത്, ഒؗിൽ നി്ؗ മൂ്ؗ േപായിന്റ് ഒ്ؗ സമനٔയിؚിׯണം നി׹ൾ 3.11 1 
മുതൽ 2 വെര സംേയാജിؚി്׺ നി׹ൾ്2 ׯ ന്െറ 2 ൈമനസ് ന്െറ 1 ന്െറ 1 ന് തുലّമായി y 1 
ലഭിുׯകയാെണ׸ിൽ, അതിൽ നി്ؗ നി׹ൾ്ׯ  ന്െറ യുെട മൂലّം ലഭിുׯം, അത് ْപശ് നം 2 y 
പൂർ؋ിയാുׯേآാൾ ഇത് വളെര എളുؚമുت ْപശ് നമാണ്, നമു്ׯ നീ׹ാം  അടു؋ ْപٍ؋٠ിേല്ׯ 
വീ؇ും ഞാൻ 2014-ൽ േപؚറിൽ വؗ ഒരു േചാദّം എടു؋ിരുؗു  ْപാരംഭ വّവرകൾ നി׹ൾ്ׯ je 
നൽകിയിരിؗുׯത് 0 യുെട ആണ്, കൂടാെത ഈ ْപേതّക ْപാരംഭ അവرയുമായുت ഈ y 
ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ؋ിന്െറ പരിഹാരം എ്ؗ സൂചിؚി2 ുؗുׯ വഴി 3 ൈബ റൂ؂് 2 വെര. fx 
അതിനാൽ േചാദّം നി׹േളാട് േചാദിؗുׯത് പരിഹാര؋ിനب, ഒരു നിحിത ഇടേവളയിൽ 
പരിഹാര؋ിന്െറ സമْഗതയ്ׯായി വീ؇ും 3.12 ഒരു ലീനിയർ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّമാണ്, ഇത് ഒരു 
ലീനിയർ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّമാണ് ന്െറ യുെട എؓാണ്? േമൽ ചതുരം ൈമനസ് 1. x xp p x x 
ചില സാഹചരّ׹ളിൽ നി׹ളുെട ലീനിയർ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം 3.12 എؗ രൂപ؋ിൽ നൽകിب 
എؗത് ഓർുׯക പവർ 4 ؛സ് 2 ന് തുലّമായ ന് ؛സ് ആയി 1 ൈമനസ് സ്കٔയർ റൂ؂് െകാ؇് x x dx xy 
ഗുണി׺ാൽ 1 ൈമനസ് സ്കٔയർ , x 
അ׹െനയാെണ׸ിൽ, നി׹ൾ ഈ ْപശ് ന׹ൾ െചുإേآാൾ യുെട ഗുണകം െകാ؇് ഹരിׯണം . dy dx 
ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം എഴുതുؗത് ْപധാനമാണ് , േഫാം ന്െറ ؛സ് ന് തുലّമാണ് dy dx py q 
കൂടാെത െയ പദമുപേയാഗി്׺ ഒئെؚടുു؋ക, അതിനാൽ അത് ആദّം ഉം ഉം എؗ dy dx dx- py- q 
േഫാമിൽ എഴുതണം  ഇതിനകം ആ രൂപ؋ിലാണ്, അതിനാൽ ന്െറ എؓാണ് സ് കٔയർ 3.12 x p x 
ൈമനസ്  ശരി സ് കٔയർ ൈമനസ്  ആണ്. അതിനാൽ ന്െറ അവിഭാജّമാണ് 1 x x 1 p x pxdx pxdx, 
അതിനാൽ നമു്ׯ ഇന്റْഗൽ കണׯാേׯ؇തു؇്, അതിനാൽ ഞാൻ ഇത് കുറ്׺ വّതُّമٝായ pxdx 
രൂപ؋ിലാണ് എഴുതിയത്.  വّװമായ കാരണ׹ളാൽ 2 െകാ؇് ഗുണിുׯകയും ഹരിുׯകയും 
െചുؗുإ, വّװമായ കാരണ׹ളാൽ ഞാൻ നّൂമേറئറിന്െറയും ഡിേനാമിേനئറിന്െറയും അടയാളം 
വീ؇ും മാുؗുئ, നുأെട ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം ൈമനസ് 1 മുതൽ 1 വെരയുت ഇടേവളയിലാണ് 
നിർവചി׺ിരിؗുׯെത്ؗ ഓർുׯക, അതിനാൽ മുതൽ 1 വെരയുت േْശണികൾ. ഞ׹ൾ x -1 
ൈമനസ് െന 1 ൈമനസ് ചതുര؋ിൽ സംേയാജിؚിുؗുׯ, ഇന്റْഗൽ േലാഗ് േമാഡ് 1 ൈമനസ് 2x dx- x x
സ്കٔയർ ആണ്, പിെؗ വീ؇ും േമാഡ് ഇേട؇തിب, കാരണം മുതൽ 1 വെര ْപവർ؋ിുׯേآാൾ 1 x -1 
ൈമനസ് ചതുരം േപാസിئീവ് ആണ്. അതിനാൽ ഇന്റْഗൽ പകുതിയാണ്.  േലാഗ് 1 ൈമനസ് x px dx x 
സ്കٔയർ, അതിനാൽ നأൾ ഇന്റْഗൽ ന്െറ അെ׸بിൽ പവർ ഇന്റْഗൽ േല്ׯ pxdx x e pxdx 
എؓാണ് കണׯാേׯ؇ത്, എؓാണ് പവർ ഹാഫ് േലാഗ് 1 ൈമനസ് ചതുരം എؓാണ് പവർ ഹാഫ്e x e 
േലാഗ് 1 ൈമനസ് സ്കٔയർ സ്കٔയർ റൂ؂് 1  ൈമനസ് സ്കٔയർ അതാണ് നി׹ൾ കാണുؗത് x x 
ഇന്റْഗൽ ന്െറ അടു؋ ൈسഡ് ൈമനസ് ചതുര؋ിന്െറ വർ״മൂല؋ിന് തുലّമാണ്, px dx x 1 x 
നأൾ ഇേؚാൾ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّെ1 ؋ ൈമനസ് ചതുര؋ിന്െറ വർ״മൂല؋ാൽ x 
ഗുണിׯണം, ഇടത് വശം എبായ്േؚാഴും ഒരു കൃതّമായ െഡറിേവئീവും സമവാകّ؋ിന്െറ വലത് 
വശവും ആകും 3.12 നി׹ൾ 1 ൈമനസ് ചതുര؋ിന്െറ വർ״മൂല؋ാൽ ഗുണി׺തിനാൽ 1-ന് x 
മുകളിലുت റൂ؂് ൈമനസ് വർ״ം ഇبാതാകും , കൂടാെത നി׹ൾ്ׯ ൽ 4-നും 2 നും ഇടമു؇്, x 1 x x- x-
അതിനാൽ ഇടത് വശം ഒരു കൃതّമായ െഡറിേവئീവ് ആയി മാറിയിരിുؗുׯ. ഈ സമവാകّം 0 മുതൽ x 
വെര സംേയാജിؚിׯണം, അതിനാൽ കാൽുׯലസിന്െറ അടിرാന സിؑാؓം ഉപേയാഗിുׯക അത് 1
ന്െറ വർ״മൂല؋ിേല്0 ׯ യുെട റൂ؂് 1 ൈമനസ് സ്കٔയർ ൈമനസ് ൈമനസ് ആയിരിുׯം, y x y 
എؗാൽ 0 ന്െറ ആണ്, 0 ന്െറ എؗത് 0 ആെണ്ؗ ഓർുׯക. 0-ൽ നി്ؗ വരുؗ പദം 0 ആയി y 0 y 
മാറും. അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ റൂ؂് 1 ൈമനസ് ചതുരം 0-ന്െറ ന് തുലّവും ഇന്റْഗൽ 0-ൽ നി്ؗ x x f-

ന്െറ പവർ 4-നും 2 0-ന്െറ 0-ഉം ലഭിുׯം. അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ േല്ׯ ലഭിുׯം.  പവർ xt- t dt f - x-
5-ൽ 5 ؛സ് സ്കٔയർ അതിനുേശഷം നി׹ൾ 1 മിനിئിന്െറ സ്കٔയർ റൂ؂് െകാ؇് ഹരിുׯം  x sx 
സ് കٔയർ തീർ׺യായും നി׹ൾ  ൈമനസ് സ് കٔയർ എؗ സ് കٔയർ റൂ؂് െകാ؇് ഹരിׯാൻ 1 x 
േപാകുകയാണ്, എؗാൽ നി׹ൾ്ׯ ര؇് പദ׹ൾ ലഭിുׯെമ്ؗ ْശؑിുׯക ഒരു േടം ഒരു വിചിْതമായ 
ഫംഗ് ഷൻ ആണ്, മേئ േടം പവറിേലتുׯ എؗ ഇര؂ ഫംഗ് ഷനായിരിുׯം ൈമനസ് റൂ؂്  ൈബ x 3 2 
മുതൽ റൂ؂്  ൈബ  വെര ഒئ ഫംഗ് ഷൻ സംേയാജിؚിുׯേآാൾ  ഇേؚാൾ ഒരു വിചിْത ഫംഗ് ഷനിേല്3ׯ 2 5
നയിുׯം ഫംഗ് ഷൻ േപാലും  മുതൽ വെരയുتതിന്െറ ഇര؂ി അവിഭാജّമാണ് , നിحിത 0 a 
ഇന്റْഗലുകളുെട ഈ ഗുണവിേശഷതകൾ നി׹ൾׯറിയാം, അതിനാൽ ഞ׹ൾ അത് ഉപേയാഗിׯണം, 
അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ  മുതൽ റൂ؂്  വെര ചതുരْശ വെരയുت  ൈമനസ് സ് കٔയർ സ് കٔയർ0 3 2 x dx 1 x 
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റൂ؂ിൽ മാْതേമ ഇന്റْഗൽ ലഭി2  .ൂׯ എറി؁ത് ഈ അവിഭാജّെ؋ േനരിടാനുت ഏئവും എളുؚമുت 
മാർ״ം ൈസൻ തീئയ് ്ׯ തുലّമാണ്, തുടർ്ؗ േകാസ് തീئ ഡി തീئയാണ് ഡിേനാമിേനئർ േകാസ് dx 
തീئയാണ്, േകാസ് തീئ േടം റؐാׯിയാൽ നി׹ൾ്ׯ  ൈസൻ സ് കٔയർ തീئ ലഭിുׯം.  തീئ എْത 2 d 
സൗകരّْപദമാണ് 2 ൈസൻ സ്കٔയർ തീ1 ئ മിനി്ئ  നി׹ൾ്ׯ എളുؚ؋ിൽ us cosine 2 theta, 
സംേയാജിؚിׯാൻ കഴിയും , ഈ ഇന്റْഗലിന്െറ മൂലّം കണׯാؗുׯതിനുت ആദّ വّായാമമാണിത്, 
അതിനാൽ ْപٍ׹٠ൾ വളെര ലളിതമാണ് , കുഴؚമിب എ്ؗ േതാؗുؗു, നമു്ׯ അടു؋ ْപٍ٠ം g j 2016 
േപؚർ ഒؗിേല്ׯ േപാകാം, അതിനാൽ ചില െനാേ؂ഷണൽ മാ׹ئേളാെട ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം 0 
അനؓതയിൽ നൽകിയിരിുؗുׯ , അത് ൈْപം 2 ൈമനസ് ന്െറ ന് എ്ؗ വായിുؗുׯ, y y x- x 
ൈമനസ് ന് ഇടത് വശ്؋ െകാ؇ുവരണെമ്ؗ ഓർأിുׯക ആദّം െചേإ؇ത്, ഞാൻ ഇതിനകം yx x 
തെؗ െചᅃٝു, പരിഹാര ْപْകിയയിൽ ഞാൻ ആദّം െചᅃٝത് ന് േമലുت ഇടത് വശേׯ്؋ x yx 
െകാ؇ുവരിക എؗതാണ് , കൂടാെത ന്െറ ഉം ഇന്റْഗൽ ഉം ആെണ്ؗ നി׹ൾ്ׯ x p 1 x px dx 
കാണാൻ കഴിയും േലാഗ് ന്െറ ഉം ഉം ആണ് അതിനാൽ നി׹ൾ ഡിഫറൻഷّൽ x x x x x 
സമവാകّെ؋ െകാ؇് ഗുണിׯണം , ഇടത് വശം ഒരു കൃതّമായ െഡറിേവئീവ് ആയി മാറുؗു , ഇത് x x
ന്െറ െഡറിേവئീവ് ആണ് ന്െറ ആയി ന്െറ വലത് വശം തീർ׺യായും ശരിയാണ്, അതിനാൽ x y x 2x 
ഇേؚാൾ ْപാരംഭ വّവر ഇب  പദ׹ൾ ശരിയാണ്, അതിനാൽ നമു്0 ׯ അനؓതയിൽ സൗകരّْപദമായ 
ചില േപായിന്റ് എടുׯാം എ്ؗ പറയാം . യഥാർ، സംഖّ യുെട ഈ സമവാകّം ലഭിു׺, xy ddx 
അതിനാൽ ഞ׹ൾ്ׯ യുെട എؗ സമവാകّം ന് തുലّമാണ്  1 ന്െറ ആണ് അേؚാൾ xy ddx 2x a 
നി׹ൾ്ׯ എؓാണ് ലഭിؗുׯത് ന്െറ മുതൽ വെരയുت ഒരു ؛സ് ഇന്റْഗൽ ന് x xy 1 x 2x dx 
തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് സ്കٔയർ ൈമനസ് 1 ആണ്. അതിനാൽ അവസാന ഡിസ്േ؛ നി׹ൾ്ׯ x x 
ന്െറ നൽകുؗു, ന് ചതുരം ൈമനസ് 1 ആയിരിുׯം അതിനാൽ നി׹ൾ െകാ؇് ഹരി׺ാൽy x x x x x 
നി׹ൾ്ׯ ന്െറ ന് തുലّമായ ന് ؛സ് ൈമനസ് 1 ന് തുലّമായത് എؓാണ് ലഭിുׯക , തുടർ്ؗ x y x x x 

ന്െറ ൈْപം ന്െറ ന് 1 ന്െറ യുെട 1 ന്െറ ൈْപം പരിധി കണׯാؗുׯത് തുടരുക x xx y x xxy xxy y 
ൈسഡിെല അവസാനെ؋ ഡിസ്േ؛, നി׹ൾ ഈ പരിധികൾ കണׯാׯാനും േചാദّ؋ിന് ഉ؋രം 
നൽകാനും ഞാൻ ആْഗഹിുؗുׯ , എ׸ിൽ ْശؑിുׯക  ന് തുലّമാണ്, തുടർ്ؗ വലത് വശം a 1 x 
ചതുര؋ിന് തുലّമായ വലത് ലളിതമാുؗുׯ , സംഭവിുׯകയാെണ׸ിൽ അത് 1 ആയി xyx a 
മാറുകയും റؐാുׯകയും െചുإം , മറുവശ്؋ അെ׸بിൽ ന് തുലّമായ ന്െറ നി׹ൾ്ׯ x a x x y 
ലഭിുׯം  1 പിെؗ, ന് തുലّമെ׸بിൽ എ്ؓ സംഭവിുׯം, പിെؗ ന്െറ ൈമനസ് 1 ന് ؛സ് a 1 x y x x 
ന്െറ ؛സ് േടം ഒരു ْപٍ٠മب, കാരണം അത് 0 മുതൽ 2 വെര പരിമിതെؚടുു؋ം എؗാൽ ഒരു ൈമനസ് 1 x 
ന് എ്ؓ സംഭവിുׯം  അതിേല്ׯ േല്ׯ േപാകുേآാൾ േല്ׯ േപാകുേآാൾ അത് ഒؗുകിൽ x x 0 x 0 
 ്׺ിന്െറ അടയാളം അനുസരി؋ിൽ അത് ൈമനസ് 1 എؗ പദ׸بേപാകും അെ ׯസ് അനؓതയിേല്؛
ൈമനസ് അനؓതയിേല്ׯ േപാകും. അതിനാൽ നി׹ൾ യഥാർ، േപؚറിെല േചാദّം േനാׯിയാൽ 
അത് പറയുؗു  എഫ് ഒؗിന് തുലّമب, അത് ഒؗിന് തുലّമب, യഥാർ، േചാദّേപؚറിൽ 
എؓുെകാ؇ാണ് ആ അപവാദം വരു؋ിയെത്ؗ ഇേؚാൾ നി׹ൾ്ׯ മനشിലായി, അതിനാലാണ് ഈ 
ൈسഡിൽ ഞാൻ ഇത് ഒരു കമന്റായി എഴുതിയത് 1 ന് തുലّമായ പരിഹാരം  0 മുതൽ 2 വെര 
പരിമിതെؚടു؋ിയിരിുؗുׯ , അبാ؋പײം 0-െന സമീപിുׯേآാൾ പരിഹാരം x 
പരിധിയിبാ؋തായി؋ീരുؗു . വّതّാസ؋ിനായി അടു؋ േചാദّം എടുുׯക ؛സ് 2 ന്െറ dx xy 
ശാശٔത സമവാകّം പവർ ൈമനസ് 2 ؛സ് ചതുര؋ിന് തുലّമാണ്, എبാ പരിഹാര׹ൾുׯം e x 1 x 
ഒരു പരിധിയുെ؇ؗത് ശരിയാേണാ , ന് ؛സ് അനؓതയിേലتുׯ ْപവണത കാരണം എبാ x 
പരിഹാര׹ൾുׯം ഒരു പരിധിയുെ؇ؗത് ശരിയാേണാ, നി׹ൾ ഇത് എ׹െന െചുإം ഇത് ഒരു േരഖീയ 
ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം എؓാണ് എؓാണ് ഇന്റْഗൽ സ്കٔയർ , px 2x px dx x e to the power 

എؗത് പവർ ചതുരം ആണ് , അതിനാൽ നി׹ൾ എؓാണ് െചإാൻ േപാകുؗത്, integral px dx e e x 
നി׹ൾ എؓാണ് െചإാൻ േപാകുؗത്, നി׹ൾ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّെ؋ പവർ ചതുരം e x 
െകാ؇് ഗുണിׯാൻ േപാകുؗു.  ' ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّെ؋ ൽ നി്ؗ പവർ സ്കٔയറിേല്ׯ e- x 
ഗുണിׯാൻ േപാകുؗു , നി׹ൾ ഇടതുവശെ؋ പവർ സ്കٔയറിേല്ׯ നി׹ളുെട ലഭിׯാൻ x d dx 
േപാകുؗു, അതിനാൽ ഈ ْപٍ٠ം എ׹െന െചإാെമ്ؗ േനാׯാം, അതിനാൽ ഇത് നൽകിയിരിؗുׯ 
ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّമാണ് ؛സ് എؗത് പവർ ൈമനസ് സ് കٔയർ  ؛സ് dy  dx 2 xy 2 x 1 x 
സ് കٔയറിന് തുലّമാണ്, ഇത് ഒരു ലീനിയർ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّമാണ് നി׹ളുെട എؓാണ് px px 

ഇന്റْഗൽ ആണ് സ് കٔയർ അതിനാൽ ഇന്റْഗൽ ന്െറ എക് സ് േപാണൻഷّൽ ആണ് 2x px dx x px dx x
സ് കٔയർ എؓിന്െറ എക് സ് േപാണൻഷّൽ  അടു؋ ഘ؂ം ഗുണിുׯക എؗ പവർ th e x 
സ്കٔയറിേല്ׯ ഇ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം 
അ׹െന െചᅃٝാൽ നമു്ׯ എؓാണ് ലഭിׯാൻ േപാകുؗത്, നമു്ׯ സമവാകّം 3.14 ൈْപം ഇടത് വശം 
ലഭിുׯം, എبായ്േؚാഴും എؗേപാെല 3.4 ന്െറ ഇടത് വശം െകാ؇് ഗുണി׺തിന് േശഷം ഒരു കൃതّമായe 
െഡറിേവئീവ് ആയി മാറും. പവർ സ് കٔയർ നി׹ളുെട പവർ സ് കٔയറിേല്ׯ ആയി മാറും , x x d dx 
വലത് വശ്؋ എ്ؓ സംഭവിുׯം, വലത് വശം തീർ׺യായും പവർ ൈമനസ് സ് കٔയർ  ؛സ് x 1 x 
സ് കٔയറിേല്ׯ ആയി മാറുؗു , അടു؋ ഘ؂ം എؓായിരിുׯം   ൈْപം സംേയാജിؚിׯാൻ, e 3.14
അതിനാൽ ഞ׹ൾ്ׯ ര؇് വശ׹ളും സംേയാജിؚിׯാൻ കഴിയും, പേײ ഒരു െചറിയ ْപٍ٠മു؇് , 
വലതുവശتു؋ ഇന്റْഗൽ അട׺ രൂപ؋ിൽ കണׯാׯാൻ കഴിയിب വّװമായി പറ؁ാൽ, നأൾ 
എؓാണ് െചേإ؇ത് , കൃതّമായ ഇന്റْഗലുകൾׯായി നമു്ׯ തീർؚാേׯ؇തു؇്, അْതേയയുൂت, 
നമു്ׯ െചإാൻ കഴിയുؗത് കൃതّമായ ഇന്റْഗലുകൾ ഉപേയാഗിׯണം, അതിനാൽ നമു്ׯ 
ഇനിؚറയുؗവ െചإാം 3.14 എؗ സമവാകّ؋ിന്െറ ര؇് വശ׹ളും സംേയാജിؚിׯാം. ഇടേവള pr 

ന് മുകളിൽ, കാൽുׯലസിന്െറ അടിرാന സിؑാؓം നി׹ൾ്ׯ എ്ؓ ലഭിുׯം, നി׹ൾ ഒരു 0x-
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െഡറിേവئീവ് സംേയാജിؚിുׯേآാൾ നി׹ൾ്ׯ എ്ؓ ലഭിുׯം, നി׹ൾ സമനٔയിؚിؗുׯ 
കാൽുׯലസിന്െറ അടിرാന സിؑാؓം  നൽകുക  പവർ സ് കٔയർ െചയ് താൽ നി׹ൾ്ׯ x 
ലഭിؗുׯത് പവർ സ് കٔയർ ൈമനസ് ആയി ലഭിുׯം,  യുെട വലത് വശتു؋ യിെല മൂലّം x 0 0 y 0 
മുതൽ വെരയുت പവർ ൈമനസ് സ് കٔയർ ന്  ؛സ് സ് കٔയർ േല്ׯ അവിഭാജّമാണ്, xe t dt 1 t dt 
കുറ്׺ പുനഃْകമീകരിുׯക  ൈسഡിൽ ْപദർശിؚി׺ിരി3.14 ؗുׯ ഇര؂ ൈْപം സമവാകّമായ 1 ؛സ് t 
സ് കٔയറിന് േമലുت പവർ ൈമനസ് സ് കٔയർ േല്ׯ ൈമനസ് സ് കٔയറിന്െറ t dt x 0 
എക് സ് േപാണൻഷّലും ൈമനസ് സ് കٔയറിന്െറ എക് സ് േപാണൻഷّലും ഇന്റْഗൽ  മുതൽ േല്ׯ x 0 xe 

ന്െറ നി׹ൾ്ׯ നൽകും  ഇേؚാൾ അനؓതയിേല്ׯ േപാകുേآാൾ നأൾ പരിധിയിേല്ׯ x y x 
കടؗുേപാകണം , 3.14 ഇര؂ ൈْപമിന്െറ വലതുവശتു؋ ആദّെ؋ േടം എؓാണ് സംഭവിؗുׯെത്ؗ
േനാׯണം, ഈ ൈسഡിൽ ചുവ്ؚ നിറ؋ിൽ എഴുതിയിരിؗുׯത് 0 ന്െറ ഒരു رിരാ׸വും പവർ y e 
ൈമനസ് ലും ആണ്.  സ്കٔയർ േപാകുؗു  0 േല്ׯ വളെര േവഗ؋ിൽ, അതിനാൽ ഈ പദം 0 യുെട x e 
ആദّ േടം മുതൽ പവർ ൈമനസ് സ്കٔയർ 0 േല്ׯ േപാകുؗു. ഇേؚാൾ നമു്ׯ ര؇ാമെ؋ േടം y x 
േനാׯാം പവർ ൈമനസ് സ്കٔയർ െചᅃٝ ര؇ാമെ؋ േടം എؓാണ് എ്ؗ േനാׯാം. e x xe to xe to 

ന് ഇത് എ്ؓ സംഭവിുׯെമ്ؗ നമു്ׯ േനാׯാം power minus t square dt on 1 plus t square dt e 
പവർ ൈമനസ് സ്കٔയർ എبാ നും 1 ന് കുറേവാ തുലّേമാ ആെണ്ؗ ഞ׹ൾׯറിയാം, എؗാൽ t t 
നി׹ളുെട ഈ സ്കٔയർ എ്ؓ തെؗയായാലും േപാസിئീവ് ആയതിനാൽ ഇ പവർ ൈമനസ് ടി t 
സ്കٔയർ 1 ന് കുറേവാ തുലّേമാ ആണ്, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ എ്ؓ കി؂ും അസമതٔം 0 കുറേവാ 
തുലّേമാ ആണ്  ؛സ് സ് കٔയർ െചയ് താൽ,  ؛സ് സ് കٔയർ  ؛സ് സ് കٔയർ  ؛സ് സ് കٔയർ 1 t 1 d 1 d 1 d 
എؗ പവർ ൈമനസ് സ് കٔയർ യ് ്ׯ എ്ؓ ഇന്റْഗൽ കി؂ും എ്ؗ സമനٔയിؚിുׯക, അത് t dt 
െനഗئീവبാ0 ؋ മുതൽ വെരയുت അവിഭാജّേׯ؋ാൾ കുറേവാ തുലّേമാ ആണ്, എبാവർുׯംx dt 

അവിഭാജّ ഘടകം ന്െറ വിപരീതമാണ്, 1 ؋ാനാകും  ര؇ാമെׯസ് സ് കٔയർ സമനٔയിؚി؛  t x 
എبാവർുׯം അറിയാം ന്െറ ടാൻ വിപരീതം േനׯാൾ കുറവാെണ്ؗ.  മുതൽ വെര 2 x eq- ual pi 
െകാ؇് 2 െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ നമു്ׯ എ്ؓ ലഭിുׯം െകാ؇് 1 ؛സ് വർ״ം േനׯാൾ കുറേവാ dt d pi-
തുലّേമാ പവർ ൈമനസ് സ് കٔയർ പവർ ൈമനസ് സ് കٔയർ വലത് കാരّം പവർ 2 e x 2 e x pi, 2 e 
ൈമനസ് സ് കٔയർ  േല്ׯ േപാകുؗു, x 0
അ׹െന സാൻഡ് വി്׺ സിؑാؓം വഴി മധّ؋ിലുت അവിഭാജّ പദവും േപാകുؗു   േല്ׯ ഞ׹ളുെട 0
േജാലി പൂർ؋ിയായി, അതായത് 3.14 ഇര؂ ൈْപമിന്െറ വലതുവശتു؋ ര؇് പദ׹ളും x 
അനؓതയിേല്ׯ േപാകുേآാൾ 0 േല്ׯ േപാകുക, കൂടാെത ഞ׹ൾ ഉؗയി׺ േചാദّ؋ിന് ഉ؋രം 
നൽകി , എبാ പരിഹാര׹ൾുׯം ْപവണതയനുസരി്׺ ഒരു പരിധിയുെ؇ؗത് ശരിയാേണാ  അനؓതx 
അെത മാْതമب , ആ പരിധി പൂജّമായിരിׯണം എ്ؗ മാْതമب, എبാ പരിഹാര׹ളും യഥാർ،؋ിൽ 
പൂജّ؋ിേല്ׯ േപാകും, അനؓതയിേലتുׯ പ    രവണതയാണ്, അവിഭാജّ׹ൾ വّװമായി x 
കണׯാׯാൻ കഴിയാ؋ ഒരു ഘ؋؂ിൽ നാം എ؋ിയിരിുؗുׯ എؗ അറിയി്ؚ ഞ׹ൾ സ   ഥാപിു׺. 
പവർ ൈമനസ് സ്കٔയർ ന്  ؛സ് സ് കٔയർ  മുതൽ വെര ഈ ഇന്റْഗൽ വّװമായി t dt 1 t 0 x 
കണׯാׯാൻ കഴിയിب, അؓിമ ഉ؋രം ഒരു നിحിത ഇന്റْഗൽ ആയി എഴുതണം , ശരി ഇേؚാൾ 
നമു്ׯ ഈ െബർണൂലി സമവാകّ׹ളിേല്ׯ വരാം, ഇത് ഈ സമവാകّം 3.15 ന്െറ െബർണൂലി 
സമവാകّമാണ്, അത് ൈسഡിൽ ؛സ് ൽ കാണിുؗുׯ. പവർ ന് തുലّമാണ് , ഇത് ലീനിയർ dy dx- dx n 
സമവാകّ؋ിന്െറ ഒരു അട؁ ബؖുവാണ് ഇടേവളയിൽ തുടർ׺യായി തുടരുؗു, എؓാണ് px, qx 
ബؖം, ഞാൻ പറ؁ു , ആെണ׸ിൽ ആദّം െബർണൂലി സമവാകّം ഒരു േരഖീയ n 0 
സമവാകّ؋ിേല്ׯ കുറയ്ׯാൻ േപാകുؗു വലതുഭാഗം ആണ്, ഇത് ഇതിനകം തെؗ ഒരു േരഖീയ qx 
സമവാകّമാണ് , ആെണ׸ിൽ അത് കുറയ്േׯ؇തിب, തുടർ്ؗ ഇടതുവശ്؋ പദവും n 1 qx 
െകാ؇ുവ്ؗ കൂടാെത ൈമനസ് ഉപേയാഗി്׺ എ്ؗ എഴുതുക, 0 ന് തുലّമായ ആയി dx px qx dy y 
എഴുതുക  അത് വീ؇ും ഒരു േരഖീയ സമവാകّമാണ്, അതിനാൽ ഈ ര؇് േകസുകൾ ന് തുലّവും 1 ന് n 
തുലّവും താൽؚരّമിبാ؋താണ്, കാരണം അവ ഇതിനകം തെؗ ലീനിയർ േകസിൽ 
ഉൾെؚടു؋ിയി؂ു؇്, ചർ׺ അവസാനിു׺, അതിനാൽ ചർ׺ മുേؗാ؂് െകാ؇ുേപാകാൻ നമു്ׯ ടി 
അനുമാനിׯാം  എؗത് 0, 1 എؗിവയിൽ നി്ؗ വّതُّമٝാണ്. അതിനാൽ എؗത് 0, 1 hat n n 
എؗിവയിൽ നി്ؗ വّതُّമٝാെണ്ؗ നമു്ׯ അനുമാനിׯാം , അതിനാൽ ഇേؚാൾ നമു്ׯ െകാ؇് y 
പവർ േല്ׯ ഹരി1 ്׺ ന് എؗ പവർ േല്ׯ ലും യും പവർ 1 േല്ׯ ആയി എഴുതാം.  n y ndy dx px y 
ൈമനസ് സമം ന് സമം വലത് വശം ഇേؚാൾ േവർതിരി׺ിരിുؗുׯ , ഞാൻ െയ പവർ 1 n qx qx u 
ൈമനസ് ന് തുലّമായി െവ׺ാൽ 1 3.15 ഒരു ലീനിയർ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّമായി മാറുؗു, അത് n 
എ׹െന സംഭവിുؗുׯെവ്ؗ േനാׯാം െകാ؇് ഹരി׺ാണ് നأൾ െകാ؇് ഹരിؗുׯത്. 3.15 എؗ y y 
ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം 3.15 മുതൽ വെരയുت പവർ , 1-ന് േല്ׯ ഉം യും േചർ്ؗ n y- dx- pxy-

ന്െറ പവർ 1 ൈമനസ് എؗത് ന് തുലّമായ പദെ؋ ചുവؚിൽ േനാുׯേآാൾ എؗത് ന് pxy- n qx- u y-
തുലّമാുׯക  പവർ 1 ൈമനസ് ആയതിനാൽ ൈബ െചയിൻ റൂൾ ഉപേയാഗി1 ്׺ ൈമനസ് n dx dx ny 
മുതൽ പവർ ൈമനസ് േല്ׯ ൈബ എؗതിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ആദّം ْപദർശിؚി׺ n dx dx 
സമവാകّ؋ിെല ചുവ്ؚ നിറ؋ിലുت ര؇് പദ׹ളും ഞ׹ൾ േപാകുؗ ര؇ാമെ؋ സമവാകّ؋ിൽ 
നി്ؗ വّװമായി ْപദർശിؚി׺ സമവാകّവും നി׹ൾ താരതമّം െചുؗുإ ആദّ സമവാകّ؋ിേല്ׯ 
മാئിرാപിؗുׯതിന് , വّതُّമٝായതിന് എ്ؓ സംഭവിുׯം  അടിرാന സമവാകّം ഡിഫറൻഷّൽ 
സമവാകّം 1 ന് 1 ൈമനസ് ആയി ؛സ് ന് തുലّമായി മാറുؗു  1 േല്ׯ , എؗത് 0 ന് n du dx pxu n 
തുലّമെ്ؗب ഞ׹ൾ അനുമാനിുؗുׯ, കാരണം ഈ ര؇് സാഹചരّ׹ളും ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം 
3.15 ഇതിനകം തെؗ േരഖീയമായിരിുׯം , കൂടാെത ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം രൂപാؓരെؚടുേ؋؇ 
ആവശّമിب, അതിനാൽ ഒരു െബർണൂലി സമവാകّെ؋ എ׹െന ഒരു േരഖീയ സമവാകّമാׯി 
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കുറയ്ׯാെമ്ؗ ഞ׹ൾ കാണും ഒؚം ചുവ്ؚ നിറ؋ിലുت ഈ ൈسഡിൽ മുؗറിയി്ؚ വാ്ׯ a  
കാണെؚടുؗു, കാരണം നأൾ െകാ؇് െകാ؇് ഹരി׺ാൽ എؗ പവർ ആണ് ന്െറ എؗത് 0 y y n x y 
അب എ്ؗ ഞ׹ൾ അനുമാനിുؗുׯ, അതിനാൽ േപാസിئീവ് ആെണ׸ിൽ ന്െറ േപാസിئീവ് പവർ n y 
െകാ؇് ഹരി0 .ുؗുׯ ആണ് നأൾ കുഴؚ؋ിലാകാൻ േപാകുؗു, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ന്െറ അ0 ب x y 
എ്ؗ അനുമാനിׯാൻ േപാകുؗു. നി׹ൾ്0 ׯ ന് തുലّമായ യുെട േപാലുت ْപാരംഭ വّവرകൾ y x 
നൽകിയി؂ുെ؇്ؗ കരുതുക, അേؚാൾ ഞ׹ൾ്ׯ ഈ രീതി ഉപേയാഗിׯാൻ കഴിയിب, അതിനാൽ 
നി׹ൾ കാണും െബർണൂലി സമവാകّം എളുؚ؋ിൽ ചുവؚായിരിുׯം  ഒരു േരഖീയ 
സമവാകّ؋ിേല്ׯ മാئി , നമു്ׯ ഒരു ഉദാഹരണെമടുׯാം, യുെട നിَളٕ׸മായി കാണെؚടുؗ dt 
ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം എടുׯാം, െയ 1 ൈമനസ് ആയി 0 യുെട തുലّമب , േവരിയബിളുകൾ y yy 
േവർതിരിؗുׯ രീതി ഉപേയാഗി്׺ അത് പരിഹരിുׯക ൈമനസ് സ്കٔയറിന് തുലّമായ യുെട y y dt 
സമവാകّം എؓാണ്, 0 ന് തുലّമبാ؋ എؗ അവر സ്കٔയർ െകാ؇് ഹരിׯാൻ ഞ׹െള y y 
അനുവദിുؗുׯ, അതിനാൽ നി׹ൾ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം 3.16 െന സ്കٔയർ െകാ؇് ഹരി׺ാൽ y 
നി׹ൾ്ׯ ൈമനസ് ൈْപം സ്കٔയർ ؛സ് 1 െകാ؇് ലഭിുׯം  ന് 1 ന് തുലّമായ ഒരു നب y y y 
നിَളٕ׸മായ സമവാകّമാണ്, അതിനാൽ നി׹ൾ  ന് സമം യ് ്ׯ തുലّമായാൽ  യ് ്ׯ തുലّമാണ്, 1 y u 1
തുടർ്ؗ സ് കٔയറിന്െറ ൈമനസ് ൈْപം ആണ്, അതിനാൽ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം ൈْപം y y dx u 
 ാൻ കഴിയും, കാരണം അെതാരു uإസ് ആയി മാറുؗു  തുലّമായ 1 അതിന്െറ പരിഹാരം ഉടനടി െച؛
ലീനിയർ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّമാണ്, നി׹ൾ ലീനിയർ സമവാകّം പരിഹരിുؗുׯ , നി׹ളുെട u 
എؗത് പവർ ൈമനസ് ന് 1 ؛സ് ന് തുലّമാണ് , അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ നി׹ളുെട ലഭിു׺ x CE u 
അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ നി׹ളുെട  അതിനാൽ നി׹ൾ എസ്  3.16 ഒരു െബർണൂലി സമവാകّമായി y 
മാئി, േവരിയബിളുകൾ േവർതിരിؗുׯ രീതിേയׯാൾ ഇത് വളെര എളുؚമാെണ്ؗ നി׹ൾ എേؗാട് 
േയാജിുׯെമ്ؗ ഞാൻ കരുതുؗു, ഇനിؚറയുؗ ഏകീകൃത സമവാകّ׹ൾ പരിഹരിׯാൻ ര؇് 
വّായാമ׹ൾ കൂടി എടുׯാം 2 ؛സ് സ്കٔയർ ൈമനസ് സ്കٔയർ ൈഡ 0 സമവാകّം 3.17 ന് xydx x y 
തുലّമാണ് െല െബർണൂലി സമവാകّമായി ഇത് പരിഹരിׯാൻ ഞാൻ നി׹േളാട് ആവശّെؚടുؗു , x-
3.17 എؗത് ഒരു ഏകീകൃത സമവാകّമാെണ്ؗ നിരീײിുׯക, 3.17 ഒരു ഏകീകൃത സമവാകّമായി 
എ׹െന പരിഹരിׯണെമ്ؗ നി׹ൾ്ׯ ഇതിനകം അറിയാെമ׸ിലും ഇത് ഒരു ഏകീകൃത 
സമവാകّമായിب؂ , ഒരു െബർണൂലി സമവാകّമായി പരിഹരിׯാൻ ഞാൻ നി׹േളാട് ആവശّെؚടുؗു.
 അത് എ׹െന െചإാെമ്ؗ േനാׯാം , 2 ؛സ് സ്കٔയർ ൈമനസ് സ്കٔയർ ന് തുലّമായ xydx x y dy 0 
സമവാകّം എؓാണ്. അതിനാൽ നമു്ׯ ഇത് ൈബ എؗ രൂപ؋ിൽ എഴുതാം, അതിനാൽ dx dy 
നി׹ൾ ഇത് ൈബ ؛സ് എ്ؗ എഴുതാം. ഇത് 3.17 ന്െറ അേത സമവാകّമാണ്, അതിനാൽ dx dy x x 
ഇതിെന 3.17 ൈْപം എ്ؗ വിളിുؗുׯ, അതിനാൽ ഈ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം െല െബർണൂലി x-
സമവാകّമാെണ്ؗ നി׹ൾ കാണുؗു, ഇതിന് എؗ രൂപമു؇് ؛സ് പി٧عിൽ എؗത് ൈമനസ് dx dy n n 
1 ആെണ׸ിൽ പവർ ന് തുലّമാണ് ഈ സാഹചരّ؋ിൽ, ഈ സമവാകّെ؋ െകാ؇് എؗ n- qyx x n 
പവർ െകാ؇് ഹരി്׺ പവർ 1 ൈമനസ് സമം േല്ׯ ഇടുؗത് എ׹െന പരിഹരിുׯം, തുടർ്ؗ ഇത് x n u 
ഒരു ഏകീകൃത സമവാകّ׹ളായി പരിഹരിؗുׯതിേനׯാൾ എളുؚമാെണ്ؗ നി׹ൾ കരുതുؗുേ؇ാ?
3.17 ര؇് വഴികളിലൂെടയും പരിഹരിുׯക, നി׹ൾ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം ؛സ് 2 ടാൻ dy dx x y 
ഉപേയാഗി്׺ പരിഹരിുׯക, െസׯന്റ് േല്ׯ ഇ മുതൽ പവർ ൈമനസ് സ്കٔയർ, ഓ, ഇത് അൽؚം y x 
ഭയാനകമാെണ്ؗ േതാؗുؗു , പേײ നി׹ൾ ഗുണി׺ാൽ അത് നിരീײിുׯക  വഴി cos y 
എെؓ׸ിലും സംഭവിുؗുׯ, അതിനാൽ ന്െറ സമവാകّം എؗത് പവർ ൈമനസ് dx dy 2 x tan y x 
സ് കٔയറിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ നിർേؐശി׺തിെന െകാ؇് ഗുണിുׯേآാൾ എؓാണ് cos y 
സംഭവിؗുׯത് െകാ؇് െകാ؇് ഗുണിുׯേآാൾ നി׹ൾ്ׯ ഈ പദം ചുവ്ؚ ൽ ലഭിുׯം  cos cos- ydy 

 നി്ؗ ആയി മാറുؗു, by dx x tan y cos y sine y , secant y cos y 1 ؋സ് 2 വലത് വശ്؛
നി׹ൾ്ׯ സമവാകّം 3.18 ൈْപം ലഭിുؗുׯ, ഇേؚാൾ നമു്ׯ സമം എ്ؗ ഇടാം, തുടർ്ؗ sine y u dx 

െകാ؇് എؗത് ആണ്  അതിനാൽ ന്െറ എؗ പദവും ഉ؇് 3.18 du dx cos ydy by dx dx cos ydy 
ൈْപം എؗ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ؋ിന് എ്ؓ സംഭവിുׯം, അത് ؛സ് 2 ന്െറ പവർ ൈമനസ് dx xu 

സ്കٔയറിന് തുലّമായ എؗ ലീനിയർ സമവാകّമായി മാറുؗു, ആ സമവാകّം എ׹െന x e 
ൈകകാരّം െചإണെമ്ؗ നി׹ൾׯറിയാം, ഇത് ഒരു ലീനിയർ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّമാണ്, 
ശരിയാണ്  അതിനാൽ ഈ ൈسഡിലൂെട ഞാൻ ഇؗെ؋ ْപഭാഷണ׹ൾ നിർു؋െമ്ؗ ഞാൻ 
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