
అవకలన సࠬకరހల߯ ఈ ऴߖࡹށࢩ ఆరవ ఉపߕङ छࣃ ړߖࣃ గతం,
ల అధङހయ సࠬకరޓ܉స ࠭࠲ బܽदڒ యߖߕऒ फࣃڵࣃనڜ  ࠭࠲ ,࠭
ۨవڴࡍࣃࡍ వܽ߭࡯޴दన ۲ట ߘంݟ ۨవ࠭࠲ ڴࡍࣃࡍ 

మ࠾ࡍ అࡓ ߝంݡ ఫంࣾࡱ ߤ ఇۨऐ న అనంޑల ߱࡯క ࡍڷంۨ ࠪ ऱܼ  f g.ݟంڝࣆۯफࡏڷ ߖమݞ
అ޴ߝ కం݄ ࢘గంڴ అనంޔࢂࢗ ړߖޑం޳ࡶ ޳ࡶ ޴ కం݄ ߜమघ f g g f g   ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴ޴

అనంࢂࢗ ړߖޑफం޴ అ޻ సबలం࠭࠲ ࡹ ఈ సమసङ లߖڜ ࡹऒ ంܽߖ గత ࡍࣃ చࡍऐ ంۧ࠭ ڒబܽद
ఈ ࢑షయం߯ మࡗ ఉ޳హరణ ڕࣆޓం޳ం ڒబܽद అనంతం మ࠾ࡍ అవకలన సࠬకరހల ऴకమం

అࠪయకంڴ కߧߖంۯ అవకలన సࠬకరߖހऒ  ۫డం޳ ݟछ ప 1 ࡌ ऱ࣒ d   x dy y࠭࠲ సࠪనం ړ ړ  x
ఈ అవకలన సࠬకరߖހऒ छڒ దܽ࠴  ऴడంࣆ۫ ࡹ ݋फߕऒ ࠭ అం݄  కం݄ ߭దभ޴ మ࠾ࡍ  కం݄ ߭దभ0.޴ y 0

సڒ ࡔబܽद సࠬకరణం 2.
ऒߕफࣆ۫ ࡹ ݭ࠼సऱ ࡏࠬ   छښఈ ࡽࠋࡔప࣊ ࡽࠋయࡍ࢘ ޴ߝఅ ࡏ షڒ ߤబܽद ࠬ11ࡏ

ఏࠫ ڴࠈ ࡹ࠻ۯ అడగవ۪ऐ , అదంࣆ ޑలభం ߗڒ ޶ڒ ఈ ࢐ङ .సࠬకరణం 2 ߘలࠪ࠻
भ޳۫ ࡹ11 ం
࢐ङ దܽ࠴ एࢲࡍమం ప࠻ ऒߖࡌ  కھߘనడం.
కएࡅ    2.
11 ఆ߯ పࢲࡍए రం
అనంతం వరڕ పࠫࡍత సమయంࡹ తߧओ ం۪ࡶڝదߖ ۫పړߖݞ మ࠾ࡍ ఆ పࢲࡍए రం
 x࡯ߦ۫ ࡏࠬ ߖందޔߩ۫ ठڷ࠴ ߩ࢙ అనంతం ޜܿࡔ ޻అ ࡵవ ۃ࡮
కएࡅ దࠬ ۃ࡮ అం݄ ݟయంۯ ݋ࡔ ڴ ۃ࡮ షओߖ  ऒߕࣆ ߯ ۃ࡮ ݟయంۯ ࡽڒࡎ ߖफޒ   పޒࠫࡍ x x y x   x 

y࠾ࡍమ ޴ంޔࢂࢗ ړޒࠫࡍన ప࠳बరࣄ ݞంڕڒ సࠪనం ړ
ऒߕࣆ ޴అ ࠾ࡍమ ޴ఉం ࡹړߖఉ ۃ࡮  సమసङx ࡍప޶ఆ߯ త , ޶ڒ 

కएࡅ న࣒࠳ ऒߕࣆ ޒࠫࡍఈ ప ࠾ࡍమ ݟయంۯ ޶࠵న ߖ ۃ࡮ ߯ ۃ࡮ ۃ࡮  డటం۫ ߖ  x y ޙ࠼నటऱڒ  x x
పߖޒࠫࡍ కھߘనమߖx 

ࠫమघ ऒ࡯  అࡏޑڷݡ, అߩओ కएࡅ ۃ࡮ న࣒࠳ ࡏࠬ ݡ  x x y x޳ࡶ ڴ࡮ ۃ࡮ ۃ࡮ న࣒࠳   
కएࡅ ࡍऴపవ ڴ࡮ ۃ࡮  फࣆफందࡏޑࠋۮ ߖ  అۃ࡮ ۃ࡮ ڼ࡮ ఈ ߠ࢑దభࡍత࠳న ࢐ङ ऒߖࠪ࠻  x y x x 

ऴపయޒऒ भ޳ ం   ఇ޴ కషदం ޶ڒ ఇ޴
కషदంڴ కߧߖంచవ۪ऐ యగలۯ ࡏ࢘ ࡽࠋయࡍ࢘ అవకలన సࠬకరణం ޶ڒ కషदం ڴజంߖ ޴ఇ ߗڒ 
సࠬకరణం ڒబܽद ࠬࡏ ఏࠫ ۯయߕޔࠓऒ ऒߕफࢂࢗ   ړߖݞయۯ ࡏ࢘ ߘల ࡽࠋయࡍ࢘ ࡏࠬ ࡏ  ࠾ࡍమ ࡏ
ऒߖ޳ ࡏࠬ ߝంటࢗ 
ఏڔకృతం ࣃۯफ .2 ࡏࠬ  ࡏ
फࣃڵ࠙ ޜ ࡏࠬ ߖ11 y w.2  ࡏ
ప 1 ߖ11 ऱ࣒ yݟంచంށڷ ޜ 
మࡏࠬ ࠾ࡍ  సڴࡍठ  ఏڔకృతం ࣃۯफ फࣃۯ కృతంڔఏ ߖ࢐ܽ నࡷద࠴ ߯ దࠬ 1 ࡏࠬ ࠾ࡍమ ࡏ  y 1 xࡏ
ఈ సࠬకరణం  ప  ࡏࠬ బܽदڒ ऱ࣒ సࠪనం  ప ۃ࡮  ऱ࣒ సࠪనం    ప ޜ ۃ࡮  ऱ࣒ y y c x.ࡏޑ޶ం߰ ߖ ۃ࡮  c x

ఈ ऴపశऒ ࠭࠲ లڕ సࠪ߄నࠫ࢐छ కएࡅ ࡏࠬ ࡯  x y
పࠫࡍత సమయంࡹ అనంతం ߘంݟ తߧओ ం۪ࡶڝరߧ۫ ࡏࠬ ߖంۧ࡯ సߖ޵ , ࡔऒ भ޳۫ ڴ࢑వరం ంۮంڜ  ం, 
అߘ࢓ ఇకए డ ࠭࠲
ఈ సࠬకరߖހऒ  ߰ం࠭޳  పऱ࣒ సࠪనం  ప ۃ࡮  ऱ࣒ కएࡅ ۃ࡮   అనంతంy y c x   x y 
అనంత࠳న సమړߖ࠻ తߧओ ం۪ڕందߖ అڕߘం޳ం   ߖ޳ అర बం అం݄ x x
కएࡅ  పࠫࡍత సంఖङ కएࡅ   పࠫࡍత సంఖङ   ప ऱ࣒  అనంޔࢂࢗ ړߖޑం޴   అࡅ ڼ࡮కए   ప ऱ࣒  y x y x y 
అనంతంޙࢀࢗ ړ అ࡮ జరగవ۪ऐ .

కएࡅ ఈ సࠬకరణం ޴ంޔࢂࢗ ړߖޑఅనం ݞږ  ఎడమ ࢙ߩy y   
అనంޔࢂࢗ ړߖޑం޴ మࣄ ߩ࢙ ޒۯ ݟڕ ࠾ࡍबరంޔࢂࢗ ڴం޴, ఇ޴ ఎ࡮
ధङࣃ మޔ࢓ం޴  ఒక ࢙ߩ అనంతం మ࠾ࡍ మࡖక ࢙ߩ పࠫࡍత పޔࢂࢗ ړޒࠫࡍం޴.

ङ߄ࡏ࢙ ڕࠬ ऒߖ  ఇࣆफంڒ ޴బܽद ࡅకए  పࠫࡍత సమయం ࡹ అనంړߖޑ తߧओ ం۪ࡏࡶڝ,x y 
నऒࠚ ంۮంڜ ڕߕ ࢐దన ఇవछ న࠳ బݟంߗڒ ,޴
ఈ సऱࣄۯ ߘߝ ࡹ ݭ࠼న పړߖ ఇ޴ సࠪనం అం݄ ߘߝ ఇߩओ ߖޒۯ ఎడమ ݦ
నऒࠚ ڴभ޴ڜ ంڴ ऴߘࣃ࢐  ߷ర1 ߖ ࠹ ప ऱ࣒ y ࠾ࡍమ ޴ంޔࢂࢗ ړߖޑబܽद అనంڒ ߩ࢙ݟڕ ࠑ ۃ࡮  y y y 
ۨవ࠭࠲ ڴࡍࣃࡍ
మघߜ ۃ࡮ కం݄ ࠭ࢡ۫ బܽद 1 పڒ ޴ంޔࢂࢗ ړ0 ࠑ బܽदڒ ޴ంޔࢂࢗ ړߖޑఅనం ڴ޴ ऱ࣒ y y y y y y ࠑ 
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.޴ంޔࢂࢗ ړకరణం 1ࡰండڕ బܽद ఈڒ  ޴फంࣆࡱక ړ1
   మ࠾ࡍ అనంޔࢂࢗ ړߖޑంڒ ޴బܽद ఎడమ ࢙ߩ  అనంޔࢂࢗ ړߖޑంڒ ޴బܽदy 
ధङࡏ࢙ ޴అ ,޴ంޔࢂࢗ ړޒࠫࡍత   పࠫࡍప ߩ࢙ ݟڕ ం ڒబܽद
ऴపశऒ ࠭࠲ నం ఇ߄సࠪ ߝంటࢗ ڕ ऐۧ కएࡅ   ࠭  అనంతం ړࡹ తߧओ ం۪ࡶڝదࣃ۫ ࠭࠲ ߖफ ࠭x y 
.
  పࠫࡍత సమయం తࡌछ ऴపశऒ ޒ  ఏࠫటం݄ అనంࢀࢗ ړߖޑऱనߩओ  xݡ
ఏࠫ జޔڷࡏం޴  అనంࢀࢗ ړߖޑऱనߩओ  అవకలన సࠬకరణం   x dy by dx ڴ޶ం࠭ ޴ంޔڷࡏఏࠫ జ ݡ
అߖ గమߖంచంݟ.
ऒߖ޳  సం ఇకएڝ ࠬ  డ ऴ޳࢐भ ం

छ޳ ప 1 ړࡹ  సࠪనం ړ ࡌ ऱ࣒  సڴࡍठ  ࢐  అవకలన సࠬకరణంdx y x y s 
ఏࠫܽ మ࠾ࡍ మనం ఎకए డ ఉߕऒ ऒߕఉ ڴలంږߘࣃ ݞږ ࠾ࡍమ ڴలంږߘࣃ ࠭  బܽद x yڒ ࠭
అవకలన
సࠬకరణం ఏࠫ݇ ࠬ࡯ޘ ڕయܑࣆफం޴, ఉతओ నऒ ం   ఎలऱߩओ ߠ࠵ బܽदڒ ޴ఉంܿం ڴలంږߘࣃ ݢ  ߤ݇
ఎంޜڷࡏ߭ ڕ޶ం޴
ߠ࠵ ڕࠬ బܽदڒ నऒޔڷࡏ߭ ߤ݇  ఫంࣾߤ ఉం݄ ߖڴ అ޴ పࠫࡍత పߖޒࠫࡍ కڵ࡯ ఉం޳ࡶ ࡯ݞ
అ޴ అనంࡿࢗ ړߖޑऱ ओߩబܽद ఇڒ ޶ڒ ޴నࡕక సߧఇతర ఎం ,࡯ ऴపశऒ ࡍప޶త ݡ కएࡅ  ఒకܽ ࡹ  x y
అనంޔࢂࢗ ړߖޑందࣆߧ۫ ߖफం޴ అం݄ మనం ࡅకए  పࠫࡍత పࢗ ړޒࠫࡍళ ऱద࡯ߦ۫ ߖx y 
ఇకए డ ఉనऒ   సࠬకరߖހऒ  ۫డంࡅ ݟకए  పࠫࡍత పݞږ ۃ࡮ ޙࢀࢗ ړޒࠫࡍ పࠫࡍత పړޒࠫࡍ x x y 
బܽद  పڒ ޴ంޔࢂࢗ ऱ࣒  yۃ࡮ 

పࠫࡍత పߖޒࠫࡍ కڵ࡯ ఉంܿంࣄ  ޴बࡌంకం మ࠾ࡍ అనంޔࢂࢗ ړߖޑంڒ ޴బܽद ۃ࡮ y c x   x 
అనంޔࢂࢗ ړߖޑం޴
ङ߄ࡏ࢙ ࡏࠬ ऱࢁబܽद మڒ ऒߖ  ߰ందߕޔࠓऒ ओߩऱనࢀࢗ ړబܽद అనంతంڒ ࡏ मࡌߖ ఏࠫ ࠭࠲ ݡ  ంۧ࠭,xࡍ

తపओ ݞږ ऱࡿࢗ ړߖޑఅనం ڴࡍసߖ ऴపశऒ ߗڒ ࡯  ࠫమघ ऒ࡯  ఏࠫ అޔڷݡం޾y 
కएࡅ  అనంతం వదभ ఉనऒ ऱܿ ۫పړߖݞ ࠫమघ ऒ࡯  అޔڷݡంړ ۃ࡮ ޴ అࡅ  ܿࡔ ޻కए x y x ۃ࡮  x y x 

అޜܿࡔ ޻ అనంతం ࢙ڷ࠴ ߩठ ۫ޔߩం޴
మనం ఇߩओ y x x x ޴ంޔࢂࢗ ړ ۃ࡮ అనంతం ޴ంޔࢂࢗ ړߖޑఅనం ޴నߧ۫ ݦ
ओߩఇ ޴ంޔࢂࢗ ړߖޑఅనం ݞږ మనం తపओ ޴ంޔࢂࢗ ړߖޑఅనం ݡ షओߖ ڴࡍసߖ x yx x ߖ  ࡯ݞ۫ ߖफޒ
,ࣄۯ ߤڵ࡮

అనంࢀࢗ ړߖޑऱనߩओ షओߖ ݡ షओߖ  మనం ఈ ڼ࡮అ   ݟడం۫ ޾ంޔڷࡏఏࠫ జ ړफޒ  x,࡯ݞ۫ ߖޒࠫࡍफ పޒ
ఎం޶కం݄ ۃ࡮ ߯  అనంతం ڷ࠴ ړठ ۫ޔߩం޴ x yx x

ఆࣆపऴߖ ޒయࠪߖऒ ࡍవ ࡏࠬ  फంపܑయంݟ.l'
߯ ߯ व߯ߖ ࠹ ߰ందం޳ࡶ ݟ   x 1 y x

అనంతం व߯ڷ࠴ ړ ࠹ठ ۫ޔߩనऒ ం޶న ࠬࡏ పࣆ۫ ߖޒࠫࡍफߕऒ  అం݄ ఏࠫܽx phi xy ࠹व߯ ޙ࠼అ ,ࡏ
అవకలన సࠬకరࢗ ڵࡍޒ ړߖހళ ऱంݟ   అవకలన
సࠬకరణం మࢁऱ ޳छ ప  ړ అం݄ ࡌ ऱ࣒ అవకలనdx dy x 1 ޴ఇ ޴నࡕసࠪనం  స ړ  y 
సࠬకరణం ڒబܽद व߯ߖ ࠹ व߯ړࡹ ࠹ అం݄ ࠬద  ప ऱ࣒ ద y xy x y 1ࠬ ࠹బܽद व߯ڒ  y xy y 1
 ప ऱ࣒  అߧࣔ ڕࠬ ޴ߝటࡅ ࡽకए  మࡗ అߧऱښషߤ   ఒకܽ ఇࣆफంڒ ޴బܽद ࡅ ࠭࠲కए 'y l ߖफందࢂࢗ ړ  x y 
फࣃ۫ ࠭࠲ ࠭
అనంతం  ߖ ۃ࡮షओ కएࡅ   బܽदڒ ޴ంޔࢂࢗ ړߖ޳ఒక ࡹफޒ  ऴపవࡍ फࣆफంۃ࡮  ޴ ఇࣄ ߤంబࡽझ  x y x xڴ࡮ 
फࣃऴ࢐ ߖఅ ࠆఆ ࠭࠲  y x wiggles log xߖޒࠫࡍప ޴ంࣄయవలۯ ࠭࠲   ࠭
۫డడ࠲ అనంతం ࠳ ړన࣒ ۃ࡮ ࠬద ۃ࡮ ۃ࡮ అߖ ఇߩओ x yࣆࡱޘ ࡮ఎ ڕࠬ ݡ x x x 

ऒߖయࠪߖ ࡽటߧࣔ  వࡍ फంపܑయంݟ లవం ࠳న࣒l' yx 
झࣆన మన࠳बరࣄ ࣆࡱޘ ࡮ఎ ڕࠬ ߖందޔࢂࢗ ړߖޑఅనం ۃ࡮  x uc࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴबరంࣄ  

కएࡅ  అనంޔࢂࢗ ړߖޑందڕࠪ ߖ ఇపओ  x y c y ړߖޑన࣒ అనం࠳ ۃ࡮ న࣒࠳ బܽदڒ ࣆࡱޘ ښܽ
కएࡅ బܽदڒ ޴ంޔࢂࢗ  న࣒x y࠳ 
ऒޒऴపయ ړߖݞంచށగ ࠭࠲ బܽदڒ ޴ంޔࢂࢗ ړߖޑన࣒ అనం࠳ ۃ࡮ फనऒࣆ  ప࠳   ߖޒࠫࡍన࣒ ۃ࡮x x 

 x x x x࠾ࡍమ ޴ంޔࢂࢗ ړߖޑరం అనంࣔ ,޴ంޔࢂࢗ ړߖޑన࣒ అనం࠳ ంకంހగ ۃ࡮ ۃ࡮ దࠬ ۃ࡮
ऒߖయࠪߖ ޒపऴࣆఆ ࠭࠲ బܽदڒ  వࡍ फంపܑయړߖݞ అߘమࣃޒफ ओߩబܽद మనం ఇڒ ࠭ 'న࣒ l࠳ ݡ yx 
షओߖ 'ऒlߖయࠪߖ ޒపऴࣆఆ ړफޒ
వࡍ फంపܑۃ࡮ ۃ࡮  ࡯࠻ ࠬద ۯ ۃ࡮ ߖయంڒ ݟబܽद ࠬ࣋ۯ ࡏ࢘ ࡏफx x 
ړ ࡏࠬ ऱయ࡛ ߙ ࣋ۯङ మࡔట࡛ ࡹ व߯࠳ ࠹న࣒   ࠬద వࣆफంߕࠚ ޴ऒ y 1 ߖ న࣒࠳ ࠹व߯ ࡏࠬ ࡱ x xy 1
߰ంࡏޑ޶ మ࠾ࡍ
ओߩనࣄۯ ࡏ࢘ ߖరంࣔ   ࡏࠬ ,ࡏంܼڕఎం۪ ߖ ࡹరంࣔ ࡏࠬ 1x ޴అ ݡ
x޴ఉం ࡯ڵࠫ ఏࠫ ڕࠪ ࡏࠬ బܽदڒ ޴ంޔݡయబۯ भ޶బܽद రڒ ޴ంޔࡏࠪ ڴ దࠬ 1 ߖ ۃ࡮ x x 
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ఇߖऔ రऐࠪ ړࡹ ۃ࡮ ߖన࣒ 1࠳ ࠹व߯ ܾߖ డం వలన కంߪङ ܽంۃ ప࡯ڵࠫ ޒࠫࡍ ఉం޴, అޙ࠼ x x y x xy 
व߯࠹
ళࢗ ڵࡍޒ ړߖހన࣒ 1 అం݄ ఏࠫܽ, అవకలన సࠬకర࠳ ऱంݟ   అవకలన సࠬకరࢗ ڵࡍޒ ړߖހళ ऱంݟ

व߯࠹ ࠬద 1 ప ऱ࣒  xy y y޻అ ޴޻ం߰ ࡏࠬ బܽदڒ   ݟంڝफం۪ࡏڷ 
ఇߖऔ ङߪకం ࠭࠲ బܽदڒ ޴फంࣆࡏࠪ ړࡹ ۃ࡮ ߖన࣒ 1࠳ ࠹व߯ ܾߖ ܽంۃ పࣃޓࡍ޳ ړޒࠫࡍफ ࠭, x xy x

అޙ࠼ व߯࠹ అం݄ ఏࠫ݇xy 
ద 1 పࠬ ޴ߝఅ ࠹व߯  ݟంڝफం۪ࡏڷ ऱ࣒  న࣒ 1 ࠬదxy y y xy y࠳ ࠹బܽद व߯ڒ 
1 ప ऱ࣒ యవ۪ऐۯ లభతరంࣆ ߖߖ޳ ࡏࠬ  న࣒ 1 అం݄ ఏࠫܽ࠳   మ࠾ࡍ y 

అనంతం ࠳న࣒ ۃ࡮ ࠬద  ప ऱ࣒ నऒޔߩ۫ ठڷ࠴ ړ  1  ం޶న ࠬࡏ సऱݭ࠼ పࡹޒࠫࡍ సڴࡍठ ఏࠫ x x y 
߰ంࡗޑ޶ అ޴ అనంతం ޳छ అనంతం ࡌ

కएࡅ యమంߖ  మࡖక అߧऱښషڴ1- ڕࠬ ߤ పߖޒࠫࡍ ఇࣆफం޴., l'hopital 
సమసङ ࠭࠲   ࡍߪ ߘ फ ࠭ࣃۯ
ړ ంۮంڜ ऱషदంڴ కߧߖంۨంߗڒ ޴ 

షओߖ ఈ ۃ࡮ ۃ࡮ ߯ ۃ࡮ న࣒࠳  फx x xޒ
కएࡅ  ప࠭࠲ ߖޒࠫࡍ గށంచࡶదࡏࠬ ߖ నమघ రߖ ఆࣆࢢफߕऒ  x yࠆఆ ޳ࡶ ۃ࡮ ۃ࡮ న࣒࠳ ߘ

ࡍऴపవ ڴ࡮ ۃ࡮ ۃ࡮ న࣒࠳ ۃ࡮ ڴ࡮ फࣆफం޴, బࣗࢡ ఇ޴ సڴࡍठ పओۮ     x x x޴ఇ ړߖݞ
ఒక ఖۨऐ త࠳న ࠪరठం అۮ ߖపओ ओߧత ړߖݞ వ۪ऐڒ న ࠪరठం࠼߱  ప࠳ ޒࠫࡍన࣒ 1
మనం ړࡵए ంۨన ప࠳ ޒࠫࡍన࣒ 1.
నऒޔࢂࢗ ړࡹఅనంతం  ޴బܽद ఇڒ  ం޶న పࢲࡍए రం ࡅకए  ऴపవర फనߘ ఎ࡮ అర बం ࡹ࢐ڝࣆۯ   x 
ఆసړ फకర࠳న ࢐ङ  మం࠻
एࢲࡍబܽद పڒ రం ࡅకए ఖۨऐ ࡮ۧ ంۨࡍڷ దలڷࡏ߭  త࠳న సࠪۧరం  ࠪڕ లࠚంۨంڒ ޴బܽदyx 
పࢲࡍए రం yx 
ࡍऴపవ ڴ࡮ ۃ࡮ న࣒࠳ ۃ࡮ फࣆफందߦۮ ࠭࠲ ߖओ ࠭.x x 
సझߖ  ࣔయంڴ   ఈ సࠬకరߖހऒ  ऴపయޒऒ ంۨ పࡍషए ړߖݞంచࡍ
ऒߖ޵ ࠭࠲  ఎంࣃۯ ڕ޶फ పओۮ ࡏࠬ   ࠭ వ۪ऐ ఇపओ ڕࠪ  సओ ښܽ షद࠳న పࢲࡍए రం ఉం޴
ࠪ వదभ  ప ऱ࣒ సࠪనం  ప ۃ࡮  ऱ࣒ एࢲࡍప ۃ࡮  రం ఉం޴, అޙ࠼ ఈ పࢲࡍए రం ڕࡏڝ ࠭࠲నऒ ంతy y c x 
సओ షदంڴ ఉం޳  ఇ޴ ఒక  మߖ ࠾ࡍ క߮࡯ సࠬకరణం ఇڝ  ޴ऱܘन  ߷రࡲ࣍ ࠹ङ షߗڒ ߤ x y a  y
అ޴ߝ పరంڴ అంతࡎ ऱనంڴ ఇవछ బݟం޴ మߖ޵ ࡏࠬ ࠾ࡍऒ  పࡍషए  x y x ڴపరం ߖ ంۨࡍ
వङ ڔ फకࡍంۧలڕߘంܿߕऒ ߗڒ ࡏ
అ࡮ంܽ ऴపయతऒ ం ۧ࡮ పߗڒ ޴ߖࡌړߖ అۯ ࡮యڕం࠭࠲ ݞ ऴపవర फన ࡍڷంۨ ۧ࡮
ఖۨऐ త࠳న సࠪۧߖࡌऒ  ߰ం࠭࠲  ࠭޳ ఏࠫ ࠭ࣃۯ అ޴ߝ ఈ ࢐ङ  మంy of x࠻
ङڕ࡯ڒ ڕࠬ ޴ఇ  ޴फంࣆߧ۫ ల࣒ ࡅకए  అߧऱښషߤ లޔߩ۫ ߘం޴  ࠪ వదभ ఉనऒ  కంߪङ  ࡱޔࠫࡍప ݭ݃
ఉߕऒ ,࠼
ऒߖయࠪߖ ࡽటߧࣔ ࡹహరణ޳ఉ ࡍవۨ ࠭࠲  ఉపࣃڵࡆफ ࠭.l'
 
ङࡲ࣍ नࡽ߹ नࡎࣔ షߤ ల ࢑సफరణࡹ ఏరओ ࡍߖ ݦ भషद పऴతం j shackle growth orders 
ఈ ߗڒ ޴फంࣆߧߖఅ ڴ ࡽܽ݅ న࠳నక రక࠻భ ࡮ۧ ޴ఇ న࢑ࡷద࠴
߮ప࡛ ڕࠬ ࡹ ఎ࡮ంܽ సంబం߅తంڴ ఉండڒ ޶ࠓబܽद ߘߝ ఈ ࣇచనߘ ఉం۪ߕޔऒ ఇకए ߘߝ  ߘ డ ߘంݟ 
ఉ޳హరణ ߰ంߘ޳
మࣄۯ ࠭࠲ ࠾ࡍనړߖ޳ ఈ ߮ప࡛ ࡅకए  ऴప߄న ޜ ࠹ޤ ఎܿవంܽ సంబంధం ޶ࡶ మ࠾ࡍ ఈ
ఖۨऐ ࠾ࡍరपత మߪసం ݞంڕڒ ڕ޶ం࣋۫ ࡏࠬ  చనࣇ తతछ ం ڝసం ఉంచబݟం޴.
ࡏࠬ 
ఈ ߖޑڵڒऒ  ۫డనటऱޙ࠼, ఇڕࠬ ޴ సంబం߅ంۨన޶ڒ ޴   ߭దभ సమࡹ࠻ऱ  అవకలన సࠬకరణం ࡅకए  
పࢲࡍए రం ࡅకए  ऴపవర फనߘ సओ షदంڴ అర बం ڝࣆۯవడం 
ఖङ࠭ ࡮ۧ ం ఎం޶కం݄ ఇޒࠥ ޴క వङ వసब
కएࡅ  ऴపవర फన ࡍڷంۨ ࠬڕ సࠪۧߖࡌऒ  అం޴ంచޜࠓం޴.
 ࠪ అవకలన సࠬకరޒࠥ   ࡱހక
ऒߕफࣆవ ݟంߘ वసफంࢡ వۧऐ ݟంߘ वసफంࢡవ܋ అ࢑  ࠼ వۧऐ ݟంߘ ࢐ܽ నࡷద࠴ वసफంࢡޒయన గࣃర ࠼  ࠼
ࡏࠬ బܽदڒ
అర बం ࢐ڝࣆۯలڕߘంܿߕऒ క వङޒࠥ  ࡏ వసब ࡅకए .޴ంޔ޶ంۮ మంހࡍలం పڒ ޕ޶ంۮ మంހࡍప ޒबࣄ 

సమయం ࡅకए  ߭దभ ࡱ࢑వల ڝసం పࢲࡍए రం ࡅకए  ऴపవర फనߘ అర बం ڝࣆۯవړߖݞ మښ ࠭࠲ ࠾ࡍవలం
म޳ࣄ ࠾ࡍయమం మߖ ߘహరణల޳రణ ఉ߄ࣃ ݡంࡓ ంޑల ߄ࣃరణ ޳ࣄम ంޑలߘ అࠚవృ޴मl'hopital's 
,࠭ࢡ۫ ంۨڵࡆఉప ߘలހన అవకలన సࠬకర࠳అవసర ړߖݞయۯ
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ఎం޶కం݄ ࠭࠲ ఈ సࠪۧߖࡌऒ  అవకలనߘ పࡍషए ऒߕంܿڕߘల޳ం߰ ߝݞంڕంచࡍ ࠭.

ఈښछ షߤ సओ షदంڴ ఉం޴ ఎం޶కం݄   ߖజ ࢑܋తంࡏࠬ ࡹ అవకలన  సࠬకరߖހऒ  పࡍషए ࡏࡶంచࡍ
మ࠾ࡍ ఆ తࡌछ త ࣔ ఏࠫ ࡍڷంۨ చࡍऐ ంచࡏࡶ  పࢲࡍए   అవకలన సࠬకరణం ppens to the ړߖࡌ
అవకలన సࠬకరހల ޳ࣄम ంతం
అ࢐ ޴ߝసफߖ࢐ऒ   పࡍషए एࢲࡍప ߝݞంڕంచࡍ ऒߖࡌంۨన సࠪۧࡍڷ లࡌ  ߰ందړߖݞ                               
ऴపయޑऒ ల 
కएࡅ లހంۨన      అవకలన సࠬకరࡍڷ ऒߖڜ   తరగޔల పࢲࡍए ల ऴపవరࡌ फనڕ సంబం߅ంۨన ޳ࣄम ంޑలߘ 
࡯ంۧߧࡐߖ
మ࠾ࡍ అ࡮ంܽ ఒక ޳ࣄम ంߖޑऒ ऒߕھߘక ࡏࠬ  ࡎۅ   ࡏ न ࡍڷంۨ ࣆࡱޘghrd 
ఎం޶కం݄ ࠬࡏ బࣗࢡ ఇߖऔ నऒڕࣆࡱޘ ߖܾߖ  చలన ۨऴߖޑऒ .ࡏࢡ۫ 
 
 ࣊ द࡮ऱ ࡛ ఆव द࣎ झڡ܊߸  అధङ యనం 1910 ߧࡐߖ ࡹంచబݟన గށత ޳ࣄम ంతం
छࡌలం తڒ ࡮ۧ త అߧऱښషߤ లߘ కھߘనడం ۧ࡮ ఆసړ फకరంڴ 
ఉంߘߝ ޴ ఇపओ एࡖ߮ ښܽ నऒ  అࡶ࢑ ߤ࠼ࡓ ߝऱ ߩసफకం ߘంࡓ ݟంݡ ఉ޳హరణల࢑ ޜవࡍంచంݟ  ࠭ంڴ޶ ra 
inville's
ऒߕޔࠓڝࣆޓ ߘహరణల޳ఉ   ݡంࡓ ࡗమ ݟంߘ హరణ޳సफక ఉߩ ऱࡶ࢑ ߤ࠼ࡓ ࠭࠲ ࠾ࡍసफకం మߩ ࠭ 
షర݋ࡐ ࡱޔy 
छ޳ 3 ऒߖހసࠪనం అవకలన సࠬకర ړ2 ࡌ  సړߖڴ పࡍషए एࢲࡍప ݟంచంࡍ ర వऴకతలߘ ࣊ए  ݟయంۯ ۶
మࡍߖ ࠾ࡍ भషद  ࣊ए సమసङ ݟంచం޴ం߰ࡐ ߘ ۶  సంఖङ  ఆࡹࡏ ࠭ంڴ޶ గమߖంచవలࣄన ࢑షయం ఏࠫటం݄
ఇ޴ సޓ܉య అవకలన సࠬకరణం ࡓండవ పߖ޳ऒ  ۫డం࠳ ݟన࣒ xdy x
పదం  సޓ܉యంڴ ఉంܿం࠴ ߗڒ ޴దܽ పదం ࠳న࣒ ࣋ए छ ࡛ न ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ न  వర ठߖ࡮࠮ऒ  ۫డంݟy y x 
ఇ޴ సޓ܉య࠳నښ  ޶ڒ ޴వలం ږߘࣃలంڴ సޓ܉యంڴ ఉంܿం޴,
ङޑబܽद మనం ऴపڒ ࠪऒ छڒ దܽ࠴ ం݄ڕߘంۧలڵࡆఉప ߖ న࠳సࠪన ړߖ࠻ ऴడంࡹ ݋ ఉం࡯ݞ vx y 
మ࠾ࡍ ऴߦరంభ
షర࠴ ޔదܽ ڒछ ऴడంࡹࡎ   ݋ ఇవछ బޔݡం޴ సࠜङ ऒߕڕఎం۪ ڴऴగతफ܉ ߖݟ బܽद వరڒ ࡏ लం
छڒ దܽ࠴ ऴడంࡹ ݋ ࠪऴత࠲ పࢲࡍए రం ڝసం అޔڷݡంڒ   ޴బܽद ఇߩओ ݡ
छڒ ండవࡓ ऴడంࡹ ݋ ఏࠫ ࡹ࠻ۯ అ޳ڷݡం ࡓండవ ڒछ ऴడంࡹ ݋ ఈ 2.
12 సࠬకరߖހऒ  ఎ࡮ పࡍషए ࡯ంۧࡍ
࢐ङ ఈ ࡏࠬ బܽदڒ ࡍߪ ߖߖప ࠾ࡍసࠪనం మ ړ  ࡯ఉంۧ   ࡏࠬ కం݄޶ఎం ݟయంۯ ࡔࠬ ߖమం 6࠻ फy vx
ఇపओ ࠭࠲ ߘహరణల޳ఉ ݡ࠮ ݡంࡓ న࠳ఈ రక , ߤܾࡖ ࡮ۧ యడంۯ ࡍߪ ښܽ फ ࠭ࣃۯ
, అࡓ ޙ࠼ండవ ڒछ ऴడం2 ࡹ ݋.
12 సࠬకరߖހऒ  ఎ࡮ పࡍషए అర ࡹంۧࡍ बం ࢐ڝࣆۯలڕߘంܿߕऒ బܽदڒ ࠭
छڒ ండవࡓ ऴడం݋ సࠬకరణం 2.

ऒߖހఈ సࠬకర ࡹ  ఎ࡮ పࡍషए भ޳۫ ࡹంۧࡍ ం ࡓండవ ڒछ ऴడంࡹ ݋ ఎ࡮ పࡍషए 12ڴनݟڷ మనం ࡹంۧࡍ
ऴపޑङ ࠪऒ छ޳ న࠳సࠪన ړߖ࠻ भ޳ڵࣃనڜ ࡌ ం   ࠬۃࡍ ࡏ మߖ ࡽࡗ పࡍగణڕࣆޓ ړࡹంܼࡏ మ࠾ࡍ vx vy 

x dv ࡏࠬ
 ప ऱ࣒  1 ప ऱ࣒  ࣋ए छ కएࡅ ࡛  వర ठߖ࡮࠮ऒ ऒߖ޳ ࡏࠬ ࠾ࡍమ ࡏޑ޶సࠪనం ߰ం ړ0  छ޳   ంۨ v dx x܊࢑భ ࡌ
పࡍషए फࣃࡍ ࡏࠬ  ࠾ࡍమ ࡏ
1 ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ न ࡅకए  వర ठ࠮లంࣃڵ࠙ ޜफ కएࡅ ޴ఇ ,࡯࠻ۯ కృతంڔఏ ߖ ߯ ࡏࠬ బܽदڒ ࡏ v x ۃ࡮  dx x 
సంߪరप ࡱ࢑వ
అޙ࠼ ఇߩओ छڒ ండవࡓ ࠭࠲ ݡ ऴడంࡹ ݋ ఉߕऒ  ఇతర పదంx ޴ߝబܽद అڒ ࠭

ए࣋ ߖ छ ప  ݋ࡐ  ޴ఉంܿం ڴలంږޒफ ऴప࣋ڵ࠙ ޜ ࡛ ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ न ۃ࡮  ప ऱ࣒ ప  ݋ࡐ  ऱ࣒  dv 1 v v 1 b
ऒߖހࠪࡍపల పࡹ ۃ࡮   ప ऱ࣒  1 ప ऱ࣒  ࣋ए छ కएࡅ ࡛  వర ठ࠮లం ఎలऱߩओ  బܽदv vڒ ޴ఉంܿం ڴలంږߘࣃ ݢ
అకए డ సంߪరप ࡱ࢑వߘ ఉంۧ࡯झ న అవసరం ݭ࠵ ۃ࡮ ߗڒ ޶ࡶ సࠪనంڴ ఉంܿం࠳  ޴న࣒ x   x 
కएࡅ ࡏࠬ బܽदڒ ۃ࡮ 
एࢲࡍబܽद పڒ ޴ంޔ࢓న࣒ అ࠳ న࣒࠳ ߗڒ ޴फంࣆన࣒ వ࠳ ڕࠬ ޙߧ࡯క ߘల ۃ࡮ ݡంࡓ రంxv xv y 
న࣒  ప࠳ ऱ࣒ ए࣋ ݋ࡐ  छ ࡛ न ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ न ߘంړ ݟ సࠪనంڴ ఉంܿం޴, ఇ޴ ऴపదࡍज ంచబݦ సऱࡹ ݭ࠼ y x y e e
2.
14 ఉంܿం޴
ఇ޴ తߩओ  ࠡదం 2.
14 అߩओ ऒߖހఅవకలన సࠬకర ࡏࠬ ݡ फࣃऴగࣕ ࡏࠬ ߖరࡶంద߰ ڵࡍޒ  ࡏ
.బܽद 2ڒ
14 అవకలన సࠬకరړߖހ   పࢲࡍए రం ڒ ޶ڒబܽद
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ओߩత ڕࠬ ޙڵࣃ ڕ޶ం࠭ ڴनݟڷ ࡏࠬ ओߩత ࡮ۧ ޴ఇ ޴फంࣆనం వ߄సࠪ ݡ  అࡏࠬ ߖ అర बం ࡯࢐ڝࣆۯ
అ܉ ߘߝ ߖऴగతफࡏڷ ڴफం۪࡯࢐ڝ.
 అవకలన సࠬకరణం
छڒ దܽ࠴ ऴడంږߘࣃ ࡹ ݋లంڴ సޓ܉యంڴ ఉం݄   మࡓ ࡏࠬ ࠾ࡍండవ ڒछ ऴడంޙࡍࠪ ړ ݋ అంߝڴࠈ ޑ
ఉం݄
మࡍంత ܉ऴగతफ అవసరం  ఎڕए వ ܉ऴగతफ అవసరం ఎం޶కం݄ ࠬࢀࢗ ࡏऱనటऱޙ࠼  ऴపऴړయ ޳छ ࡌ
ओߩత ࡏࠬ ڴनݟڷ  సࠪߖߕ߄ऒ  ߰ంࡏޑ޶ మ2 ࡏࠬ ࠾ࡍ.
फ ఇకए࣋ۯ ࡏ࢘ ߖ14 డ ఉ޳హరణ
ఉంڵ࠭ ࡏࠬ  ޴ం޴ۯ సࠬకరణం 2.
15 ఇ޴ అసࡱ అవకలన సࠬకరణం ڒ ޶ڒబܽद
ఇߩओ ऒ࡯మన ݡ  మనం ऴపࢢऒ ం۪ڕం޳ం ఎకए డ ࡹపం ఉం޴   అవకలన సࠬకరణం
ఇపओ ओߧۮ ڕࠬ  ޴ఉం ڴయంޓ܉స ڴలంږߘࣃ ښܽ న ऱܿ మ࠾ࡍ పࢲࡍए ర
छڒ దܽ࠴  నం߄࢑ ऴడంࡹ ݋ ࠪऴతࡱۮ ࠲ऱܿࠈ అޔ࢓ందߖ ఇߩओ भ޳ۯ ڴతफڜ ߘతफం గణన࠴ ݡ ం
మనం అࠚవృ޴म ۮం޴న ޳ࣄम ంߖޑऒ  ࢑శछ ऒߖ࠻࢑ష తफం࠴ ݞంڕంచࣄ ڵࡍޒ ڴऴగతफ܉ 
߰ం޳޶ం  అవకలన సࠬకరణం  ప ऱ࣒  అం݄ ఏࠫܽ ఏࠫܽ   ࠭࠲ mdx ndy y
ऒߕफࣆۯ సࠪనం ړ ߖ ࠭ అࡏࠬ ޴ߝ ఈకछ అం݄  ప ܿ ࡽ ऱ࣒  అޙࠉۮ ߖ సࡔ, ఇ࡮ۧ ޴ vx y vx dy dx xdv 
సࡔ  ఇߩओ  ݡ

ప  ࠪڒ ऱ࣒ కएࡅ  కएࡅ   అవకలన సࠬకరߖހऒ भ޳۫  ంx vxdx n x 
కएࡅ ࠪڒ ࡯࠻ۯ ఏࠫ ࠪڒ కएࡅ న࣒࠳   vxdy x vx m xx xx ߖన࣒ అ࠳  ޴ంݟऴ࢐యబ ߖన࣒ అ࠳ 
ऴ࢐యబݟం޴ 
ఓంڒ ݭछ ऴడం݋ మ࠳ ࠾ࡍన࣒ x
࠼ఉంܼ ڴయంޓ܉స ڴలంږߘࣃ ࡱ ߤకం݄ ఫంࣾ޶ఎం ,޴ఉం ڴలంږߘࣃ
x ߘߝ ࠾ࡍమ ߘࣃ࢘ࣄޓ ړ పవ࡛ ߖ న࣒࠳ ߘߝ బܽदڒ  ߘయగలޓ ڕబయట ߖ న࣒࠳ ߘߝ బܽदڒ x k  
పవ࡛x ߖ న࣒࠳

ऒߕޔ޶ం߰ ړࡹ ߖࡹࠪڒ న࣒ 1࠳ ݟంߘ ండవ ట࡛घࡓ ߘ గవ۪ऐk m࡮ ߖ ړ పవ࡛ ߖ న࣒࠳ ݟంߘ  ni v  k x
, ఎం޶కం݄ పదం సޓ܉యంڴ ఉందࣆࡱޘ ڕߕ ߖ   ఎ࡮ంܽ సమసङ n dy vdx ޴ߝఅ ࠾ࡍమ ߖదࡶ 
 ప ऱ࣒  అڒ ࣆࡱޘ ڕߕ ߖబܽद ఇߩओ  ఏࠫ x dv ړߖހన   అవకలన సࠬకర޴ంۮ ంతరంߦࡐ ޜߖ޵ ݡ
జޔڷࡏం޴
సࠬకరణం అ޴ߝ  సऱ࠳ ࡹ ݭ࠼న࣒  ߘంݟ పవ࡛ ߘంߘ ݟం࠳ ݟన࣒  ࠳ ࠪڒన࣒ 1 k m 1 v dx
 ప ऱ࣒ ప  ݟంߘ ࠪڒ  ऱ࣒ సछ ࡹబܽद గణనڒ సࠪనం ړ  0  లओ  వङ ङޑ సంn 1 v v dx x dv 
ఉం޴  ఉߕऒ న࣒ ۨࣔऒ࠳  ࠼ ۪ ࡱ द݀ जࡍऴపద ڴࡍవۨ ޙ࠼అ ࠼ఉంܼ ޕࡱޙ  ంచబݟన సࠬకరణం
మࢁऱ ࢘ࡍయڴ ࡽࠋ ఉంܿంڒ ޴బܽद ڷ ߖ޳ంࡿࢗ ݞभ ం ڒబܽद ۨవࡍ  సऱۨࣇ ࡹ ݭ࠼ంۨన ࢑ధంڴ 
 ޴అ ,޴ంޔڷࣃనڜ

అం݄ ఏࠫܽ మ࠾ࡍ అవకలన  సࠬకరణం ߘంݟ అం݄m n 
ఏࠫܽ ࠫߖ  వర ठ࠮లం ࣋ए छ ࡛ न ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ न ࠳న࣒ y us y x dx xdy
ఈకछ ఈకछ ࡏࠬ ړ  ࡽ ఉనऒ ڴలంږޒబܽद ऴపڒ ࢟ܽڻߜ ޙఉంۨ ߖ ڴ ࡽ ओߩ y bx x ݡ x y
࣋ए छ ࡛ न ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ न ࡅకए  వర ठ࠮లం ఏ޴ బయట޶ࡌ ڕ మࡓ  ࠾ࡍండవ పదం సమసङ    x x mod x޶ࡶ 

 ప ऱ࣒  ఇߩओ పऱ࣒ ߤవ ޴ఇ ݡ  ࣋ए छ సࠪనం  వర ړన࣒ 0࠳ ࡛ ठ ࣆ ړߖ࡮࠮లభతరం dy  vdx xt v dx xtv 
޴फంࣆۯ
ఎం޶కం݄ ࠳న࣒ ఇߩओ एࢲࡍప ߖ޳ ࡍఆ ۨవ ࠾ࡍన࣒ మ࠳ ݡ రంmod x x mod x x 

ࠬద  ప ऱ࣒ ప 1 ݋ࡐ  ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ न ړ సࠪనం పࢲࡍए రం ࠬద mod x v v c mod x b
 ప ऱ࣒ ంద ࣋एړ  ݋ࡐ  छ ࡛ न ఈకछ झڡఎ ࠭࠲ కం݄޶లం ఎంږߘࣃ ऱࢁమ ࡽ  ߱ 1࠭ࣃۯ ݋ࡃलߖߜ v c 
ఇߩओ .2 ߖరంࣔ ࡏࠬ ݡ
.2   ݟయంۯ బదमంޔࣜ ࡹ16
ࡏࠬ ࠾ࡍమ ݟయంۯ బదमంޔࣜ ߘరంࣔ ࡹ16
సࡕన పࢲࡍए రం  ప ऱ࣒ కएࡅ ݋ࡐ   ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ न ߘ ߰ంޔ޶ంڒ ޴బܽदy x y 
అవకలన సࠬకరణం ښవలం ږߘࣃలంڴ సޓ܉యంڴ ఉనऒ ओߩ ऐࡏߝ ݡ झ࡯࢐ڝ న ߦఠం ఏࠫܽ మ࠾ࡍ 
ࡏࠬ
छڒ ండవࡓ ऴడంࡹ ݋ పࣆۯ ߖफం݄ ఇߩओ ऒߖڜ  ޴फంࣆవ ࠲ऴతࠪ ݟఉండం ڴऴగతफ܉ ݡ  ऴపࡱࢡ޻  mod x 
మ࠾ࡍ
ఎకए వۨऐ  ޙݧ ऒߖ޳ ߕ ࡎభ ޜ ݋ݞ న࣒࠳  फ ࡯࠻ۯ సߖڜ ࡔऒ ࢐ङ ޴ޔ  ఖङ ऒߕఉ ࡱ mod x x x࠼
ओߦۮ ంۨࡍڷ హరణల޳ఉ ݡంࡓ ఈ ݟంߘ సफకంߩ ऱࡶ࢑ ߤ࠼ࡓ ߘߝ లڕߘంܿߕऒ ݡంࡓ ఆ ࡏࠬ   ߘ
సࠬకరހలߘ ప࣋࡯ࢣࡍफ, సࠬకరణం ࡓం࠼ߦ ݡంటऱ޳۫ ߘभ ం ఒకܽ ࡓంݡ సࠬకరణం 2.
भࡿࢗ ڵࡍޒ ړ12 ం 2.
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12
ఒక పࢲࡍए ऒߖࡌ  కھߘనమߖ ࠫమघ ऒ࡯  అޔڷݡం޴, అం݄ అࡅ ޴ߝకए  y x x ޳ࡶ ࡯ݞఉం ࠼అ ߅࢑ 
అࡅ ޴ߝకए  y ࡯ݞఉం ࠼అ ߅࢑ 
.

అࣾం అࣾం 0 ࠼ߦ ߯ ࠪڒంڕࣆޓ ݋ంܿంߘߝ ,޴ అ޴ߝy y t y 
కएࡅ  ఫంࣾ޳ࡶ ޳ڒ ߤ అࡅ ޴ߝకए  ఫంࣾߤ x x y  

ऒߕంܿڕߘ࢐లڝࣆࡱޘ ߖఅ ޳ڒ .0 ߘ
   ܼంܐంڴ࢓ࡱߖ ݋ ఉండవ۪ऐ ޳ࡶ 
అ޴  అడनంڴ ఉండవ۪ऐ రछߖ ڴफࡍߪ ࡱ࢐ ޳ࡶ  ۨంచబడక߱వ۪ऐ  ఎం޶కం݄ ࠬ2 ࡏ.

m xy   12 ࠾ࡍफ మ࣋۫ ߖ m n
ऒߕޔ࢓అ 0 ݢంࡓ ࡱబంధనߖ యࣃ۫ ࡏࠬ ߖफ కएࡅ ࠾ࡍమ ࡏ  xy n޴ంޜࡏࠪ ڴ0 
ధߕతघ క అࣾం ߯ ఒక ࠉం࢓޶ వదभ  0ޜࡏࠪ ڴంڒ ޴బܽद మనం ޴ڜ ߖߖ޵भ޳۫ ڴभ ం  ࡍߪ फڒ ڴబܽद y ca y 
అࣾం࠼ߦ ߖࡹంటऱڕ  ఏࠫ జޔڷࡏంߘߝ ޾ అర बం ࢐ڝࣆۯలڕߘంܿߕऒ ߘ
छ޳ ࠾ࡍం మ޳ంڕࣆޓ ࠪڒ  ݋ం࠼ߦ బܽद మనం ఒకڒ 0 ࡱ ݭࡎ ࡌ t   dx dy 2.
12 సࠬకరణం ࠳న࣒y 
࣋ए छ ए࣋ ݋ࡐ ࡛ छ ࡛ न ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ न ړ సࠪనం ߙ ߘߝ ޳ࡶङ మࡔట࡛ ޔࣜ ߘబదमం ۯయగలߘ మ࠾ࡍx y x 
ऒߖ޳ న࣒ ࠬద  ప࠳   ऱ࣒ ంద ࣋एړ ݋ࡐ  छ ࡛ न ప ऱ࣒  x y x 

࣋ए छ ࡛ न అߖ ऴ࢐యంݟ  అߩओ దܽ వङ࠴ ݡ ڔ फకరణ ߕࣆऒ ऒߕࣆ ړ   y޴ఉంܿం ࡹపంࡐ 
ండవ వङࡓ , ڔ फకరణߘ ۫డంࡓ  ݟండవ వङ ڔ फకరణ   ఖۨऐ త࠳న అࡌम ऒߖ  కڵ࡯ ఉంܿం޴
ఎం޶కం݄  ࣔరం అࡏڷ ߖफం۪࡯࢐ڝ మ࠾ࡍ వర ठ࠮లం ࣋ए छ ࡛ न మ࠾ࡍ x y t y mod y mod y

ఎం޶కం݄ ధߕతघ క࠳నڒ ޴బܽद ࡓండవ వङ ڔ फకరణ ࡱ࢑వ޳ ߖ0 ߘछ t t  dx dx,޴ంޔఉం۪ ڴ ࡌ
మࡏࠬ ߩ࢙ࡗ అవకలన సࠬకరߖހऒ న࣒ వర࠳ ߯  ठ࠮లం పऱ࣒  ࣋ए छ x ڴ   సࠪనం ړ ࡛ x y dx by dy
ऴ࢐యవ۪ऐ  
t ࠪڒ 0

एڕకం݄ త 0 ޜ వ ڒబܽद కం݄ తڕए వ ఉం݄ 0 ࠪڒ వదभ ఏࠫ జޔڷࡏంڒ ޴బܽदt t 0 
࣋ए छ కएࡅ   ࡛ फ వరࡏڷ ࡽకݟࡌ  ठߖ࡮࠮ऒ  ۫డంݟ ࣋ए छ ࡛ न ڒబܽद ࠬڕx y x 0, 
࣋ए छ ࡛ न ࡅకए  వర ठ࠮లం ࠫ࡯ڵ ఉంܿం޴, అڒ  ݭ࠵ ޴బܽद ࠬ࠳ ࡏన࣒ ߖ ݭ࠵ ߰ంڒ ࡏޑ޶బܽद y y y y

అం݄ ఏࠫܽ మ࠾ࡍyy t 
छ޳ న࣒ అం݄ ఏࠫܽ ࣋ए࠳ ࡌ छ ࡛ न ࡅకए న࣒ వర࠳  ठ࠮లం మ࠾ࡍdy mod y t dx x x y 

࣋ए छ ࡛ न 0ړ సࠪనంߖ ڴ ఉంۨనߩओ న࣒ y x࠳ ޴ߝఅ ߗڒ  ޴फంࣆవ ݭ࠵ న࣒࠳ ڕࠬ ݡ t d mod t t 
ఎం޶కం݄ t
ऴపږޒలంڴ ఉంڒ ޴బܽद ࠬࡅ ޳ࡶ ࡏకए  ఫంࣾࡅ ޳ࡶ ڴ ߤకए  ఫంࣾڝ ڴ ߤఆࡍ न݋ߝy y y y 
అࣾం ࢗంట ऴ࢐యవలࡌ ࣄవ۪ऐ , ఈకछ ࡍߪ ంటࢗ అࣾం ޒపదम ܿ ࡽ फ࢑ ڴఫలమޔ࢓ందߖ y vx y 
ݟంڝफం۪ࡏڷ
ఎం޶కం݄  ࢘ࡍయړ ࡽࠋ అకए డ అర बం ڒ ޶ࡶబܽद ఇకए డb
సޓ܉య సࠬకరހల పࢲࡍए .2                                                   ࡹߕھߘక ࡮ఎ ߘలࡌ
కएࡅ 1  ऴపޑङ ࠪऒ  నbx࠳సࠪన ړߖ࠻
అࡶ࢑ ߤ࠼ࡓ ޻ऱ సమసङ छ޳ ࠪڒ  ݋ం࠼ߦ ڕ సమసङ ࡌ నడం0ھߘక ߘ c 

ࡍߪ   ޒఅࣾం పదम ڴరణంڒ న࠳సࠪన ړ फ࢑ ڴఫలమ࢐छ छ޳  ࡯  y v y xࡌ
అర ڕ ࡽࠋయࡍ࢘ बం ڒ ޶ࡶబܽद ࠬࡏ ऴపޑङ ࠪऒ యం అం݄ ఏࠫܽ ࠬࡏ ఉపڵࡆంచߕޔࠓऒ ఈకछ ࡏ  yܿ ࡽ

అۮ ߖపओ కంݟvx  
ఇకए డ ࠬࡏ ऴపޑङ ࠪऒ యం ఈకछ ङޑऴప ܿ  ࡽ ࠪऒ యం ఈకछ  x v   x ࡽ

vy.ࡏంܼڕࣆޓ ߖ
छ޳   छ޳త ݟంచంࡍసవ ڴస࠭ۨతం ߖޒపదम ࡌ సమసङ ࡏࠬ ࡌ  సంఖङ
ఎߖ޴ࠫߖ ఎࣃۯ ࡮फ సమసङ  ࡏ  సంఖङ घࠫޛ  छ޳ ݡఒక ఏ ݋ం࠼ߦ ݡంࡓ సࠬకరణం ޴ సࠪనంdy dx ޜ ࡌ

 ప ऱ࣒ छ޳  झࡏڝ య సࠬకరణంޓ܉స ޴సࠪనం ఇ ړ న࣒࠳ ࡌ కएࡅ   ऴపޑङ ࠪऒ సࠪనంx y x y ړߖ࠻ y vx 
పంړ फ ړ సࠪన࠳న అవకలన సࠬకరړߖހ అర बం ߗڒ ,޶ࡶ ఈ పంړ फ޷ ړరంڴx y

అవకలన సࠬకరణం సޓ܉యంڴ ఉంܿం޴   ఎ࡮ంܽ సమసङ x ۃ࡮ న߄సࠪ ࡏࠬ ޶ࡶ 
࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ न ࠳న࣒ 2 ܼࡹ࢑ ߤమ ࠑ సࠪనం  త޶పࡍ సࠬకరణం y y x c dy dx
య అవకలన సࠬకరణం y x x xޓ܉స ޴సࠪనం ఇ ޜ ऱࢁమ ࠑ న࣒࠳ y

ऴపޑङ ࠪऒ దभ సంఖङ߭ ࡏࠬ బܽदڒ ࡔస ޴फంࣆۯ ڡసࠪనం ऴܽ ړߖ࠻  vxࡹ
࢐ङ .޴ఉం ࣄయవలۯ ࡱࠪ࠻
ऒߖڜ ࡍప޶త ݟళऱంࢗ ڕ޶ం ࠭ంۮంڜ ࠭࠲    సऱݭ࠼ లࡹ
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తफ సమసङڜ ߘߝ లߘ ఏۯ ࢒యࠓవడం ޶ࡶ బڴࡱ޶ ఈ సޓ܉య అవకలన సࠬకరހలߘ ۫డంݟ మ࠾ࡍ
ఈ సޓ܉య అవకలన సࠬకరణం ߘࢗక
ఉనऒ ङ܉  ङ܉ ڴभ޴ڜ   ࢑వరణ యޓࠫ  ݟడం۫ ߖޒࠫ
ఇ࡮ۧ ޴ ఆసړ फకర࠳న లࣾހలޔߩ۫ ߘం޴  ఈ లࣾ߄ࣃ ࡱހరణ ఆసړ फߖ కڵ࡯ ఉంܼ࠼, అ࢑
ఈ సࠬకరߖހऒ  పࡍషए ऒߖހఆ సࠬకర ޳ࡶ ࡹంచడంࡍ  పࡍషए   ఈ ޙ࠼అ ,࢓సࣔయపడ ڕࠬ ࡹంచడంࡍ
࢑ష࠻ల܉ ߘङ ޴ఉంܿం ڴతంࡍదభߠ࢑ డటం۫ ڴయంޓࠫ
ऒߖڜ బܽदڒ ऒߖ࠻ల సమࢲࠫߖ  ऐۨࢗ  ంۨ   ఏం జޔڷࡏం޳۫ ޾भ ం
సޓ܉య అవకలన సࠬకరణం 2.

షओߖ దࠬ ޜతంښల సంږޒऴప ޴ߝసࠪనం అ ړ फ,19  dy by dx fxyޒ n n 
అޙ࠼ మ࠾ࡍ ఒݟ ښऴړڶ సޓ܉యంڴ ఉంܼڒ ࠼బܽद ߖషओ  బܽदm nڒ ޴ఉంܿం ڴయంޓ܉फ సޒ

ऒߕࣆ ڶऴݟ  సޓ܉యంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఈښछ ష2 ߤ.xy f 
19 ఏࠫ ࣆۯफం޴
x mx࠾ࡍం݄ మڕࣆޓ ߖ ࠪڒ ݋ం࠼ߦ ఒక ࡏࠬ ,ం݄ڕࣆޓ ߖ ࠪڒ ݋ం࠼ߦ ఒక ࠭࠲ x mx

కएࡅ ݋ంܐవదभ ܼం ࢓޶ంࠉ ࠪڒ ࡍڷ ߘࡱ࢐  फంచړߖݞ ऴపయޒऒ ࣋फ , అ޳ۯ ࡮भ ం x mx le
2.
19 అߝ అవకలన సࠬకరణం ܉ङ भ޳۫ ޾ంޔࠋۮ ఏࠫ ڴయంޓࠫ ం   అవకలన సࠬకరణం ࡅకए  ఒక ࠉం࢓޶

ङࡲ࣍ ఒక ࠪڒ షߤ వऴకࡔఖڝࣆޓ ߘంݟ x mx 
మړ ࠾ࡍ సࠪన࠳న పంړ फڝࣆޓ ߖంݟ   పంړ फړ ߖ సࠪనం ڝࣆޓ ߘంݟmx y mx y 
ړఈ పం ࠾ࡍమ ޴ంޔࢂࢗ ݞంڷ లం࠮ फ కࣆࡱफంࠉ ࠪڒ ޴ం࢓޶ వదभ ࣍ࡲङ షߤ క࡛छx mx 
కएࡅ బܽद ఖండనڒ  ఈ ࡍߖ भషद ࠉం࢓޶ వదभ వऴకࡔఖ ࡅకए ݟడం۫ ޾ఎంత ఉం ࡱ࢐ 

छ޳  బܽद మనంdx dy xy xy x mxڒ ࠪڒ ݋ం࠼ߦ ߗڒ అవకలన సࠬకరణం ࡌ
కएࡅ ࠪڒ ߗڒ ࠪڒ  ࡯ݞ۫ ߖ  అ޴ߝ ఒక ࡅ ࠪڒకए  ఎం޶కం݄ f x mx x mx f m f, f

అݟ ޴ߝऴߕࣆ ڶऒ  వదभx mx ࢓޶ంࠉ ࠪڒ బܽदڒ ޴ఉంܿం ڴయంޓ܉స ړ
ऴ޳వణం వऴకࡔఖ ࡅకए కएࡅ ఖࡔవऴక ࡱ࢐  కएࡅ 1 ࡱ࢐   అڵ࠭ ߖంߩm f 

߯ ࠪऴత࠲ ఆ߄రపݟ ఉంܿం޴, ఇ޴ ߯ ఆ߄రపݟ ఉండڒ ޶బܽद ఈm x 
వऴకతࡱ ఈ ࡔఖړ ߘ సࠪనంڴ కࣄ࡯నߩओ ऒߖఅ  ݡ ङࡲ࣍  షߤ క࡛छ ఈy mx ࡱ 
फࣃࡱక ࡹణంڝ ښఒ ߘఖࡔ ऒߖޑऴۨ  ࠼  ఇ޳۫ ࡮भ ం  ۨऴߖޑऒ भ޳۫  ం  ۨऴతం ࠬڕ ఆࣆߧ۫ ࡽफం޴  ine

సࠪనం మ࠾ࡍ పࢲࡍए రం వऴకࡔఖల ܿڕంబం అవకలన సࠬకరణం ڝసం ऴపޒ పࢲࡍए ర వऴకࡔఖࡱy mx 
ఈ ࡔఖߘ ఒక ࠼ߦం݋ వదभ కࣃࡱफ एࢲࡍప ࡍప޶త ,࠼ ర వऴకత ࢘ࡖక ࠼ߦంࡹ ݋ కࣆࡱफం޴ అߖऒ  వऴకతలڕ 
సڴࡍठ ఒ࡮ښ ఉంܿం޳ࡶ ޴ మࡖక పంړ फڝࣆޓ ߖంݟ ఈ వऴకతࡱ ఈ ࡔఖڕ y
ఈ ࠼ߦంటऱ 
వదभ ړ సࠪనం  ఇڝ ޻ణం ఇ޴ సࡕనڒ ޶ڒ ޴బܽद ఇ޴mx
సޓ܉య అవకలన సࠬకరހల ࡅకए త అరށగڣࡔ  बం ڒబܽद ఇߩओ भࡿࢗ ڕ޶ం ࠭ంۮంڜ మనం ݡ ం మ࠾ࡍ 
ఈ ߖހڝऒ ߖޒణࠫڝޒథࠫక ऴߦऴ  ࡏࠬ 
ఉపڵࡆంۨ    ऴߦథࠫక ऴڝޒణࠫߖޒ ఉపڵࡆంచడం ޳छ ంచవ۪ऐށగ ڴలభంࣆ ࡌ య޳ంऴపࣃ బܽदڒ 
ङ܉ ంబంܿڕ ఖలࡔవऴక ޜफࣄపܽ ఆߘ࠭ ࡹޒࠫ
వऴకࡔఖల ܿڕంߖࠈऒ  ౖ࣊ ऱ࣋ۯ ݭ లࣾణం అవߗऒ  ఒڝ ښణంࡔ ࡹఖߘ y mx 
फࣃࡱక ڴసࠪనం ړ పङࡐࣃ  ࠼ ంڴ ఉంచబݟన మ࠾ࡍ
ऒߖ࡮࠮ పङࡐࣃ  త ښంऴదం అࣃࡱߧ ߖफ  ࡏ
ओߩఇ ߘߝ ऒߖހంۨన లࣾࡍ࢑వ ݦ ऒߖఅ   ߘంచࡍ࢑వ ߘߝ   వऴకతࡱ ऴపޒ పంړ फړ

సࠪన ڝణంړ ࡹ సࠪనంڴ ఉంܼ࠼   ఈ లࣾߖހऒ  వऴకతࡱ అంܼࡏy mx
.
పङࡐࣃ లం࠮   త ښంऴదంڴ ఇڒ ࡮ۧ ޴ऱࣄకࡽ
ङ܉ फޕࢡరదృషदవ޶ ,ޒࠫ  ఇݡ࢐ ޴కߗڒ ޶ࡶ ࡹ ఆ  ऴߦంࡹޑऱ  ఆࡍए ݃కऐ  ࣋ۯ ࡛
వङ మघࠒ నݟఉంచబ ڴ࢑ధం ޻అ ,ࡱफڕ పङࡐࣃ ࠾ࡍమ ࡱ త ښంऴదం వంܽ ఆࡹచనల߯
ړఆస ࡮ۧ फߖ కڵ࡯ ఉంܼࡏ.
  గށతం ڕڒంݞ ఆࡍए ݃కऐ ࡛
ంబంܿڕ ఖలࡔఈ వऴక ޴ఒక లࣾణం ఉం ڕఖలࡔఈ వऴక ߗڒ
కएࡅ న࠳సࠪన ړ0 ࡍవ ڴ  पంచబ࡯ڵࠫ ,ޙݟన సࠜङ లందܿڕ ࡏࠬ    ࡐంబంߖࡹ ఒక సࠜङ  xy phi ߖݟ
ందవ۪ऐ߰ ߖ ߯ ߯  ం݄ڕࣆޓ .x cy x

మࡅ ߖ޳ ࠾ࡍకए  3 సࠬకరణం 0ړ సࠪనం అߖ ऴ࢐యంݟ మ࠾ࡍxy 
नࠈం࡮ नࠈం࡮ ߖ  ߖ న ۲ట࠼ంకం అࡌबࣄ  छ޳  ࡎభ ࡌ फ ۯయం޳ ߖ ߖ ߖ ޳ࡶ ݟछ x ߖ ࡌ lambda xy y x x cy y c
భࡎ फ ۯయంݟ
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కएࡅ న࠳సࠪన ړ  బܽद 0ڒ  xy phi x xࠪڒ దࠬ ࡏࠬ ,ంۨࠚరంߦऴ ݟంߘ 
ࠬద 0ړ సࠪన࠳న మࡖక సࠬకరߖހऒ  ߰ంࡏޑ޶.y c 

 మࡗ ࠪటߦۮ ࡹओ లం݄ సࠬకరణం 2.
21ݟడం۫ ߘ ݭ࠼సऱ ݟంߘ 

2.
22 వऴకࡔఖࡹऱ  ఒకܽ ఇۨऐ నటऱڕࠬ ,ޙ࠼ సࠬకరణం  2.
22 వࣆफం޴.
फࣇࡏࠪ ߖ ࡏࠬ  ఉనऒ ߝ ం޶న, ఇతర వऴకࡔఖ 2.c
छ޳ 22 ఇవछ ࡌ బޔݡం޴,
ऒߖఅ ࡏࠬ  వऴకࡔఖల ܿڕంߖࠈऒ  ߰ంڒ ࡏޑ޶బܽद ఇ޴ సޓ܉య   అవకలన సࠬకరހల ࡅకए  ࡮ۧ 
అంద࠳న
फޕࢡరదృషदవ޶ ࠾ࡍ࢑వరణ మ తށగڣࡔ
ఇߘߝ  ޴ తࣄۯ ڥߖన ۧߩ ࡮సफࡹڒऱ  కߧߖంచ޶.
ऒߖ޵ ߘߝ ࠾ࡍమ ࡱڒసफߩ  ऒߕھߘక ࡹసफకంߩ తనࡌߩ ࡮ۧ నࣄऴ࢐ ࡹ1913  ߘ
ऒߖ޵ ߘߝ ऒߕڕߘ࢐లڝపం۪ ޜࠬ   ߖऴతం అࣇ పతࡐసమ ࡹలހఅవకలన సࠬకర ߖߖ޵ ߘߝ ࠾ࡍమ ߘ
ऒߕంܿڕߘల࢐లߧ  ߘ
మࡏࠬ ࠾ࡍ

సࠪన࠳న ࡅకए  ఒక పࢲࡍए ऒߖࡌ एࢲࡍరణ ప߄ࣃ ఒక 0  ޴ంޔࠋۮ ޴ం݄ అڕࣆޓ  రం ఈ xy phi 
అ߄ࣃరణ࠳న పࢲࡍए ޶ڒ ఒకܽ ࡹలࡌ
ऒߖڜ షएࡍప ߘలހఅవకలన సࠬకర ࡏࠬ ऱࡏࣃ ओߩంۨనࡍ एࢲࡍన 0 ఒక ప࠳సࠪన ݡ రం ޳ࡶ సࠪనం 0y x 
ఒక
పࢲࡍए రం, అߖڜ ࢑ऒ  ऴపޙङ క పࢲࡍए .࢓ڒ న࢑࠳రణ߄ࣃ బܽद అ࢑ڒ ࡱࡌ

 lutions  ࡏࠬ
కएࡅ एࢲࡍరణ ప߄ࣃ  ऒߖࡌ छ޳ న࠳సࠪన ړం݄, 0ڕࣆޓ  बࣃ    దࠬ ࡌ నంޜ ߖ ࡹ భࡎ फ xy x x c y y

࠾ࡍమ ݟయంۯ
फࣇࡏࠪ ߖ ࡏࠬ  ఉం݄, ࠬࡏ అߖऒ  పࢲࡍए ऒߕޔࠓంద߰ ߘలࡌ ऒߕంܿڕߘల࢐లߧ ߘߝ ޴క ఇߘక ࡏ cߘ
ఇ޴ అవకలన సࠬకరހలࡹ సమࡐపత, అవకలన సࠬకరހలࡹ సమࡐపత ࣇऴతం ڒబܽद
एࢲࡍప ߝరణ   అ߄ࣃ ڴరణం߄ࣃ రం ࣄ࡯ޘనటऱޙ࠼, అߩओ ऒߖఅ ݡ  పࢲࡍए ందవ۪ऐ߰ ߘలࡌ
బܽद ఉదगڒ ࢑ం߄ࣃ ۯరణ పదం ࡅకए  అర बం ఏࠫܽ ࠭࠲ ఉ޳హరణలߘ పࣃ࡯ࢣࡍफ  ߘߝ బܽदڒ ࠭
ऒߕంܿڕࡏڝ ߘ
फనऒࣆ۫ ࠭࠲  అߖऒ  ఉ޳హరణల ޳छ ऒߖ޵ ࡌ  ࢑వࡍంచం࠭࠲  ݟ సޓ܉య సࠬకరހల ࡅకए  అߝక 
ఉ޳హరణలߘ పࡍషए ంۧ࠭ࡍ
మ࠾ࡍ ఇߩओ ࡍవ ڔߖ޳ޒऴప ࡹహరణల޳ఈ   ఉ ࠾ࡍమ ߖߖ޵ ࠭࠲ ݡ फంపܑ࠻లڕߘంܿߕऒ ࠭ మ࠾ࡍ 
క ఉనऒߘࢗ ߖ޵  ఈ ܉ङ అర ߖޒࠫ बం ࢐ڝࣆۯలڕߘంܿߕऒ ࠭,
ओߩఇ ߘߝ బܽदڒ ओߧۮ ݦ నߖڜ ޴ऒ ంܽࡹ పۯ ߖయ޶.
 ࠬ వదभ ࡅకए ऒߕࣆ   అࡏࠬ  ޙ࠼x y 

ࡎభ ޜ ߖ फ ࣄۯనటऱࡏࠬ ,ޙ࠼ మࢁऱ ޜ ޜ భࡎ फ ࣃۯफ y޶ంచࠚల ࠬښఇం ڕࠬ   ࡏ y y y
ऒߕࣆ బܽदڒ  పࢲࡍए రం ࠫనࣔ࠼ంߩ అޔ࢓ం޴   ఇ߄ࣃ ޴రణ పࢲࡍए రం ޶ڒ  అߤ࠻
ऒߖ޳బܽद  ఈ పڒ ऒߕޔఉం۪ ࡮ఎ ڴరణం߄ࣃ  ऒߖ޵ ߘߝ ࠾ࡍమ   ࡏ म޳ࣄ  ంతంڴ ఉంచడం ޶ࡶ 
ఎం޶కం݄
ऒߖ޵ ࡏࠬ म޳ࣄ  ంతంڴ ఉంۧలڕߘంܿߕऒ ఖۨऐ ࡮ۧ ޴ఇ ࡏ తతछ ంࡖ߮ ޜए నబ࡯ݞ మ࠾ࡍ
అతङ  ߘߝ ంత ఖۨऐ తతछ ంۮ ޜపओ డం ڒ ޶ࡶబܽद ߘߝ'  ߘߝ ࣋द࠱ ݋ం޳ࣄ ߘ ݋म ంతం ࡅకए  ݋࢘࡯ఎ ړޒबࣄ 
޶ࡶ యడంۯ
మ޳ࣄ ߘߝ ࠾ࡍम ంߖޑऒ పతࡐఈ సమ ࠭࠲ ޜరణంڒ ޻బܽद అڒ ޶ࡶ వడంࠓంచߧࡐߖ ݞږ 
కएࡅ ऒߖހڝ కࡖ࢘  भ޳۫  ం   ࡍڷంۨ ࣄۯ ݋ڝన ఫ࡯తం ࡅకए ऐࡍంۨ చࡍڷ ࢓܌ࡏ  ంచ࠭.
 
మనం ߕࣆऒ ࢐సफవ సంఖङ ߖڒ  ङڒ ࠾ࡍంܼ࠭ మڕࣆޓ ߖ  ङڒ న࠳సࠪన ړ ࡽటߧ t ߖ ࡽటߧ tx y tx y ty
2.
࠭ޑఉం۪ ڴ సࠪనం ړ 23
.2 ܼޓ ࠵ࣟ ޳ࡶ
23 అڵࠪ ޴ߝऒ छ޳ రకంڒ ߤషښ߸  t x ޴దभ߭ ࡹశ޴ ࡌ
߱ ࣒ߦ ࡏࠬ ࡛ द ࣌݇ࠂ ܘऴߖ ࠆڴ ߰ం޴న  ۨऴߖޑऒ  కڵ࡯ ఉనऒ  ۨऴߖޑऒ  ߭దभۯ ڴ޴యడం ࡮ంܽ޴
మߖ޳ ࡏࠬ ࠾ࡍऒ  ߭దभ࠻ۯ ڴ޴లڕߘంܿߕऒ ,ࡏ
ऒߖޑదभ ۨऴ߭ ࡹశ޴ ࠾ࡍమ ࡏࠬ  ߰ం޻ంڕ޶ అڵࠪ ޻ऒ పङࡐࣃ బܽदڒ ݟయంۯ ߘ ߤషښ߸ త x y 
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ఏࠫటం݄ ࡓంݡ ۨऴࡱޑ
బܽदڒ ࠼ఉంܼ ڴదभ࢑߭ ࡹతफం࠴ ښఒ ࡱ܉ࠜ   ࡱ܉ࠜޒऴ ࡛࡮ఇ  ࠼ఉంܼ ڴ࡮ ࠹ࣄ
అࡐࣃ ޴పङ త ߦࡐంతరం ڒబܽद అవకలన సࠬకరࢗ ڵࡍޒ ړߖހళ ऱంړ   ݟ సࠪన࠳న సࠪనంfxyf dx dx 
.޴ఉంܿం ڴయంޓ܉స ړ0 ڶऴݟ
ङޑऴప ߘߝ  ࠪऒ యం 2.
ओߩనࣄۯ 23 ݡ
ङڒ యమంߖ ࣆࡱھ ࡍవ ߖ ࡽటߧ फంపܑࣄనߩओ ङڒ  ޴ంޔڷࡏఏࠫ జ ݡ ङڒ ࡽటߧ d y ࠑ ࡽటߧ d x d y d 
ङڒ ޙ࠼సࠪనం అ ړ ࡽܽ࡯  y dࡽటߧ

ङڒ ࠑ ఆ߯ ࠑ ࡽܽ࡯ ఆ߯ ࡽܽ࡯ ࠑ y d yt d y dx dx d x dx d ࠑ ޙ࠼అ ࡽటߧ
ङڒ ङڒ బܽदڒ ޴ంޔ࢓भ అ޶ర ߤߦఅ ࠾ࡍఅం݄ మ ࡽటߧ ङڒ ࠑ ࡽటߧ x 1 t t  1 t d y d x ࡽటߧ
అߝڴ࡮ ࡽܽ࡯ ࠑ ࡽܽ࡯  ޴ߝ ఉంܿం2 ߩ࢙ ݟڕ   ޴.d y d x 
నऒۨ ࡏࠬ 24  x
ङڒ ߖ ङڒ ڴभ޴ڜ ࠾ࡍద మࠬ ࡽటߧ छ޳ ࡽటߧ ࡎభ ࡌ फ ࣄۯనߩओ అదృశङ ݡ మޔ࢓ం޴ x x y y t   t 
ఎం޶కం݄ f
.޴ఉంܿం ڴయంޓ܉స ړ0 ڶऴݟ
.2 ࡏࠬ బܽदڒ 
25 ߰ంڜ ޻తफ అవకలన సࠬకరణం వదभ ఏࠫ జޔڷࡏం޴
అߦ ޴ߝత అవకలన సࠬకరణం 2.
24 అవకలన సࠬకర2 ࡱހ.
24
మ2 ࠾ࡍ.
25 ఒ࡮ښ ఉంܼڒ ࠼బܽद ࠭࠲ అవకలన సࠬకరణం 2.
24 అߦۮ ߖओ ࡯
झߤऴܼ ܾࡍ࡮ంద  ఐړ ࠹ࣄ घࡔ߷  షߤझ ओࡏࠪ ందړ ܼޓ ࠵ࣟ ޴ఇ ޳ࡶ  రంڒऴతం ऴపࣇ ऴܾ࠱ࣄ బܽदڒ ޴ߖࡶ

కएࡅ  సࠪనం 0 ఒక పࢲࡍए రం అޙ࠼ అߩओ  xy phi cxݞږ న 0࠳సࠪన ړ࣌ ࠪڒ ݡ
ఒక పࢲࡍए రం మ࠾ࡍ అߖऒ  పࢲࡍए एࢲࡍంۨన ఒక ప޴అం ߘలࡌ రం ߘంݟ ߰ందవ۪ऐ ࡏࠬ   
నऒࠚ࢑ ంࡖ߮ ڴए నऒ  పࢲࡍए రం ࡅకए एࢲࡍఒక ప ܾࣄ࠵ࣟ ࡏంܼڕఎం۪ ߘకߧరణ ఎం߄ࣃ   ړߖࡌ
పࢲࡍए ऒߖࡌ ޴ంܿంڕࣆޓ 
एࢲࡍప ޳ࡶ ओࡏࠪ ޒల సࠫࡌ  క߱వ۪ऐjeڒ ంۨన࢑߅ठ సంబంڴࡍస ڕࣾࡎప  ࡱ࠻࢑ష ఈ ߘ࢓అ ޴ߖࡶ
ङ޳࢑ ޴ఇ ߗڒ పర࠳న޴ మߖ޵ ߘߝ ࠾ࡍऒ ऒߕంܿڕߘఅ ߖ࢐లڝࣆࡱޘ  भ޳۫ బܽदڒ ߘ ం
ఇ޴ మనం ఇపओ అధङ ښܽ యనం ࣄۯన ఉ޳హరణ ޳छ బܽदڒ ࡌ
న࣒ ࣋ए࠳ 2 ࠭࠲ छ ࡛ न ࠳న࣒ ࣋ए छ ࡛ न 0 ߖ సࠬకరణం 2.xydx x y dy
ऒߖހదܽ అవకలన సࠬకర࠴ నࣄۯ సࠪనం ړ4 ఈకछ ࣄ ڡ݄ ం సࠪనం 0޳ంڕࣆޓ  ఈకछ ࣄ ڡ݄ 1 ࡽ  ڡ݄ 1 ࡽ
మ࠾ࡍ ఒక ऴపޙङ క
పࢲࡍए రం ۫޳भ ం ࣋ए छ ࡛ न ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ न ࠳న࣒ ۫޳भ ం  x y y   c
అం݄ అ޳ ޴छ తफం ࣋ए࠴ ࡌ छ ࡛ न ప ऱ࣒ छ޳  తफం ࣋ए࠴ ࡌ छ ࡛ न ࠳న࣒ ߯x c y c y 

సࠪనం ࣋ए ړబܽद ߯ ߯ 0ڒ छ ࡛ न ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ न ࠳న࣒ 0ړ సࠪనంc  x cy x y cy 
ఇࣆफం޴.
నऒڕࣆޓ ࠭࠲    అߖऒ  పࢲࡍए ऒߕڕࣆޓ ࠭࠲ ߘలࡌ ࠭ ࣋ए छ ࡛ न ܿߦ ޜ ࣋ए छ ࡛ न ࠳న࣒ 0ړ xy x y y 
సࠪన࠳న ࡅకए ࡍߖ  भషद ࣍ࡲङ షߕڕࣆޓ ߖ ߤऒ ࠭,xy pi
ఈ ऴపޙङ క పࢲࡍए ऒߖࡌ  x x yࠑ ࠾ࡍమ ߯ ࠭࠲ 

ऒߕڕࣆޓ ߖ ߯ ࠭ మ࠭࠲ ࠾ࡍ అߖऒ  పࢲࡍए फࣃ۫ ࡏࠬ బܽदڒ ࠭޳ం߰ ߘలࡌ y c࠭࠲ ࡏ
త޶పࡍ ఉ޳హరణړ సమࡐపత ࣇऴߖޑऒ  అం޴ంۧ࠭ 2  ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ न ࠳న࣒ ࣋ए छ  xydx x y dy ړ 0 ࡛
సࠪన࠳న

࣋ए छ ࡛ न ࠳న࣒ ږङ एࢲࡍరణ ప߄ࣃ న࠳సࠪన ޜ సࠪనం ړ ࣄ ڡ݄ ߘ ࠗ రం ఏࠫܽ.3 x y y c 1

యవ۪ऐۯ ࡏࠬ छࡌప   ݟంڝࣆޓ ߖ న࠳సࠪన ړ5 ޙݟఇషदప ࡏࠬ   c ڴసࠪనం ړ0 ߖ ࡏࠬ ߗڒ ޶ࡶ c
޴ం݄ అڕࣆޓ
పۯ ߖయڒ ޶బܽद ࠬړ0 ࡏ సࠪన࠳న ڕࣆޓ ߖనऒ ओߩ एࢲࡍన ప࠳రణ߄ࣃఅ ڕࠬ ݡ రం లࣆࠚफం޴c
ఇ߄ࣃ ޴రణం ڒ ޶ڒబܽद సࠪనంڝࣆޓ ڴం3 ࡏࠬ 1  ݟ ࣋ए छ ࡛ न ࠳న࣒  ږङ  c x y y ړన࣒ 1࠳ ࠗ
సࠪన࠳న ࡅకए xy piࡏޑ޶ం߰ ߖ 
ऒߖబܽद అڒ  పࢲࡍए రऐࠪ ߖ ڴ޶ࠬ ߖ ߖ ߖ ࠼ޑందబడ߰ ࡱࡌ డం ޳छ xࡌ x x y c
, మనం పࡍషए హరణ  ప޳ఉ ࡗంۨన మࡍ ऱ࣒ సࠪనంydx x ړ0 ۃ࡮ న࣒࠳ ۃ࡮ ߖ  y xdy 
ప  ۃ࡮ న࣒࠳ న࣒ 1࠳ సంڝ ߖ޵ , ऱ࣒ एࢲࡍప ߝఅ ۃ࡮  ऒߖࡌ  ߰ం࠭޳.y y 
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సࠬకరణం 0ړ సࠪనం  x 
ऒߕࣆ ߤవ ݋ం࠼ߦ ݡంࡓ కएࡅ   ڕऱ మనࢁబܽद మڒ  వۨऐ ࠀ  ం޴ అం݄ ఏࠫܽ ఇకए డ xy xy xy p xy y 
న࣒࠳
వ࠳ ߤన࣒ ۃ࡮  ప ऱ࣒ ࡎభ ޜ ߖ బܽद మనంڒ ۃ࡮  फ ࣆۯफߕऒ भ޳۫ ߖఅ ޳ࡶ ࠪ ం  మ޳ ࠾ࡍछ y x x ࡌ x c y y 
छ޳ ࡌ

మ࠾ࡍ ఏࠫ జޔڷࡏం޳۫ ޾भ ం మ࠾ࡍ అ޳ۯ ࡮भ ం ڒబܽदc 
ఈ సందరग ంࡅ  ࡹకए  3 మన అం݄ ࠳న࣒ 1 ࠳న࣒ ۃ࡮  ప ऱ࣒ ఇకए ۃ࡮  డ ۃ࡮ అޙ࠼ xy xy y y x x 
మనం ࠴దట ప࡯࠻ۯ ߖझ  ఉంܿం޴
చࡏޔग జం ߗڒ పࡌछ छڒ దܽ࠴ ऴతంࣇ ޶ࡶ ऴడంݞږ ݋ పࣆۯ ߖफంڒ ޴బܽद c
ࠬద ߯ ఉనऒ  అం݄ ࠬద ࠳న࣒ 1 ࠳న࣒   ࠳ ߯ ۃ࡮న࣒ 1 ࠳న࣒ ۃ࡮ పऱ࣒  ࠬద c  y pi c y c y c x 
అం݄ b ۃ࡮

ప  ۃ࡮ న࣒࠳ ऱ࣒ by c y minus  c c y c x x 1 ߧ࡯క ޜ ࠑ ߖ న࠳సࠪన ړ0 ࡏࠬ బܽदڒ ۃ࡮  c c
ఉంۨనߩओ ݡ
ప  ۃ࡮ న࣒࠳ న࣒࠳ ڕࠬ ऱ࣒  y c c y c x.޴फంࣆవ 0 ݟంߘ   సࠪన ۃ࡮ 
  ఇ߄ࣃ ޴రణ పࢲࡍए రం
న࣒ ࣋ए࠳ ߖࡹసफకంߩ ऱࡶ࢑ ߤ࠼ࡓ छ ए࣋ ݋ࡐ ࡛ छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ न y x y dx
 xdy.ݟంڝࣆޓ ߘహరణ޳ఉ ࡍప޶న త࠳సࠪన ړన࣒ 0࠳
ప  ࠭࠲  ऱ࣒  ࣋ए छ ए࣋ ݋ࡐ ࡛ छ ࡛ न ప ऱ࣒xy y x 

࣋ए छ ࡛ न ࠳న࣒ 1ړ సࠪనం అޙ࠼ అߝ పࢲࡍए ऒߖࡌ  ߰ం࠭޳.y phi 
 అవకలన సࠬకరణం ږߘࣃలంڴ సޓ܉యంڴ ఉనऒ ం޶న ࠴దܽ ڒछ ऴడంࡹ ݋ ࠪऴత࠲
సޓ܉య సࠬకరߖހऒ  పࡍగށంచం࠳ ݟన࣒ ࣋ए छ ࡛ न ప ऱ࣒  4 ࣋ए छ ࡛ न ప ऱ࣒xydx x y 

4xy dy 0ࡏࠬ ߖڜࣆޓ ߘహరణల޳ఉ ݡంࡓ ࡗమ ݟంߘ సफకంߩ ऱࡶ࢑ ߤ࠼ࡓ సࠪనం ړ
 ప ऱ࣒ एࢲࡍఒక ప ޴ߝఅ 0 ݟంߘ ఆ߯ సࠪనం  ݟంచంߖం݄ గమڕࣆޓ సࠪనం ړ  రం, అం݄ xy phi x xy y 

x޴ߝసࠪనం అ ړ న࣒࠳
ఒక పࢲࡍए రం, అࡏࠬ ޙ࠼  ప ऱ࣒y 

ࡎభ ޜ ߖ ࠾ࡍం݄ మڕࣆޓ ߖ फ ࣋ۯफ ࠬࡏ అߖऒ    పࢲࡍए ఇకए ߘలࡌ x.ࡏࡶంద߰ ݟంߘ ݟ y c
  మ޳ ࠾ࡍछ छ޳ ࡌ x x c phi of x by c y by c ࠪڒ ఆ߯ ࡌ
एࢲࡍప ޻ऱ అࢁక మߘసࠪనం క ړ0 రం కߘక ࠬڕ   అ޻ పࢲࡍए రం లࣆࠚफంڒ ޴బܽद ࠬࡏ 
.2 ڴదमంࡏ࢑ ړߖޑऴࣇ పతࡐసమ    ࡏࡶఏࠬ ߰ంద ڴతफڜ
26 సࠬకరߖހऒ  పࡍషए ࡏࡶంచࡍ
ࡍڷ ࠾ࡍరణ మ߄ࣃ फంߩ  ऴపޙङ క పࢲࡍए రం 2 ڴࠈ.y 
26 ఒక సޓ܉య సࠬకరణం ړy 
సࠪన࠳న ऴపޑङ ࠪऒ యం ߄ࣃరణ పࢲࡍए ऒߖࡌ  ߰ంࣆۯ ࡮޻फం߄ࣃ   ޴రణ పࢲࡍए రంvx 
ఈ సऱࡹ ݭ࠼ ఎߩࡏ రంࡹڷ ऴపదࡍज ంచబޔݡం޴   ఈ ࣍ࡲङ షړ ߖ ࡏࠬ ࡹ ߤ సࠪనంڴ ఉంۨనటऱޙ࠼,c 0
ङږ ࡏࠬ  y.ࡏޑڷࡱందగ߰ ߘ ࠗ

 ప ऱ࣒  బܽद    x yڒ సࠪనం ړ0 
 అంࡏࠬ ښ޶  ప ऱ࣒  అ޴ߝ ఒక ऴపޙङ క పࢲࡍए రంx y 
మ࠾ࡍ ఇߖ ޴జంڴ ఎంڕ޶ ऴపޙङ క࠳న޾ ఇߩओ అర ڕࠬ ݡ ब࠳ం޴ 
అవకలన సࠬకరణం   ࣋ए छ ࡛ न ࠳న࣒ 4 ࣋ए छ ࡛ न ప ऱ࣒  2 ࣋ए छ ࡛ न ప ऱ࣒  7 ۫డంݟ.x dy x y xy 
  dx
సࠪనం  ࡅకए  ऴపޒ ఎంߧకల ڝసం  ప ऱ࣒  మ2 ࠾ࡍto 0 xy phi x y 

 ప ऱ࣒  అం݄ ࠳న࣒ ړ సࠪన࠳న అ޴ߝ ఒక పࢲࡍए రం మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ړ సࠪన࠳న ݞږ ఒక x y x y 2x y 
పࢲࡍए రం అޙ࠼
एࢲࡍఈ ప  ࡏࠬ ऒߖఅ ࡏࠬ ,ݟయంۯ ڡంۨ, ऴܽࠚరంߦऴ ޜలࡌ  పࢲࡍए  x by cy by cߘలࡌ
߰ందࡏࠬ  ࡏࡶ మࢁऱ అ޻ పࢲࡍए ऒߖࡌ  ߰ంڒ ࡏޑ޶బܽद ఈ ࡓంݡ పࢲࡍए అ࢑ ,࢓ڒ న࢑࠳రణ߄ࣃ ࡱࡌ
.y 2 ࡹరణ ࠪరठం߄ࣃ
ङޑऴప ڕ సࠪనం ࡹޒరణ పదम߄ࣃ ߘ27 ࠪऒ యంڴ పࡍషए  y.࢓ంచࡍ
एࢲࡍరణ ప߄ࣃ   ऒߖࡌ  ߰ందంݟ a  nd
అవకలన సࠬకరߖހऒ ࡍߪ  फڴ పࡍషए  ޾ంޔڷࡏఏࠫ జ ࠾ࡍమ ݟడం۫ ޾ంޔڷࡏఏࠫ జ   ݟంచంࡍ
ࡍڷ फంచړߖݞ ऴపయޒऒ ంచంݟ
మ࠾ࡍ సࠪ߄నం ࠬڕ అం޴ంచబޔݡం޴ ࣋ए छ ࡛ न  ప ऱ࣒ ङږ 2  नࠗ ࠳న࣒ ࠳న࣒ ڒబܽदx y x cx cy 
నऒڕࣆޓ ࡏࠬ ओߩ ओߩदనܽ߭ ڴసࠪనం ړ0 ݡ ठࡌవ ࡏࠬ 0 ړ సࠪనం  ޴ంޔڷࡏఏࠫ జ ݡ ऒߖ   ప ऱ࣒  2c c x y 

ఈకछ  xࡽ
బܽद  పڒ 0 ڕ ऱ࣒ ङޙऴప ࡮ۧ 2  క࠳న పࢲࡍए రం సڒ ࡔబܽद  ప ऱ࣒  అ޴ߝ ఒక ऴపޙङ క పࢲࡍए రం అޙ࠼y x y 2x 
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 ప ऱ࣒ ङޙऴప ࠻  క పࢲࡍए రం ఎంڕ޶ అߖ ۨవࡍ పంړ फࡹ ۫డంڵ࠙ ޜࣄ ࡏࠬ  ݟం࣒ݟ ۯ ߮ ऱޜࣄ ߘx 
ओߩఅ ,ݟంచంڵ࠙ भ޳۫ ޾ంޔڷࡏఏࠫ జ ݡ ం   ࠬڕ అవకలన సࠬకరణం ࣋ए छ ࡛ न x d

న࣒ 4 ࣋ए࠳ छ ࡛ न ప ऱ࣒  2 ࣋ए छ ࡛ न ప ऱ࣒  సࠪనం.y x y 7xy dx ړ0 
 స࠳ ߘߝ ࡔన࣒ ړ సࠪనం అߩۮ ߖफߕऒ  yߘ

మ࠾ࡍ సࠪన࠳న ࠳న࣒ ࡓంݢ అ߄ࣃరణ࠳న࢑ అ࢑ ऴపޙङ క పࢲࡍए  x y 2x,޶ڒ రణం߄ࣃ ޶ڒ ࡱࡌ
ऒߖ޵ ࡏࠬ  ࢐ङ ओߦۮ ڕ޶ఎం ڴమం࠻ లڕߘంܿߕऒ ऒߖހఅవకలన సࠬకర  ࡏࠬ ޴ఇ ߘ ࡍߪ  फڴ 
పࡍషए ࢐ङ సం ఒకڝ ంచడంࡍ .మం࠻

ऴపޑङ ࠪऒ एࢲࡍప ࡏࠬ  ࡔస ړߖ࠻ ऒߖࡌ  ߰ంࡏ޳, పࢲࡍए రం  vx x
࣋ए छ ࡛ न ڴ  ప ऱ࣒ ప  ݟంߘ న࣒࠳  ऱ࣒ ओߩఇ ޴సࠪనం ఇ ړ సࠪనం ړ  एࢲࡍరణ ప߄ࣃ ݡ రంy 2 x c x y  0
నऒڕࣆޓ న࠳సࠪన ړ0 ࡏࠬ ओߩ ప  ڕࠬ ݡ ऱ࣒ ङޙऴప ߖ 2  క పࢲࡍए రంڴ ఇࣆफంߗڒ ޴ ఎంڕ޶  ఇ޴c y x
ऒߖݞంచڵ࠙ ޜࣄ ࡏࠬ ङޙఒక ऴప ࣋۫ ࡏࠬ  క పࢲࡍए రం మ࠾ࡍ ఆ ߖࣄ అనంࢗ ړߖޑళ ऱߖవछ ంݟ మ࠾ࡍ
ప   ࡏࠬ ऱ࣒ फࣃ۫ ࡏࠬ ߖసࠪనం ߰ందడం ఏࠫట ړ0  ङޙऴప ݞږ   సࠪనం ړ న࣒࠳ బܽदڒ ࡏ క x y y x
పࢲࡍए రం ڒబܽद
ఇ࢑ అ߄ࣃరణ࠳న࢑.
एࢲࡍనܿవంܽ పڒ రణం߄ࣃ   ओߩఎలऱ అ࢑ ࠾ࡍమ ࡱࡌ ࡏࠬ ߗڒ ,࠼ఉంܼ ݢ
ఈ అ߄ࣃరణ࠳న పࢲࡍए एࢲࡍరణ ప߄ࣃ ,ࣄ࢘࡯޴వ ߘలࡌ ऒߖࡌ  ఎం۪޳ ,ߖڕछ  xࡌ

߯ మ޳ ࠾ࡍछ छ޳ ࡌ बࣃ  ࡌ నంࡹ ఆ߯ ߯ ޜࠪڒ ߯ ࠪڒ సࠪనం  0x c y y c x x y c 
అߖऒ  పࢲࡍए  న ࠙గం࠳అంద ࡮ۧ ࡹలހయ అవకలన సࠬకరޓ܉స ޴ఇ ,޴फంࣆ޴ం߰ࡐ ߘలࡌ
फޕࢡరదృషदవ޶  ఇߩ   ޴సफڒలࡹ చࡍऐ ంచబడ޶ࡶ 
ङ߄బܽद ఈ   అڒ యంࡹ ఉనऒ  ఈ అంతర ठత ܉ङ ऒߕڕߘఅ ߖలߦ۫ फޒఎ ڴజంߖ ߘߝ ߖޒࠫ  ఈ ޴ఇ ,ߘ
ఉపߕङ ऒߖࣃ ऒߕफࣆ࢑࠙ ߘߝ ߖफందࣆ࢘ࣄ࠮  ߘ
మ࠾ࡍ ఇ޴  అ߄ङ యం  ݞږ ߘߝ త޶పߖࡰ ࡍࣃࡍయ࡛ మࡘࠏ ࠾ࡍऒ ङ߄తफ అڜ ల߯ހసࠬకర  ࡰ ऒߖ࠻  
ऴߦరంࠚంచߕޔࠓऒ ߘ
మ࠾ࡍ ఆ తࡌछ త ࠭࠲ బࣗڵ࠭   ࢡంߩ ఉపߕङ సం ࣄۯ
ఉపߕङ ࡍߪ ߖށࢩల ऴࣃ फ ࣃۯफ ధనङ ࡮ۧ ࠭  ڕࠬ   ࡱ޳࢐
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