
िवभेदक समीकरणांवरील या मािलकेतील सहाʩा ʩाƥानात आपले ˢागत आहे,
ȑामुळे आʉी एकसंध समीकरणांचा अɷास सुŝ ठेवू जेथून आʉी
गेʞा वेळी सोडले होते ते आठवते की गेʞा वेळी आʉी दोन फंƕɌ

आिण िदलेʞा अनंतांǉा तुलनेबȞल बोललो होतो.f g 
  की अनंताकडे पेƗा जाˑ वेगवान िकंवा िकंवा पेƗा हळू आिणf g g f 

अनंताकडे जाते ȑाच िठकाणी आपण यापैकी काही मुȟांवर मागǉा वेळी चचाŊ केली होती ʉणून आपण या िवषयावर आणखी एक g 
उदाहरण घेऊ
या
 ȑामुळे अनंताचा Ţम आिण अंतर समीकरणे  आपण पाहतो
एक िन˃ाप िदसणारे िवभेदक समीकरण Ȫारे बरोबर वर 1 अिधक मȯे आपणdy d x y y x 
हे िवभेदक समीकरण पिहʞा चतुथाōश मȯे पाहत आहोत जसे पेƗा मोठा आिण पेƗा मोठा.x 0 y 0 

ठीक आहे ʉणून समीकरण 2.
11 ते  तुʉी ˠाईडमȯे पाहत आहात हे एक वेįरयेबल िवभाजीत समीकरण आहे
 ȑामुळे तुʉी
िवचाŝ शकता की तेथे काय करायचे आहे हे सवŊ सोपे नाही आहे पण आपण 2.
11 या समीकरणावरील हे ʩायाम पाš या यावर
उपाय शोधǻाचा पिहला ʩायाम आहे  2.
11 आिण नंतर हे दाखवǻासाठी की सोʞूशन
मयाŊिदत वेळेत अनंतापयōत जाऊ शकत नाही आिण नंतर तुʉाला हे दाखवावे लागेल की सोʞूशन
लॉग सारƥाच दराने अनंततेकडे झुकते आहे असे ʉणǻाचा काय अथŊ आहे की समाधान ȑाच वेळी अनंताकडे झुकतेx 

Ůमाणे रेट करा ʉणजे लॉग वर चे गुणोȅर लƗात ठेवा लॉग वर ǉा शूɊ मयाŊदा ǉा बरोबर नसलेʞा log x x x y x x y 
İ̾थर मयाŊदेवर जाते
आिण ते शूɊ नसलेले आहे आिण नंतर पुढील सम˟ा

उणे पाहणे आहे  वर आिण तुʉाला ही मयाŊदा शोधǻास सांिगतले जाते कारण x y log x log log x x
ही मयाŊदा शूɊ नसलेली असेल तर तुʉी ʉणाल की चा वजा लॉग वजा लॉग Ůमाणे वागतो िकंवा चाx y x x x 

लॉग Ůमाणे वागतो  चला या मनोरंजक ʩायामाचा Ůयȉ कŝया हे अवघड नाही हे कदािचत अवघड y x plus log log x 
आहे असे
िदसते पण ते खरोखर अवघड नाही आहे िवभेदक समीकरण हे ʬेįरएबल िवभाǛ
समीकरण आहे
 ȑामुळे तुʉी ʬेįरएबʤ वेगळे करǻासाठी काय करणार आहात आिण तुʉी लगेचच
ते समाकिलत कराल  तुʉी २.
११ ला तुʉी ने िवभािजत कराल इल 2.y w 
11 ला 1 अिधक ने गुणाकार कराy 
आिण तुʉी योƶ समाकिलत कराल आिण तुʉी 1 वर वर इȑादी सारƥा गोʼी एकũ कराल ȑामुळेy 1 x 
तुʉाला हे समीकरण अिधक लॉग इƓल अिधक लॉग िमळेल इथून हे अगदी सोपे िदसणारेy y c x 
समीकरण आहे.
  आʉाला या Ůʲांची उȅरे Ȩायची आहेत तुʉाला हे दाखवायचे आहे की चा मयाŊिदत वेळेत अनंतापयōत पळून जाऊ शकत नाहीx y 
ठीक आहे चला हे थोडे तपशीलाने पाš, होय आʉी येथे आहोत ʉणून आʉाला
हे समीकरण अिधक लॉग समान आहे अिधक लॉग हे आȅा िमळाले  समजा चा अनंतापयōत अनंतकाळापयōत पळून y y c x x y 
गेला
तर ȑाचा अथŊ काय होतो याचा अथŊ असा की चीx 
पįरिमत संƥा आहे जेथे ची संƥा अिधक अनंताकडे जाते तसे घडू शकते जर चा ɘसy x y x y 
अनिफिनटीवर गेला तर लॉग करा  देखील अनंताकडे जाते देखील अनंताकडे जातेy y 
या समीकरणाची डावी बाजू अनंताकडे जाते आिण उजवीकडील बाजू एका İ̾थरतेकडे जाते हे कसे शƐ आहे
की एक बाजू अनंताकडे जाते आिण दुसरी बाजू एका मयाŊिदत मयाŊदेपयōत जाते.

तुʉाला एक िवरोधाभास देतो
 ȑामुळे चा मयाŊिदत वेळेत अनंतापयōत पळून जाऊ शकत नाहीx y 
मला थोडा वेगळा युİƅवाद देǻात आला आहे परंतु मी
या ˠाइडमȯे जे काही केले आहे ते मी नुकतेच ʉटʞाŮमाणे आहे की मी फƅ डाʩा बाजूने
थोǰा वेगʨा पȠतीने िलिहले आहे  ला 1 अिधक लॉग मȯे बरोबर बनवा ʉणजे अनंताकडे जातो आिण गेʞा वेळी y y y y 
आपण
पािहले आहे की लॉग अनंताकडे पेƗा हळू जातोy y 
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 ȑामुळे लॉग वर जाईलy y 0 
 ȑामुळे 1 अिधक लॉग बायy 

वर जाईल y 1 
 ȑामुळे हा कंस 1.
 आिण अनंताकडे जाईल ȑामुळेy 
डाʩा हाताची बाजू अनंताकडे जाते, उजवीकडील बाजू मयाŊिदततेकडे जाते हा िवरोधाभास आहे ʉणून
आʉी Ůʲाचे लगेच उȅर िदले आहे.
 आʉी पाहतो की चा अनंताकडे जाऊ शकत नाहीx y 
.
  मयाŊिदत कालावधी पुढील Ůʲ असा होता की अनंतात गेʞावर काय होते  अनंतात गेʞावरx x 
काय होते   सवŊ Ůथम लƗात ƽा की िवभेदक समीकरण Ȫारे होते.dx dy 
 मी फƅ तुमǉासाठी

Ȫारे बरोबर वर िलš Ȩा  मȯे 1 अिधक बरोबर की हे िवभेदक समीकरण कायdy dx y x y wa  s 
आहे आिण आपण कुठे आहोत िजथे सकाराȏक आहे आिण देखील सकाराȏक आहे तर िवभेदक समीकरण काय आहेत तेx y 
तुʉाला सांगते की ʩुȋɄ नेहमी सकाराȏक असते मग मोनोटोन का वाढत आहे
ʉणून तुमǉाकडे मोनोटोन वाढǻाचे कायŊ असेल तर एकतर ȑाची मयाŊिदत मयाŊदा असणे आवʴक आहे िकंवा ते अनंतापयōत जाणे 
आवʴक आहे
यािशवाय दुसरा कोणताही पयाŊय योƶ नाही ʉणून आता पुढील Ůʲांपैकी एक दशŊिवतो की

चा अनंताकडे जातो याचा अथŊ आपʞाला चा मयाŊिदत मयाŊदेपयōत जात नाही हे दाखवावे लागेल  येथेx y x y 
समीकरण पहा जर चा एका मयाŊिदत मयाŊदेवर गेला तर लॉग देखील मयाŊिदत मयाŊदेवर जाईलx y y 
 ȑामुळे अिधक लॉगy 

ला मयाŊिदत मयाŊदा असेल हा İ̾थरांक आहे आिण अनंतात जात आहे ʉणून लॉग अनंताकडे जात आहेy c x x 
तर तुʉाला पुɎा एक िवरोधाभास िमळणार आहे.
 मग हे काय आहे की अनंताकडे जातो ʉणूनx 

अिनवायŊपणे अनंताकडे जाणे आवʴक आहे परंतु Ůʲ तुʉाला काय िवचारतो तो Ůʲy 
तुʉाला दशŊिवǻासाठी िवचारतो की चा अनंताकडे जातो.x y 
 लॉग Ůमाणेच दर  चा हाx x y 
लॉग सारƥाच दराने अनंताकडे झुकतो जो आपण नुकताच दाखवला आहे तो चा अनंताकडे जातो कारण अनंताकडेx y x x 
जातो ʉणून अनंताकडे जातो आता अनंताकडे जातो ʉणून आता आपण चे गुणोȅर पािहले पािहजे  करा आिण x x yx log x x 
ने अनंतात गेʞाने
गुणोȅराचे काय होते ते पाšया, आपण ही
गुणोȅर मयाŊदा पहायची आहे कारण ला लॉग वर अनंत कडे झुकते ʉणून चा िनयम लागू करा फƅ x x yx l'hopital 

चा िनयम लागू करा.l'hopital 

वर 1 वर अिवभाǛ िमळवा िकंवा तुʉी मयाŊदा पाहत आहात कारण x y x
अनंत Ůाइमकडे झुकत आहे पण Ůाइम ʉणजे काय िवभेदक समीकरणाकडे परत जा मग िवभेदकx phi xy 
समीकरण पुɎा आहे बरोबर वर अिधक  बरोबर आहे हे िवभेदकdy dx y x 1 y 
समीकरण आहे
 ȑामुळे अिवभाǛ ते अिवभाǛ मȯे वर 1 अिधक आहे तर अिवभाǛ वरy xy x y y xy y 
1 अिधक आहे चे आणखी एक अजŊ तुʉाला एक देतो ʉणून आʉी पाहतो की चा वर जातोy l'hopital x y 
लॉग सारƥाच दराने अनंत हे गुणोȅर एकावर जाते ʉणून आपण ʉणतो की चा वागतो  जसे की x x y log

िचɎांमȯे आʉी चा िलš पुढील गोʼ जी आपʞाला करायची आहे ती ʉणजे x x y log x x
ला अनंतता कडे झुकते ʉणून वजा लॉग ऑन लॉग लॉग आता तुʉाला कसे कळेल की आʉीy x x x 
कŝ शकतो  चा िनयम लागू करा उणे लॉग हा अंश अनंताकडे जातो हे तुʉाला कसे कळेल l'hopital yx x 

उणे लॉग काय आहे हे पुढील ˠाइडवर पाš या समीकरणy x 
उणे लॉग हे वजा लॉग ǉा बरोबरीचे असेल İ̾थर मन हा İ̾थरांक आहे आिण आʉाला आधीच मािहत आहेy x c yc uc 

की चा अनंताकडे जातोx y 
 ȑामुळे उणे लॉग वजा अनंतावर जाईलc y 
 ȑामुळे वजाx 
लॉग चे वजा अनंतावर जाईल ʉणून आपण Ǜा मयाŊदेची गणना करǻाचा Ůयȉ करत आहोत  उणे लॉगx y y of x 

वर लॉग लॉग वर अंश उणे अनंताकडे जातो आिण भाजक अनंताकडे जातो आिणx x 
ʉणून आʉाला चा िनयम लागू करǻाची परवानगी आहे ठीक आहे ʉणून आता आपण चा िनयम लागूl'hopital l'hopital 
करणे आवʴक आहे

वजा गुणोȅर  वर लॉग ʉणजे तुʉी फरक कराल तुʉाला Ůाइम वजाyx log x log x y 
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1 वर वर अंकात तुʉी साफ कराल अपूणाōक तुʉाला अिवभाǛ वजा 1 िमळेल आिणx xy 
तुʉी भाजकात एक िनवडाल जेʬा तुʉी भाजकात फरक कराल तेʬा ते 1 असेलx 
लॉग वर 1 वर ʉणून रȞ होईल मग तुमǉाकडे काय उरले आहे आʉी आहोतx x x 
कंɗुिटंग मयाŊदेसह सोडले कारण हे लॉग मȯे अनंत Ůाइम वजा 1 कडे झुकते पण Ůाइम काय आहेx x x y xy 
वजा 1 िवभेदक समीकरणाकडे परत जा 

Ůाइम वर 1 अिधक लƗात ठेवाxy y y 
 ȑामुळे तुʉाला तेच िमळेल  ȑामुळे

हा लॉग मȯे अनंत अिवभाǛ वजा 1 कडे झुकतो ʉणून आपण संगणकीय मयाŊदा कडे नेतो पण अिवभाǛ काय आहे x x xy xy 
हे लƗात ठेवा

Ůाइम हे िवभेदक समीकरण वर 1 अिधक आहे तर Ůाइम वजा 1 वरxy y y xy y 
1 अिधक वजा 1 काय आहे  तुʉी ते सोपे कŝ शकता आिण तुʉाला ˠाईड मयाŊदेवर नेमके काय आहे ते िमळेल कारणy 

ला अनंतता मायनस लॉग वर अिधक 1 कडे झुकते पुɎा ते अनंत बाय अनंतx x y 
आहे ǉा िनयमाचा आणखी एक अनुŮयोग तुʉाला -1 ʉणून मयाŊदा देईल  आʉी सम˟ा पूणŊ केली आहेl'hopital 
थोडं İƑʼ वाटलं पण मला आशा आहे की तुमची खाũी पटली नसेल की
आʉी या गुणोȅराची मयाŊदा मोजली नाही वजा लॉग वर लॉग हेx x x 
गुणोȅर उणे 1 वर जाते ʉणून आʉी ʉणू शकतो की वजा लॉग चा वतŊन करतो  जसे वजा लॉग लॉग िकंवा चा हेx x y x x y 

वजा लॉग लॉग सारखे वागतात कदािचत हे ʉणǻाचाlog x x 
एक तंतोतंत मागŊ आहे  हे सांगǻाचा एक अचूक मागŊ आहे मयाŊदा उणे 1 आहे Ǜाची
आपण गणना केली आहे ती मयाŊदा उणे 1 आहे.

 ȑामुळे हे  सोʞूशनचे वतŊन कसे समजून ƽावे हा एक मनोरंजक ʩायाम होता
जसे अनंताकडे जातो ʉणून आʉालाx 

या सोʞूशनǉा वाढीबȞल अगदी अचूक मािहती िमळाली आहे, आʉी असे ʉणतो की सोʞूशन yx yx
लॉग वजा लॉग असे वागते.x x 
 हे समीकरण सोडवǻासाठी हताश
आʉी हे का करतो असे तुʉी ʉणू शकता आमǉाकडे आधीच ˙ʼ समाधान आहे बरोबर
आमǉाकडे अिधक लॉग समान ɘस असे समाधान आहे पण हे समाधान िततकेच ˙ʼ आहे जसेy y c log x 
आʉाला हवे आहे ते एक आहे  आिण जोडणारे समीकरण हे आहे  ƑोǕ फॉमŊ सोʞूशन पण हेx y a y 
˙ʼपणे ǉा संदभाŊत िदलेले आहे आिण तुʉाला हे सोडवायचे आहे आिण ǉा संदभाŊत ʩƅ करायचे आहे पणx x y 
असा Ůयȉ खूप िनŜपयोगी ठरणार आहे परंतु तसे न करता आʉाला
वतŊनाबȞल अगदी अचूक मािहती िमळाली आहे  ǉा आʉी काय केले आहे हा ʩायामy of   x y 
दाखवतो  तो तुʉाला कॅʌुलसचे ऍİɘकेशɌ दाखवतो आमǉाकडे गणना केलेʞा मयाŊदा आहेत आʉी चा िनयमl'hopital 
वापरतो शेवटǉा उदाहरणात आʉी सोʞूशनचा आलेख करǻासाठी कॅʌुलस वापरतो शेवटǉा ˠाइडमधील उदाहरणावŝन घेतले
आहे  हाडŎ फीʒ सोʞूशɌǉा िवˑारामȯे शॅकल Ťोथ ऑडŊसŊचा एक िविशʼ पेपर j 
इȑािद हे एक अितशय भयानक Ůकारचे शीषŊक आहे असे िदसते परंतु या पेपरमȯे असे काहीही नाही जे तुमǉासाठी
उपयुƅ असेल कारण मी हा संदभŊ देत आहे  येथूनच मला उदाहरण
िमळाले आहे आिण आʉी जे केले आहे ȑाचा या पेपरǉा मुƥ थीमशी काहीही संबंध नाही आिण हा संदभŊ तुʉाला पाहǻासाठी न देता
पूणŊता आिण शुȠतेसाठी ठेवǻात आला आहे.
 टी ते आपण
या पेपरकडे पाš शकत नाही 
, कारण मोǬा काळासाठी िवभेदक समीकरणाǉा सम˟ेचे वतŊन समजून घेणे आपʞासाठी ˙ʼपणे समजत नाही कारण ते
आपʞाला भौितक ʩव̾थेǉा वतŊनाबȞल मािहती देणार आहे.
 
आमǉा िभɄ समीकरणांमधून आमचे िवभेद समीकरण ते भौितकशा˓ातून
येत आहेत जे ते रासायिनक इȑादी पासून येत आहेत ते ते keticitics 
भौितक Ůणालीǉा İ̾थतीत काय होते ते समजून घेǻाची इǅा आहे कारण वेळ आपʞाला पािहजे असलेʞा इतर शɨांमȯे अनंत.
  वेळेǉा मोǬा मूʞांसाठी
सोʞूशनचे वतŊन समजून घेǻासाठी आिण

चा िनयम आिण िडफरŐ िशयल इƓेशन वापŝन ȑाची दोन सोपी उदाहरणे पािहली आहेत Ǜासाठी l'hopital 
Ůमेय सामाɊ Ůमेये िवकिसत करणे आवʴक आहे कारण आʉाला ही मािहती िभɄता सोडवʞािशवाय िमळवायची आहे.

साहिजकच समीकरण कारण वाˑिवक जीवनात तुʉी िवभेदक समीकरण सोडवू शकत नाही
आिण मग काय चचाŊ कŝ शकत नाही  िडफरŐ िशयल समीकरणाǉा सोʞुशनला
िवभेदक समीकरणांचा िसȠांत हा ŮȑƗात न सोडवता सोʞूशɌबȞल मािहती िमळवǻाचा Ůयȉ करǻाबȞल
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आहे ʉणून एखाȨाला िवभेदक समीकरणांǉा िविशʼ वगाōǉा समाधानांǉा वतŊनाबȞल Ůमेये िसȠ करणे आवʴक आहे 
आिण असे एक Ůमेय Ȫारे शोधले गेले.ghrd you 
  घारडी बȞल मािहती
आहे कारण तुʉी हा िचũपट पािहला असेल Ǜाला अनंताची जाणीव होती तो माणूस आहे
Ǜाने रामानुजन यांना कŐ िŰजला आमंिũत केले होते आिण घारडीचे िनकाल नंतर चंūशेखर यांनी वापरले होते खरेतर चंūशेखर यांनी 
नंतर काही दशकांनी हाडŎचे Ůमेय लागू केले.

तारकीय खगोल भौितकशा˓ाचा अɷास हे खूप मनोरंजक आहे की 1910 मȯे िसȠ झालेʞा गिणताǉा Ůमेयाला
बरेच नंतर अनुŮयोग सापडले आता आपण

Ůित̾थापन या एकसंध िवभेदक समीकरणांवरील आणखी काही ʩायामांकडे परत जाऊया ǛाबȞल आपण y equal to bx 
बोलत आहोत
ʉणून मला हे करायचे आहे  रेनिवलेǉा पुˑकातील दोन उदाहरणांसह ˙ʼ करा Ǜाचा मी आधीच उʟेख केला आहे इनिवलेचेra  
पुˑक आधी आिण आʉी रेनिवलेǉा पुˑकाǉा उदाहरणातून आणखी दोन उदाहरणे घेणार आहोत.
 सहा y
वजा वगŊमूळ वगाŊचे वगŊ अिधक चौरस वजा समान 0 समीकरण 2.y y x dx xdy 
12 पाऊस
आʉाला थोडी वेगळी Ůारंिभक पįरİ̾थती देईल मी Ůारंिभक İ̾थती घेतली आहे  ŝटy 
3 बाय 2 ǉा बरोबरीǉा अटी अȯाŊ सोडवा िडफरŐ िशयल इƓेशन सोडवा समाधान वŢ ˋेच करा आिण िविशʼ एक ˋेच करा
Ǜासाठी ŝट 3 बाय 2 बरोबर अधाŊ सम˟ा सात मी ते तुमǉावर सोडेन
आʉी फƅ लƗ कŐ िūत कŝ  सम˟ा Ţमांक सहा वर लƗात घेǻासारखी पिहली गोʼ ʉणजे
हे एकसंध िवभेदक समीकरण पाहा दुस̴या पद वजा हे xdy x
पद एकसंध आहे पण पिहले पद वजा वगाŊचे वगŊमूळ अिधक वगŊ पहाy y x 
हे एकसंध नाही.
  केवळ सकाराȏक एकसंध आहे आिण ʉणून
जर आपण Ůित̾थापनाǉा बरोबर वापरणार आहोत आिण Ůारंिभकvx y 
İ̾थती पिहʞा चतुथाōश मȯे िदली असेल तर आपण पिहʞा ƓाडŌ ंटमȯे राहणे आवʴक आहे सद˟ काळजीपूवŊक िनवडला re 
ʉणून पाऊस
फƅ पिहʞा चतुथाōशातच उपाय िवचारेल, ʉणून आता दुस̴या चतुथाōशात काय करायचे ते िवचाŝ 
या 2.
12 हे समीकरण दुस̴या चतुथाōशात कसे सोडवायचे
ʉणून तुʉी हा ʩायाम 6 ˢतः  करा कारण तुʉाला तो ठेवावा लागेल  बरोबर आिणy vx 
काम पूणŊ करा हे खूपच िनȑाचे आहे मग आʉी या Ůकारची दोन तीन उदाहरणे आधीच केली आहेत परंतु आʉाला  दुस̴या चतुथाōश
समीकरण 2.
12 मȯे समीकरण 2.
12 कसे सोडवायचे ते समजून ƽायचे आहे, तर हे समीकरण दुस̴या ƓाडŌ ंट समीकरण 2.
12 मȯे कसे सोडवायचे ते पाš.
 
दुस-या चतुथाōश मȯे कसे सोडवायचे ते आपण आंधळेपणाने

Ůित̾थापनाǉा समानतेने पुढे जाऊया  तुʉी फƅ मधून पुढे जा आिण तुʉाला vx vy rigmarole x dv
अिधक वगŊमूळ 1 अिधक चौरस बरोबर 0 िमळेल आिण तुʉी ȑाचे िनराकरण करा तुʉी ने भागा आिण  तुʉीv dx x 
1 अिधक वगाŊǉा वगŊमूळाने भागता ʉणून तुʉी वर समाकिलत करणे आवʴक आहे जे चे लॉग िनरपेƗ मूʞv x dx x 
आहे पण आता आपण दुस̴या चतुथाōश मȯे आहोत
 ȑामुळे नकाराȏक असेल वगाŊने भागʞास इतर संǒा काय असेलx dv 
1 अिधक वगाŊचे मूळ लॉग अिधक मूळ 1 अिधक लॉगǉा आतील पįरमाणv v b 

अिधक 1 अिधक वगाŊचे वगŊमूळ नेहमी धन असते ʉणूनv v 
तेथे िनरपेƗ मूʞ ठेवǻाची आवʴकता नाही परंतु लॉग मोड बरोबर असेल  वजा चा लॉग ʉणून जेʬा तुʉीx x 
दोन लॉग एकũ कराल तेʬा तुʉाला उणे िमळेल परंतु उणे वजा आहेxv xv y 
 ȑामुळे समाधान वाचते
वजा अिधक ŝट वगŊ अिधक ˍेअर बरोबर ǉा पॉवर जे ŮदिशŊत ˠाइडमȯे 2.y x y e c 
14 आहे
परंतु  हे चुकीचे िडफरŐ िशएट २.
१४ आहे मग तुमǉा लƗात आले की तुʉाला
िडफरŐ िशयल इƓेशन परत िमळत नाही ʉणून २.
१४ हे िडफरŐ िशयल इƓेशनचे समाधान नाही ʉणून जर
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तुʉी आंधळेपणाने पुढे गेलात तर तुʉाला चुकीचे उȅर िमळेल हे गंभीर आहे तुʉाला समजले पािहजे
की काय चूक होते हे मी काळजीपूवŊक लƗात ठेवा  तुʉाला सांिगतले होते की जर िवभेदक समीकरण फƅ
सकाराȏक एकसंध असेल तर पिहʞा चतुथाōशात रहा आिण सवŊ काही ठीक असेल तर तुʉी दुस̴या चतुथाōशाकडे गेलात तर
अिधक सावधिगरीची गरज आहे कारण जर तुʉी फƅ टी.
  या ŮिŢयेȪारे
आंधळेपणाने तुʉाला चुकीचे उȅर िमळेल आिण येथे उदाहरण आहे जर तुʉी 2.
14 मȯे फरक केला तर
तुʉी जे समीकरण 2.
15 होते ते मूळ िवभेदक समीकरण नाही ʉणून
आता आपण ˢतः ला िवचाŝ की दोष कुठे आहे हे िवभेदक समीकरण फƅ
सकाराȏकपणे एकसंध आहे  तुʉाला सांिगतले होते की आिण ʉणून उपाय ŮिŢया
फƅ पिहʞा चतुथाōश मȯेच वैध आहे आता आपण संपूणŊ गणना नʩाने कŝया आपण
िवकिसत झालो आहोत या िसȠांतावर िवʷास ठेवू नये 

ɘस हे िवभेदक समीकरण काय आहे हे काळजीपूवŊक पुɎा िमळवूया  काय आहे जो आपण ला समान बनवत , mdx ndy vx y 
आहोत
ठीक आहे जर तुʉी समान ला ʉंटले तर ठीक आहे,y vx dy dx plus xdv 
आता आपण चे ˢʙिवराम अिधक चे िभɄ समीकरण पाšया  ˢʙिवराम कायx vxdx x n vxdy 
करायचे ते चे ˢʙिवराम असे िलिहले आहे चे वजा वजा असे िलिहलेx m vx m xx 
आहे  वजा चे वजा ʉणून मी असे का केले कारण सेकंदात आहे  चतुथाōश आिणx x ond 
 ȑामुळे वजा हाx 
धन आहे मी उणे बाहेर काढू शकतो कारण फंƕɌ सकाराȏक एकसंध आहेत लƗात ठेवाx 
ʉणून मी वजा ची पॉवर बाहेर काढली आहे आिण मी वजा ची पॉवरx k x 

मȯे वजा 1 ˢʙिवराम िमळत आहे  वजा दुस̴या टमŊमधून k v   ni x
पॉवर मȯे काढू शकतो कारण पद एकसंध आहे मला माहीत आहे की यात कोणतीही अडचण नाही आिण अथाŊतच k x n dy vdx
ɘस आहे ʉणून आता याǉा बरोबर काय होते िवभेदक समीकरण बदललेलेx dv 
समीकरण हे ˠाइडमधील शेवटचे ŮदिशŊत केलेले समीकरण आहे वजा 1 ते पॉवर मȯे ǉा वजा 1 ˢʙिवराम वजा k m v dx
अिधक मधील 1 ˢʙिवराम मȯे अिधक समान 0n v v dx x dv 
 ȑामुळे गणनामȯे थोडा फरक आहे
तेथे आहेत  वजा िचɎे आजूबाजूला िफरत आहेत परंतु असे असले तरी शेवटचे दाखवलेले समीकरण हे
पुɎा वेįरयेबल िवभाजीत आहे ʉणून चला ȑावर जाऊया ʉणून शेवटǉा ˠाईडमȯे दशŊिवʞाŮमाणे पुढे जाऊ
जे मागे ठेवले आहे की काय आहे आिण िवभेदक समीकरणातील काय आहेm n 
आपʞाला िमळेल  चे वगŊमूळ वगŊ अिधक वगŊ वजा y min us y x dx xdy
समान  0 ला तुʉी लावाल बरोबर ऋण आहे ʉणून जेʬा ऋण असेल तेʬा वगाŊचे वगŊमूळy bx x x y  
अिधक वगŊ बाहेर येत नाही बाहेर येते आिण  दुसरी टमŊ ʉणजे काही अडचण नाहीx x mod x 

अिधक आहे आता हे सोपे करते वगŊ मूळ एक अिधक चौरस वजा dy  vdx xt v dx xtv
समान 0 हे असे का आहे कारण उणे आहे आता उणे आहे आिण ȑा शेवटचे समाधानmod x x mod x x 

वर अिधक मूळ 1 अिधक वगŊ आहे ǉा बरोबरीचे समाधान आहे वर mod x v v c mod x b
अिधक मूळ 1 अिधक वगŊ समान पुɎा धनाȏक आहे कारण आʉी घातांक िदला आहेv c 
आता तुʉी 2.
16 मȯे भाजक पįरमेय बनवता 2.
16 मȯे भाजक पįरमेय करा आिण तुʉी 

ˍेअर अिधक ˍेअर चे ɘस ŝट योƶ समाधान िमळेल ȑामुळेx y y 
जेʬा िवभेदक समीकरण फƅ सकाराȏक एकसंध असेल तेʬा कोणता धडा िशकला पािहजे आिण जर तुʉी दुस̴या ƓाडŌ ंटमȯे काम 
करत असाल तर
सावधिगरी बाळगा आता फƅ एक मोड बाहेर येईल  ठरािवक िठकाणे  आिणx 
जेथे मोड बाहेर येतो तेथे तुʉी ते उणे डॉट ने बदलले पािहजे ठीक आहे काही अंितम िटɔǻा आहेतx x x 
मला रेनिवलेǉा पुˑकातील या दोन उदाहरणांबȞल सांगायचे आहे जर तुʉी ती दोन
समीकरणे पािहली तर आपण समीकरण दोन िबंदू पाš.
 एक दोन समीकरण 2.
12 2.
12 वर परत जाऊया 2.
12
तुʉाला एक उपाय शोधǻास सांगते Ǜाचा अथŊ एकतर हे चे फंƕन असणे आवʴक आहे िकंवा चे फंƕन बरोबर असणेy x x y 
आवʴक आहे
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आता समजा मी तुʉाला वरील िबंदूमधून जाणारे समाधान वŢ शोधǻास सांिगतले
अƗ अƗावर एक िबंदू घेतो 0 ˢʙिवराम मला हे जाणून ƽायचे आहे की हे चे फंƕनy y t y x 

आहे की हे चे फंƕन आहे की नाही दुस̴या शɨांत असे होऊ शकते कीx y  
चे िकंवा चे असू शकते ०.dx dy 0 dx dy 

 ˙िशŊका अनुलंब असू शकते िकंवा ती आडवी असू शकते
िकंवा उतार अिजबात पįरभािषत केला जाऊ शकत नाही कारण तुʉी आिण दोɎीm n 
पदे 0 होत आहेत असे तुʉी पाहाल तर चे 2.xy 

आिण चे होत आहेत.12  m 0 xy n 

धन अƗावर एका िबंदूवर 0 होत आहे, तर आपण हे थोडे पाš  ʉणून मला अƗावरील िबंदंूचे काय होते हे y ca refully y 
समजून ƽायचे आहे
ʉणून आपण िबंदू 0 ˢʙिवराम घेऊ आिण समीकरण 2.t   
12 हे ने वाचतेdx dy 

चा वगŊमूळ वजा चा वगŊमूळ व वर चा वगŊमूळ िकंवा मी अंशाचे पįरमेय बनवू शकतो आिण  तेx x x y 
िलहा  वजा वर अिधक मूळ अंतगŊत चौरस अिधक वगŊ Ůथम अिभʩƅी शूɊ बायx y x y 
शूɊ फॉमŊ आहे जर तुʉी असे गृहीत धरले की सकाराȏक आहे जर तुʉी अƗाचा वरचा भाग घेतला तरt y 
मी िबंदू शूɊ घेतला तर  मग पिहली अिभʩƅी शूɊ बाय शूɊ आहेt 
दुस̴या अिभʩƅीकडे पहा, दुसरी अिभʩƅी योƶ अथŊ देते कारण भाजकाचे काय होते
ते लƗात ठेवा आहे आिण आहे वगाŊचे वगŊमूळ आहे आिण आहेx 0 y t y mod y mod y 

कारण पॉिझिटʬ आहे ʉणून दुसरी अिभʩƅी 0 हे मूʞ बाय असे ठेवते आताt t  dy dx 
दुसरीकडे तुʉी िडफरŐ िशयल समीकरण िलš शकता बाय बरोबर वर वजा ˍेअरdx dy x y 
ŝट ˍेअर अिधक ˍेअर या एƟेशनचा िबंदंूवर अथŊ होतो का?  0 ˢʙिवराम x y t

पेƗा कमी असेल तर पेƗा कमी असेल तर 0 ˢʙिवराम वर काय होते ʉणून पहाt 0 t 0 t 
वगाŊचे मूलगामी िचɎाचे वगŊमूळ अिधक वगŊ आहेx y x 0 

 ȑामुळे तुमǉाकडे वगाŊचे वगŊमूळ िशʟक आहेy 
जे मोड आहे  ʉणजे तुʉाला वजा मोड िमळेल ʉणजे ʉणजे आिणy y y yy t 

वजा Ȫारे काय आहे याचा अथŊ होतो वर वजा वगŊमूळ वगाŊचे वगŊमूळ अिधकmod y t dx dy x y x y 
ˍेअर जेʬा तुʉी बरोबर 0 लावाल तेʬा तुʉाला उणे मोड िमळेल  पण वजा आहे कारण y x t d mod t t t

ऋण आहे ʉणून तुʉाला चे फंƕन Ůमाणे िलहावे लागेल िकंवा चे फंƕन ʉणून बरोबर समɋयx y y x 
अƗावर िलहावे लागेल हे लƗात ठेवा की समान पȠत अƗावर पूणŊपणे अपयशी ठरतेy vx y 
कारण  ʬेįरएबल चा तेथे काही अथŊ नाही.b 

 ȑामुळे Ůित̾थापनासाठी समान समीकरणांचे िनराकरण कसे शोधायचे यावरील आणखी तीन ʩायाम आहेत bx y 
िबंदू 0 ˢʙिवराम Ȫारे 2.c 
1 ǉा समान रेनİʬल सम˟ेचे िनराकरण वŢ शोधǻासाठी आʉी आȅाच
चचाŊ केली आहे.

अƗ पȠत पूणŊपणे अयशˢी झाली पािहजे कारण बरोबर Ȫारे  y v y  x 
ʬेįरएबलला काही अथŊ नाही
 ȑामुळे तुʉी कोणते Ůित̾थापन वापरणार आहात असे ʉणू नका y equal to vx
येथे तुʉी Ůित̾थापन बरोबर बरोबर बदला बरोबर ƽा आिण ते उलट करा x v x vy 
आिण तीच गोʼ पुढे जाईल  Ȫारे पȠत योƶįरȑा सुधाįरत करा ʉणजे तुʉी सम˟ा Ţमांक
आठ कसे कराल आपण सम˟ा Ţमांक नऊ समीकरण दोन पॉइंट एक सात बाय समानdy dx 

अिधक बाय वजा हे एकसंध समीकरण आहे बरोबर Ůित̾थापन आहे.x y x y y vx 

रेषा ǉा बरोबरीǉा िवभेदक समीकरणाला काही अथŊ नाही   पण या रेषेपासून दूरx y 
रािहʞास िवभेदक समीकरण एकसंध आहे हे अचूक समजते काही अडचण नाही तुʉाला लॉग x
ˍेअर अिधक ˍेअर वजा 2 ʩुǿम बरोबरी िमळू शकेल  पुढील समीकरण y tan y by x c dy by dx
वजा बरोबर बरोबर पुɎा हे एकसंध िवभेदक समीकरण y by x x y x x y

Ůित̾थापनाǉा बरोबरीने युƅी करेल ठीक आहे,vx 
 ȑामुळे आता तुʉाला मोǬा Ůमाणात
ʩायाम करावयाचे आहेत.
 पुढील काही ˠाईड्समȯे आपण थोडे पुढे जाऊया मी कोणतीही
नवीन सम˟ा करणार नाही, ȑाऐवजी मी हे एकसंध िवभेदक समीकरण पाहणार आहे आिण या एकसंध िवभेदक समीकरणामागील
भूिमतीचे थोडेसे भौिमितक ˙ʼीकरण पाहणे 
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हे काही अितशय मनोरंजक वैिश̽Ǩे दशŊवते  ही वैिश̽Ǩे सामाɊ ŝची आहेत
ते तुʉाला हे समीकरण सोडवǻात िकंवा ते समीकरण सोडवǻात मदत करणार नाहीत परंतु या गोʼी भौिमतीय̊̽Ǩा पाहणे मनोरंजक 
आहे,
ʉणून चला काही िमिनटे काढू आिण काय चालले आहे ते पाšया समीकरण 2.
19 काय आहे.

बरोबर हे ऋण िचɎासह वर चे गुणोȅर आहेdy by dx fxy f m n 
पण आिण हे समान अंशाचे एकसंध आहेत ȑामुळेm n 

चे अंश शूɊ अंश शूɊाचे एकसंध आहे तर समीकरण 2.xy f 
19 काय आहे?  असे ʉणा की जर
आपण िबंदू ˢʙिवराम घेतला तर आपण िबंदू ˢʙिवराम घेतला आिण िबंदू ˢʙिवराम वर ˙िशŊकेचा उतार x mx x mx x mx 
काढǻाचा Ůयȉ 
कŝया तर ते कŝया  2.
19 हे िवभेदक समीकरण काय आहे ते पहा.

भौिमितक रीतीने एक िबंदू ˢʙिवराम ƽाx mx 
िवभेदक समीकरणाचा सोʞुशन वŢ ƽा आिण ǉा बरोबरीची रेषा ƽा समान उगमातून जाणारी रेषा ƽाmx y mx 
आिण ही रेषा छेदेल िबंदू ˢʙिवराम वरील सोʞुशन वŢx mx 
ȑामुळे छेदनिबंदूǉा या िविशʼ िबंदूवर वŢचा उतार िकती आहे हे पहा

ǉा अंतर समीकरण हे चा आहे पण िबंदू ˢʙिवराम आहे ʉणून आपʞाला चा पहावा लागेलdx dy xy f x mx f 
ˢʙिवराम पण ˢʙिवराम चा एक ˢʙिवराम चा आहे कारण हाx mx x mx f m f f 

अंश शूɊाचा एकसंध आहे
 ȑामुळे िनʺषŊ असा आहे की
वŢचा उतार िबंदूवर समाधान वŢाचा उतार आहे ˢʙिवराम मीटरचा आहे  फƅx mx 1 f 

वर अवलंबून असते ते वर अवलंबून नाही ʉणून जेʬा जेʬा हेm x 
वŢ या रेषेला ǉा बरोबरी िमळतात तेʬा सवŊ िबंदंूवर सवŊ सोʞुशन वŢ या रेषेला ȑाच कोनात छेदतात.y mx 

िचũाŮमाणे िचũाकडे पाš.
  िचũ तुʉाला दाखवते  al ine

समान आिण िवभेदक समीकरणासाठी सोʞुशन वŢांचे एक कुटंुब Ůȑेक सोʞुशन वŢy mx 
या रेषेला एका िबंदूवर भेटतात पुढील सोʞुशन वŢ वेगʨा िबंदूवर भेटतात ˙िशŊका या
रेषेला छेदते कोन छेदनिबंदूचा कोन 
सवŊ वŢांसाठी तंतोतंत समान आहे िकंवा दुसरी रेषा ƽा हे वŢ या िबंदंूवर समान या रेषेला भेटतातy mx 
हे कोन सवŊ सारखेच असतात ʉणून िवभेदक समीकरणाचे सवŊ वŢ Ůȑेक रेषा y
समान कोनात कापतात  समान कोन हे बरोबर नाही ʉणून हाmx 
एकसंध िवभेदक समीकरणांचा भौिमतीय अथŊ आहे ʉणून आता थोडे पुढे जाऊ आिण हा कोन अथाŊतच तुʉी मूलभूत िũकोणिमती
वापŝन सहज गणना कŝ शकता ʉणून शा˓ीय
भूिमतीमȯे मागील वणŊन केलेʞा गुणधमाōसह वŢांचे एक कुटंुब
वŢांचे कुटंुब या गुणधमाŊसह सरकवा की ते सवŊ रेषा y mx
समान कोनात छेदतात अशा वŢांचे कुटंुब असे ʉणतात  समान रीतीने ठेवलेʞा समान आिणsi 
उȋȅीला समानतेचे कŐ ū ʉणतात मी या शɨांबȞल तपशीलवार वणŊन करणार
नाही  मी आȅाच वणŊन केलेला गुणधमŊ सवŊ वŢ Ůȑेक रेषा

समान कोनात पूणŊ करतात या गुणधमाŊला वŢ ʉणतात Ǜालाy mx 
समान वŢ ठेवतात.
 समानतेचे कŐ ū ʉणून मूळ ही अितशय शा˓ीय
भूिमती आहे, दुदŔवाने ती Ůचिलत झाली आहे परंतु जे लोक ȑा भागात वाˑुकला करतात
ȑांना सारƥाच ठेवलेʞा आकृȑा आिण समानतेचे कŐ ū यासारƥा कʙनांमȯे खूप रस आहे
या गोʼी लोकांसाठी अिधक पįरिचत असतील गिणताऐवजी आिकŊ टेƁर
परंतु या वŢांचा एक गुणधमŊ आहे जर वŢांचे हे कुटंुब

ǉा बरोबर 0 असे वणŊन केले असेल तर इतर सवŊ सद˟ांना वर ची ʉणून िमळू शकते ʉणूनxy phi c x phi 
तुʉी कुटंुबातील एक सद˟ घेतʞास  आिण ȑाचे चे समीकरण 0 ǉा बरोबरीचे 3 िलहा आिण नेxy x 

ने ने बदला जेथे İ̾थर आहे िकंवा ने ने वर ने बदलाlambda xy lambda y lambda x x cy y 
तर ǉा पासून 0 ǉा बरोबरीने सुŜवात कŝन तुʉाला वर ˢʙिवरामxy phi c c 

वर बरोबर 0 चे दुसरे समीकरण िमळेल.y c phi 
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 दुस̴या शɨांत सांगायचे तर 2.
21 ची ˠाईड बघा तुʉाला समीकरण
2.
22 िमळेल ʉणजे जर वŢांपैकी एक 2.
21 ने िदला असेल तर मग दुसरा वŢ 2.
22 ने िदला जाईल
जसे तुʉी बदलत राहाल तेʬा तुʉाला सवŊ वŢांचे कुटंुब िमळेल ʉणून हे एकसंध िवभेदक समीकरणांचे एक अितशय संुदरc 
भौिमतीय ʩाƥा आहे आिण दुदŔवाने
मी अनेक पुˑकांमȯे हे आढळले नाही.
 पुˑके आिण मला हे 1913 मȯे िलिहलेʞा एका अितशय Ůाचीन पुˑकात सापडले
मला ते तुमǉासोबत शेअर करायचे होते आिण मला याला
िवभेदक समीकरणांमधील समिमतीचे तȇ ʉणायचे आहे हे काय ʉणते ते ʉणतात की जर तुʉी

समान फाय चे एक समाधान घेतले तर  0 चे एक सामाɊ समाधान या अपवादाȏक उपायांपैकी एक नाहीxy 
कधी कधी जेʬा तुʉी िवभेदक समीकरणे सोडवता बरोबर 0 हे समाधान असते िकंवा समान 0 हेy x 
समाधान असते ते काही िवशेष उपाय आहेत ते जेनेįरक नाहीत ʉणून  जर तुʉी चे जेनेįरकxy 
सोʞूशन ǉा बरोबरीचे ने वर ǉा बरोबर ने वर बदलले आिण तुʉीp 0 x x c y y c 

बदलत रािहलात तर तुʉाला सवŊ सोʞूशɌ िमळतील.c 

 ȑामुळे ही एक समिमती आहे Ǜाला मी कॉल कŝ इİǅतो
हे िवभेदक समीकरणांमधील समिमती आहे िवभेदक समीकरणांमधील समिमतीचे तȇ, ȑामुळे
सामाɊतः  एखाȨाला जेनेįरक असलेले समाधान मािहत असʞास, सवŊ उपाय िमळू शकतात, ʉणून
जेनेįरक या शɨाचा अथŊ काय आहे जो आपण उदाहरणे पाहतो ʉणून उदयास येईल.
  हे सवŊ उदाहरणांȪारे ˙ʼ करा
जे आपण पाहत आहोत की आपण एकसंध समीकरणांची अनेक उदाहरणे सोडवली आहेत
आिण आता आपʞाला हे आिण यापैकी Ůȑेक उदाहरणाला लागू करायचे आहे आिण यामागील ही भूिमती समजून ƽायची आहे
ȑामुळे अथाŊतच मी आȅा जे सांिगतले ते काही काम करणार नाही  जसे की चे शूɊ असेल तर तुमǉाकडेx y 
शूɊ सोʞूशन असेल तर तुʉी ǉा जागी ने ने पुɎा तुʉाला शूɊ सोʞूशन िमळेल तुʉाला दुसरे काहीही िमळणार नाहीy y c 
ʉणून शूɊ सोʞूशन अपवाद असेल तो सामाɊ सोʞुट नसेल  आयन ʉणून
हा शɨ सामाɊतः  कसा मांडला जात आहे आिण मी हे Ůमेय ʉणून ठेवत नाही कारण
तुʉाला ते Ůमेय ʉणून मांडायचे आहे.
 ते अȑंत अचूकतेने सांिगतले पािहजे आिण मी
ते अȑंत अचूकपणे मांडत नाही ʉणून मी  'मी िवधानाला Ůमेयाǉा İ̾थतीत उɄत करत नाही आहे
आिण मी Ůमेय िसȠ करणार नाही ʉणून ȑाच कारणाˑव आपण
उद्धृत केलेʞा िनकालाǉा पुराʩावर चचाŊ करणार नाही या समिमतीǉा वेगʨा पैलूकडे पाš या
आपण शूɊ नसलेली वाˑिवक संƥा घेऊ आिण कॅिपटल बरोबर कॅिपटल बरोबर t x tx y ty 2.
23 याला
समानता टŌ ाɌफॉमőशन ʉणतात िकंवा homo theta 2.
23 हे िदशेतx 

मोठेपणाǉा घटकाȪारे िदशा ǉा घटकाȪारे वाढवणे आहे.t y t 
 हे िचũ मोठे करǻासारखे आहे तुमǉाकडे असलेले
िचũ तुʉाला पासपोटŊ आकाराचे छायािचũ िमळाले आहे आिण तुʉाला तो मोठा करायचा आहे
तुʉी आिण िदशेला मोठे िचũ िमळवा ʉणून समानता आहे की दोɎी िचũेx y 
िसम सारखी आहेत  िũकोण    बाजू समान Ůमाणात वाढवʞा जातात ʉणूनilar 
ते एक समानता पįरवतŊन आहे ʉणून ǉा बरोबरीdx 

बरोबर अंश 0 ǉा एकसंध असलेʞा िवभेदक समीकरणाकडे परत जा.fxyf 
 मी Ůित̾थापन 2.
23 बनवतो तेʬा काय होईल
साखळी िनयम भांडवल Ȫारे लागू करा  भांडवल बरोबर भांडवल Ȫारे थोडे पण भांडवल काय आहेd y d x d y d y d 

Ȫारे थोडे आिण नंतर थोडे Ȫारे आिण नंतर भांडवल Ȫारे पणy d y d y dx dx d x dx 
वर भांडवल Ȫारे आिण द  1 वर रȞ करेल ʉणून कॅिपटल बाय कॅिपटल t d  x 1 t t d y d x

हे थोडे बाय थोडे सारखेच आहे उजʩा बाजूǉा 2.d y d x 
24 चे काय होते जेʬा तुʉी थोडे

कॅिपटल वर आिण थोडे कॅिपटल ने बदलता नाहीसा होतो कारण x  x t y y t  t f
िडŤी 0 चे एकसंध आहे.
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 ȑामुळे नवीन िवभेदक समीकरणावर काय होते जे
तुʉाला 2.
25 िमळेल ते जुने िवभेदक समीकरण 2.
24
सारखेच आहे 2.
24 आिण 2.
25 समान आहेत ʉणून आʉी ʉणतो की िवभेदक समीकरण 2.
24 मȯे िभɄ आहे
िसम अंतगŊत  इलॅįरटी टŌ ाɌफॉमőशɌ िकंवा हे होमो थीटा अंतगŊत अपįरवतŊनीय आहे ʉणून समिमतीचे तȇ
असे सांगते की जर चा बरोबर 0 हा उपाय असेल तर ˢʙिवराम ǉा बरोबर 0 चा हा देखीलxy phi cx cy phi 
एक उपाय आहे आिण Ůदान केलेʞा एकाच सोʞूशनमधून सवŊ उपाय िमळू शकतात.
  तुʉी
वेगʨा पȠतीने सांिगतलेʞा सोʞूशनची सामाɊ िनवड िनवडा.
 समिलंगी समाधानासाठी उपाय घेते
िकंवा सोʞूशनचा संच अपįरवतŊनीय आहे होय या गोʼी
कदािचत परीƗेशी संबंिधत नसतील पण ते शैƗिणक आहे.
 आिण मला वाटते की एखाȨाला हे मािहत असले पािहजे ʉणून आपण ते पाšया
या उदाहरणाȪारे आपण आधीच अɷास केला आहे ʉणून आपण पिहले िवभेदक समीकरण घेऊ या की
आपण 2 वजा वगŊ वजा वगŊ बरोबर 0 समीकरण 2.xydx x y dy 
4 एकũ
केले आहे या Ůकरणात आपण अɷास केला आहे चौरस अिधक वगŊ वजा हा उपाय काय आहे?x y cy 
0 ǉा बरोबरीने ƽा बरोबर 1 ƽा बरोबर 1 ƽा आिण एक िवशेषc c c 
समाधान पाšया वगŊ अिधक वगŊ वजा x y y .
 चला तर चा वर वर पाš.x phi cy 

आहे  c 
तो असेल Ȫारे संपूणŊ वगाŊ अिधक Ȫारे संपूणŊ वगŊ वजा वर x c y c y c
ȑामुळे चा वर वर समान 0 देते चौरस अिधक वगŊ वजा बरोबरphi x cy c x y cy 
0 आपण पाš.
  सवŊ सोʞूशɌ िमळाले आʉी
पुढील उदाहरणास समिमतीचे तȕ िदले आहे 2 अिधक चौरस वजा चौरस समान 0xydx x y dy 
आʉाला 3 ˍेअर वजा बरोबर x y y cubed c take c equal

िमळाले सामाɊ समाधान काय होते.to 1 
  तुʉाला आवडत असेल तर ǉा बरोबर 5 ƽा काही फरक पडत नाही पण तुʉी ǉा बरोबर 0 घेतʞास तेc c 
कायŊ करणार नाही ʉणून तुʉी ǉा बरोबर 0 ƽाल तेʬा तुʉाला एक अपवादाȏक समाधान िमळेलc 
जे जेनेįरक नाही ʉणून ǉा बरोबरीचे ƽा  1 तुʉाला चा समान 3 वगŊ वजाc xy phi x y 

घन वजा 1 िमळेलy 
 ȑामुळे सवŊ उपाय िमळतील  ने बदलून ला वर वर ned by x x cy y c
ने ितसरे उदाहरण घेऊया आʉी सोडवलेले दुसरे उदाहरण ʉणजे अिधक मȯे लॉग वजा लॉग ydx x y xdy
समान 0 ǉा बरोबर Ǜासाठी आपʞाला वजा 1 वजा लॉग अिधक लॉग असे समाधान िमळाले.y y 

बरोबर 0 हे समीकरण  x 
दोन िबंदू एक शूɊ होते
 ȑामुळे पुɎा आपʞाला चा िमळाला आहे चा काय आहे येथे चा वजाxy phi xy phi xy p y 
एक वजा लॉग अिधक लॉग आहे तर आपण वर ने बदलतो का ते पाšया  आिण वर वरy x x x c y y 

आिण बघूया काय होते चला ते कŝया तर या Ůकरणात चा आपला फी कायc xy 
आहे या Ůकरणात चा 3 हा वजा 1 वजा आहे लॉग अिधक लॉग येथे अथाŊतच आपʞाला Ůथम कायŊ करावे लागेलxy y y x 
चतुभुŊज पण हरकत नाही हे तȕ पिहʞा चतुथाōशावर देखील कायŊ करते
 ȑामुळे वर चाc x 

वर वर वजा 1 वजा चा लॉग वर अिधक वर चा लॉग जो p y c c y c y c x b
मȯे वजा असेल  वजा अिधक ʉणून जेʬा तुʉी चा बाय बाय बरोबर ० 1 by c y c c log y c log x x phi cy c 

लावाल तेʬा
तुʉाला वजा वजा लॉग अिधक लॉग बरोबर ० िमळेल.y c c y c x 
 तुʉी ते तपासा  हे सामाɊ समाधान आहे
रेनिवलेǉा पुˑकातील पुढील उदाहरण ƽा वजा वगŊमूळ वगŊ अिधक वगŊ y x y dx
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वजा समान 0.xdy 
 आʉाला चा सोʞूशन िमळाला आहे बरोबर अिधक वगाŊचे वगŊमूळ अिधकphi xy y x 

वगŊ वजा 1 पण  फƅ पिहʞा चतुथाōश मȯेच िवभेदक समीकरण फƅy 
एकसंध आहे ʉणून एकसंध समीकरण वजा वगŊ अिधक 4 वगŊ अिधकxydx x y 

समान 0 चा िवचार करा रेनिवलेǉा पुˑकातील आणखी दोन उदाहरणे घेऊन तुʉी4xy dy 
चा घेतʞास अिधक बरोबर ƽा.xy phi y 

नंतर चा समान ० ते हा एक उपाय आहे ʉणजे समान उणे हा  x xy phi y y x 
एक उपाय आहे पण नंतर तुʉाला येथून सवŊ उपाय िमळणार नाहीत कारण तुʉी अिधकy 

घेतʞास आिण जर तुʉी ने ने ने बदललात तर  आिण बाय नंतर चा ˢʙिवराम x y y c x x x c phi x by c y by c
समान
0 हे पुɎा तेच समाधान आहे ʉणून तुʉाला ȑाच सोʞुशन िमळेल तुʉाला नवीन काहीही िमळणार
नाही हे समीकरण 2.
26 मȯे समीकरण सोडवǻाǉा तȇाचा िवरोध करत नाही
सामाɊ आिण ओळख  ˙ेशल सोʞूशन चांगले 2.y 
26 हे एकसंध समीकरण आहे y
समान Ůित̾थापन करा सामाɊ सोʞूशन िमळवा सामाɊ सोʞूशन vx 
या ˠाइडमȯे लाल रंगात ŮदिशŊत केले आहे या सोʞूशनमȯे जर तुʉी बरोबर 0 लावले तर तुʉालाc 

Ɛूबमȯे काय िमळेल?  अिधक हे ० ǉा बरोबरीचे आहे ȑामुळेच तुʉाला अिधक हे िवशेष समाधान िदसते आहेy x y x y 
आिण आता ते खरोखर िवशेष का आहे हे तुʉाला समजले आहे.
 एक शेवटचे उदाहरण तुʉी
एƛ ˍेअर वजा 4 वगŊ अिधक 2 वगŊ अिधक 7 हे िवभेदक समीकरण पहा  ǉाdy x y xy dx 
बरोबरी  0 ǉा बरोबरीचे चे हे 0 ǉा बरोबरीचे अिधक आिण 2  अिधक या Ůȑेक पयाŊयासाठी एक उपाय आहे,xy phi x y x y 
ʉणजे समान वजा हा एक उपाय आहे आिण समान वजा हे देखील एक समाधान आहे जरy x y 2x 
तुʉी  या सोʞूशɌने सुŜवात करा आिण युƅीने बाय   करा तुʉाला सवŊ उपाय िमळणार नाहीतc x cy 
तुʉाला पुɎा तेच सोʞूशɌ िमळतील ʉणून हे दोन उपाय जेनेįरक नाहीत ते जेनेįरक सोʞूशन
2.
27 नेहमीǉा पȠतीने बरोबर Ůित̾थापन का नाहीत  सामाɊ उपाय िमळवा y vx a  nd
काय होते ते पहा िवभेदक समीकरण पूणŊपणे सोडवा आिण काय चालले आहे हे शोधǻाचा Ůयȉ करा
आिण तुʉाला उȅर िदले जाईल ते वगŊ वजा वजा आहे, ʉणूनx y plus 2 x cubed cx cy 
जेʬा तुʉी घेता तेʬा 0 ǉा बरोबरीने ठेवʞास काय होते 0 ǉा बरोबरीचा तुʉाला चा वगŊ अिधक 2 c c x y x
बरोबर 0 मȯे िमळेल
 ȑामुळे अिधक 2 हे एक िवशेष समाधान आहे ठीक आहे ʉणून अिधक हे िवशेष समाधान आहे पणy x y 2x 

अिधक िवशेष समाधान का आहे ते पाहा शेवटची ओळ ŮदिशŊत करा  तुʉी Ǜा िड̾ɘेलाx ya 
ने भागता तुʉी ने भागता मग काय होते ते बघूया तुʉाला एƛ ˍेअर c c d
वजा 4 ˍेअर अिधक 2 ˍेअर अिधक ǉा बरोबरीचे आहे.y x y 7xy dx 0 

 ठीक आहे मी ʉणत आहे की बरोबर वजा आहेy 
आिण समान उणे दोɎी अपवादाȏक आहेत ते िवशेष उपाय आहेत जेनेįरक नाही मीx y 2x 

हे का ʉणत आहे तुʉाला हे एक ʩायाम ʉणून करावे लागेल हा तुमǉासाठी एक ʩायाम आहे
िवभेदक समीकरण पूणŊपणे सोडवा.
 अथाŊतच समान वापŝन िवभेदक समीकरण सोडवाy 

Ůित̾थापनासाठी ठीक आहे  तुʉाला सोʞूशन िमळाले आहे की सोʞूशन vx x
ˍेअर मȯे अिधक 2 वजा मȯे अिधक बरोबर 0 असे वाचते ते आता सामाɊ समाधान आहेy x c x y 
जेʬा तुʉी ǉा बरोबर 0 घेता तेʬा तुʉाला अिधक 2 िवशेष समाधान ʉणून िमळते पण का  हाc y x 
एक िवशेष उपाय आहे जो तुʉाला ने भागलेला िदसतो आिण तो अनंतापयōत जाऊ देतो आिण तुʉालाc c 

अिधक बरोबर ० काय िमळतेx y 
 ȑामुळे तुʉाला समान ते उणे हे देखील िवशेष समाधान आहे ʉणूनy x 
हे अपवादाȏक आहेत  सोʞूशɌ जे जेनेįरक नाहीत आिण ते नेहमीच असतील पण तुʉी जर
हे अपवादाȏक उपाय सोडले आिण एक सामाɊ सोʞूशन उचलले आिण ǉा जागीx 

वर आिण वर ने बदलले तर वर ˢʙिवराम वर समान  0 सवŊ िनराकरणे िनमाŊण करेलx c y y x c y c 
हा एकसंध िभɄ समीकरणांचा एक अितशय संुदर भाग आहे 
दुदŔवाने याची चचाŊ पुˑकांमȯे केलेली नाही ʉणून मला वाटले
की या अȯायात उपİ̾थत असलेली ही आंतįरक भूिमती मला खरोखरच दशŊिवली पािहजे मला वाटते की हे ʩाƥान बंद करेल
आिण हे  पुढǉा वेळी मी रेखीय आिण बनŗली समीकरणांवरील नवीन अȯाय सुŝ करणार आहेchapte  
आिण ȑानंतर आʉी कदािचत एक समारोपीय ʩाƥान घेऊ आिण

Pru
tor
@
IIT
K



ʩाƥानांची मािलका पूणŊ कŝ.
 धɊवाद.
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