
  ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ׹െളുׯറിتു׺ ഈ പരآരയിെല ആറാമെ؋ ْപഭാഷണ؋ിേല്ׯ 
സٔാഗതം, അതിനാൽ ഞ׹ൾ കഴി؁ തവണ നിർ؋ിയിട്؋ നി്ؗ ഏകതാനമായ സമവാകّ׹ളുെട 
പഠനം തുടരും, കഴി؁ തവണ എؗീ ര؇് ഫംഗ്ഷനുകൾ നൽകിയ അനؓതകളുെട f, g 
താരതമّെുׯ؋റി׺ാണ് ഞ׹ൾ സംസാരി׺െത്ؗ ഓർുׯക.  അനؓതയിേല്ׯ െയׯാൾ f g-
േവഗ؋ിേലാ അെ׸بിൽ േനׯാൾ പതുെׯേയാ അനؓതയിേലേׯാ േപാകുؗു എؗർ،ം , ഈ g f-
വിഷയ׹ളിൽ ചിലത് ഞ׹ൾ കഴി؁ തവണ ചർ׺ െചᅃٝ അേത رലു؋െവ്׺ അനؓതയിേല്ׯ 
േപാകുؗു, അതിനാൽ ഈ വിഷയ؋ിൽ നമു്ׯ ഒരു ഉദാഹരണം കൂടി എടുׯാം , അതിനാൽ 
അനؓതയുെടയും വّതّാസ؋ിന്െറയും ْകമം. സമവാകّ׹ൾ അതിനാൽ നമു്ׯ നിَളٕ׸മായി 
കാണെؚടുؗ ഒരു ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം േനാׯാം ന് 1 ؛സ് േല്ׯ തുലّമാണ്, നأൾ ഈdx y y x 
ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം േനാുؗുׯ, അതായത് 0-േനׯാൾ വലുത് േനׯാൾ വലുത്. എبാം ശരിx, 0- 
സമവാകّം  2.11 നി׹ൾ ൈسഡിൽ കാണുؗത് ഒരു േവരിയബിൾ േവരിയബിൾ സമവാകّമാണ്, 
അതിനാൽ എؓാണ് െചേإ؇െത്ؗ നി׹ൾ നؗായി േചാദിേׯ׺ാം എبാം എളുؚമേب എبാം 
എളുؚമب, എؗാൽ സമവാകّ؋ിൽ ഈ വّായാമ׹ൾ േനാׯാം 2.11 ആദّ വّായാമം കെ؇ു؋ക 
എؗതാണ്.  2.11 ന്െറ പരിഹാരം തുടർ്ؗ പരിമിതമായ സമയ؋ിനുتിൽ പരിഹാര؋ിന് 
അനؓതയിേല്ׯ രײെؚടാൻ കഴിയിെ്ؗب കാണിׯാൻ, തുടർ്ؗ പരിഹാരം േലാഗിന്െറ അേത 
നിരׯിൽ അനؓതയിേല്ׯ ْപവണത കാണിുؗുׯെവ്ؗ കാണിേׯ؇തു؇് പരിഹാരം x 
അനؓതയിേല്ׯ ْപവണത കാണിുؗുׯ എ്ؗ പറയുؗതിന്െറ അർ،െമؓാണ്? േലാഗ് ന്െറ അേതx 
നിര്ׯ, അതായത് േലാഗ് ന്െറ ന്െറ അനുപാതം തിരിു׺വിളിുׯക എؗാണ് അർ،മാؗുׯത് x x y x
ന്െറ പൂജّ പരിധി്ׯ തുലّമبാ؋ ഒരു رിരമായ പരിധിയിേല്ׯ േപാകുؗു ന് നിലവിലു؇്, x x 
പൂജّമب , തുടർ്ؗ അടു؋ ْപٍ٠ം േല്ׯ േനാؗുׯതാണ്  േലാഗ് േലാഗ് ൽ ൈമനസ് േലാഗ് ഈ y x- x x , 
പരിധി പൂജّമെ׸بിൽ ْപവണത കാണിؗുׯതിനനുസരി്׺ പരിധി കെ؇؋ാൻ നി׹േളാട് x 
ആവശّെؚടും, ൈമനസ് േലാഗ് ന്െറ ൈമനസ് േലാഗ് േലാഗ് േപാെലയാണ് അെ׸بിൽ ന്െറ x x y x x y
ഇതുേപാെലയാണ് െപരുമാറുؗത് എ്ؗ നി׹ൾ പറയും.  േലാഗ് ؛സ് േലാഗ് േലാഗ് നമു്ׯ ഈ x x 
രസകരമായ വّായാമം പരീײിׯാം, ഇത് ബുؑിമുت؂ു കാരّമب, പേײ ഇത് ബുؑിമുت؂ു കാരّമب , 
ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം ഒരു േവരിയബിൾ േവരിയബിൾ സമവാകّമാണ്, അതിനാൽ നി׹ൾ 
എؓാണ് െചإാൻ േപാകുؗത്, നി׹ൾ േവരിയബിളുകൾ േവർതിരിׯാൻ േപാകുؗു , നി׹ൾ ഉടൻ 
സംേയാജിؚിുׯം  അതിെന നി׹ൾ വിഭജിുׯം  െന െകാ؇് നി׹ൾ 2.11 െന 1 ؛സ് e 2.11 y y 
െകാ؇് ഗുണിുׯം, നി׹ൾ ശരിയായി സംേയാജിؚിുׯം , നി׹ൾ 1 േമൽ ന് മുതലായ കാരّ׹ൾ y 1 x 
സമനٔയിؚിുׯം, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ ഈ സമവാകّം ലഭിുׯം ؛സ് േലാഗ് സമം ؛സ് േലാഗ് y y c x 
ഇത് വളെര ലളിതമാണ് ഇേؚാൾ ഇവിെട നി്ؗ സമവാകّം േനാുׯേآാൾ ഞ׹ൾ ഈ േചാദّ׹ൾ്ׯ 
ഉ؋രം നൽേക؇തു؇്, നി׹ൾ കാണിേׯ؇ യുെട പരിമിതമായ സമയ؋ിനുتിൽ y x 
അനؓതയിേല്ׯ രײെؚടാൻ കഴിയിب, ശരി നമു്ׯ ഇത് കുറ്׺ വിശദമായി േനാׯാം അെത 
ഇവിെടയാണ്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ്ׯ ഈ സമവാകّം ലഭി؛ ു׺സ് േലാഗ് തുലّമാണ് ؛സ് േലാഗ് y y c  x
ഇേؚാൾ ന്െറ അനؓതയിേല്ׯ അനؓമായ സമയേׯ്؋ രײെؚടുؗുെവ്ؗ കരുതുക എؓാണ് x y 
അർ،മാؗുׯത്, ന്െറ ന്െറ പരിമിതമായ സംഖّയിേല്ׯ േപാകുേآാൾ, ന്െറ േപായാൽ x y x y 
അത് സംഭവിׯാം. അനؓതയിേലുׯം പിെؗ േലാഗ് അനؓതയിേലുׯം േപാകുؗു ഈ y y , 
സമവാകّ؋ിന്െറ ഇടതുഭാഗം അനؓതയിേലുׯം വലതുഭാഗം رിരതയിേലുׯം േപാകുؗു എ׹െന
ഒരു വശം അനؓതയിേലുׯം മറുവശേുׯ؋ം േപാകുؗു  ഒരു പരിമിതമായ പരിധി നി׹ൾ്ׯ ഒരു 
ൈവരുّؑമുെ؇׸ിൽ , ന്െറ പരിമിതമായ സമയ؋ിനുتിൽ അനؓതയിേല്ׯ രײെؚടാൻ x y 
കഴിയിب, എനി്ׯ കുറ്׺ വّതُّമٝായ ഒരു വാദമാണ് നൽകിയിരിؗുׯത്, എؗാൽ ഈ ൈسഡിൽ 
ഞാൻ െചᅃٝതിന് തുലّമാണ് ഞാൻ ഇടതുവശ്؋ എഴുതിയത് അൽؚം വّതُّമٝായ രൂപ؋ിൽ െയ 1 y 
 y ,ׯ്؋സ് േലാഗ് വലേ؛
അ׹െന അനؓതയിേല്ׯ േപാകുؗു, കഴി؁ തവണ േലാഗ് അനؓതയിേല്ׯ േപാകുؗത് y y y 
െയׯാൾ സാവധാനമാണ് എ്ؗ ഞ׹ൾ ക؇ു, അതിനാൽ േലാഗ് ൈബ 0 ആകും y 
അ׹െന 1 ؛സ് േലാഗ് ൈബ േല്ׯ ഒു؋േചരും, അതിനാൽ ഈ പരാൻതീസിസ് 1 േല്ׯ y y  1 
േപാകും. കൂടാെത അനؓതയിേല്ׯ േപാകുؗു, y 
അ׹െന ഇടത് വശം അനؓതയിേല്ׯ േപാകുؗു, വലതുഭാഗം പരിമിതമായ പരിധിയിേല്ׯ 
േപാകുؗു, അത് ഒരു ൈവരുّؑമാണ്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ േചാദّ؋ിന് ഉ؋രം നൽകി , ന്െറ ന് x y 
കഴിയിെ്ؗب ഞ׹ൾ കാണുؗു പരിമിതമായ സമയ؋ിനുتിൽ അനؓതയിേല്ׯ രײെؚടുക 
എؗതായിരുؗു അടു؋ േചാദّം അനؓതയിേല്ׯ േപാകുേآാൾ എؓാണ് സംഭവിؗുׯത് x 
എؗതായിരുؗു അടു؋  േചാദّം  ന് തുലّമാണ് േല്؛ 1 ׯസ് വലത് എؗ ഡിഫറൻഷّൽ dx y x- y 
സമവാകّം എؓായിരുؗു, എവിെടയാണ് നأൾ എവിെടയാണ് േപാസിئീവ്, എؗിവയും x y 
േപാസിئീവ് ആണ്, അതിനാൽ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം ഏെതാെׯയാെണ്ؗ നി׹േളാട് പറയുؗു, 
െഡറിേവئീവ് എبായ്േؚാഴും േപാസിئീവ് ആെണ്ؗ ഇത് നി׹േളാട് പറയുؗു, അതിനാൽ 
എؓുെകാ؇ാണ് േമാേണാേടാൺ വർؑിؗുׯത്  നി׹ൾ്ׯ ഒരു േമാേണാേടാൺ വർؑിؚിؗുׯ 
ഫംഗ് ഷൻ ഉെ؇׸ിൽ ഒؗുകിൽ അതിന് പരിമിതമായ പരിധി ഉ؇ായിരിׯണം അെ׸بിൽ അത് 
അനؓതയിേല്ׯ േപാകണം, മെئാരു േചായ് സ് ശരിയب, അതിനാൽ ഇേؚാൾ അടു؋ 
േചാദّ׹ളിെലാ്ؗ കാണിؗുׯത് ന്െറ അനؓതയിേല്ׯ േപാകുؗു എؗാണ്, അതായത് നأൾ x y x
ന്െറ കാണിׯണം  ഒരു പരിമിതമായ പരിധിയിേല്ׯ േപാകരുത്, ഇവിെടയുت സമവാകّം േനാൂׯ, y x
ന്െറ ഒരു പരിമിതമായ പരിധിയിേല്ׯ േപാകുകയാെണ׸ിൽ യും ഒരു പരിമിതമായ x y 
പരിധിയിേല്ׯ േപാകും, അതിനാൽ പ ലസ് േലാഗ് യ്്ׯ പരിമിതമായ പരിധി ഉ؇ായിരിുׯം ഒ ◌ുy y c 
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 േപാകുؗു, x x ׯേപാകുؗു  അതിനാൽ േലാഗ് അനؓതയിേല് ׯവും അ   ؓതയിേല്׸ിരാر
അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ വീ؇ും ഒരു ൈവരുّؑം ലഭിുׯം, അതിനാൽ അനؓതയിേല്ׯ േപാകുേآാൾx 
ഞ׹ൾ എؓാണ് നിഗമനം െചᅃٝത്, യും നിർബؖമായും അനؓതയിേല്ׯ േപാകണം, എؗാൽ y 
േചാദّം നി׹േളാട് എؓാണ് േചാദിؗുׯത് എ്ؗ കാണിׯാൻ േചാദّം നി׹േളാട് ആവശّെؚടുؗു  x 
ന്െറ ഇൻ ആകാൻ ْപവണത കാണിുؗുׯ  യുെട േലാഗ് യുെട അേത നിരׯിലുت ഫിനിئി, y x xy 
േലാഗ് ന്െറ അേത നിരׯിൽ അനؓതയിേല്ׯ ْപവണത കാണിുؗുׯ, നأൾ ഇേؚാൾ കാണി׺ത് x x 
ന്െറ അനؓതയിേല്ׯ േപാകുؗു, അനؓതയിേല്ׯ േപാകുേآാൾ അനؓതയിേല്ׯ x x x 
േപാകുؗു. േലാഗ് നുت അനുപാതം േനാׯണം , അനؓതയിേല്ׯ േപാകുേآാൾ x- yx x 
അനുപാത؋ിന് എ്ؓ സംഭവിുׯെമ്ؗ േനാׯാം, നമു്ׯ ഈ അനുപാത പരിധി േനാׯാം, കാരണം x 
േലാഗിേؘൽ അനؓത േല്ׯ ْപവണത കാണിുؗുׯ േഹാؚിئലിന്െറ നിയമം ലളിതമായി yx- x l'
ْപേയാഗിുׯക  നി׹ൾ്1 ׯ-ന് ന് ൈْപം ലഭിؗുׯത് േഹാؚിئലിന്െറ നിയമം ْപേയാഗിുׯക x- y l'
അെ׸بിൽ അനؓത ൈْപമിേല്ׯ ْപവണത കാണിؗുׯതിനാൽ നി׹ൾ പരിധി x x phi 
േനാുׯകയാണ്, എؗാൽ ൈْപം എؓാണ് ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ؋ിേല്ׯ മടു׹ക , xy 
ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം അത് െകാ؇് ആണ് ന് ന് 1 നും നും തുലّമാണ്, അത് ഒരു dx dy y x y 
ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّമാണ്, അതിനാൽ ൈْപം ൈْപം ആകുؗത് ؛സ് ആണ്.  േലാഗ് y xy x 1 y x 
അനുപാതം യുെട അേത നിരׯിൽ ന്െറ അനؓതയിേല്ׯ േപാകുؗുെവ്ؗ കാണുക  ഒഇഎസ് g x y 
ഒؗിേല്ׯ, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ചി׹صളിൽ േലാഗ് േപാെലയാണ് െപരുമാറുؗത് എ്ؗ ഞ׹ൾ x 
പറയുؗു, ഞ׹ൾ യുെട വി״ിൾസ് േലാഗ് എ്ؗ എഴുതും, അടു؋തായി െചേإ؇ത് ന്െറ y x x x 
അനؓത യുെട ൈമനസ് േലാഗ് േല്ׯ ْപവണത കാണിؗുׯതിനാൽ പരിധി േനാുׯക y x x 
എؗതാണ്. േലാഗ് േലാഗ് ഇേؚാൾ നമു്ׯ എൽ േഹാؚിئൽ നിയമം ْപേയാഗിׯാൻ കഴിയുെമ്ؗ x 
നി׹ൾ്ׯ എ׹െന അറിയാം, നّൂമേറئർ ൈമനസ് േലാഗ് അനؓതയിേല്ׯ േപാകുؗുെവ്ؗ yx x 
നി׹ൾׯറിയാം, ൈമനസ് േലാഗ് എؓാണ് എ്ؗ അടു؋ ൈسഡിൽ േനാׯാം ൈമനസ് ഈ y x y 
സമവാകّം േനാുׯക േലാഗ് എؗത് ൈമനസ് േലാഗ് ഒരു رിരമായ മനشാണ് എؗത് ഒരു x c yc uc 
 റിയാം, അതിനാൽ x y cׯൾ׹േപാകുؗുെവ്ؗ ഞ ׯമാണ് , കൂടാെത ന്െറ അനؓതയിേല്׸ിരാر
ൈമനസ് േലാഗ് ൈമനസ് അനؓതയിേല്ׯ േപാകും അതിനാൽ ന്െറ ൈമനസ് േലാഗ് y x y x 
ൈമനസിേല്ׯ േപാകുؗു അനؓത അതിനാൽ ഞ׹ൾ കണׯാׯാൻ ْശമിؗുׯ പരിധി ൈമനസ് x 
േലാഗ് ന്െറ ആണ്.   േലാഗ് േലാഗ് േؘൽ ൈമനസ് േലാഗ് എؗ അനുപാത؋ിേല്ׯ x y x yx x 

േഹാؚിئലിന്െറ നിയമം ْപേയാഗിുׯക, l'
അ׹െന നി׹ൾ്ׯ ലഭിുׯം നّൂമേറئറിെല ൈْപം ൈമനസ് 1-ന് ൽ നി׹ൾ ഭിؗസംഖّകൾ y x-
മായ് ുׯം, നി׹ൾ്ׯ ൈْപം ൈമനസ്  ലഭിുׯം, നി׹ൾ ഡിേനാമിേനئറിെന േവർതിരിുׯേآാൾ xy 1
ഡിേനാമിേനئറിൽ ഒരു തിരെ؁ടുുׯം , അത് േലാഗ് ൽ 1-ൽ ൽ 1 ആകും, x x- x-
അ׹െന അനؓമായ ൈْപം ൈമനസ് 1 േലാഗ് ആയി മാറുؗതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ എؓാണ് x x xy x 
േശഷിؗുׯത് എؗതിനാൽ ഞ׹ൾ്ׯ ക؂ൂّآിംഗ് പരിധി അവേശഷിുؗുׯ, എؗാൽ എؓാണ് xy 
ൈْപം ൈമനസ് 1 ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ؋ിേല്ׯ മടു׹ക, ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ؋ിേല്ׯ 
മടു׹ക ൈْപം ആണ്  1 ؛സ് എؗതിൽ ഓർുׯക , അതാണ് നി׹ൾ്ׯ ലഭിؗുׯത്, xy y y 
അതിനാൽ അനؓത ൈْപം ൈമനസ് 1 േലാഗ് ആയി മാറുؗതിനാൽ ഞ׹ൾ ക؂ൂّآിംഗ് x xy x 
പരിധിയിേല്ׯ നയിുؗുׯ, എؗാൽ ൈْപം എؓാണ് എؗ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം ഓർുׯക xy xy
ൈْപം ന് 1 ؛സ് ആണ് അതിനാൽ എؓാണ് ൈْപം ൈമനസ് 1 ന് 1 ؛സ് ൈമനസ് 1 y y xy  y y 
നി׹ൾ്ׯ അത് ലളിതമാׯാം, കൂടാെത അനؓതയിേല്ׯ നീؗു׹തിനാൽ ൈسഡ് പരിധിയിൽ x 
ഉتത് കൃതّമായി നി׹ൾ്ׯ ലഭിുׯം, ؛സ് 1 ന് േശഷം ഇത് അനؓത െകാ؇് അനؓമാണ്. ഭരണം y 
നി׹ൾ്ׯ തരും  എؗതിനാൽ ഞ׹ൾ ْപٍ٠ം പൂർ؋ിയാׯി, ْപٍ٠ം അൽؚം സ׸ീർ؉മായി li mit -1 
കാണെؚ؂ു, പേײ ഞ׹ൾ ഈ അനുപാത؋ിന്െറ എؗ അനുപാത؋ിന്െറ പരിധി y 
കണׯാׯിയി؂ിെ്ؗب ഞാൻ ْപതീײിുؗുׯ ൈമനസ് േലാഗ് േരഖയിൽ ഈ അനുപാതം x x x 
ൈമനസ് 1 േല്ׯ േപാകുؗു  അതിനാൽ ൈമനസ് േലാഗ് ന്െറ ൈമനസ് േലാഗ് േപാെലയാണ് x x y x 
െപരുമാറുؗത് അെ׸بിൽ ന്െറ േലാഗ് ൈമനസ് േലാഗ് േലാഗ് േപാെലയാണ് െപരുമാറുؗത് x y x x 
എ്ؗ നമു്ׯ പറയാൻ കഴിയും, ഒരുപേײ ഇത് കൃതّമായ പരിധി ൈമനസ് 1 ആെണ്ؗ പറയാനുت 
കൃതّമായ മാർഗമാണ്.  ഞ׹ൾ കണׯാׯിയിരിؗുׯ പരിധി ൈമനസ് 1 ആണ്. അതിനാൽ x 
അനؓതയിേല്ׯ േപാകുേآാൾ പരിഹാര؋ിന്െറ സٔഭാവം എ׹െന മനشിലാׯാം 
എؗതിെനുׯറിتു׺ രസകരമായ ഒരു വّായാമമായിരുؗു ഇത്, അതിനാൽ ലായനിയുെട yx 
വളർ׺െയുׯറിتു׺ വളെര കൃതّമായ വിവര׹ൾ ഞ׹ൾ്ׯ ലഭിു׺െവ്ؗ ഞ׹ൾ പറയുؗു.  
പരിഹാരം േലാഗ് ൈമനസ് േലാഗ് േപാെലയാണ് െപരുമാറുؗത് , ഈ സമവാകّം പരീײി്׺ yx x x 
പരിഹരിؗുׯത് നിരാശാജനകമാണ്, എؓുെകാ؇ാണ് ഞ׹ൾ ഇത് െചؗുإത് എ്ؗ നി׹ൾ 
പറേׯ؁ാം, ഞ׹ൾ്ׯ ഇതിനകം തെؗ വّװമായ പരിഹാരം ഉ؇്, ഞ׹ൾ്ׯ പരിഹാരം ഉ؇് y 
 ,മായ y c xװതുേപാെല വّؗുׯൾ ആْഗഹി׹ഇതാണ്  ഞ ײസ് േലാഗ് പേ؛ സ് േലാഗ് സമം؛
പരിഹാരം  എؗത് എؗിവെയ ബؖിؚിؗുׯ ഒരു സമവാകّമാണ്, എؗാൽ എؗത് ന്െറ e x, y y x 
അടിرാന؋ിൽ പേരാײമായി നൽകിയിരിുؗുׯ , നി׹ൾ ഇത് പരിഹരി്׺ ന്െറ x 
അടിرാന؋ിൽ ْപകടിؚിׯാൻ ആْഗഹിുؗുׯ, പേײ അ؋രെമാരു ْശമം വളെര y 
ഉപേയാഗശൂനّമാകും. അത് െചإാെത തെؗ യുെട ന്െറ സٔഭാവെ؋ കുറി്׺ ഞ׹ൾ്ׯ വളെര y x 
കൃതّമായ വിവര׹ൾ ലഭിു׺ , ഞ׹ൾ എؓാണ് െചᅃٝത്, ഈ വّായാമം കാണിؗുׯത് 
കാൽുׯലസിന്െറ ْപേയാഗ׹ൾ കാണിുؗുׯ, ഞ׹ൾ കണׯാׯിയ പരിധികളു؇് ഹാർഡി ഫീൽഡ്
െസാലّൂഷനുകളുെട വിപുലീകരണ׹ളിൽ സംഭവിؗുׯ െജ ഷാׯിൾ േْഗാ്؋ ഓർഡറുകളുെട ഒരു 
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ْപേതّക േപؚറിൽ നിؗാണ് അവസാന ൈسഡിെല ഉദാഹരണം എടു؋ത്.  നി׹ൾ്ׯ എെؓ׸ിലും 
ْപസװമായിരിׯാനാണ് ഞാൻ ഈ റഫറൻസ് ഇടുؗത്, കാരണം ഇവിെട നിؗാണ് എനി്ׯ ഉദാഹരണം 
ലഭി׺ത്, ഞ׹ൾ െചᅃٝ കാരّ׹ൾ ഈ േപؚറിന്െറ ْപധാന തീമുമായി ഒരു ബؖവുമിبാ؋തിനാൽ ഈ 
റഫറൻസ് േകാമിനായി ഇ؂ിരിുؗുׯ. നി׹ൾ ഈ േപؚറിേല്ׯ േനാؗുׯതിേനׯാൾ പൂർ؉തയും 
കൃതّതയും നി׹ൾ്ׯ ْപസװമب, വലിയ സമയേتുׯ؋ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ؋ിന്െറ 
പരിഹാര؋ിന്െറ സٔഭാവം വّװമായി മനشിലാؗുׯത് ْപധാനമാണ്, കാരണം ഇത് നി׹ൾ്ׯ 
വിവര׹ൾ നൽകാൻ േപാകുؗു ഫിസിׯൽ സി؋زിന്െറ സٔഭാവം ഓർുׯക, നുأെട 
ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ׹ളിൽ നി്ؗ എവിെടയാണ് നുأെട ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ׹ൾ വരുؗത്,
അവ ഭൗതികശാസ്ْത؋ിൽ നിؗാണ് വരുؗത്, അവ ബേയാളജിയിൽ നിؗാണ് വരുؗത്, അവ 
െകമിׯൽ ഗതിവി׾ാന؋ിൽ നിؗാണ് വരുؗത്, അതിനാൽ ഭൗതിക വّവرയുെട അവرയ്്ׯ 
എ്ؓ സംഭവിുׯെമ്ؗ നി׹ൾ മനشിലാׯണം .  സമയം അനؓതയിേല്ׯ പരിണമിുؗുׯ , മെئാരു 
വിധ؋ിൽ പറ؁ാൽ, സമയ؋ിന്െറ വലിയ മൂലّ׹ൾتുׯ പരിഹാര؋ിന്െറ സٔഭാവം നി׹ൾ 
മനشിലാׯാൻ ആْഗഹിുؗുׯ, കൂടാെത േഹാؚിئലിന്െറ നിയമവും ഡിഫറൻഷّൽ l'
സമവാകّ׹ളും ഉപേയാഗി്׺ അതിന്െറ ര؇് ലളിതമായ ഉദാഹരണ׹ൾ ഞ׹ൾ ക؇ു, കാരണം 
നമു്ׯ സിؑാؓ׹ളുെട െപാതുവായ സിؑാؓ׹ൾ വികസിؚിׯാൻ ആവശّമാണ്. ഡിഫറൻഷّൽ 
സമവാകّം പരിഹരിׯാെത ഈ വിവരം ലഭിׯാൻ ഇذെؚടുؗു, കാരണം യഥാർ، ജീവിത؋ിൽ 
നി׹ൾ്ׯ പരിഹരിׯാൻ കഴിയിب  ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം, തുടർ്ؗ പരിഹാര؋ിന് എ്ؓ e 
സംഭവിുׯെമ്ؗ ചർ׺ െചുإക ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ׹ളുെട 
സിؑാؓം യഥാർ،؋ിൽ അത് പരിഹരിׯാെത തെؗ പരിഹാര׹െളുׯറിتു׺ വിവര׹ൾ 
േനടാൻ ْശമിؗുׯതാണ്, അതിനാൽ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ׹ളുെട ചില ױാസുകളുെട 
പരിഹാര׹ളുെട സٔഭാവെുׯ؋റിتു׺ സിؑാؓ׹ൾ െതളിയിേׯ؇തു؇്. അ؋ര؋ിലുت ഒരു 
സിؑാؓം ഘർഡി കെ؇؋ി, കാരണം അനؓതയറിയാവുؗ സിനിമാׯാരെന നി׹ൾ 
ക؇ി؂ു؇ാകാം, കാരണം  രാമാനുജെന േകംْബിـിٙേല്ײ ׯണി׺ വّװിയാണ് അേؐഹം, 
ഗാർഡിയുെട ഫല׹ൾ പിؗീട് എസ് ചْؕേശഖർ പിؗീട് ചْؕേശഖർ എؗ േപരിൽ ഉപേയാഗിു׺ . പിؗീട്
െبزാർ അസ് േْടാഫിസിക് സ് പഠന؋ിൽ ഹാർഡി സിؑാؓം ْപേയാഗിു׺,  -ൽ െതളിയിׯെؚ؂ 1910
ഒരു ഗണിത സിؑാؓം പിؗീട് ْപേയാഗ׹ൾ കെ؇؋ി എؗത് വളെര രസകരമാണ് .  സംസാരിുؗുׯ, 
അതിനാൽ ഞാൻ ചിْതീകരിׯാൻ ആْഗഹിുؗുׯ െറയിൻ വിبിന്െറ പുُകٝ؋ിൽ നിؗുت ര؇് 
ഉദാഹരണ׹ൾ ഞാൻ േനരെ؋ തെؗ െറയിൻ വിെبയുെട പുُകٝം പരാമർശി׺ി؂ു؇്, ഞ׹ൾ 
െറയിൻ വിെبയുെട പുُകٝ؋ിൽ നി്ؗ ര؇് ഉദാഹരണ׹ൾ കൂടി എടുׯാൻ േപാകുؗു, ആറ് y 
ൈമനസ് സ് കٔയർ റൂ؂് സ് കٔയർ ؛സ് സ് കٔയർ ൈമനസ് തുലّമായ  സമവാകّം  മഴ y x dx xdy 0 2.12
നമു്ׯ തരും  വّതّസ് ത ْപാരംഭ വّവرകൾ ഞാൻ ْപാരംഭ വّവرകൾ റൂ؂്  ൈബ  ആയി y 3 2
എടു؋ി؂ു؇്, ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം പകുതി പരിഹരിുׯക , പരിഹാര വْക׹ൾ വരയ്ുׯക, 
കൂടാെത റൂ؂്  ന്െറ  ന്െറ പകുതി ْപശ് നം ഏഴിന് തുലّമായ സ് െക്׺ െചയ് ത് ഞാൻ അത് നി׹ൾ്3 ׯ 2
വി؂ുതരാം സٔയം ْപവർ؋ിׯാൻ, ഞ׹ൾ ആറാമെ؋ ْപശ് ന؋ിൽ മാْതം ْശؑ േകْؕീകരിുׯം, ഇത് 
ഒരു ഏകതാനമായ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّമാണ് എؗതാണ് ര؇ാമെ؋ പദമായ ൈമനസ് xdy x 
പദെ؋ ഏകതാനമാണ്, എؗാൽ സ് കٔയർ ؛സിന്െറ ആദّ േടം ൈമനസ് സ് കٔയർ റൂ؂് േനാുׯക  y y x
സ്കٔയർ െചയ് തത് ഏകതാനമب, ഇത് േപാസിئീവായി ഏകതാനമാണ് , അതിനാൽ സബ് زിറ്റّൂഷനു vx 
തുലّമായ ഉപേയാഗിׯണെമ׸ിൽ നأൾ ആദّ കٔാഡ് റന്റിൽ തെؗ തുടരണം. ആദّ കٔാْഡന്റിൽ y 
ْപാരംഭ വّവر നൽകിയിരിؗുׯത് ْശؑാപൂർവം തിരെ؁ടു؋ത് ഓർുׯക, അതിനാൽ മഴ 
ആദّെ؋ കٔാْഡന്റിൽ മാْതേമ പരിഹാരം േചാദിൂׯ, അതിനാൽ ര؇ാമെ؋ കٔാْഡന്റിൽ എؓാണ് 
െചേإ؇െത്ؗ നമു്ׯ േചാദിׯാം 2.12 ഈ സമവാകّം ര؇ാമെ؋ കٔാْഡന്റിൽ എ׹െന 
പരിഹരിുׯം.  ഈ വّായാമം 6 സٔയം െചുإക, കാരണം നി׹ൾ ന് തുലّമായി ഇടുകയും േജാലി vx- y 
പൂർ؋ിയാുׯകയും േവണം, ഇത് വളെര പതിവാണ്, ഞ׹ൾ ഇതിനകം ഇ؋ര؋ിലുت ര؇് മൂ്ؗ 
ഉദാഹരണ׹ൾ െചᅃٝി؂ു؇് , എؗാൽ ര؇ാമെ؋ കٔാْഡന്റിൽ 2.12 സമവാകّം എ׹െന 
പരിഹരിׯാെമ്ؗ മനസിലാׯാൻ ഞ׹ൾ ആْഗഹിുؗുׯ, അത് എ׹െനെയ്ؗ േനാׯാം.  ഈ 
സമവാകّം പരിഹരിׯാൻ, ര؇ാമെ؋ കٔാْഡന്റിെല സമവാകّം 2.12, എ׹െന പരിഹരിׯാം , 
വിഎ٧്ع സബ്زിറ്റّൂഷന് തുലّമായ ഉപേയാഗി്׺ നമു്ׯ അؖമായി മുേؗാ؂് േപാകാം, നി׹ൾ vy 
റി׶േറാളിലൂെട േപാകുക, നി׹ൾ്؛ ׯസ് സ്കٔയർ റൂ؂് 1 ؛സ് സ്കٔയർ ന് തുലّമാണ് 0 x dv v dx 
നി׹ൾ അത് പരിഹരിുؗുׯ, നി׹ൾ അത് െകാ؇് ഹരിുׯകയും നി׹ൾ 1 ؛സ് വർ؋״ിന്െറ x v 
വർ״മൂല؋ാൽ ഹരിുׯകയും െചുؗുإ, അതിനാൽ നി׹ൾ ന്െറ േലാഗ് സൂآർ؉ മൂലّമായ ന് x- x-
മുകളിൽ സംേയാജിؚിׯണം, എؗാൽ ഇേؚാൾ ഞ׹ൾ ര؇ാമെ؋ കٔാْഡാന്റിലാണ്. എؗത് dx x 
െനഗئീവ്   ആയിരിുׯം  സൂآർ؉ മൂലّം അവിെട ഇടുക, എؗാൽ േലാഗ് േമാഡ് ൈമനസ് ന്െറ x x 
േരഖയ്്ׯ തുലّമായിരിുׯം, അതിനാൽ നി׹ൾ ര؇് േലാഗുകളും ഒരുമി്׺ േചർുׯേآാൾ നി׹ൾ്ׯ 
ൈമനസ് ലഭിുׯം, എؗാൽ ൈമനസ് ൈമനസ് ആണ്, അതിനാൽ പരിഹാരം ൈമനസ് ؛സ് xv xv y y 
റൂ؂് സ്കٔയർ ؛സ് സ്കٔയർ തുലّമാണ്  ْപദർശിؚി׺ ൈسഡിെല പവർ യുെട 2.14 ആണ്, x y c 
എؗാൽ ഇത് 2.14 വّതُّമٝാؗുׯത് െതئാണ്, അേؚാൾ നി׹ൾ്ׯ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം തിരിെക
ലഭിؗുׯിെ്ؗب നി׹ൾ മനشിലാുؗുׯ, അതിനാൽ 2.14 ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ؋ിന്െറ 
പരിഹാരമب, അതിനാൽ നി׹ൾ അؖമായി മുേؗാ؂് േപായാൽ നി׹ൾ്ׯ െതئായ ഉ؋രം ലഭിുׯം. 
ഇത് ഗുരുതരമായ കാരّമാണ്, എؓാണ് െത്ئ സംഭവിؗുׯെത്ؗ നി׹ൾ മനشിലാׯണം, 
ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം േപാസിئീവായി ഏകതാനമാെണ׸ിൽ മാْതേമ ആദّെ؋ കٔാْഡന്റിൽ 
തുടരുകയുൂتെവؗും നി׹ൾ ര؇ാമെ؋ കٔാْഡന്റിേല്ׯ നീ׹ിയാൽ എبാം ശരിയാെണؗും 
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ഞാൻ നി׹േളാട് ْശؑാപൂർجം പറ؁ി؂ു؇്. കൂടുതൽ ജാْഗത ആവശّമാണ്, കാരണം നി׹ൾ 
അؖമായി നടപടിْകമ؋ിലൂെട കടؗുേപായാൽ നി׹ൾ്ׯ െതئായ ഉ؋രം ലഭിുׯം, 2.14 
േവർതിരിുׯകയാെണ׸ിൽ ഇതാ ഒരു ഉദാഹരണം , നി׹ൾ അവസാനിؗുׯത് യഥാർ، 
ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം അبാ؋ സമവാകّം 2.15 ആണ്, അതിനാൽ ഇേؚാൾ നമു്ׯ േചാദിׯാം 
ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം േപാസിئീവായി ഏകതാനമാണ് എ്ؗ ഞ׹ൾ തെؗ നി׹േളാട് 
പറ؁ി؂ു؇്, അതിനാൽ പരിഹാര നടപടിْകമം ആദّ കٔാْഡന്റിൽ മാْതേമ സാധുതയുൂت, ഇേؚാൾ 
നമു്ׯ മുഴുവൻ കണുׯകൂ؂ലും വീ؇ും െചإാം , ഞ׹ൾ വികസിؚിെ׺ടു؋ സിؑാؓ؋ിൽ 
വിശٔസിׯരുത് ഞ׹ൾ മുഴുവൻ കാരّ׹ളും ْശؑാപൂർجം പുനർനിർأിുׯക, ഡിഫറൻഷّൽ 
സമവാകّം ؛സ് എؓാണ് , ഞ׹ൾ എؗത് ന് തുലّമാؗുׯ പകരׯാരൻ എؓാണ് , mdx ndy y vx 
നി׹ൾ തുലّമായി എ്ؗ പറ؁ാൽ എؓാണ് ؛സ് എ്ؗ പറ؁ാൽ ഇത് ശരിയാണ്, y vx y dy dx xdv 
ഇേؚാൾ നമു്ׯ േനാׯാം എؗ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ؋ിൽ േകാമ ؛സ് ന്െറ േകാമ m x vxdx n x 

എ്ؓ െചإണം േകാമ ന്െറ ൈമനസ് ൈമനസ് എ്ؗ എഴുതിയിരിുؗുׯ ൈമനസ് vxdy x vx m xx x 
ന്െറ ൈമനസ് എ്ؗ എഴുതിയത് എؓുെകാ؇ാണ് ഞാൻ അത് െചᅃٝത് ര؇ാമെ؋ x 
കٔാْഡന്റിലായതിനാൽ ൈമനസ് േപാസിئീവ് ആയതിനാൽ എനി്ׯ ൈമനസ് പുറെ؋ടുׯാൻ x x 
കഴിയും, കാരണം ഫംഗ്ഷനുകൾ േപാസിئീവായി ഏകതാനമായതിനാൽ ഞാൻ ൈമനസ് പവർ x k 
േല്ׯ വലിെ׺ടുു؋ ഞാൻ ൈമനസ് ൽ നി്ؗ പവർ ൽ നി്ؗ ൈമനസ് 1-ന്െറ ൽ നി്ؗ 1 േകാമ x- k- m-
ൈമനസ് ൽ നി്ؗ ലഭി؛  ുؗുׯസ് അതിനാൽ ഇേؚാൾ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ؋ിന് v- vdx x dv 
എ്ؓ സംഭവിുؗുׯ എؗത് ൈسഡിെല ൈമനസ് 1 മുതൽ പവർ േല്ׯ ൈമനസ് 1 േകാമ ൈമനസ് k v 

 എؗതിൽ അവസാനമായി dx n v dx v n ׯേകാമ േല് 1 ׯസ് ന്െറ 1 േകാമയിൽ നി്ؗ േല്؛
ْപദർശിؚി׺ സമവാകّമാണ്.  ؛സ് ന് തുലّമായതിനാൽ കണുׯകൂ؂ലിൽ െചറിയ x dv 0 
വّതّാസമു؇്, അവിെട ൈമനസ് അടയാള׹ൾ ഒഴുകുؗു , എؗിരുؗാലും അവസാനം ْപദർശിؚി׺ 
സമവാകّം വീ؇ും േവരിയബിൾ േവരിയബിൾ ആയതിനാൽ നമു്ׯ അതിലൂെട േപാകാം, അതിനാൽ 
അവസാന ൈسഡിൽ സൂചിؚി׺തുേപാെല തുടരാം ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ؋ിൽ നി്ؗ എؓാണ്, m 

എؓാണ്, നമു്ׯ സ്കٔയറിൻെറ ൈമനസ് വർ״മൂലവും ചതുരം ൈമനസ് ന് n y y x dx xdy 0 
തുലّവും നി׹ൾ ന് തുലّമായി ഇടുؗത് െനഗئീവ് ആണ്, അതിനാൽ െനഗئീവ് ആകുേآാൾ bx x x 
എؓാണ് വർ״മൂലّം  സ് കٔയർ ؛സ് സ് കٔയർ പുറേׯ്؋ വരുؗിب, േമാഡ് പുറു؋വരുؗു , y x x x 
ര؇ാമെ؋ േടം ഒരു ْപശ് നവുമി؛ بസ് ഇേؚാൾ ഇത് ഒരു ؛സ് സ് കٔയർ ൈമനസ് dy vdx xt v dx xtv 
ന്െറ സ് കٔയർ റൂ؂ിേല്ׯ ലളിതമാുؗുׯ, എؓുെകാ؇് ഇത് േമാഡ് ആണ്  എؗത് ൈമനസ് ആണ്, x x 
ഇേؚാൾ എؗത് ൈമനസ് ആണ് , അവസാനേ؋തിന്െറ പരിഹാരം ؛സ് റൂ؂് 1 mod x x mod x on v 
  ൾ v׹ൾ ഇേؚാൾ എക് സ് േപാണൻഷّൽ െചയ ്തതിനാൽ നി׹സ് സ്കٔയർ തുലّമാണ്  കാരണം ഞ؛
2.16- െല ഡിേനാമിേനئറിെന യുװിസഹമാുׯക, 2.16-ൽ ഡിേനാമിേനئറിെന യുװിസഹമാുׯക, 
നി׹ൾ്ׯ ശരിയായ പരിഹാരം ؛സ് ചതുര؋ിന്െറ റൂ؛ ؂്സ് സ് കٔയർ ലഭിുׯം, അതിനാൽ y x y 
ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം േപാസിئീവ് ഏകതാനമായിരിുׯേآാൾ പഠിേׯ؇ പാഠം എؓാണ്?  
ആകുؗു ര؇ാമെ؋ കٔാْഡന്റിൽ േജാലി െചുإേآാൾ ْശؑിുׯക, ഇേؚാൾ ചില رല׹ളിൽ ഒരു 
േമാഡ് മാْതേമ പുറു؋വരൂ, ഒരു േമാഡ് വരുؗിടെب؋ാം ൈമനസ് േഡാ؂് ഉപേയാഗി്׺ x x x x 
മാئിرാപിׯണം, ശരി ഇവ ര؇ിെനുׯറി്׺ ഞാൻ പറയാൻ ആْഗഹിؗുׯ ചില അؓിമ 
അഭിْപായ׹ളു؇് നി׹ൾ ആ ര؇് സമവാകّ׹ൾ േനാുׯകയാെണ׸ിൽ, നമു്ׯ ര؇് േപായിന്റ് ഒ്ؗ 
ര؇് സമവാകّം േനാׯാം 2.12 2.12 സമവാകّ؋ിേല്ׯ മട׹ാം 2.12 ഒരു പരിഹാരം കെ؇؋ാൻ 
നി׹േളാട് ആവശّെؚടുؗു, അതായത് ഒؗുകിൽ ന്െറ ഫംഗ് ഷൻ ആയിരിׯണം അെ׸بിൽ y x x 
ഒരു ഫംഗ് ഷൻ ആയിരിׯണം ശരിയാണ് , അ؋ײിെല ഒരു ബിؕുവിലൂെട കടؗുേപാകുؗ y y 
െസാലّൂഷൻ വْകം കെ؇؋ാൻ ഞാൻ നി׹േളാട് ആവശّെؚടുؗു, അ؋ײിൽ ഒരു േപായിന്റ ്y 
എടുുׯക  േകാമ എؗത് ന്െറ ഫംഗ് ഷനാേണാ അേതാ എؗത് യുെട ഫംഗ് ഷനാേണാ എ്ؗ0 ti y x x y 
അറിയാൻ ആْഗഹിുؗുׯ മെئാരു വിധ؋ിൽ പറ؁ാൽ , ന്െറ അെ׸بിൽ dx dy 0 dx by dy 0 
ആയിരിׯാം . ടാൻെജന്റ് ലംബമായിരിׯാം അെ׸بിൽ തിരحീനമായിരിׯാം അെ׸بിൽ ചരിവ് 
നിർവചിׯെؚടിب, കാരണം നി׹ൾ എؗീ ര؇് പദ׹ളും കാണുؗതിനാൽ  നി׹ൾ യുെട m, n xy 
2.12 മീئർ േനാׯിയാൽ 0 ആയി മാറുؗു  േപാസിئീവ് അ؋ײിെല ഒരു ബിؕുവിൽ യുെട 0 ഉം y xy n 
ഉം 0 ആയി മാറുؗു, അതിനാൽ നമു്ׯ ഇത് അൽؚം ْശؑേയാെട േനാׯാം, അതിനാൽ അ؋ײിെല y 
േപായിന്റുകൾ്ׯ എ്ؓ സംഭവിുׯെമ്ؗ എനി്ׯ മനസിലാׯാൻ ആْഗഹമു؇്, അതിനാൽ നമു്ׯ ഒരു 
േപായിന്റ് 0 േകാമ ടിയും സമവാകّവും 2.12 എടുׯാം.  ന്െറ വായിؗുׯത് ചതുര؋ിന്െറ dx- dy x y 
ൈമനസ് സ്കٔയർ റൂ؂ിന് തുലّമാണ്, ന് മീെത സ് കٔയർ െചുإക അെ׸بിൽ എനി്ׯ നّൂമേറئർ x- y 
യുװിസഹമാׯി ൈമനസ് ന് ؛സ് എؗതിന് താെഴ സ് കٔയർ ؛സ് സ് കٔയർ എ്ؗ എഴുതാം x- y x y 
നി׹ൾ അ؋ײിന്െറ മുകൾ ഭാഗം എടുുׯകയാെണ׸ിൽ േപാസിئീവ് ആെണ്ؗ കരുതുക, y t 
ഞാൻ േപാസിئീവിെനാؚം ഒരു േപായിന്റ് പൂജّം എടുുׯകയാെണ׸ിൽ , ആദّെ؋ പദْപേയാഗം t 
പൂജّ؋ിന് പൂജّമാണ് , ര؇ാമെ؋ പദْപേയാഗം േനാുׯക, ര؇ാമെ؋ പദْപേയാഗം തികു׺ം 
അർ،മാുؗുׯ, കാരണം എؓാണ് സംഭവിؗുׯത്  ഡിേനാമിേനئർ ഓർുׯക , സ് കٔയറിന്െറ y x 0 
ഉം എؗത് സ് കٔയർ റൂ؂് ഉം എؗത് ഉം ആണ്, കാരണം േപാസിئീവ് ആയതിനാൽ y t mod y mod y t t 
ര؇ാമെ؋ പദْപേയാഗം 0 മൂലّെ؋ െകാ؇് ആയി നൽകുؗു, മറുവശ്؋ നി׹ൾ്ׯ dx dy 
ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം ഇ׹െന എഴുതാം ന് ന് തുലّമായ ചതുര؋ിന്െറ ൈമനസ് dx- x- dy x y 
വർ״മൂലവും ചതുരവും ഈ പദْപേയാഗം 0 േകാമ യിൽ 0-ൽ താെഴയുت േപായിന്റുകളിൽ y t 
അർ،മാുؗുׯ, അതിനാൽ 0-ൽ കുറവാെണ׸ിൽ 0 േകാമ ൽ എ്ؓ സംഭവിുׯം അതിനാൽ t t- x 
ചതുര؋ിന്െറ റാഡിׯൽ ചി؋صിന്െറ വർ״മൂലّം േനാുׯക ؛സ് സ് കٔയർ  ആണ്, അതിനാൽy x 0
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നി׹ൾ്ׯ സ് കٔയറിന്െറ സ് കٔയർ റൂ؂് അവേശഷിുؗുׯ, അത് ആണ്, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ y mod y 
ൈമനസ് േമാഡ് ലഭിുׯം, അതിനാൽ എؓാണ് എؓാണ് ൈമനസ് എؗത് y y yy t, mod y t dx dy 

യ് ്ׯ േമൽ ന് അർ،മാുؗുׯ  ചതുരവും വർ״വും നി׹ൾ  ന് തുലّമായി ഇടുേآാൾ x- x y 0
നി׹ൾ്ׯ ൈമനസ് ലഭിുׯം, എؗാൽ എؗത് ൈമനസ് ആണ്, കാരണം െനഗئീവ് t mod d mod t t t 
ആയതിനാൽ നി׹ൾ ന്െറ ഫംഗ് ഷനായി അെ׸بിൽ യുെട ഫംഗ് ഷനായി എഴുേത؇ി x y y 
വേؗׯാം  േകാർഡിേന്ئ അു׺ത؇ിൽ , സമം രീതി അ؋ײിൽ പൂർ؉മായും y vx y 
പരാജയെؚടുെമ്ؗ ഓർأിുׯക, കാരണം എؗ േവരിയബിളിന് അവിെട അർ،മിب, അതിനാൽ  b y 
യ് ്ׯ തുലّമായ സമവാകّ׹ളുെട പരിഹാര׹ൾ എ׹െന കെ؇؋ാം എؗതിെനുׯറിتു׺ മൂ്ؗ 
വّായാമ׹ൾ കൂടി ഇവിെടയു؇്. േപായിന്റ ് വഴി അേത െറയിൻ വിെب ْപശ് ന؋ിേല്ׯ  വْകം 0 c 2.1

ഞ׹ൾ ഇേؚാൾ ചർ׺ െചؗുإത് , അു׺ത؇ിൽ യ് ്ׯ തുലّമായ യ് ്ׯ എؗതിനാൽ omma c y y v x 
ഈ രീതി പൂർ؉മായും പരാജയെؚടണം എؗതാണ് േവരിയബിളിന് അർ،മിب, അതിനാൽ നി׹ൾ 
എ്ؓ പകരമാണ് ഉപേയാഗിׯാൻ േപാകുؗത്, അതിനാൽ ഈക് െലം എ്ؗ പറയരുത് ഇവിെട y vx 
നി׹ൾ പകരം വയ്ׯൽ എടുുׯക  തുലّം പകരׯാരൻ തുലّം അത് മെئാരു വിധ؋ിൽ x v x vy 
െചുإക , അേത കാരّം തെؗ രീതി ഉചിതമായി പരിَരٕിുׯം, 
അ׹െനയാണ് നി׹ൾ ْപٍ٠ം നآർ എ؂് െചؗുإത്, നമു്ׯ ْപٍ٠ം നآർ ഒآത് സമവാകّം ര؇് 
േപായിന്റ് ഒ്ؗ ഏഴ് വഴി ചുരുׯമായി േനാׯാം  തുലّമായ ؛സ് െകാ؇് ൈമനസ് ഇത് dy dx x y x y, 
ഒരു ഏകതാനമായ സമവാകّമാണ് തീർ׺യായും ന് തുലّമായ  സമവാകّം േരഖയിൽ y, vx x 
തുലّമാണ്  നി׹ൾ്ׯ ഉ؋രം േലാഗ് സ്കٔയർ ؛സ് സ്കٔയർ ൈമനസ് 2 ടാൻ ലഭിുׯം ന്െറ x y y x 
തുലّമാണ് അടു؋ സമവാകّം ൈമനസ് െകാ؇് തുലّം ന്െറ ന്െറ വീ؇ും ഇത് c dy dx y x x y x x 
ഒരു ഏകതാനമായ ഡിഫറൻഷّൽ ഇേകٔേഷّാ ആണ്  തുലّമായ സബ്زിറ്റّൂഷൻ ْടി്ׯ ഓെക ny vx 
െചുإം, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ ഇേؚാൾ െചإാൻ ധാരാളം വّായാമ׹ൾ ലഭിു׺ , അടു؋ കുറ്׺ 
ൈسഡുകളിൽ നമു്ׯ കുറ്׺ മുേؗാ؂് േപാകാം, ഞാൻ പുതിയ ْപശ് ന׹െളാؗും െചإാൻ േപാകുؗിب, 
പകരം ഞാൻ ഈ ഏകീകൃത വّതّാസം േനാׯാൻ േപാകുؗു സമവാകّ׹ളും ജّാമിതിയും േനാൂׯ, ഈ 
ഏകതാനമായ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ؋ിന് പിؗിെല ജّാമിതീയ വّാഖّാനം ഇത് കാണിുؗുׯ 
വളെര രസകരമായ ചില സവിേശഷതകൾ ഈ സവിേശഷതകൾ െപാതു താൽؚരّമുتവയാണ്, ഈ 
സമവാകّം പരിഹരിׯാേനാ ആ സമവാകّം പരിഹരിׯാേനാ അവ നി׹െള സഹായിׯാൻ 
േപാകുؗിب, പേײ ഈ കാരّ׹ൾ കാണുؗത് രസകരമാണ് ജّാമിതീയമായി, നമു്ׯ കുറ്׺ മിനിുئകൾ 
എടു്؋ എؓാണ് സംഭവിؗുׯെത്ؗ േനാׯാം, 2.19 ൈബ ന്െറ ന് തുലّമായ ഡിഫറൻഷّൽdy dx fxy 
സമവാകّം എؓാെണ്ؗ േനാൂׯ, എؗത് െനഗئീവ് ചിصമുت ന് എؗ അനുപാതമാണ്, എؗാൽ f n- m 

ഉം ഉം ഒേര ഡിْഗിയിൽ ഏകതാനമാണ്  അതിനാൽ അനുപാതം യുെട പൂജّം എഫ് ഡിْഗിയുെട m n xy 
ഏകതാനമാണ്, അതിനാൽ 2.19 എؗ സമവാകّം എؓാണ് പറയുؗത്, നأൾ ഒരു േപായിന്റ് 
എടുുׯകയാെണ׸ിൽ േകാമ എടുുׯകയാെണ׸ിൽ നി׹ൾ ഒരു  േപായിന്റ ് േകാമ x mx x mx, x 

എؗ ബിؕുവിെല ടാൻെജന്റിന്െറ ചരിവ് ക؇ുപിടിׯാൻ ْശമിുׯക, നമു്ׯ അത് െചإാം, comma mx 
അതിനാൽ നമു്2.19 ׯ എؗ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം എؓാെണ്ؗ േനാׯാം ജّാമിതീയമായി ഒരു 
േപായിന്റ് എടുുׯക േകാമ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ؋ിന്െറ പരിഹാര വْകം എടുുׯക x mx 
കൂടാെത ന് തുലّമായ േരഖ എടുുׯക, ഉ؍വ؋ിലൂെട കടؗുേപാകുؗ ന് തുലّമായ േരഖ mx mx y 
എടുുׯക , ഈ േരഖ േകാമ എؗ േപായിന്റിൽ പരിഹാര വْകെ؋ വിഭജിുׯം, അതിനാൽ ഈ x mx 
ْപേതّക കവലയിൽ വْക؋ിന്െറ ചരിവ് എؓാണ് എ്ؗ േനാുׯക ന്െറ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّംdx 

യുെട ആണ്, എؗാൽ േപായിന്റ് േകാമ ആണ്, അതിനാൽ നأൾ േകാമ ന്െറ xy f x mx x mx f 
േനാׯണം, എؗാൽ ന്െറ ഒരു േകാമ ന്െറ ആണ്, കാരണം ഡിْഗി പൂജّ؋ിന്െറ x comma mx f m f f 
ഏകതാനമായതിനാൽ നിഗമനം  വْക؋ിന്െറ ചരിവ് േകാമ എؗ ബിؕുവിെല ലായനി x mx 
വْക؋ിന്െറ ചരിവ് 1 മീئർ ആണ്, അത് െന മാْതം ആْശയി׺ിരിുؗുׯ, അത് െന f m- x-
ആْശയിؗുׯിب , അതിനാൽ ഈ വْക׹ൾ ഈ േരഖ ന് തുലّമായി ക؇ുമു؂ുേآാൾ എبാ y-
േപായിന്റുകളിലും  എبാ പരിഹാര വളവുകളും  ഈ േരഖെയ ഒേര േകാണിൽ മുറിുׯക , mx 
ചിْത؋ിെല ഒരു ചിْതം േനാׯാം. ലായനി വْകം മെئാരു ബിؕുവിൽ കൂടിേ׺രുؗു, ഈ േരഖെയ ഒേര 
േകാണിൽ ُ١ർശിؗുׯ േകാണിൽ കവലയുെട േകാൺ എبാ വളവുകൾുׯം കൃതّമായി തുലّമാണ് 
അെ׸بിൽ മെئാരു വരി എടുുׯക , ഈ േകാണുകൾ ഈ േപായിന്റുകളിൽ ന് തുലّമായ ഈ mx 
േരഖെയ ക؇ുമു؂ുؗു. ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ؋ിന്െറ എبാ വْക׹ളും ഒേര േകാണിൽ ഒേര 
േകാണിൽ ന് തുലّമായ ഓേരാ വരിയും മുറിുׯക , ഇത് ശരിയب, അതിനാൽ ഇത് ഏകതാനമായ mx 
ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ׹ളുെട ജّാമിതീയ അർ،മാണ്, അതിനാൽ ഇേؚാൾ നമു്ׯ കുറ്׺ മുേؗാ؂് 
േപാകാം , ഈ േകാണിന്െറ  അടിرാന ْതിേകാണമിതി ഉപേയാഗി്׺ നി׹ൾ്ׯ എളുؚ؋ിൽ 
കണുׯകൂ؂ാൻ കഴിയും, അതിനാൽ ױാസിׯൽ ജّാമിതിയിൽ മുൻ ൈسഡിൽ വിവരി׺ വْകതയുت 
ഒരു കുടുംബ؋ിന്െറ വْകതയുت ഒരു കുടുംബം  അവെയبാം ഒേര േകാണിൽ ന് തുലّമായ mx 
േരഖെയ വിഭജിؗുׯ സٔ؋ിെനാؚം, അ؋രം വളവുകളുെട ഒരു കുടുംബം സമാനമായി 
 .ുؗുׯസാമّതയുെട േകْؕം എ്ؗ വിളി ؋വെ؍െؚടുؗുെവ്ؗ പറയെؚടുؗു , കൂടാെത ഉׯാപിر
എبാ കർവുകളും ഒേര േകാണിൽ ന് തുലّമായി ക؇ുമു؂ുؗ ഓേരാ വരിയും വിവരി׺ിരിുؗുׯ, ഈmx 
േْപാؚർ؂ിെയ കർവുകൾ എ്ؗ വിളിുؗുׯ, സമാനമായ വളവുകൾ സമാന കർവുകൾ رാപിുؗുׯ , 
സമാനതയുെട േകْؕം ഇത് വളെര ױാസിׯൽ ജّാമിതിയാണ്, നിർഭാഗّവശാൽ ഇത് വളെര ױാസിׯൽ 
ജّാമിതിയാണ്. ആ േമഖലകളിൽ , സമാനമായ രൂപ׹ൾ, സമാനതയുെട േകْؕം തുട׹ിയ 
ആശയ׹ളിൽ അവർ്ׯ വളെരയധികം താൽؚരّമു؇്, ഈ കാരّ׹ൾ ഗണിതെׯ؋ാൾ 
വാُٝു വിദّയിലുت ആളുകൾ്ׯ കൂടുതൽ പരിചിതമായിരിുׯം, എؗാൽ ഈ വളവുകളുെട 
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കുടുംബെ؋ എ്ؗ വിേശഷിؚി׺ാൽ ഈ വْക׹ൾ്ׯ ഒരു ഗുണമു؇്.  0 ന് തുലّമായാൽ phi of xy 
മെبئാ അംഗ׹ളും ന് യുെട ആയി ലഭിുׯം, അതിനാൽ നി׹ൾ കുടുംബ؋ിെല ഒരു x c phi 
അംഗെ؋ എടു്؋ എഴുതുകയാെണ׸ിൽ  യുെട 3 സമവാകّം 0 ന് തുലّവും പകരം xy x lambda xy 
ലാംഡ യും നൽകുക  േകാമ ന് ന് തുലّമാണ്. മെئാരു വിധ؋ിൽ പറ؁ാൽ, സമവാകّം y y c 0 
2.21-ൽ നിؗുت ൈسഡ് േനാുׯക, നി׹ൾ്2.22 ׯ സമവാകّം ലഭിുׯം, അതിനാൽ ഒരു വളവ് 2.21 
െകാ؇് നൽകിയാൽ മെئാരു വْകം 2.22 ആയി നൽകും, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ ലഭിؗുׯ മാؗുئത് c 
തുടരും.  എبാ വْക׹ളുെടയും കുടുംബം അതിനാൽ ഇത് ഏകതാനമായ ഡിഫറൻഷّൽ 
സമവാകّ׹ളുെട വളെര മേനാഹരമായ ജّാമിതീയ വّാഖّാനമാണ് , നിർഭാഗّവശാൽ ഇത് മിׯ 
പുُകٝ׹ളിലും കാണുؗിب, ഞാൻ പല പുُകٝ׹ളും പരിേശാധി1913 , ു׺ ൽ എഴുതിയ വളെര 
പുരാതനമായ ഒരു പുُകٝ؋ിൽ ഇത് കെ؇؋ി .  ഇത് നി׹േളാെടാؚമു؇് , ഇതിെന ഡിഫറൻഷّൽ 
സമവാകّ׹ളിെല സമമിതിയുെട തതٔം എ്ؗ വിളിׯാൻ ഞാൻ ആْഗഹിുؗുׯ , അത് എؓാണ് 
പറയുؗത്, നി׹ൾ ന് തുലّമായ യുെട ഒരു പരിഹാരം എടുുׯകയാെണ׸ിൽ , നി׹ൾ ഡിഫ ്x 0 phi 
പരിഹരിുׯേآാൾ ചിലേؚാൾ ഈ അസാധാരണമായ പരിഹാര׹ളിൽ ഒؗ0 ب ന് തുലّമായ എؗത് y 
ഒരു പരിഹാരമാണ് അെ׸بിൽ എؗത് 0 ന് തുലّമായ ഒരു പരിഹാരമാണ്, അവ ചില ْപേതّക x 
പരിഹാര׹ളാണ്, നി׹ൾ യ് ്ׯ തുലّമായ ന്െറ െപാതുവായ പരിഹാരം എടുുׯകയാെണ׸ിൽ x p xy 
അവ െപാതുവായ പരിഹാര׹ളب സി നി׹ൾ മാئിെׯാ؇ിരിുׯം, നി׹ൾ്ׯ എبാ പരിഹാര׹ളും 
ലഭിുׯം, അതിനാൽ ഇെതാരു സമമിതിയാണ്, ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ׹ളിെല സമമിതി എ്ؗ 
വിളിׯാൻ ഞാൻ ആْഗഹിുؗുׯ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ׹ളിെല സമമിതി തതٔം, അതിനാൽ 
സാധാരണയായി ഒരാൾ്ׯ െപാതുവായ ഒരു പരിഹാരം അറിയാെമ׸ിൽ  ഒരാൾ്ׯ എبാ പരിഹാര׹ളും
േനടാനാകും, അതിനാൽ നأൾ ഉദാഹരണ׹ൾ േനാുׯേآാൾ ജനറിക് എؗ വാׯിന്െറ അർ،ം 
എؓാണ്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ കാണുؗ എبാ ഉദാഹരണ׹ളിലൂെടയും ഇത് വിശദീകരിׯാൻ ഞാൻ 
ആْഗഹിുؗുׯ , ഞ׹ൾ ഏകതാനമായ സമവാകّ׹ളുെട നിരവധി ഉദാഹരണ׹ൾ പരിഹരിു׺ , 
ഇേؚാൾ ْപേയാഗിׯാൻ ആْഗഹിുؗുׯ ഇതും ഈ ഉദാഹരണ׹ളിൽ ഓേരാؗിനും പിؗിലുت ഈ 
ജّാമിതി മനشിലാׯാൻ, തീർ׺യായും ഞാൻ ഇേؚാൾ പറ؁ത് ചില സؕർഭ׹ളിൽ ْപവർ؋ിׯിب, 
നി׹ൾ്ׯ പൂജّ പരിഹാരമുെ؇׸ിൽ െയ െകാ؇് മാئിرാപിുׯക.  നി׹ൾ്ׯ വീ؇ും പൂജّം y y c 
പരിഹാരം ലഭിുؗുׯ, നി׹ൾ്ׯ മെئാؗും ലഭിׯിب, അതിനാൽ പൂജّം പരിഹാരം ഒരു 
അപവാദമായിരിുׯം, ഇത് ഒരു െപാതു പരിഹാരമായിരിׯിب , 
അ׹െനയാണ് ഈ വാ്ׯ സാധാരണയായി ഇടുؗത്, ഞാൻ ഇത് ഒരു സിؑാؓമായി ഇടുؗിب കാരണം 
നി׹ൾ നിമിഷം ഇത് ഒരു സിؑാؓമായി വയ്ׯാൻ ആْഗഹിുؗുׯ, അത് വളെര കൃതّതേയാെട 
ْപُാٝവിേׯ؇താണ്, ഞാൻ അത് വളെര കൃതّതേയാെടയب ْപُാٝവിؗുׯത്, അതിനാൽ ഞാൻ 
ْപُാٝവനെയ ഒരു സിؑാؓ؋ിന്െറ പദവിയിേല്ׯ ഉയർؗു؋ിب, കൂടാെത ഞാൻ സിؑാؓവും 
െതളിയിׯാൻ േപാകുؗിب അതിനാൽ അേത കാരണ؋ാൽ, ഈ സമമിതിയുെട മെئാരു വശം േനാׯാം,
ഉؑരി׺ ഫല؋ിന്െറ െതളിവ് ഞ׹ൾ ചർ׺ െചؗുإിب, അതിനാൽ നമു്ׯ പൂജّമبാ؋ യഥാർ، 
സംഖّ എടു്؋ നമു്ׯ മൂലധനം തുലّമായ മൂലധനം യ്്ׯ തുലّമാׯാം. 2.23-െന സാമّത t x tx y 
രൂപാؓരം എ്ؗ വിളിുؗുׯ അെ׸بിൽ േഹാേമാ തീ2.23 ئ എؗത് ദിശയിൽ മാ׵ിഫിേׯഷന്െറ x t 
ഘടകം െകാ؇് ദിശെയ യുെട ഘടകം െകാ؇് മാ׵ിഫിേׯഷൻ എ്ؗ വിളിുؗുׯ, ഇത് ചിْതം y t 
വലുതാؗുׯതിന് തുലّമാണ്, നി׹ൾ്ׯ ഒരു പാസ് േപാർ؂് ൈസസ് േഫാേ؂ായു؇്, നി׹ൾ അത് 
വലുതാׯാൻ ആْഗഹിുؗുׯ. ടി െചുإക  ഒേര മാ׵ിഫിേׯഷൻ ഉം ദിശയും നി׹ൾ്ׯ ഒരു x y 
വലിയ ചിْതം ലഭിുؗുׯ, അതിനാൽ ര؇് ചിْത׹ളും സമാന ْതിേകാണ׹ൾ േപാെല സമാനമാണ് , 
വശ׹ൾ ഒേര അളവിൽ വലുതാുؗുׯ, അതിനാൽ ഇത് ഒരു സാമّത പരിവർ؋നമാണ് അതിനാൽ dx 
തുലّമായ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ؋ിേല്ׯ മടു׹ക എؗത് ഡിْഗി 0 യുെട ഏകതാനമാണ്. fxyf 
ഞാൻ പകരം വയ്ുׯേآാൾ എ്ؓ സംഭവിുׯം 2.23 എؗ െചയിൻ റൂൾ ْപേയാഗിുׯക കّാപിئൽ d y by

കّാപിئൽ തുലّമാണ് കّാപിئൽ യ് ്ׯ ലിئിൽ എؗാൽ എؓാണ് കّാപിئൽ d x d y d y, d y by d 
ലിئിൽ തുടർ്ؗ ലിئിൽ വഴിയും തുടർ്ؗ ന് മൂലധനം വഴിയും എؗാൽ എؓാണ് yt , d y  dx dx d x 

ന് മൂലധനം ന് ന് എؗിവ റؐാുׯം dx d x 1 t t, 1 t 
അ׹െന മൂലധനം ന്െറ മൂലധനം ന് ലിئിൽ ൈബ ലിئിൽ എؓാണ്  വലത് വശ്؋ d y d x d y d x 
2.24 സംഭവിുؗുׯ, നി׹ൾ െചറിയ െന മൂലധനം ന് പകരം യും െചറിയ െയ മൂലധനം െയ x- x- t- y- y-

യും ആׯി മാുئേآാൾ, എؗത് ഡിْഗി 0-ന്െറ ഏകതാനമായതിനാൽ അْപതّײമാകും. അതിനാൽt- f 
നി׹ൾ്2.25 ׯ ലഭിؗുׯ പുതിയ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ؋ിൽ സംഭവിؗുׯത് സമാനമാണ്.  പഴയ 
വّതّാസം േപാെല സമവാകّം 2.24 ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ׹ൾ 2.24 ഉം 2.25 ഉം സമാനമാണ്, 
അതിനാൽ ഞ׹ൾ പറയുؗത് 2.24 എؗ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം സമാനത രൂപാؓര׹ളിൽ 
മാئമിبാ؋താെണؗും അെ׸بിൽ േഹാേമാ തീئയ്്ׯ കീഴിൽ ഇത് മാئമിبാ؋താെണؗും അതിനാൽ
സമമിതി തതٔം പറയുؗത് യുെട ന് തുലّമാെണ׸ിൽ യുെട പരിഹാരമാണ്.  xy phi 0 phi cx comma cy
0 ന് തുലّവും ഒരു പരിഹാരമാണ് , നി׹ൾ ഒരു പരിഹാര؋ിന്െറ െപാതുവായ തിരെ؁ടു്ؚ 
തിരെ؁ടു؋ാൽ എبാ പരിഹാര׹ളും ഒെരാئ പരിഹാര؋ിൽ നി്ؗ ലഭിുׯം  പരീײയ്്ׯ je 
ْപസװമായിരിׯാം, പേײ ഇത് വിദّാഭّാസപരമാണ്, ഒരാൾ ഇത് അറി؁ിരിׯണെമ്ؗ ഞാൻ 
കരുതുؗു, അതിനാൽ നأൾ ഇതിനകം പഠി׺ ഉദാഹരണ؋ിലൂെട ഇത് േനാׯാം, അതിനാൽ നമു്2 ׯ 

ൈമനസ് സ്കٔയർ ൈമനസ് സ്കٔയർ ൈഡ തുലّമായി സമനٔയിؚി׺ ആദّെ؋ xydx x y 
ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം എടുׯാം.  0 സമവാകّം 2.4 ഈ അധّായ؋ിൽ ഞ׹ൾ പഠി׺ത് സ്കٔയർ x 
ിന് തുലّമായ പരിഹാരം എؓാണ് എؗാണ്. ന് തുലّം y c 1 c 1ׯേട 0 ׯസ് സ്കٔയർ ൈമനസ് ൈസ്؛
ന് തുലّെമടുുׯക, നമു്ׯ ഒരു ْപേതّക പരിഹാരം േനാׯാം സ്കٔയർ ؛സ് സ്കٔയർ ൈമനസ് x y y 
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നമു്ׯ േനാׯാം, അതിനാൽ ന് ന്െറ യുെട േമൽ ന്െറ മുഴുവൻ വർ״വും യും c x phi, c x- c y-
ആകും.  മുഴുവനും ചതുരാകൃതിയിലുت ൈമനസ് ന് ന് മീെത ന്െറ ന് ന് ന് തുലّം c y c x phi c c 0 x
ചതുരവും സ്കٔയർ ൈമനസ് തുലّവും നൽകുؗു സ്കٔയർ ൈമനസ് ന് തുലّമായ ഈ y cy y y 0 
ْപേതّക പരിഹാരം ഞ׹ൾ ന് പകരം നും യ് ്ׯ യ് ുׯം മാئി , ഞ׹ൾ്ׯ എبാ പരിഹാര׹ളും x- x- y- c-
ലഭിു׺, അതിനാൽ അടു؋ ഉദാഹരണം 2 ؛സ് ന് സമമിതിയുെട തതٔം ഞ׹ൾ നൽകിയതായി xydx x-
നി׹ൾ കാണുؗു. ചതുരാകൃതിയിലുت ൈമനസ് ചതുരം ന് തുലّമായ െപാതുവായ പരിഹാരം y dy 0 
എؓായിരുؗു, ഞ׹ൾ്3 ׯ സ്കٔയർ ൈമനസ് കّൂ്ٛن തുലّമായ േട്ׯ ന് തുലّമാണ്. x y y c c 1 
നി׹ൾ്ׯ ഇذമാെണ׸ിൽ 5 ന് തുലّമായി എടുׯാം , പേײ നി׹ൾ എടുുׯകയാെണ׸ിൽ 0 ന് c 
തുലّമായത് ْപവർ؋ിׯിب, അതിനാൽ 0 ന് തുലّമായ എടുുׯേآാൾ നി׹ൾ്ׯ അസാധാരണമായ c 
ഒരു പരിഹാരം ലഭിുׯം  ജനറിക് അبാ؋ ഒരു പരിഹാരം േനടുക, അതിനാൽ 1 ന് തുലّമായ c 
എടുുׯക, നി׹ൾ്3 ׯ ചതുരാകൃതിയിലുت ൈമനസ് കّൂബ് ൈമനസ് 1 ന് തുലّമായ യുെട x y y xy 

ലഭിുׯം, അതിനാൽ എبാ പരിഹാര׹ളും ന് ന് യ് ്ׯ പകരം മാئി മൂؗാമേ؋ത് phi x x cy c 
എടുׯാം. ഞ׹ൾ പരിഹരി׺ മെئാരു ഉദാഹരണം, ؛സ് ഇൻ േലാഗ് ൈമനസ് േലാഗ് ന് ydx x y xdy 0 
തുലّമാണ്, ഇതിന് ഞ׹ൾ്ׯ പരിഹാരം ലഭിു׺ ൈമനസ് 1 ൈമനസ് േലാഗ് ؛സ് േലാഗ് ന് y y x 0 
തുലّമാണ്, അത് സമവാകّം ര؇് േപായിന്റ് ഒ്ؗ പൂജّമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ വീ؇ും ഒരു ലഭിു׺  phi

എؓാണ് ന്െറ ഇവിെട യുെട എؗത് ൈമനസ് ഒ്ؗ ൈമനസ് േലാഗ് ؛സ് േലാഗ് of xy phi xy p xy y y 
ആണ് അതിനാൽ നأൾ ന് യും ന് യും ന് യും മാئിرാപിׯേണാ എ്ؗ േനാׯാം, x x x c y y c 

എؓാണ് സംഭവിؗുׯെത്ؗ നമു്ׯ േനാׯാം, 
അ׹െന െചإാം.  ഈ േകസിൽ യുെട 3 ഈ േകസിൽ യുെട 3 ആണ് ൈമനസ് 1 ൈമനസ് േലാഗ് xy xy y 

 ം ആദّy xٔ؋ത ײണം, പേׯി؋ൾ ആദّ കٔാْഡന്റിൽ ْപവർأയായും ന׺സ് േലാഗ് ഇവിെട തീർ؛
കٔാْഡന്റിൽ േപാലും ْപവർ؋ിുׯെമؗത് കാരّമാേׯ؇തിب, അതിനാൽ ന്െറ ന് x phi cy  c-
േമലുت ആണ് ൈമനസ് 1 ൈമനസ് േലാഗ് ന്െറ ന് േമലുت ന്െറ േലാഗും ന് ന്െറ േലാഗുംy c y c x c c 

ൈബ ആയി ആയി മാറുؗു  ൈമനസ് സി ൈമനസ് സി േലാഗ് ؛സ് സി േലാഗ് അതിനാൽ 0 b 1 c y y x 
ന് തുലّമായ ന്െറ ൈഫ ൈബ സി ൈബ സി നൽകുേآാൾ നി׹ൾ്ׯ ൈമനസ് സി ൈമനസ് സി x y 
േലാഗ് ؛സ് സി േലാഗ് ന് തുലّമാണ്. ഇതാണ് െപാതുവായ പരിഹാരെമ്ؗ നി׹ൾ y x 0 
പരിേശാധിുׯക  െറയിൻ വിبിന്െറ പുസ് തക؋ിൽ നിؗുت അടു؋ ഉദാഹരണം ൈമനസ് y 
സ് കٔയർ റൂ؂് സ് കٔയർ ؛സ് സ് കٔയർ ൈമനസ് തുലّമാണ്  ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം x y dx xdy 
േപാസിئീവായി   ഏകതാനമാണ്.  0 എؗത് ഒരു പരിഹാരമാണ്, അതായത് ൈമനസ് ന് തുലّമായ ഒരു x 
പരിഹാരമാണ്, എؗാൽ നി׹ൾ്ׯ ഇവിെട നി്ؗ എبാ പരിഹാര׹ളും ലഭിׯിب, കാരണം നി׹ൾ y 
 കയും െചയ ്താൽ. x y y c x x cുׯാപിرിئയും മാ ׯ് പകരം ഉം യ് ׯ് കയും െയ യ്ുׯസ് എടു؛

ന്െറ ന്െറ േകാമ ന്െറ എؗത് 0-ന് തുലّമാണ്  അേത പരിഹാരം നി׹ൾ്ׯ അേത x- phi- c y- c 
പരിഹാരം ലഭിؗുׯതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ പുതിയെതാؗും ലഭിׯിب , ഇത് സമമിതി തതٔ؋ിന് 
വിരുؑമാേണാ അ2.26 ب എؗ സമവാകّം െപാതുവായി പരിഹരിുׯക , ْപേതّക പരിഹാരം നؗായി 
തിരി׺റിയുക 2.26 ഒരു ഏകീകൃത സമവാകّമാണ് െയ പകരം വയ്ؗുׯത് െപാതുവായത് േനടുക  y vx 
ഈ ലായനിയിെല ഈ ൈسഡിൽ െപാതുവായ പരിഹാരം ചുവؗ നിറ؋ിൽ ْപദർശിؚിുׯം, നി׹ൾ 0 
ന് തുലّമായ ഇ؂ാൽ, നി׹ൾ്ׯ കّൂബ് ؛സ് ആയി 0 യ്്ׯ തുലّമായി ലഭിുؗുׯ , c y x y 
അതുെകാ؇ാണ് നി׹ൾ ؛സ് ഒരു ْപേതّക പരിഹാരമായി കാണുؗത്, ഇേؚാൾ സ് കٔയർ ൈഡ x y x 
ൈമനസ് സ് കٔയർ ؛സ് സ് കٔയർ ؛സ് എؗ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം 4 x 2 y 7 xy dx 
േനാുׯേآാൾ, ഇത് ശരിുׯം സവിേശഷമായിരിؗുׯത് എؓുെകാ؇ാെണ്ؗ നി׹ൾ്ׯ മനشിലായി 
േചായ് സുകൾ ؛സ് ؛സ് അതായത് ൈമനസ് ന് തുലّമായ ഒരു പരിഹാരമാണ് , x y, 2 x y, x y 
കൂടാെത ൈമനസ് ന് തുലّമായ എؗത് ഒരു പരിഹാരമാണ്, നി׹ൾ ഈ പരിഹാര׹ളിൽ നി്ؗ 2x y 
ആരംഭി്׺ വഴി ْടി്ׯ െചᅃٝാൽ നി׹ൾ്ׯ എبാ പരിഹാര׹ളും ലഭിׯിب.  നി׹ൾ്ׯ x by cy c 
ലഭിുׯം  വീ؇ും ഒേര പരിഹാരമായതിനാൽ ഈ ര؇് പരിഹാര׹ളും ജനറിക് അبാ؋ത് 
എؓുെകാ؇് സാധാരണ രീതിയിൽ 2.27 േസാൾവ് െചإാ؋ത് തുലّമായ വിഎ٧്ع സബ്زിറ്റّൂഷൻ y 
െപാതുവായ പരിഹാരം േനടുകയും എؓാണ് സംഭവിؗുׯെത്ؗ കാണുക ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം 
പൂർ؉മായും പരിഹരി്׺ എؓാണ് സംഭവിؗുׯെത്ؗ മനസിലാׯാൻ ْശമിുׯക. ഉ؋രം നി׹ൾ്ׯ 
നൽകിയിരിുؗുׯ, ഇത് ചതുരാകൃതിയിലു؛ تസ് 2 കّൂ്ٛن ൈമനസ് ൈമനസ് ആണ്, x y x cx cy 
അതിനാൽ നി׹ൾ ന് തുലّമായി എടുുׯേآാൾ ന് തുലّമായി ഇടുേآാൾ എ്ؓ സംഭവിുׯം, c 0 c 0 
നി׹ൾ്ׯ വർ״ം ആയി 2 സമം 0 ന് തുലّമാണ്, ؛സ്  2 എؗത് വളെര സവിേശഷമായ ഒരു x y x y x 
പരിഹാരമാണ്, അതിനാൽ ؛സ് ഒരു ْപേതّക പരിഹാരമാണ്, എؗാൽ എؓുെകാ؇് ؛സ് y 2x x ya 
ْപേതّക പരിഹാരമാണ് ഡിസ്േ؛യിെല അവസാനെ؋ ഡിസ്േ؛യിൽ നി׹ൾ െകാ؇് ഹരി׺ാൽ c 
നി׹ൾ െകാ؇് ഹരി׺ാൽ എؓാണ് സംഭവിؗുׯത് എ്ؗ േനാׯാം  ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം c x 
ചതുരാകൃതിയിലുت ൈമനസ് 4 സ്കٔയർ ؛സ് 2 സ്കٔയർ ؛സ് തുലّമാണ്  dy x y 7xy dx 
നിനتുׯത് ഞാൻ പറയുؗു  ഇത് ഒരു അഭّാസമായി െചإാൻ ,  ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം 
പരിഹരിׯാനുت ഒരു വّായാമമാണിത്  0 ന് തുലّമായത് ഇേؚാൾ ഒരു െപാതു പരിഹാരമാണ് , നി׹ൾ 0
ന് തുലّമായ എടുുׯേآാൾ അത് നി׹ൾ്؛ ׯസ് 2 ഒരു ْപേതّക പരിഹാരമായി നൽകുؗു, c y x 
എؗാൽ എؓുെകാ؇ാണ് ഇത് ഒരു ْപേതّക പരിഹാരമായത്, നി׹ൾ െകാ؇് ഹരി׺ാൽ അത് c c 
അനؓതയിേല്ׯ േപാകെ؂ , എؓാണ് െചേإ؇ത്  നി׹ൾ്؛ ׯസ് ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ x y 0 
ൈമനസ് ന് തുലّമായ ഒരു ْപേതّക പരിഹാരമാെണ്ؗ നി׹ൾ കാണുؗു, അതിനാൽ ഈ x y 
അസാധാരണമായ പരിഹാര׹ളു؇് , അവ െപാതുവായതب , അവ എبായ്േؚാഴും ഉ؇ായിരിുׯം, 
എؗാൽ നി׹ൾ ഈ അസാധാരണമായ പരിഹാര׹ൾ ഉേപײി്׺ തിരെ؁ടുുׯകയാെണ׸ിൽ  ഒരു 
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െപാതു പരിഹാരം ഉ؇ാׯി , ന് പകരം നും യ് ്ׯ പകരം യ് ്ׯ പകരം യ് ്ׯ പകരം x- x- y- c- y- c 
എؗതിന് പകരം ന്െറ ന് ന് യ് ്ׯ -ന് തുലّമായത് എبാ പരിഹാര׹ളും x- phi- c-comma y- c- 0
സൃذിുׯം, ഇത് നിർഭാഗّവശാൽ ഏകതാനമായ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ׹ളുെട വളെര 
മേനാഹരമായ ഭാഗമാണ്. ഇത് പുُകٝ׹ളിൽ ചർ׺ െചإെؚടുؗിب, അതിനാൽ ഈ അധّായ؋ിൽ ഉت
ഈ അؓർലീനമായ ജّാമിതി ഞാൻ ശരിുׯം ചൂ؇ിׯാണിׯണെമ്ؗ ഞാൻ കരുതി, ഇത് ഈ 
ْപഭാഷണവും ഈ അധّായവും അവസാനിؚിുׯെമ്ؗ ഞാൻ കരുതുؗു, അടു؋ തവണ ഞാൻ 
ലീനിയർ, െബർണൂലി സമവാകّ׹െളുׯറിتു׺ പുതിയ അധّായം ആരംഭിׯാൻ േപാകുؗു 
അതിനുേശഷം ഞ׹ൾ ഒരുപേײ ഒരു ഉപസംഹാര ْപഭാഷണം നടു؋കയും ْപഭാഷണ പരآര 
പൂർ؋ിയാുׯകയും െചുإം വളെര നؕി നി׹ൾ്ׯ 
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