
  అవకలన సࠬకరހల߯ ఈ ߖࡹ ࣒ࡎࣄ ఐదవ ఉపߕङ छࣃ ړߖࣃ గతం, ఈ ܌ࡗ మనం సޓ܉య సࠬకరހల߯ ఒక
అ߄ङ యం ࣃۯफ రछߖ న࠳అవసర ړߖ޳ߝఅం݄ ఏࠫܽ అ ߤ࠳ݨ యޓ܉బܽद సڒ ࠭ చߕల࠴ ޜదట 
ऴߦరం޳ࠚभ ం.
 య అవకలనޓ܉స ڴవరۨ ࠾ࡍమ ࡱ߇࢑ యޓ܉స ڴలంږߘࣃ ߘల߇࢑ యޓ܉స ࠭࠲ ߤ࠳ݨ 
సࠬకరހలߘ పࣃ࡯ࢣࡍफ ࠭ మߖ࢐ܽ ࠾ࡍ ఎ࡮ పࡍషए ऒߖڜ ࡹంۧࡍ फࣃ࡯ࢣࡍప ߘహరణల޳రణ ఉ߄ࣃ  ࠭ 
మ࠭࠲ ࠾ࡍ ఎలऱߩओ కएࡅ ࢑ࠪనం ऱࢇࢗ ݢ  ఉపసࠫޒ  సऱߖ ࣋۫ ࡏࠬ ࡹ ݭ࠼రछ చనంޜ ऴߦరం޳ࠚभ ం.d 
 d xy ߖڕࣆޓ ߖ ݋ం࠼ߦ ࡹ ߤ࠳ݨ ࡏࠬ  
ए࣋ ߖڒ సࠪనం ړ0 , ओߩంۨనށڷ ޜ ࡛࡮ డ࡮ऱ  ࢑ࠪనం ࡅకए  ఉపసࠫࡅ ޒకए  ఉపసࠫޔలߘ tt r 2 d 
۫డటం సޓ܉యంڴ 
పओۮ బޔݡం޴ మࡗ ࠪటߦۮ ࡹओ లం݄, ࠬ࠼ߦ ࡹ ߤ࠳ݨ ࡏంڕࣆޓ ߖ ݋నऒ ओߩ फࣃ۫ ࡏࠬ ݡ  xy t ࡏ
లం ఉనऒ࠮ ړ వలంښ ޴ߝऱ అࡏࣃ కएࡅ ޴ఇ ,݋ం࠼ߦ య࡛ߖ࡯ڜ ړ ݋ం࠼ߦ  छ޳ రకంڒ  xy xy ࡌ t 
కएࡅ ݋ం࠼ߦ  ࣋ए  xy.࠲ऴతࠪ ۃం࡯
  ࣋ए తపओ ݋ం࠼ߦ నݟయబۯ ࡽ ऒߖఅ ࡏࠬ బܽदڒ ࡯ݞఉం ࡹ ߤ࠳ݨ ڴࡍసߖ  మ࠾ࡍ ࣋ए  రకంڒ ۃం࡯
ఉండవ۪ऐ ڴలంږߘࣃ ఉండవ۪ऐ ڴలంږޒऴప ޳ࡶ   బܽदڒ 
ړఒక పం ޴బܽद ఇڒ ޴ంޔڷࡏఏࠫ జ ڕ ݋࣊ ంటऱ࠼ߦ ࠪڒ ޴ంޔڷࡏఏࠫ జ ڕ ݋࣊ ంటऱ࠼ߦ फ ڒబܽदtx ty 
సޓ܉యంڴ ఉంܿంߤ࠳ݨ  ޴ 
అ߄࡮࠮ ޴ߝరం ڝసం తపओ  పంڕफల కల࠼క ޛలڵంచబడవ۪ऐ , ఎం޶కం݄ ۮ ړం޴న޴ అߖ మనం xy d
నऒޔࡏڝ రछߖ  చߖߕऒ  ,ݟంڝफం۪ࡏڷ 

txty d. ޶ڒ సࠪనం ړసం 0ڝ ޴ంۨన߅సంబం ړ d 
ओߩఇ ޴బܽद ఇڒ  కएࡅ ߤ࠳ݨ యޓ܉స ݡ రछߖ తށజగࠊ  చనం 
సޓ܉య ߤ࠳ݨ ల ࡅకए ऒߖڜ   ఉ޳హరణల޳۫ ߘभ ం, ړߖ޳ ߗڒ ࠭ం޶ మనం ఒక సޓ܉య ߤ࠳ݨ 
ۨऴߖޑऒ भ޳۫  ం అߘ࢓ ఇకए డ ࠬࡏ పߩࣆ రంࡹڷ ఒక సޓ܉య ࣃ۫ ߘ ߤ࠳ݨफ  फలڕపం ݡంࡓ ޴ఇ , ࡏ
మధङ  ऴߦంతం ࡓ ړంݡ మࡓ ࠾ࡍంړ ݡ సࠪనం ఈ ࡓంݡ పంڕफల మధङ  ఉనऒ  ऴߦంతం ࠴దܽ y x y x
छڒ ऴడంࡹ ݋ పߩࣆ రంࡹڷ ఉం޴ మ࠮ ࠾ࡍడవ ڒछ ऴడం݋ ఇߩओ కए࠭ ݡంࡓ ఈ ݡ ల పߩࣆ ࠭కए ల 
కల࠼క సޓ܉య ߤ࠳ݨ ఎంڕ޶ ఇ޴ సޓ܉య ࡏࠬ  ߤ࠳ݨ పߩࣆ ऴߦంతంࡹ ఒక ࠼ߦంߖ ݋ n xy
फࣃ۫ ࡏࠬ ߖఅ ݋ం࠼ߦ ఒక ޴ఇ ࡏࠬ బܽदڒ ޴ఉంܿం ݞږ ऱࡏࣃ ࠬ ం݄ڕࣆޓ  t t xy xy ࡏࠬ ࡏ
फࣃవ ړ ݋ం࠼ߦ య࡛ߖऱ࡯ڜ ޙ࠼అ ࡏࠬ फ࣋ށڷ ޜ ߖߖ޳ t t txty.ࡏ
ऒߕࣆ   కం݄ ߭దभ޴ మߕࣆ ࠾ࡍऒ  కం݄ తڕए వڴ ఉనऒ టऱࡏࠬ ޙ࠼ ఎڴࡏ޶ ఉనऒ  ఈ ࡍߖ भషद ࠉంڕ࢓޶ t 
వࣃफ ओߩఇ ߤ࠳ݨ యޓ܉ఒక స ߤ࠳ݨ బܽद ఈڒ జంߖ ޴ఇ ڕ࢓޶ంࠉ ޒబܽद అܿవంܽ ऴపڒ ࡏ  ంతࡍమ ݡ
తర۪ࡿࢗ ڴभ ం మనం సޓ܉యత߯ ఆసړ फ ۫పడం ޶ࡶ  అߖऒ  ࢐సफవ సంఖङ తघߕధ ߗڒ ࡱ క ࢐సफవ సంఖङ లڕ
సంబం߅ంۨ ࠪऴతڒ ࠲బܽद ࡏࣃऱ ۮ ړం޴న޴ అ࠼నߩओ డ࡮ऱ xy dt xy ڴయంޓ܉స ڴలంږߘࣃ ߤ࠳ݨ 
పओۮ బݟనߩओ రछߖ ߘ ߤ࠳ݨ యޓ܉స ڴలంږߘࣃ ݡ भ޳ۨ ం 
, అ࠼ߦ ޴ంۮ ړ ݞږ ࠪڒ ݋ం޴న޴ అޙ࠼ ఈ అవసరం సޓ܉య ڝ ߤ࠳ݨసం ࠭ߘపܽ tx ty d
సందరग ంڝ ࢟ܽ܊ߦ ࡹసం ࠪऴతڕࡏڝ ࠭࠲ ࠲ంܿߕऒ ऒߖऱ అࡏࣃ ࠭ t t xy t d ړ0 ࡯޳ంۮ ړ సంڝ 
సࠪనం ޶ڒ ఈږߘࣃ ߖߖ޳ ࠭࠲ ࡍࣃలత ڝసం ࠪऴతߕޔࡏڝ ࠲ऒ  p ߖఅ ߖ ߤ࠳ݨ బܽद అܿవంܽڒ ࠭
भ޳ࡱߧ ం  ڒ ߤ࠳ݨబܽद ࠭࠲ సޓ܉య ߤ࠳ݨ లߘ ߰ం࠭޳ మ࠭࠲ ࠾ࡍ ositively homogeneous 
ओߩబܽद ఇڒ ࠭޳ం߰ ߘల ߤ࠳ݨ యޓ܉స ڴలంږߘࣃ ఉనऒ ڴయంޓ܉స ڴలంږߘࣃ ݡ కएࡅ ߤ࠳ݨ   
ఉ޳హరణ޳۫ ߘभ ం, ߗڒ సޓ܉యంࡍߖ ߘ ߤ࠳ݨ ߖࡶ ڴघ ంచడం ۧࣆ ࡮లభం, ఆ ߖߦࡐ ߤ࠳ݨऒ  ఇకए డ 
.ݟరవంޘ
  చࡏޔग జం సమతలంߖࡹ అߖऒ d xy ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴలంږߘࣃ సࠪనం అం݄ ړ ంటऱ࠼ߦ  x y 
అ޴ߝ ఓ߭ छڒ ఫ࣒द ߤ ऴడంږߘࣃ ݋లంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ߖ޳ ߘߝ ఓ߭ छڒ ఫ࣒द ߤ ऴడం݋ అߖ ఎంڕ޶ 
పओۮ గలߘ ఎం޶కం݄ సࡍహ޶भ ړరࡱހ ఈ ڒछ ऴడంߘ ݋ బం߅ంڝ ۯఆࡍ न݋ߝ అࣾం ࡅకए ڴసࠪనం ޜలڴ࠙ 
ఉంܼۯ ࡹ ߤ࠳ݨ ࠼రऐ బడߤ࠳ݨ ޶ࡶ అߖऒ తघߕధ ࠾ࡍమ ࢟ܽ܊ߦ అం݄ ݋࣊ ంటऱ࠼ߦ  కం d xy x y 
ఓ߭ ޴బܽद ఇڒ ޶ڒ సࠪనం ړబܽद 0ڒ छڒ ఫ࣒द ߤ ऴడం݋, ఈ ఓ߭ छڒ ఫ࣒द ߤ ऴడంڕࣆޓ ߘߝ ݋ం݄ సओ షदంڴ x 
ఓ߭ ޴ఉంܿం ڴయంޓ܉స ڴలంږߘࣃ छڒ ఫ࣒द ߤ ऴడంࠪڒ ࡹ ݋ ఆ߯ ړ ࢟ܽ܊ߦ ݞږ ࠪڒ x y tx ty t 
ఓ߭ छڒ ఫ࣒द ߤ ऴడంࡹ ݋ ఉంܿంߜ ߗڒ ޴గܽ࢟ ڝసం ޶ڒ ఉ޳హరణڕ  ఉ޳హరణ࠼ߦ ڕం݋ t 1 1 1 1  
2 ޴బܽद ఇڒ ޶ࡶ ࡹ ߤ࠳ݨ ݟంڝࣆޓ న࠳సࠪన ړ న࣒࠳  న࣒࠳ ࠾ࡍన࣒  మ࠳ ޙ࠼అ ࡹ ߤ࠳ݨ 2 2 t 
సޓ܉య࠳నߗڒ ޶ڒ ޴ ఇږߘࣃ ޴లంڴ సޓ܉య࠳నڒ ޴బܽद ࠬࡏ సޓ܉య ߤ࠳ݨ మ࠾ࡍ 
మధङ ߤ࠳ݨ యޓ܉స ڴలంږߘࣃ  వङ ङޑ ऒߖࣃ  అర बం ڕࣆۯంܼరߖ ఆࣆࢢफߕऒ  ޻ప޻ప ࡹ࢐ܽ ޴ంړ  ߘ
ఉపڵࡆంచబݟన ࡹ࢐ܽ సޓ܉య ߤ࠳ݨ ల మږߘࣃ ࠾ࡍలంڴ సޓ܉య ߤ࠳ݨ ల ࡅకए ऒߖڜ   
ఉ޳హరణల޳۫ ߘभ ం, ࠴తफం ࢑ࠪనం సओ షदంڴ ఒక సޓ܉య ڴ ߤ࠳ݨ ఉంܿం࢑ࠪ ܽࠪڒ , ޴నంࡹ tx 
లం ఉనऒ࠮ ࡹ࢑ࠪనం హరణ޳ఉ ࡍప޶త , ޴ంޔݡప ݋ం࠼ߦ  ࢑ࠪనం.xy 
ऒߖ࡮࠮ ݟంߘ ࢑ࠪనం ߘߝ  బܽद పంకऐڒ ߘࣃ࢘ࣄޓ  ࡛ न ߮ऱߤ అ޴ߝ ఒక సޓ܉య ߤ࠳ݨ అ࠼ߦ ޙ࠼ం݋ xy
ऒߕࣆ ݢంࡓ ࠾ࡍమ ݢంࡓ ం݄ڕࣆޓ ऒߕࣆ బܽदڒ ࢓ڒ   x y x y ޶ڒ సࠪనం ړ0 ޳ࡶ ޶ڒ సࠪనం ړ
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࢐సफవ సంఖङ ߕ޼ఏ ߖڒ 0 ޴ߝफ  అ࣋ށڷ ޜ  అࡓ ࠪڒ ޙ࠼ం࢓ڒ 0 ݢ ఎం޶కం݄ ఇపओ t 0 ښܽ t tx ty t 
నऒࠚ ݟంߘ 0 ޴ߝఅ ޳ࡶ ࠾ࡍమ ޶ڒ ంڴ ఉంܿందڒ ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖబܽद ఈ ߖ࡮࠮ ߤ࠳ݨऒ  x y r2 
నࣄ۫ మనం ޴ߝఅ ߤ࠳ݨ యޓ܉ఒక స  ޴फంࣆ࢘ࣄޓ ऱܿ࠴ ڴదܽ ڒछ ऴడం݋ అږߘࣃ ޴ߝలంڴ సޓ܉య 
ओߩఇ ڴࡱ޶బ ޶ڒ ߤ࠳ݨ యޓ܉స ޴ఇ ޶ڒ ߤ࠳ݨ  ߩࣆం ప޳ంڕࣆޓ ߘహరణ޳ఉ ࡍప޶మనం త ݡ
ऴߦంޑలڕ సࠪన࠳న పߩࣆ వంܽ ࠴దܽ ڒछ ऴడం݋ మ࠮ ࠾ࡍడవ ڒछ ऴడంڕࣆޓ ݋ం޳ం ࠭࠲ ఆ 
కए࠭ ݡంࡓ లڕࣆޓ ߘనऒ  ࠭࠲ ,ࡹ ݭ࠼దܽ సऱ࠴ 
छڒ దܽ࠴ ऴడం݋ మ࠾ࡍ సޓ܉య ߤ࠳ݨ అ࠼న ࠮డవ ڒछ ऴడంڕࣆޓ ݋నऒ  ఆ ࡓంݡ పߩࣆ ࠭కए లߘ 
ఇߩओ మనం ఈకछ ݡ झࡽ ప  ࠑ న࣒࠳ ࠆఆ ࠹థࡍగ࡮  ऱ࣒  అߝ ఫంࣾڕࣆޓ ߖ ߤం޳ం.xy mod x y x 

ఈ ఫంࣾߤ ఎకए డ ߖరछ ۨంచబݟం޴, ఈ ఫంࣾړ ߤ సࠪన࠳న పంړ फߖ ࡹరछ ۨంచబడ޶ࡶ మ࠾ࡍ ఈ   y x y 
ఫంࣾ࠳ ݞږ ߤన࣒ ړ సࠪన࠳న పంړ फߖ ࡹరछ ۨంచబడڒ ޶ࡶబܽद ࢑ࠪనం ఈ ࡓంݡ పంڕफలࣄ࢘ࣄޓ ߘ, x
ఆ߯ ࠬڷࡱߕ ࡏ ࠭కए ల కల࠼కߘ ߰ంࡏޑ޶ 
కए࠭ ڷࡱߕ फ ఆ࣋ށڷ ޜ న࠳సࠪన ړ , ߖڕࣆޓ ߖ ݋ం࠼ߦ ࡏࠬ xy 0 ,࠼ఉంܼ ڴ ߤ࠳ݨ యޓ܉స ࡱ tt
మࢁऱ ࠪڒ ఈ ڷࡱߕ ࠭కए ऱࡹ  ఒకࡹߖ޳ ۨవڝ ࠬ ޴ࡍసం ఒక ۨనऒ  ࢐ङ ߮  మం࠻ ऱߖࡹ ߤ tx ty i  xy 
ऒߕఉ ڴకం݄ ߭దभ ࡏࠬ ߘ ݋࣊ ంటऱ࠼ߦ ఓ߭ ߖߖ޵ ࡏࠬ ߖఅ ࡌ  y x ߖఅ ߤऱ߮ ࠆࣔ ߤ
ऒߕంܿڕߘల࢐లߧ .ݟంచం࡯ࢣࡍప ߖఅ ޳ࡶ ࡌ
 సޓ܉య ߤ࠳ݨ లߖڜ ڕऒ  ఉ޳హరణࡱ ఇߩओ ङ߄మనం ఈ అ ݡ యంߖࡹ సޓ܉య ࡱ߇࢑ మ࠾ࡍ 
సޓ܉య అవకలన సࠬకరހల ऴప߄న ࢑షړߖ࠻ వ޳भ ం, ڒబܽद ఒక ఫంࣾߤ సޓ܉యంڴ ఉనऒ ओߩ ڴదట࠴ ݡ
ओߩఎ ޴అ ,࡯ݞఉం ڴ ߤ࠳ݨ యޓ܉స ߤ࠳ݨ కएࡅ ߤఫంࣾ ݡ  xy  tx ty ݞږ ࠪڒ ޴ఉం ࡹ ߤ࠳ݨ 
ఫంࣾࡅ ߤకए రछߖ ం݄ڕࡶ ࡯ݞఉం ࡹ ߤ࠳ݨ  చనం అర मవంతం ޶ڒ,
 అం࠭࠲ ښ޶ సޓ܉య ఫంࣾߤ లߖ ߘరछ ۨంచړߖݞ ࠭ం޶ సޓ܉య ߤ࠳ݨ లߖ ߘరछ ۨంۧ࠭ ڒబܽद xy 
కएࡅ  ఫంࣾߤ అۮ ߖపओ బޔݡంࡅ ݅ ࠪڒ ޴కए కएࡅ   పవ࡛ ࡓ ऱܿ ړ సࠪనం అޙ࠼ f tx f xy k f
సޓ܉యంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ߩ࢙ ݟڕ మ࠾ࡍ ఎడమ ࢙݋ࠓ ߩ ఉంܼߖ  ࠼రछ ۨంచబݟం޴ ఎం޶కం݄ h 

ఉనऒ ࡹ ߤ࠳ݨ ࠪڒ ߤ࠳ݨ ओߩ xy tx ty kڶऴݟ యతޓ܉స ߖ ఈ ,ࡏఅంܼ ڶऴݟ యతޓ܉స ߖ ఈ ݞږ ݡ k 
అంܼࡏ మݟ ࠾ࡍऴړ ڶ సޓ܉యం అڒ ࠭ޑࠋۮ ߖబܽद మࢁऱ మనం ڕࣆޓం޳ం ఉ޳హరణల సంఖङ  f k x 
࣋ए छ ࡛ न ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ न ࠳న࣒ 7 ఇݟ ޴ऴړ2 ڶ సޓ܉యంڴ ఉంܿం޴.y xy 
छ޳ ߘల ࠾ࡍమ ࡏࠬ  ࡎభ ࡌ फ ࣋ۯफ , ߘ ࠪڒంݟ ࣋ए छ ࡛ न ڒరకం బయటڕ వࣆफం޴ x y txnty tx ty t 
అࣃ۫ ࡏࠬ ߖफ .ࡏ
ऒߖ޵ ࡏࠬ   తۯ ڥߖయడం ఇߩओ ధङࣃ ݡ మޔ࢓ం޴, ఇߩओ కएࡅ ݡ  త޶పࡍ ఉ޳హరణ ܼࡹ࢑ ߤమ ߖ y x
ओߩం ఇ޳ంڕࣆޓ ओߩన࠼అ ߤఈ ఫంࣾ ݡ రछߖ ݡ ۨంచబడڒ ޶బܽद ఇ޴ అࣾం ࢗంట x 0 y 
రछߖ ۨంచబడڒ ޶బܽद అࣿߖऒ ࡎభ ࡏࠬ ࠾ࡍమ ݟయం࢘ࣄޓ  फ ࣄۯనߩओ ऒߖ޳ ࡏࠬ ݡ फࣃ۫   y.ࡏ

छ޳   xy tx ty  ࠪڒ ࡌ
ఏ޵ ࠪరߕࣆ  ޶ऒ ङږ హరణ޳ం  ఉ޳ంڕࣆޓ ߖڶऴݟ  ङږ న࣒࠳ ࠗ కएࡅ ࠗ  వర ठ࠮లం ఇߩओ  d x y ݡ
మనం ߖజ࠳న ࡱ࢑వ గల ఫంࣾߤ లߘ ࠪऴతࣆ۫ ࠲फߕऒ వంܽ 1  ࠪڒ  మనం ݟంߘ ߤ࠳ݨ బܽदڒ ࠭ 2
నऒڕࣆޓ సࠪనం ړ  ߖ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ߖ ߘߝ కం݄޶ఎం ࡯࠻࢘ࣄޓ ߘల ݋ం࠼ߦ ओߩ x  ݡ 1 y 2
వర ठ࠮లం ऴపږޒలంޔࡏࠪ ڴంڒ ޴బܽद ఈ ఫంࣾࡅ ߤకए కएࡅ ߤఅం݄ ఏࠫܽ అం݄ ఈ ఫంࣾ ߤ࠳ݨ   
ऒߖఅ ݡంࡓ ࠾ࡍమ ޴ߝఅ ߤ࠳ݨ  బܽद xy r x yڒ ࢑ࠪనం సగం ޴ఇ ,޴అం݄ కం݄ ߭దभ ,ޒంటऱ సࠫ࠼ߦ 
ఈ ږߘࣃ ߤ࠳ݨలంڴ సޓ܉యంڴ ఉంܿంߗڒ ޴ సޓ܉యంڒ ޶ࡶ ڴబܽद ࠬࡏ ఈ ఫంࣾݟ ߤऴړ 2 ࠑ 3 ڶ 
ऒߕఅంܿ ࡏࠬ ߖఉంܿంద ڴయంޓ܉స ڴలంږߘࣃ కएࡅ ࠪڒ ࡏ  ऴపదࡍज ంచబݟన సࠬకరణం tx ty f
కएࡅ  శړ फړ సࠪనం ࡏࣃऱ ࡅకए సం తపओڝ వలࡱ࢑ లږߘࣃ  ప ڴࡍసߖ दܿڒ ࡯࢐ڝబܽद ࠬࡏ t k f xy t 
ఈ ఫంࣾږߘࣃ ߤలంڴ సޓ܉యంڴ ఉందߦۮ ߖओ వర ݭ࠼సऱ ࡏࠬ బܽदڒ ࡏ ठ࠮లంࡹ ۫࣋ ۨవࡍ 
ఉ޳హరణ ږङ ङږ న࣒࠳ ࠗ ए࣋ ߘ ࠗ छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ x y x y 3 ߖ ࠾ࡍమ ࡏࠬ ,ڴంచڵ࠙ ޜ పవ࡛ ߖ ࡛ x y tx
ࡎభ ޜ݅ ࠪڒ फ ࣃۯफ ऒߕࣆ ڶऴݟ యޓ܉స ߖ޳ ࡏࠬ ఆ߯ , ࡏ  అڴ ࢟ܽ܊ߦ ޙ࠼ ఉంڒ ࡯ݞబܽद ࠬࡏ t 
ఫంࣾߤ ల ఉ޳హరణࡱ ߰ంࡏ޳.
 సޓ܉య࠳న࢑ మږߘࣃ ࠾ࡍలంڴ సޓ܉యంڴ ࠪऴత࠲ ఉంڒ ࡱ߇࢑ ݦబܽद మనం ఫంࣾߤ ల ڝసం 
ఎ࡮ంܽ ߤ࠳ݨ లߘ ۫డߕޔࠓऒ ం ڒబܽद ࡅ ࠭࠲కए కएࡅ  కएࡅ  కएࡅ  కएࡅ   xy xy xy xy f 
ఫంࣾߤ లߘ ۫డߕޔࠓऒ ప  ࡹలހఅవకలన సࠬకర ڴతర۪ ࡱ ߤఫంࣾ ݡ࠮ ࠭ ऱ࣒  xy mxydx nxydy 
సࠪనం 0  అవకలన సࠬకరణం సࡕనڒ ޴బܽद అ޴ߝ మࡅ ࠾ࡍకए  ఫంࣾߤ మ࠾ࡍ అ޴ߝ m x y n x 
మࡅ ࠾ࡍకए ङږ ࡏࠬ   ߅࢑  ङږ న࣒࠳ ࠗ కएࡅ ࠗ  వర ठ࠮లం కߧߖంۨన ۨవࡍ ఉ޳హరణ వంܽ y x y 
రछߖ చనం ऴపڒరం సగం ߮ऱߤ లۨࡍޘ ߘనߩओ एڕఎ ߘ ߤతफం ߮ऱ࠴ ࡱహరణ޳ఉ ࡮ۧ ݡ వڴ ۫డߕޔࠓऒ .࠼
ఓ߭ ߘల ߤసగం ߮ऱ ࡏࠬ బܽदڒ  छڒ ఫ࣒द ߤ ऴడం࡯ݞ۫ ߖ ݋, ఇ࡮ۧ ޴ ࠭ఖङ  ࠹హరణ, ߯న ఐ݃޳న ఉ࠳
నంబ࡛ ݀࢑ ࡹవࡍంۨన ఓ߭ ల ఓ߭ ߤऱ߮ ࠆࣔ ߤ छڒ ఫ࣒द ߤ ऴడం݋ మ݋ߖ߸ ࠾ࡍ ఖండనڒ ࡱబܽद ఇ࠭࠲ ࢑ 
۫డߤ࠳ݨ ࡃࠓ ల రࡱڒ.
 ࢑ࠪనం ఒక r 2 r 2 లం ఒక సగం࠮ న࣒࠳ ࢑ࠪనం తफం࠴ ࢑ࠪనం తफం࠴ లం࠮ న࣒࠳ ڕవర ࡮ۧ 
చࡏޔग జం ڒబܽद ࠭࠲ ۫డߕޔࠓऒ ం అ࡮ంܽ ࡱ ߤ࠳ݨ అߗऒ  సޓ܉య࠳నږߘࣃ ޳ࡶ ࢑లంڴ 

Pru
tor
@
IIT
K



సޓ܉య࠳న࢑ ఇߩओ కएࡅ యతޓ܉మనం ఒక స ݡ రछߖ  చߖߕऒ  ం అవకలన సࠬకరణం xy޳ంڕࣆޓ 
కएࡅ  మࡅ ࠾ࡍకए కएࡅ సమతలం ݢంࡓ   సޓ܉య ఉపసࠫߖ ߯ ޒరछ ۨంచబడޑయߖ m xy n d
మࡅ ࠾ࡍకए  మ࠾ࡍ ఒݟ ښऴړڶ సޓ܉యంڴ ఉంܼయ࢑࠙ ߖంచంݟ, అ޴ సޓ܉య࠳న޴ m xy n xy m 

కएࡅ 2 ڶऴݟ  సޓ܉య࠳నݟ ޴ऴݞږ ړ2 ڶ సޓ܉యంڴ ఉం࡯ݞ.m n 
 m n . ࡯ݞఉం ڴయంޓ܉స ړన࣒ 3࠳ ڶऴݟ ݞږ ,ఉం݄ ڴయంޓ܉స ړన࣒ 3࠳ ڶऴݟ

కएࡅ ࠾ࡍబܽद మڒ   సޓ܉యత ݟऴڶ ఒ࡮ښ ఉం࡯ݞ, అߩओ నऒࠚ ޴ఇ ݡ ంڴ ఉంܿందࡏࠬ ߖ m n 
అంܿߕऒ ऒߕࣆ  ࡏ న  ప࠳సࠪన ړ ऱ࣒  అ޴ߝ సޓ܉య అవకలన సࠬకరణం ڒబܽद సޓ܉య mxydx nxydy 
అవకలన సࠬకరހల ࡅకए भ޳۫ ߘహరణల޳ఉ ݡంࡓ  ం , ࠴దܽ޴ ࣋ए छ ࡛ न ࠳న࣒ ࣋ए छ ࡛  ప ऱ࣒  2 x y dx 

సࠪనం ఇకए ړ0 డ ࣋ए छ ࡛ न ࠳న࣒ అߖ గమߖంచంݟ  ࣋ए छ ࡛ ఇకए డ అవߗऒ  తफం xydy m x n 2xy࠴ 
࢑ࠪనంߖ ࡹరछ ۨంచబݞन .࠼ఉంܼ ڴయంޓ܉స ړ2 ڶऴݟ ݢంࡓ అ࢑ ࠾ࡍమ ࠼
 ండవࡓ ంۨࡍڷ ండవ అవకలన సࠬకరణంࡓ ,޴ఉంܿం ڴయంޓ܉దܽ అవకలన సࠬకరణం స࠴ బܽदڒ 
అవకలన సࠬకరణం ۃ࡮ ࣋ए छ ࡛ न ࠳న࣒ ۃ࡮ ࣋ए छ ࡛ అࢗ ޙ࠼ంట޳ࡶ  ߝ అ0 ޙ࠼ సమసङ  ఉం޴x y x 0 y 
ऒߖఅࣿ ࠭࠲ బܽदڒ ऒߖఅࣿ ࡏࠬ ࠾ࡍమ ࡯࠻࢘ࣄޓ  ऒߖఅ ࠭࠲ ࠾ࡍమ ࠭ࣃ࢘ࣄޓ   ఓ߭  x y ߤ
छڒ ऴడంߘ ݋ ߰ంߕޔ޶ऒ ࠭ ఓ߭ छڒ దܽ࠴ ߤ ऴడంࡓ ݋ండవ ڒछ ऴడం࠮ ݋డవ ڒछ ऴడం݋ మߕ ࠾ࡍలठవ 
छڒ ऴడంߖ࠿ ݋యߤ అ޴ߝ ఒక సޓ܉య ڒ ߤ࠳ݨబܽद ޜ ߖ మޜ ߖ ࠾ࡍ భࡎ फ ۯయంۃ࡮ ݟ x tx y ty x 
࣋ए छ ࡛ न ࠳న࣒ ۃ࡮ ࣋ए छ ࡛ न అ޴ ࣋ए छ ࡛ न ࠑ ࣋ए छ ࡛ न అޔ࢓ం޴, ఆ߯ ࠬࡓ ڕండవ޴ వۨऐ ంࡏࠬ ޴ వࡏసڴ y x y 

మߖ ࠾ࡍ మޜ ࠾ࡍ భࡎ फ ࣄۯనߩओ కएࡅ ݡ छ޳ మంࡹ࢑ ߤܼ  y x ޴ంޔݡయబۯ भ޶ర ࡌ ty tx y x t 
ऒߕࣆ ڶऴݟ ࡱ޳ప ݡంࡓ బܽदڒ రछߖ ఈ ݞږ ండవ సࠬకరణంࡓ బܽदڒ ࠼ఉంܼ ڴయంޓ܉స ړ చనం ऴపڒరం
ఒక సޓ܉య అవకలన సࠬకరణం ޶ڒ.
 సޓ܉య సࠬకరߖހऒ भ޳۫  ం 2.

 ప ऱ࣒ న࣒ వర࠳  ठ࠮లం ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ సޓ܉య࠳న޶ڒ ޴ ఎంࡅ ڕ޶కए  1 x y dx x y dy xy xy 
కएࡅ దܽ పదం  ప࠴  ऱ࣒  ఇ࠴ ޴తफం ࢑ࠪనంࡹ సޓ܉యంڴ ఉంݟ ޴ऴڶ ఒకܽ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  m x x y x y 
࣋ए छ కएࡅ ࡛  వర ठ࠮లం ࡍڷంۨ ఏࠫܽ ߖ మ޳ ࠾ࡍछ ࡎభ ࡌ फ ۯయంݟ ఏࠫ జޔڷࡏం޴ x tx y ty tx 
࣋ए छ ࡛ न ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ न ړ ݋ࡐంద ݋ࡐ ࣋ए छ ࡛ न ړంద ݋ࡐ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ न అޙ࠼ ࣋ए छ ࡛ न ࡅకए  ty t x y t 
కएࡅ ࠪڒ ޴ంద ఉంܿంړ ݋ࡐ  ఎڕए వ ࡅకए బܽद ࣋एڒ ऱࡏࣃ  छ ࡛ ప ऱ࣒  tx ty df xy mod t f xy x y 
࣋ए छ ࡛ न ࡅకए  ఫంࣾߤ వర ठ࠮లం సޓ܉య࠳న޶ڒ ޴ ఇږߘࣃ ޴లంڴ సޓ܉యంڴ ࠪऴత࠲ ఉంܿం޴ 
బܽद ఇకएڒ డ పదం nxy 
సޓ܉య࠳న޶ڒ ޴ ఇښ ޴వలం ࠪऴతࡏࠬ  ࠲ ఈ అవకలన సࠬకరߖހऒ  positi vely homogeneous 
ధߕతघ క సޓ܉య అవకలన సࠬకరణంߧ ڴల࢐లڕߘంܿߕऒ ऒߖ޵ ࡏࠬ ߝڴసహజం ,ࡏ  సޓ܉య అవకలన
సࠬకరణం అߧ ߖల࢐లߖ޵ ࡏࠬ ,ࡏڝߘऒ ऒߕంܿڕߘల࢐లߧ ڴయంޓ܉స ڴలంږߘࣃ   కం݄޶ఎం ࡏ
ఇږߘࣃ ޴లంڴ ఉనऒ ओߩ ए࣋ ړహరణ޳ం  ఉ޳ంڕࣆޓ కܽࡖమ ࠲ऴతࠪ ݡ छ ࡛ न ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛  ప ऱ࣒  x y dx 
వర ठ࠮లం ࣋ए छ ࡛ न ࠳న࣒ ࣋ए छ  సࠪనం.x y dy ړ0 ࡛
 y x x y.޶ڒ ࠲ऴతࠪ ޴కం݄ ߭దभ ߤబܽद సగం ߮ऱڒ ޴బܽद ఈ అవకలన సࠬకరణం కం݄ ߭దभڒ 

కం݄ ߭దभږߘࣃ , ޴లంڴ ఉంݞలం݄ మ࠾ࡍ లڕࣆޓ ݞږ ߘంܼ࠭ ڒబܽद ఈ 2.  y x x y 
फࣃݟܔ ߘޔషర ࡗమ ߝఅ ޴కం݄ ߭దभ 0 ޴కం݄ ߭దभ ࡹ2 ࠭ సڒ ࡔబܽद ఆ అదనߩ ఊహ޳ۯ ߘभ ం, y x x 
అޙ࠼ ࣋ए छ న࣒ ࣋ए࠳ ࡛ छ ࡛ न ࢟ܽ܊ߦ అޔ࢓ం޴  కం݄ ߭దभ0 ޴ కం݄ ߭దभ޴.x y y 
బܽद ࣋एڒ  छ ࡛ न ࠳న࣒ ࣋ए छ ࡛ न ߖరछ ۨంచబݟన ږߘࣃ ߤ࠳ݨలంڴ సޓ܉యంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࡓండవ x y 
పదం సޓ܉యంڴ ఉండ޶, ఇږߘࣃ ޴లంڴ సޓ܉యంڴ ఉంܿం࠴  ޴దܽ పదం సޓ܉య࠳న޶ڒ ޴, 
ఇږߘࣃ ޴లంڴ సޓ܉యంڴ ఉంܿంࡓ ,޴ండవ పదం ࡓంڒ ݡరހల వలऱ సޓ܉యంڴ ఉండటంࡹ 
࢑ఫల࠳ం޴ మ࠴ ࠾ࡍదܽ޴ ఒڒ ښరణంޜ సޓ܉యంڴ ఉండటం࢑ ࡹఫలࡓ , ޙ࠳ండవ సందరग ంࡹ ఎڕए వ

బయటڕ వࣆफంߘ ߤ࠳ݨ , ޴ంݟ బయటࡌ ڕవడ޶ڒ ࠲  ఈ పదం ږߘࣃలంڴ సޓ܉యంڴ t mod t 
ࠪऴతߖ ࠲రछ ۨంచబݟందߘߝ ߖ ࠬ దృࢳदߖ ఆకࡍ लంۧలڕߘంܿߕऒ .2 ࡱڒసफߩ ࡮ۧ , ߘ
फࣃࡱߧ ݞږ ڴయ సࠬకరణంޓ܉స ߖ 2 ࠭.
.2 ࡱڒసफߩ  
फࣃࡱߧ ߖరణం అڒ యޓ܉స ڕ޶ఎం ߖ2 ࠭, మనం 2.

 వంܽ పࣄࡍबޔలࡹ ఉనऒ ओߩ డ࡮ऱ छڒ దܽ࠴ ޵ޒబܽद ऴపڒ లభంࣆ ࡮ۧ  ऴడంࡹ ݋ జޜڷࡏంద2 ࠭࠲ ߖ
ఊࣕࣃफ శजߖ ࣋ۯ ࡱڒసफߩ బܽदڒ ,࠭ బभ అంచࡱߕ
 అంښ޶ అ࢑ ఎܿవంܽ ఇబख ంࡹ޶ऱ  పడ࢓.
छڒ దܽ࠴   ऴడంࡹ ݋ సޓ܉య సࠬకరހల ڝసం మనం వࡍ फంۯ పదमږߘࣃ ޒలంڴ సޓ܉య సࠬకరణڕ 
వࡍ फంۯ పదमړޒ సࠪనంڴ ఉంܿం޴ 
పࢲࡍए రం ࡅకए  పదमړޒ సంబం߅ంۨనంతవరڕ , మనం ࠴దܽ ڒछ ऴడంڕ ݋ పࠫࡍతం అޙ࠼ అ࢑ ఒښ 
࢑ధంڴ ఉంܼ࠼, అ࠴ ࡏࠬ ޙ࠼దܽ ڒछ ऴడంڕڒ ݋ంݞ ఇతర ڒछ ऴడంږߘࣃ ࡹ ݋లంڴ సޓ܉యంߗڒ ڴ 
సޓ܉యంߖࡶ ڴ సࠬకరހలߘ పࡍషए ऒޒऴపయ ړߖݞంచࡍ ࣋फ ࠬڜ ࡏంత ܉ऴగతफ వࣕంۧ࡯.
  మߖڜ ࠭࠲ ࠾ࡍऒ  ఉ޳హరణలߘ పࣃ࡯ࢣࡍफ  యޓ܉ల సږߘࣃ ޒపదम ޴ంړఈ ऴ ڴబܽद సంऀపफంڒ ࠭
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సࠬకరހల ڝసం అ࠴ ڼ࡮దܽ ڒछ ऴడంߖࡹ ݋ సޓ܉య సࠬకరހల ڝసం పࣆۯߖफం޴, అޙ࠼ ఇ޴ 
సޓ܉య సࠬకరణం అ࠴ ࡏࠬ ޙ࠼దܽ ڒछ ऴݞంటऱ ࡍڷంۨ ۨంޒంۧ࡯झ న అవసరం ޶ࡶ.
 
మధङ ࢐ܽ ࡱڒసफߩ ,అంతܼ ߤ࠳ݨ ࡍڷ ߘݞޙ  फంచక߱వڒ ړߖݞరణం అ޻, ఎం޶కం݄ సࠬకరణం 
సޓ܉యంࡶ ڴనߩओ ఉనऒ ࠲ऴతࠪ ڴయంޓ܉స ڴలంږߘࣃ ࠾ࡍమ ݡ ओߩ छڒ దܽ࠴ మనం ݡ ऴడంࡹ ݋ 
పࣆۯ ߖफߕऒ మߖ ࡏ࢐ ߖశज బभంڴ ఊࣕࣃफ ऒߕఉ ڴऴగతफ܉ ంۮంڜ ࠭࠲ ,ࡏ ࠭.
  ࢑వښ ࡱࡌవలం ࢑షࡱ࠻ సరళంڴ ఉంచښ ړߖݞవలం ఒక ࡌߖకరణ ࠪऴత࠲ అࡖ߮ ڴࡔ࢘ ߖए నక߱࠭࠲ ޙ 
ఊࣕం۪ڕంܼ࠭ సࠬకరణం ږߘࣃలంڴ సޓ܉యంڴ ࠪऴత࠲ ఉంܿం޴, అߩओ  దܽ tial࠴ ߤ࠳ݨ ݡ
छڒ ऴడం࠴ ޳ࡶ ݋దܽ ڒछ ऴడంࡅ ݋కए ओߩబܽद ఇڒ ,ࡔస ߕ࠼అ ޒయ ఉపసࠫޓ܉ల సږߘࣃ   మనం ݡ
ङߕదܽ ఉప࠴ సంࡹ ऴపޑङ ࠪऒ వ ړ దमࣄన ऴప࠳సࠪన ړߖ࠻ ऐۧ ࠭.vx y
 ఈ ఆࡹచన ࠉࡷ ࡹऒ ङߕదܽ ఉప࠴ , ޴ంޔࢂࢗ ڵࡍޒ ړ ܘ సంࡹ ఈ ߮ࡏ సڴࡍठ కߧߖంచడం ࠬ1693 ࡏ
फࣃ۫ ङޑన ऴప࠳సࠪన ړ ࠾ࡍమ ࡏ ࠪऒ యం అకए డ ऴపࣃफ ࢑ంచబడߖݞऒ फࣃ۫ ࡏࠬ  म޳ࣄ బܽदڒ ,ࡏ ంతం x y 
ఒకܽ ړ సࠪన࠳న ऴపޑङ ࠪऒ యం ఒక సޓ܉య అవకలన సࠬకరߖހऒ vx ޴फంࣆۯ ࡏ࢘ ڴ ࡽࠋయࡍ࢘  y 
సޓ܉య సࠬకరࡱހ చకए ङޑన ऴప࠳లభࣆ ࡮ۧ కం݄޶ఎం ޻రణం అڒ ړߖఉండܼ ڴ ࠪऒ యం ޳छ  ࡌ
ڵత ڴయగల సࠬకరణంۯ ࡏ࢘ ࡽࠋయࡍ࢘ ߖߖ޳ ࡏࠬ ठంచవ۪ऐ  , మనం ࠴దܽ ڒछ ऴడంڕ ݋ క दܿబݟ 
ఉనऒ ంత వరڕ అږߘࣃ ޻ల సޓ܉య సࠬకరߖހऒ  కڵ࡯ ఉంܿం޴.
 

छ޳ బܽदڒ ړ ఉతओ ࡌ फ vxޒ dx 
ऒߖయࠪߖ  వࡍ फంపܑయంߖ  ݟయమం ࠬڕ సࠬకరణం 2.ct 
3 ఇࣆफంڒ ޴బܽद అవకలన సࠬకరణంړࡹ ऴపޑङ ࠪऒ యంڴ అవకలన సࠬకరߖހऒ  మޜ ڴ ࠾ࡍ mxy nxy dx
ऒߕࣆ కएࡅ ࠪڒ ޴फంࣆఏࠫ వ ڕఈ   సࠬకరణం మన  ݟంڝࣆޓ ڴసࠪనం ړ కएࡅ ࠪڒ 1   పవ࡛x vx vn 

కएࡅ ࠪڴ 1 ݟంߘ ݟంߘ ऱࡏࣃ  పవ࡛ ࡏࣃऱ వరڕ ఉంܿం޴ మߘ ࠾ࡍంݟ పవ࡛ ࡓంݡ k m x k n x k 
 ߘߝ ࠾ࡍమ ޴फంࣆవ ڕబయట ޴అ ࠾ࡍమ ޴ంޔࡏࠪ ڴరకంڒ రణ߄ࣃ ఒక ݟంߘ బంధనలߖ
࢑భ܊ంచߕޔࠓऒ छ޳  ߘ ړశ ࡌ फړ మ޴ڜ ࠾ࡍभߩ ڴనరछ ङ వࣅबకరణ ࠬࡍ࢘ ڕయۯ ࡏ࢘ ࡽࠋయగల x k 
సࠬకరߖހऒ  ఇࣆफం޴ , ఇ޴ అవకలన సࠬకరణం ږߘࣃలంڴ సޓ܉యంڴ ఉం݄ ఏࠫ జޔڷࡏం࢓܌ࡏ ޾ 
ఆ సందరग ,޴फంࣆۯ ంࡹ మనం ࠴దܽ ڒछ ऴడంࡹ ݋ పࣃۯ ߖफ ࠭ మ࠴ ࠾ࡍదܽ ڒछ ऴడంږߘࣃ ݋లంڴ x 
ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ మࢁऱ మࢁऱ  ࠪڒ అࡅ ࠪڒ 1 ޴ߝకए  పవ࡛ ࡓ ऱܿ ړ అޔ࢓ంڒ ,޴బܽद m x v  x v k m x 
మనం ࠴దܽ ڒछ ऴడంࡹ ݋ ఉనऒ ంత వరښ ࢓܌ࡏ ڕవలం ޔࢂࢗంࡖ߮ ߘߝ , ޴ए నऒ  ࢓܌ࡏ బܽदڒ ޻అ ޴
పదमࡓ ޒంݡ సందࡌग छڒ దܽ࠴ ߙऱࡹ ऴడంࡹ ݋ ఒ࢑ ښధంڜ ڴనޔڷࣃం޴.
 
అ࠴ ݩదܽ ఉ޳హరణ 2 ࠳న࣒ ࣋ए छ ࡛ न ࠳న࣒ ࣋ए छ ࡛ न సࠬకరణం 2.xydx x y dy 0 
ङߕపܽ ఉపߘ࠭ ࡏࠬ ,సࠪనం ړ4 .2 ࠭࠲ , ޙࢀࢗ ڵࡍޒ ڕలࣃ
4 సࠬకరߖހऒ  ఎࡖ޶ए నऒ ऱܿ ࠬࣃ۫ ࡏफ .2 ࡏ
4 సࠬకరణం 2.

 అ޴ߝ అవకలన సࠬకర࠮ ࡱހలం వదभ అࣿߖऒ నऒޔڕޑ   సࡍए 4 ࡏࠬ ࠾ࡍంబం మܿڕ ల ࡽ x- 
ऴపࣆफతం అవకలన సࠬకరߖހऒ  పࡍషए ओߦۮ ߘߝ ߖదࡶ ంచడంࡍ  య సࠬకరణం߯ޓ܉స ࠭࠲ , ߘ
అ߄ङ ఇకए ࠾ࡍమ ࡯ݞఉం ۨ࢘ ڕऱ వరࢇࢗ ړߖ࠻ డ మనం ఇߩओ షएࡍప ݡ ऒߕఉ ࡹޒबࣄ ంచగలࡍ ࠭ ఈ 
అవకలన సࠬకరణం 0.
ङޑऴప ࠭࠲ ړ4 ࠪऒ యంړ ߖ ڴ సࠪనంڴ ఉపࣃڵࡆफ ࠭ మ2 ࠭࠲ ࠾ࡍ.y vx
3 2.
3 సࠬకరߖހऒ  ఉపࣃڵࡆफ ࠭ మ2 ࠭࠲ ࠾ࡍ.
3 2.
3 సࠬకరߖހऒ  ఉపࣃڵࡆफ छ޳ ࠭ ప  ࡌ ऱ࣒ छ޳  .dx dx v x dv dx 2 ࡌ
ऴ࢐యడం ࣏కరङ ڵࡍޒ ࡹపంࡐ న࠳లభࣆ ంతࡍమ ߖ3 ంڴ ఉంܿం޴  ప ऱ࣒ వలం dy vdx xdvښ సࠪనం ړ 
సరళత ڝసం ߖ  ప ऱ࣒  అߖ ऴ࢐యంݟ , కߗసం ऴ࢐తߪరछ కంۯ ڴయడం ۧࣆ ࡮లభం ڒబܽद dy vdx xdvy 
फࣃۯ సࠪనం ړ ߖ ࠭࠲ ࠭, ఇ޴ ࣋ए छ ࡛ न ࣋ए छ ࡛ न ࠳న࣒ ࣋ए छ ࡛ न అޔ࢓ం޴ ࣋ए छ ࡛ न y vx 2x vdx x y x 
అޔ࢓ం࠳ 1  ޴న࣒ ࣋ए छ ࡛ न ఆ߯  ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ర޶भ అޔ࢓ం޴ మ࠳ 2 ڕࠪ ࠾ࡍన࣒v dy vdx xdv x v dx 
న࣒ ࣋ए࠳ 1 छ ࡛ न ࠳న࣒ 1 ࠳న࣒ ࣋ए छ ࡛ न ࠳న࣒ 1 ࠳న࣒ ࣋ए छ ࡛ न ࠬ࡯ڵࠫ ڕ v v dx v v dx v xdv 
ఉంܿం2 ࡏࠬ ,޴.
6 ߰ందంݟ, అవకలన సࠬకరణం ࢘ࡍయڴࡏ࢘ ࡽࠋ ఉంܿంږ  ޴ङ ࠗ పऱ࣒   ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ न ࠳న࣒ 1 vdx v xdv 
ऒߕࣆ ऒߖހఈ అవకలన సࠬకర ޴సࠪనం ఇ ړ  పࡍషए ङږ వలంښ ,లభంࣆ ࡮ۧ ంచడంࡍ  v ݟంచంڵ࠙ ޜ ࠗ
మ޳ ࠾ࡍछ ప  ࡏࠬ ݟంచంڵ࠙ ࡌ ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ न ࠳న࣒ ږङ ࠗ ߯ పऱ࣒  ࡏޑ޶ం߰ ߖ  x x v 1 v dx ړ  v dv 0
సࠪనం.
ऒߕࠚ కऀߦ బܽदڒ  లߘ ఉపڵࡆంచడం ޳छ ऒߖހఈ అవకలన సࠬకర ࡌ  పࡍషए  న࠳లభࣆ ࡮ۧ ంచడంࡍ
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࢑షయం , ߖ޵ऒ  ఎڒ ࣆࡱޘ ڕࠬ ࡹ࠻ۯ ࡮బܽद ߖ޵ ߘߝऒ ࢐ङ దܽ࠴   కऀߦ రణ߄ࣃ ࡯޴వ ڴమం࠻
ऒߕࠚ ల గణనలࣄۯ ߘ ߰ం2  ߘޑ޶.
కएࡅ 6  పࢲࡍए రం ࣋ए छ ࡛ न ప ऱ࣒ అం݄ ఏࠫܽ అం݄ ࠬద v x v c ࠾ࡍసࠪనం మ ړ దࠬ ړࡹ 1  vv x x 
ఉంܿంڒ ޴బܽद ࡱ࢑వࡹ ఉంచంݟ మࡏࠬ ࠾ࡍ ఈ సࠬకరణం ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ न ړ సࠪన࠳న v x y cy
ఆࡗफڿనࡽ పޢలߘ ߰ంࡏޑ޶  వృޑफ  ࡱ
ऒߖలం వదभ అࣿ࠮ ङ܉ కడం అం݄ޑ   గత x ߘߝ ࠾ࡍమ ޻అ ޴ۯంࢢమనం ఆ ݟంߘ లనలࢣࡍయ పޓࠫ
ఉపߕङ సంߦۮ ࡹओ సమసङ ࠭࠲ బܽदڒ ߘ ࡍߪ ߘ फ࠭ࣃۯ ڴ, ఇߩओ  ࡽనڿफࡗహరణ ఆ޳ఉ ࡍప޶మనం త ݡ
పޢలڕ మࢁऱ ࡿࢗभ ం ڒబܽद ఆࡗफڿనߘ ࡽ కھߘనంݟ వऴకࡔఖల వङ వసब ࡅకए  పږ ࡱޢङ  న࣒ x 3 xy࠳ ࠗ
࣋ए छ ࡛ न ړࣄ సࠪనం ڒబܽद ࠬߖߖ޳ ࡏ ఎ࡯࠻ۯ ࡮ అߝ సࠬకరߖހऒ  c ߝంటࢗ యడంۯ ࡏ࢘ 
అదృశङ మޔ࢓ంڕࠬ , ޴ ఏࠫ లࣆࠚफం3 ޴ ࣋ए छ ࡛ न ࠳న࣒ 3 ࣋ए छ ࡛ न ࠳న࣒ 6 ޳छ ऒߕࣆ ࡌ  x y xydy dx ړ
సࠪనం ڒ ݡ࠮రږ  ࡱڒङ ए࣋ ޓన࣒ ऴ࠳ ࠗ छ ࡛ न అږ ޴ߝङ ఇకए ,ߖన ࠙గమ࠳జߖ ࡹ ࠗ డ సంړ ऱషद x xy z z 
సంఖङ   ప ऱ࣒  అߖ మ࠾ࡍ అంచߕలڕ ధర ఉండదࣆ ࡏࠬ ߖలభంڴ కߧߖంۯ అవకలన సࠬకరߖހऒ  x iy 
߰ంࡏޑ޶.
 ఆࡗफڿనࡽ పࡱޢ ఏࠫ݇ ߦడం޳࢑ , ݟङ ఖۨऐ ڕߕ ߖఏࠫ݇ ఊࣕంۨ ఉంܼర ࡱޢప ࡽనڿफࡗఆ ࡱबࡏ తంڴ 
ए࣋ ࣆࡱޘ छ ࡛ न ࠳న࣒ ړ సࠪనం.dx 2xy dy 0 
 ఆࡗफڿనࡽ పޢల ڝసం అవకలన సࠬకరణం ࠭ߘపܽ ఉపߕङ ऒߖ޳ ࡏࠬ ࠾ࡍమ ޴ంޔࢂࢗ ڵࡍޒ ڕలࣃ  x 
࣋ए छ ࡛ न ࠳న࣒ ࣋ए छ ࡛  ప ऱ࣒   య అవకలన సࠬకరణం y dy 2xy dx 0 m 2xyޓ܉స ޴సࠪనం, అ ړݟڕ 
మ࠾ࡍ ࣋ए छ న࣒ ࣋ए࠳ ࡛ छ ࡛ न ఇ࠴ ޴తफం ࢑ࠪనంࡹ సޓ܉యంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद n x y vx 
ऴపޑङ ࠪऒ యవ۪ऐۯ फࡍߪ ߘలࡌ࢑వ ړߖݞయۯ फࡍߪ ࡏࠬ ࠾ࡍమ ࡯ంۧڵࡆఉప ߖ న࠳సࠪన ړߖ࠻  y 
ऒߖ޵ ࣄۯబܽद దయڒ .ݟయంۯ ڥߖత ޾ࡶ ࡗठ ఊࣕంۧڴࡍస ࡏࠬ ,ࣄۯ 
 సంړ ऱషद ࢩ࢑ ऱషణ ߘంݟ వۯऐ  ఆࡗफڿనࡽ పޢల ࡅకए  మࡖక ఉ޳హరణߘ ߰ంߗڒ ,ࡏ޳ ఇߩओ ంత అరࡍమ ݡ बం 
म޳ࣄ లހఅవకలన సࠬకర ࠭࠲ ړߖݞవڝࣆۯ ంߖޑऒ  అనछ छڒ దܽ࠴ ࡱహరణ޳ంۧ࠭ ఉ࠼ ऴడంߖࡹ ݋ 
ఒక ఉ޳హరణ޳۫ ߘभ ం, ࠴దܽ ڒछ ऴడంߖࡹ ݋ ఒక ఉ޳హరణ޳۫ ߘभ ం ఎం޶కం݄ ఇږߘࣃ ޴లంڴ 
సޓ܉యంڴ ࠪऴత࠲ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࠬۃ࡮ ࡏ మࣃ۫ ߖ ۃ࡮ ࠾ࡍफ బܽद సछڒ ࡏ యంۧలకంڴ x y x 
छڒ దܽ࠴ అవకలన సࠬకరణం ,࡯ݞఉం ڴలంږߘࣃ ࡯ݞఉం ࠾ࡍమ ࡯ݞఉం ڴలంږߘࣃ ऴడంࡹ ݋ y 
ࠪऴతߖ ࠲రछ ۨంచబޔݡం޴ మ࠴ ࠾ࡍదܽ చࡏޔग జం ږߘࣃలంڴ సޓ܉యంڴ ఉంܿంߗڒ ޴ 
సޓ܉యంڴ ఉండ޶, అޙ࠼ అ޴ ఫࡌछ  య అవకలనޓ܉ల సږߘࣃ బܽद ࠬ అవకలన సࠬకరణంڒ ޶ࡶ
సࠬకరణం 2.

మ࠾ࡍ లߘ వࡏసڴ మ޳ ࠾ࡍछ ࡎభ ࡌ फ ۯయంݟ మݟ ࠾ࡍऴڶ ఒకܽ ږߘࣃలం7 ڴ x y tx ty t 
సޓ܉య ݟऴڶ ఒకܽ࢑ ړషࡱ࠻ సޓ܉యంڴ ఉߕऒ యࣃ۫ ࡏࠬ ߖफ  ఈ అవకలన ݞږ బܽद మనంڒ ࡏ
సࠬకరణం ࡅకए  పࢲࡍए రం ڝసం అ޳ڷݡం, ఇړ1 ޴ సࠪన࠳న 1ړ సࠪన࠳న ࣄबߖޒ సంతృߧफపࣆࡏफం޴, 
అం݄ 2.
కएࡅ 7  పࢲࡍए రం వऴకࡔఖల ܿڕంబం మࡹ࢐ܽ ࠾ࡍ ఒకܽ ࡏڷफం۪ڝంݟ  వऴకత࠼ߦ ࡱంڷ 1 1 ݋ంݞ 
ऱࡹఈ వऴకత ࠾ࡍమ ࠼ޑళࢗ  ఏ޴ అࡏࠬ ߖ కھߘనవలࣄంڴ޴ అడగబడڒ ࡏޑబܽद ࡅ ߖకए  ఫంࣾڴ ߤ x y 
࠙࢑ంచంڒ ݟబܽद ࢑࠙ ڴ ߖంచంࡅ  ݟకए  ఫంࣾߤ మࡅ ࠭࠲ ࠾ࡍకए फࣃऴ࢐ ߖ  x ࠭࠲ బܽदڒ ࠭ a y y xx

కएࡅ  అߖ ऴࣃ࢐फ ࠭ మ࠾ࡍ అ޴ߝ సछ తంऴత ࢘ࡍయࡽࠋ అవకలన సࠬకరణం ࣆలభంڴ y x y 
ङޑన ऴప࠳సࠪన ړ ࡏࠬ ࠾ࡍమ ޴फంࣆߧߖక ڴయంޓ܉స ڴలంږߘࣃ ࠪऒ ऒߖ࠻  ఉపڵࡆంచవ۪ऐ  vx
మ࠭࠲ ࠾ࡍ సࠬకరߖހऒ   ప ऱ࣒ ప  ړࡹ ۃ࡮  ऱ࣒  సࠪనం vx v dx v v dx x dv ړ0 ߤܾࡖ రణ߄ࣃ ࡏࠬ 
फࣃۯ छښఈ ࡽࠋࡔప࣊ ࡽࠋయࡍ࢘ ࡏࠬ బܽदڒ ࠭ షߘ ߤ ߰ంࡏޑ޶, అڕࠬ ޴ లࠚంࡍ࢘ ۯయࡏ࢘ ࡽࠋ 
.యగల సࠬకరణం అం݄ సࠬకరణం 2ۯ
8.
 సऱݭ࠼ సࠬకరణంࡹ ऴపదࡍज ంచబݟన 2.
ओߩన࠼అ , ޴फంࣆߧߖక ڴࡏ࢘ ࡽࠋయࡍ࢘ ڴలభంࣆ 8 झࡽࠋయࡍ࢘ ݭ݃ڼఇంܽऴ ݡ  బܽद x 1 y 1 xڒ ,ࡏ࢘ 

కएࡅ  బܽद 2.vvڒ 1 ݞږ వࡱ࢑ 
ఖۨऐ ࡏࠬ ړߖݞయۯ కృతంڔఏ ߖ8 త࠳న సమऴڴలߘ ఉపڵࡆంచవ۪ऐ  ఎం޶కం݄ ఖۨऐ త࠳న సమऴࡱڴ 
ऴߦరం࠙ߖऒ  కڵ࡯ ఉంܼ࠼ .
  పࢲࡍए ర ऴపऴړయࡹ షరڕࡏڝ ࡏࠬ ޳ࡶ ࡱޔం݄ ࠬߖ ࡏరవ߅క సమऴڴలߘ వࡍ फంపܑయవ۪ऐ  ࡏࠬ ߗڒ ,
ऒߖ޵ ఖۨऐ ڴ࢑ధం నࣄవలڒ ڕࠬ  తంڴ పࡍషए ంచవ۪ऐࡍ ఖۨऐ ߘߝ ,  త࠳న సమऴڴలߘ ఉపࣃڵࡆफ  ߘ
మࣆ ڕߕ ࠾ࡍలభ࠳న ఇంܽऴڼషߤ వۨऐ ంڒ ޴బܽद ࠬߖ޵ ࡏऒ ࡍߪ  फ ۯయంݟ  ఎऴڼషߤ మࡏࠬ ࠾ࡍ 
సࠬకరణం 2.
ప 1 ۃ࡮ న࣒࠳ ۃ࡮ 9 ऱ࣒  y y x.ࡏޑ޶ం߰ ߖ0 ۃ࡮ న࣒࠳ ۃ࡮ 
ప  ࡏࠬ బܽदڒ  ऱ࣒ झڡఎ ߖ ۃ࡮ న࣒࠳ ۃ࡮   ߱ छ޳ యడంۯ ݋ࡃलߖߜ యవ۪ऐ࢘ࣄޓ ࡌ , అం݄ y 1 y x 2.
.޴फంࣆࡍ࢑వ ߖబܽद 210ڒ 10
 మన అవకలన సࠬకరణం 2.
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కएࡅ 7 ङࡲ࣍  షߤ క࡛छ ఇకए ࡏఒక ,޴ంޔࢂࢗ ݞంڷ ߤవ ࠪڒ ߤవ ݋ం࠼ߦ  డ ఆڵ, స࠭࠲ ࡔ అవకలన 
సࠬకరߖހऒ  పࡍషए ए࣊ ࡮ఎ ߘఖࡔఈ వऴక ޙ࠼అ ,࡯࢐ڒ ఏࠫ ڒఇం ڕࠬ ,ంۧ࠭ࡍ  ߘߝ ࡹ࠻ۯ ۶
ऒߕంܿڕߘ࢐లڝࣆࡱޘ .ߘ
 అۯ ࡮యడం ఆసړ फకరం ڒబܽद మనం ߖ޵ऒ  ఎࣃۯ ࡮फ ం, ࠭ంڴ޶ అవకలన సࠬకరణం అړ ࢟ܽ࢘ࡍݥ ߝ dx 0 
 ,ݟంచంߖగమ ߖफందࣆఇ ߘవࡱ࢑
కएࡅ ߖ ߘߝ  ఫంࣾ࢑࠙ ڴ ߤంۨ, ࠬద ߯ ߖ గށంచమߦۮ ߖओ x.ߘ y dy dydx dxd
 ఈښछ ష2 ߤ.
छښఈ ࡹ7 ష2 ߤ.
ట࡛घ ۃ࡮ న࣒࠳ ۃ࡮ 1 1 ݟంచంށగ ߖ వదभ 1 1 ݋ం࠼ߦ ࠾ࡍమ ݟడం۫ ߖ7  0 అޔ࢓ంڒ ޴బܽद dx y x dx 
పओۮ ߘߝ ߖఅ ࠑ ठڴࡍస ړߖݞ  ఇڒ ޻రణం ࡅ  ڴ ߻కए  మ࠾ࡍ ఇతర ࠪరठం ޶ڒ dy 0 x  y nction 
ओߩబܽद ఇڒ కएࡅ 1 ڕమన ݡ  व߯࠹ వۨऐ ంڒ ޴బܽद ࡅకए  ఉతओ నऒ ం 0 వదभ 1ړ సࠪనం.x x y 
बࣃ ޴ߝసࠪనం అ ړ1 ݋ం࠼ߦ బܽद ఈڒ  ړవడం ఆసڝࣆࡱޘ ޴ߝఅ ޳ڒ ࢓޶ంࠉ కߖ फߖ కࣆڵ࡯फం޴.y 
 గࡍషदంڴ ఇࣃ ޴ब ఖ ࣊एࡔవऴక ࡏࠬ ޳ࡶ ࢓޶ంࠉ షदߖక కߖ ۨం࠻ۯ ۃలڕߘనऒ ओߩ ݋ం࠼ߦ ఏࠫܽ, ఈ ޴ఇ ݡ
గࡍషद కߖషद ఇ߾ ߤऱࣾ కएࡅ ల ݋ం࠼ߦ ߤ  ࠭ఖङ  బܽदڒ ࡱࢡంܽ అం࡮అ ࠾ࡍమ ޴ంޔࡏࠪ ڴ ݋ం࠼ߦ న࠳
ओߩఇ ࠭࠲ కएࡅ ࡏࠬ ݡ .రంభ ऴ߮రణ y x 2ߦऴ ࠬ ࡯ంۧށగ ߖ ࠹व߯ ࡽࠋడ ࢟ܽ࢘ࡍݥ ండవࡓ 
10 సࠬకరߖހऒ .2 ,ߖڕࣆޓ 
అవङ ݟంߘ 10 క फ ࠡߖ޳ऒ  ऴߦరంࠚంۨ, అవङ క फ ࠡదం ߖ ,ࣄۯ ࣋ए छ ࡛ न ޳छ పओۮ ߖఅ ݟంచంށగ ࡌ ంݟ, d2x dy 
అޙ࠼ అۯ ࡮యవదभߘߝ ߖ ࠫమघ ऒ࡯ ऒߕޔࡏڝ  ऒߖހఅవకలన సࠬకర ࡏࠬ ڴࡱ޶బ ,ߘ  ఉపڵࡆంۧలߖ
ऒߕంܿڕࡏڝ ధङࣃ ߘ ం పࢲࡍए ऒߖࡌ  ఉపڵࡆంచవ޶भ ࣃధङ ऒߖހఅవకలన సࠬకర ڕనంత వర࠳  
ఉపڵࡆంచంڒ ݟబܽद అవకలన సࠬకరణం ߘంࡓ ݟండవ ఉతओ ऒߕ ऒߖ भ޳۫ ࡹంۧށగ ࡮ఎ ڴࡏߝ  ం మ࠾ࡍ
ऴړం޴ ऴపశऒ లڕ సࠪ߄నࠫవछ ంݟ ఒక ࠼ߦం݋ ఆړߗࠫ ࠆ సࠪనం  అమघ  గࡍషदం޳ࡶ ڴ ఇ߾ ߤऱࣾ  y ߤ
ఉతओ ࡹߖ޳ ,޳ఉం ڴ޴వ ఒకܽ కం݄ ߭దभࡱ࢑ ࡹ ݋ం࠼ߦ నऒ ం అదృశङ మޔ࢓ం࢐ڒ ڕࠬ , ޴లం݄ గࡍషद y 
కߖషदంڴ ఎߖऒ ం࠼ߦ  ऱܿ ఉߕऒ కएࡅ ࡏࠬ ࡆ  ఫంࣾࡍڷ ߤంۨ ఏۮ ߕ޼పओ గలࡌ అߖܾࣄߖ݇ߠ࠵ ޴ y x 
߭ం۪ߕޔऒ కएࡅ ߤఈ ఫంࣾ ޴ంޜठڷత ޳ࡶ   లࣾ࠼ߦ ࡱހంࠪڒ  ݋  దగ ठర ఫంࣾࡅ ߤకए  ऴ1 ߘ ࠆڴ 1 y x 
కएࡅ ,ݟయంڶ ऒߕంܿڕߘఅ ࡏࠬ ߖందޔߩ۫ ठڷ࠴ ړ0   బܽद y x yڒ ޴ఉంܿం ڴలంږߘࣃ ంతڜ ,ࡌ
1 కం݄ ߭దभ޴ అ޴ߝ అనంޔࢂࢗ ړߖޑంڒ ޴బܽद ఇࡏࠬ  ࢑ క࡛छ  ࣊ए ۨం࠻ۯ ۃలڕߘనऒ ओߩ  y ࡏࠬ ݡ
చࡍऐ ంۯ సహజ࠳న ऴపశऒ  ࡱ
సڒ ࡔబܽद అవకలన సࠬకరణం ߘంࡓ ڴࡏߝ ݟండవ ఉతओ ऒߕ ऒߖ  ఎ࡮ గށంۧ࡯ అ࠴ ߝదܽ ऴపశऒ  ڕ
भࡿࢗ ڵࡍޒ ం, ڵࡍޒ ړߖ޵ ߘߝ వࣃफ ఉతओ ࡹ࠻ࡍ  ߘ నऒ మࡃङ  అవకలన సࠬకరࡱހ ఎంڕ޶ అవకలన 
సࠬకరߖހऒ  పࡍషए ऒߖࡌనంత సࠪۧࡷ࢒ ڕࠬ ڴࡏߝ ݟంߘ అవకలన సࠬకరణం ݞంڕంచࡍ  ߰ందడం 
࠭ఖङ ం.
ऒߖޑ࢑܋  ࡍߪ  फڴ పࡍషए  బܽद ఇ࢑ڒ ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖమࡶంచࡍ
అవకలన సࠬకరހలߘ ఎ࡮ ఎࡗ޶ए ओࡍߝ ࡹ࢐ ంࠒ ۯమघ ల సమసङ న సమసङ࠳జߖ ࠲ऴతࠪ ࡱ  ࡮ۧ ࡱ
ړ  ऱషदంڴ ఉంܼڒ ࠼బܽद ࠭࠲ ఈ ࠒమघ ల ఉ޳హరణలߘ ఉపڵࡆంచړߖݞ ऴపయޒऒ ంۧ࡯ మࡏࠬ ࠾ࡍ 
ऒޒऴపయ ړߖݞయۯ ߖ࢐ܽ ࣋ۯ ంۧ࡯.
 ࢐సफవ ࢑܋తంۯ ࡏࠬ ࡹయగڵ࡯నంత సࠪۧߖࡌऒ  అవకలన సࠬకరణం ߘంڴࡏߝ ݟ ఉపڵࡆంచڕంߝݞ 
फࣃۯ ࡹ࢑తం܋ జߖ ఉనऒ ڵ࡯క ࡏࠬ బܽदڒ  ߘ కएࡅ   ఫంࣾڝ ߤసం ࠪڵ णࠪ  y x ߖఅ ޳ڒ ࢓޶ంࠉ షदߖక ޳ࡶ 
भ޳ࠚరంߦऴ ޜ࢑షయం దܽ࠴ ం.
ండవ ఉతओࡓ ࢟ܽ࢘ࡍݥ ండవࡓ  ऒߕ ऒߖ  గށంచړߖݞ, ఇకए డ ࠉం࢓޶ వదभ 1ړ సࠪనం.y 
దܽ ఉతओ࠴ బܽद మనంڒ  ऒߕ ऒߖ छ޳ ం޳ంڕࣆޓ  छښఈ ࡽलయߖࡓఫݟ ࡌ షߤ dy dx 
నరछߩ ङ వࣅबకࡍంచబݟనߩओ ओߩऱనࢀࢗ ړߖހఅవకలన సࠬకర ,޴फంࣆఇ ۃ࡮ న࣒࠳ ۃ࡮ ߖ ڕࠬ ݡ x ޴అ ݡ x y 
ऴ࢐యబޔݡం޴.

 ప ऱ࣒ छ޳ ߖ ߖ ࠬ బܽदڒ సࠪనం ړ0  m dx ndy dx   ߖఅ ޴ంޔ࢓న࣒ అ࠳ దࠬ ,ݟందం߰ ࡌ dy dx dy m n 
బܽद మనం తపओڒ ߯ ۃ࡮ న࣒࠳ ۃ࡮ ړࡹ ޴అ ࠭ࣃۯ फࡍߪ ࠭࠲ ޴అ ,ݟంڝࣆࡌ క  ఈ వङ ڔ फకరణߘx x y y 

ంۨ ఉతओ߅సంబం ړ తघހڷ ࠾ࡍయమం మߖ फޒ క ߖయࠪߖऒ  ఉపڵࡆంۨ ࢘ۯ ࡏయంݟ  y
ండవ ఉతओࡓ న వదभ࠳సࠪన ړ1 ࠭࠲ ऒߕ ऒߖ  కంߪङ ऒߕफࣆۯ ݋  y ڕߕ బܽदڒ ޴ంޔ࢓బܽद ࣔరం 1 అڒ ࠭
ङߙ మࡔట࡛ ߯  ࠪऴత࠲ ఆసړ फ ఉంڒ ޴బܽद ࠬࡏ ఈ ఉతओ నऒ ం ࡅకए ङߙ  మࡔట࡛ ߘ గށంۧలڕߘనऒ ओߩ  ݡ
झ࡯࠻ࡌ రంࣔ ߘߝ ݞږ న అవసరం ޶ࡶ.
 ఇߙ ޴ङ మࡔట࡛ ࡅకए ࡓ  ऱܿ ఉతओ నऒ ం ࠳న࣒ లవం ࡓ ऱܿ ࣔరం ࡅకए  ఉతओ నऒ ం అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ߘߝ y 
ओ߮ۮ కएࡅ లవం ޴ఇ ޴ ࡓ  ऱܿ ఉతओ నऒ ం అం݄ లవం ߘంݟ ఉతओ నऒ ం ࡓంݡ పࡱ޳ ఉߕऒ  y ࠾ࡍమ ࠼
फࣃڵࡆఉప ࡏࠬ ఉతओ  ࡏ  yx ddy x y x x ۃ࡮ ߤన࣒ ఇ࠳ ۃ࡮ న࣒࠳ ۃ࡮ ࠆఆ ߤబܽद ఇڒ యమంߖ फޒ
ࡓ ۃ࡮ న࣒࠳ ऱܿ ࡅకए  ఉతओ నऒ ం ప ऱ࣒  అకए డ ࠮డవ ట࡛घ  ప ऱ࣒  व߯࠹ ఇߤ ܿ ఇ࠳ ۃ࡮ ߤన࣒ y y x y x 
ఆ పదం ఇకए  ۃ࡮ డ త޶పࡍ పంړ फࡹ ఎంڕ޶ ऴ࢐య޶ࡶ ఎం޶కం݄ ߘߝ తߩओ ओߩత ߘߝ ޶ڒ ߘࣃۯ   y 
కएࡅ ޶ࡶయۯ  व߯ڒ 0 ࠹బܽद ఆ పదం పޔ߱ݟంڒ ޴బܽद ऴ࢐యవలࣄన అవసరం ޶ࡶ ఆ పదం x 1 x 
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व߯࠹ ఆ1 ࠆ అߝ పߖ޳ऒ  ऴ࢐య޶ࡶ ఎం޶కం݄ అ޴ ऴߵݞ అ݋࢓ అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ڕߕ ఇకए డ ࡓంݡ పࡱ޳ 
ఉߕऒ కएࡅ ۃ࡮ బܽदڒ ఒకܽ ࠾ࡍఒకܽ మ ࠾ࡍమ ࠼  అం݄ ఏࠫܽ ఇ޴ ߯ व߯࠹ x y ddy x x x 
అޙ࠼ మࢁऱ व߯ߕࣆ ࠹ऒ  వదभ ఒకړߖ޳ సࠪనం ڒబܽद పదం x y 
కएࡅ ۃ࡮ న࣒࠳  త޶పࡍ పదం పޔ߱ݟం޴, అ࠳ ޴న࣒ 1 ఎం޶కం݄ మ࠾ࡍ ఇకए డ ࠬࡏ ఈ y ddy y 1 
పదంࡹ సࠪనం 1 మ࠾ࡍ సࠪనం 1 ఉంۧ࠳ ۃ࡮ ࡏన࣒ ۃ࡮ పదం అదృశङ మޔ࢓ంڒ  ޴బܽद 1 x y x y 
వదभ ఉనऒ ండవ ఉతओࡓ  నऒ ం ࠳న࣒ 1.
एࢲࡍప ࠭࠲  ऒߖࡌ  అసझ  ߖప ޜఅవకలన సࠬకరణం ڴࡏߝ ࠭࠲ , ݟంచంߖగమ ߖదࡶంచڵࡆఉప ࡱ
फࣃۯ ࠭ మړ1 ࠾ࡍ సࠪన࠳న ࠼ߦంࣃ ݋ब ఖङ࠭ ࠭࠲ ߖఅ ࢓޶ంࠉ షदࡍక గߖ ऒߖࡌన సࠪۧ࠳  y 
߰ం࠭޳ మ࠾ࡍ ऴࣃ ࠆڴब बࣃ షदࡍక గߖ  యడంڶ ߖ ࠆڴబܽद ऴڒ ࣆࡱޘ ڕࠬ ࡹݞఉం ࡮ఎ ࡹసࠬపం ړ࠼
ऴߦరం޳ࠚभ ం  ఇߩओ ఇకए ,޴నంత సࠪۧరం ఉంڵత ڕࠪ ړߖݞయڶ ߖ ࠆڴऴ ݡ డ ࡅ ߖ ࠭࠲కए  ఫంࣾڴ ߤ x y 
ऒߕफࣆ۫ మߖ ऴࣆܾߠ ࠆڴ ఉంڒ ޴బܽद ߖజంڴ మనం ऴߖ ࠆڴ ఇ࡯࠻ۯ ڼ࡮, అޙ࠼ పࡌछ  ߖ ࠆڴऴ ߘߝ ޶ࡶ
ఇపओ  ࡯࠻ڶ  అࣾం x y ࢓ࡱߖ ࠾ࡍజ సࠪంతర అࣾం అࣾం మޒऀ ࠾ࡍమ ޴ంݟయబۯ ݞऴ ࠆڴऴ ښܽ
అࣾం ڒబܽद అࡅ ޴ߝకए बࣃ 1 1 ݋ం࠼ߦ ࡏࠬ బܽदڒ ߅࢑   x y࡯ݞఉం ࡮ఇ ࡹసࠬపం ࠆڴబܽद ऴڒ షदంࡍక గߖ
࢐ङ ࠭࠲ బܽदڒ ఒకܽ ݋ం࠼ߦ  ండవ ऴపశऒࡓ ࡹమం࠻ फࣃనం ఇ߄సࠪ ڕ దగ ߤవ ݋ం࠼ߦ ,࠭ ठర ఫంࣾߤ 
ङࡲ࣍ షߤ క࡛छ కएࡅ   ऴڶ ߘ ࠆڴయంݟ ఇߩओ  ߘߝ ࠾ࡍమ ߘంۧڵࣃనڜ ڕ޶ఎం ࡮ఇ ߘ ࠆڴऴ ߘߝ ݡ
ऴߘ ࠆڴ ఎంڜ ڕ޶నڵࣃంۧߘ అߖ అ޳ڷݡం ఆ తࡌछ ऴపశऒ ޒ ऒߕంܿڕߘ࢐లڝࣆࡱޘ ߘߝ   ఏࠫటం݄ ߘ
, ఈ ऴࠆڴ ऴపڒరం ߭ޙڵࡍ ߭దभڴ޴ మ࠾ࡍ ߭దभࡍࠪ ڴ޴నߩओ ऒߕࣆ వࡱ࢑ ࠾ࡍమ ޴ంޔठڷత ݡ  y y x xړ
దగ ठరڴ వࣆफం޴ మ࠾ࡍ ఆ߯ ߕࣆऒ ओߩనڵࡍ߭ ړఒకܽ ݟంߘ  ऒߕࣆ వࡱ࢑ ݡ  y x ړఒకܽ ݟంߘ 
కएࡅ  ࡹటࠪ ࡗమ ޴ంޔڷࡏ߭  ఫంࣾڴ ߤ ఇకए డ ߭ޔڷࡏం޴ మ࠾ࡍ ఇకए డ తڷठޔం޴ అߖ మనڕy sx 
ఎ࠴ ,ࣆࡱޘ ࡮దܽ ࢑షయం ఏࠫటం݄, అవకలన సࠬకరణం ࠬڕ ఇۯऐ  అవకలన సࠬకరࢗ ڵࡍޒ ړߖހళ ऱడం
అڕࠬ ޴ߝ ऴప߄న࠳న ࡅకए छ޳  ޴फంࣆఇ ߘ ۃ࡮  x y y x y x ࡔ࢘ ړ ࠹व߯ ړ ݟంߘ న࣒࠳ ߯ ࡌ x 
छڒ దܽ࠴ ࠭࠲ బܽदڒ ࢓ࡶ ࡱ࡮࠮ ऴడంࣆ۫ ߖ ݋फߕऒ ऒߕफࣆ۫ ࡏࠬ ࠭ छڒ దܽ࠴ ࠭࠲ ࠭ ऴడంߖ ݋ 
ࠪऴతࣆ۫ ࠲फߕऒ ࠭ ఒక ࣃब పओۮ ߖߖ޳ బܽदڒ సࠪనం ړߖ޳షदం వదभ ఒకࡍక గߖ డంࡹ అర बం ఏࠫܽ  xy y y 
వదभ ఒక ࣃब ऒߖदࢲࡍక గߖ  కڵ࡯ ఉంܿంڒ ޴బܽद కం݄ ߭దभࡍࠪ ڴ޴నߩओ వ 1 కం݄ ۨనऒࡱ࢑ ݡ  y 1 x ڴ޴
 సࠪనంxy x x y ړߖ޳ వ వదभ ఉం݄ࡱ࢑ బܽदڒ సࠪనం ړవ 1ࡱ࢑ సࠪనం ړకం݄ వదभ 1޶ఎం ޴ంޔࡏࠪ
అߘߝ ߖ గమࣃߖफ बࣃ ޴ߝసࠪనం అ ړబܽद 1ڒ ࡔసࠪనం 1 స ࣆࡱޘ ڕࠪ 1  ߘ  x y y ړబܽद 1ڒ షदంࡍక గߖ
ࠫంۨ ߭ޙڵࡍ తపओ ڵత ڴࡍసߖ ठంۧ࡯ ఇࣃ ޴ब  x ܽ޳ ߘవࡱ࢑ షदࡍగ ࡏࠬ బܽदڒ వࡱ࢑ షधࡍషदం 1 గࡍక గߖ
ओߩऱనࢀࢗ ڵవ తࡱ࢑ ݡ ठం޴ అం݄ ࡱ࢑వ తڵ ठం޴  జ  ࡅకए  व߯ࡅ ࠹కए కएࡅ   x x y yx y x y ߯ ۃ࡮ 
కएࡅ छڒ దܽ࠴ ࠭࠲ ࠾ࡍమ ߖఉంద ڴలంږߘࣃ గణన ݟంߘ న࣒࠳  ऴడంࡹ ݋ ఉߕऒ మߖ మనం x x 
ఇߩओ బܽद ఉతओڒ ޴ఉంܿం ڴలంږޒబܽद ࣔరం ऴపڒ ,ݟంڝफం۪ࡏڷ ߖమࢡ۫ ݦ నऒ ం 1 కం݄ ऴపږޒలంڴ 
ఉంܿం޴ .
 ఫ࡯తంڴ తڷठߝޕ ఉంܿంڒ ޴బܽद 1ړ ࠫంۨ ߭ޔڷࡏంڒ ޴బܽद ޳छ छ޳ బܽदڒ ࡌ  xy y y x y x 1 ࡌ
కం݄ ߭దभڴ޴ ఉం࡯ݞ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ޳छ కएࡅ ࡌ छ޳త ࠾ࡍమ ࡯ڴࣃనڜ ڴలంږߘࣃ ۃ࡮   x y ࡌ
ఉతओ నऒ ం ऴపږޒలంڜ ڴనޔڷࣃం޴ మ࠾ࡍ త޳छ కएࡅ ࡌ  అ1 ޴ߝ అనంతం ࠬద ఖۨऐ తంڴ x  y 
ߠ࠵ తపओ ޴అ ڴ࢑ధం ޻అ ࠾ࡍమ ߤ݇ .ࡏడగల۫ ࡏࠬ ߖలڴర߭ ړ1 ݟంߘ 0 ڴࡍసߖ

 అంښ޶ ऴࠆڴ ఈ ࢑ధంࡏࣃڶ ڴ , ఈ ऴࠆڴ అߖऒ ओߩఇ ޴ߝఅ ࣆࡱޘ ࡮ఎ ڕߕ ߖందޔࢂࢗ ڴࡱ߄࢑  ऴపశऒ ݡ  .
ओߩऱనࢀࢗ ړ లం࠮  తపओ ݡ ऱࡿࢗ ړ0 ڴࡍసߖ లڕߕ ߖ ఎࣆࡱޘ ࡮ మࢀࢗ ړ ࠾ࡍऱనߩओ y 0 x ڕߕ ޴అ ݡ y i
ఎࣆࡱޘ ࡮ తపओ క 0ࡿࢗ ړऱ  nfinity x.࡯
 ఇకए డ మనం ఈ దశࢗ ࡹనړए ऱࡿࢗ  .࡯
 
ఇకए డ మనం ఈښछ ష2 ߤ.
ऱࡿࢗ ڵࡍޒ ړ10 ఇకए ,࡯ డ మనం ఈښछ ష2 ߤ.
ప 1 ߖ ऱ, ఈ సࠬకరణంࢀࢗ ڵࡍޒ ړ10 ऱ࣒ ం.y޳ంڕߘఅ ߖఅ ۃ࡮ న࣒࠳ ۃ࡮  y x 

అనంޔࢂࢗ ړߖޑం޴ అڕߘం޳ం, అనంతంޙࢀࢗ ړࡹ, ఎడమ ࢙ڕߩ ఏࠫ జޔڷࡏం޴ అߖ   y y 
అڕߘం޳ం, 
ఇߩओ ओߩऱనࢀࢗ ړߖޑఅనం ݡ  y y ,ݟరంڕࣆޓ ڕߩ࢙ ఎడమ ߖ ۃ࡮ ݡ

పओۮ ఏࠫ ࡏࠬ ంۨࡍڷ న࣒ 1࠳ ۃ࡮ న࣒࠳ గలࡍڷ ࡏంۨ ࠬࡏ ఏࠫ ۮపओ గల࠳ ࡏన࣒ ࠳ ۃ࡮న࣒ y y y y 
ऒߖ޵ సంڝ ࠬ ࡹ ݋ࢴ ߩతڵڒ , ޴ంޔࢂࢗ ړߖޑఅనం ݞږ   మࢁऱ ࣃۯफ మన దగ ,ߘ ठర ࠳న࣒ ࠳ ۃ࡮న࣒ 1 y y 

ओߩऱనࢀࢗ ړߖޑబܽद అనంڒ సࠪనం ړ ۃ࡮ న࣒࠳ 1 పओۮ ߖఅ ۃ࡮ న࣒࠳ ߕ޻నࡕస ޴ఇ ݡ ం࠳ ݟన࣒x y y y 
పऱ࣒ ݞږ 1  ఇߖऔ ऒߖ޵ ࡏࠬ అం݄ ޴फంࢂࢗ ࡮ఎ ړܾߖ  ࢑శछ తపओ ۃ࡮ న࣒࠳ फ࣋ࣄ పऱ࣒ ڴࡍసߖ  ఇߖऔ  x ړܾߖ
ऱࡿࢗ బܽद తపओڒ ࡯ క ߕࣆऒ ऱࡿࢗ ړ తపओ ۃ࡮ న࣒࠳ ߘߝ ࠵జߖ ڕ޶ఎం ޴ఇ ,࡯ క ఎంߦۮ ڕ޶ओ  x y y  ࡯
 ప ऱ࣒  ఇߖऔ ళࢗ ړܾߖ ऱంݟ ఎం޶కం݄ ఇߖऔ ओߩऱనࢀࢗ ړ ۃ࡮ ܾߖ  y y ࡏࠬ బܽदڒ ޴ంޔࢂࢗ ړߖޑఅనం ݞږ ݡ
फࣃ۫ औߖఇ ޴ఇ ࡏ औߖన࣒ ఇ࠳ ܾߖ ࡍߖరకం అ ܾߖ भషदం ڒ ޳ڒబܽद ࠳న࣒ ۃ࡮  ప ऱ࣒  ఇߖऔ  y y ߖందޔࢂࢗ ړܾߖ
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పओۮ ࡮ఎ ߘߝ గలߘ? 
ఇపओ ప ڔܽ ऱ࣒  ఇߖऔ ऐۯఇ ࡹల ݭ࠼సऱ ڕࠬ ߘߝ ,޴ంޔࢂࢗ ړܾߖ  ࢐ङ ऒߖࠪ࠻ भ޳۫  ం , ڒబܽद ఈ y 

࢐ङ ప 1 ړߖݞంచۨࡹంۨ ఆࡍڷ మం࠻ ऱ࣒ छښఈ ۃ࡮ న࣒࠳ ۃ࡮  ష2 ߤ.y x 
సࠪన࠳న సࠬకరߖހऒ भ޳۫  ం తపओ  ठ 10 y x yڷ࠴ ߩ࢙ అనంతం 0  ࡯ߦ۫ ठڷ࠴ ڴࡍసߖ

నऒޔߩ۫ ం޶న ۨవࡍ ࠙గం  ప ऱ࣒  అనంࢀࢗ ړߖޑऱనߩओ తపओ ݡ ऒߕࣆ ڴࡍసߖ ऱࡿࢗ ړ ప ࡯ ऱ࣒  3d y x ޙక߱ࡶ 
ऒߕࣆ ߤవ ݋ం࠼ߦ ݡంࡓ కएࡅ  మघߜ కం݄ ߩ࢙ ఎడమ ߩ࢙ ݟڕ  ధङࡏ࢙ ޴ఇ ,޴ంޔࢂࢗ ړߖޑఅనం ڴ޴ ం  
ओߦۮ ࡹటࠪ ࡗమ ޳ࡶ లం݄ , ఎడమ ࢙ߩన ఉనऒ y ޶ం࠭ ڕఇంత ߘߝ ࠾ࡍమ ݟరంڕࣆޓ ߖ ۃ࡮ 
ంۨన޴࢐ ऱܿ޴࢐ ࡏࠬ ڴంచవ۪ऐ ओ߮ۮ ߘߝ ڴథࠫకంߦబܽद ऴڒ   ,టం݄ࠫ޻
ऒߖڜ  ఇతర ࢑ష࠻ల కం݄ ߖڜऒ  ࢑షࡱ࠻ ࢘గంڴ అనంࡿࢗ ړߖޑफ యߕޔࠋۮ ࠭࠲ ߖऒ  y ۃ࡮ ۃ࡮ ࠭
ए࣋ ۃ࡮  ޴ంޔࢂࢗ ړ ޴ంޔࢂࢗ ړߖޑఅనం ڴకం݄ ࢘గం ۃ࡮ छ ࡛ न కం݄ ఇߖऒ ܾ ࢘గవంత࠳న޴ yy inf yy y 
࣋ए छ ࡛ न కం݄ ࢘గంڴ అనంޔࢂࢗ ړߖޑం޴ శړ फړ ࢘గంڴ అనంޔࢂࢗ ړߖޑం޴ y 
ऒߖట࢒ బܽदڒ छ޳ ܽ ఏࠫ అర ࡏࠬ ࡌ बం ڕࣆۯంܼڒ ࡏబܽद ఇకए డ ఒక ࢐ङ ऒߖڴ࠙ ࡍమం ఈ ۨవ࠻  ఖۨऐ తంڴ
చࡍऐ ంచంݟ ఫంࣾࡅ ߤకए  కం݄ అనంతం ޳ߖనంڴ ఉంܿం޴, ఇకए డ మࡱ ࠾ࡍ f f t g f g a 
మ࠾ࡍ కڵ࡯ ఉనऒ  ఒࡌ࢑ ښమంߖ ࡹరछ ۨంచబడڒ ࠼ޑబܽद ߖషओ మघߜ फ ఉం݄ అనంతం కం݄ޒ  t ft ڴ޴
పओۮ మనం ߖందޔࢂࢗ గల సࡕన ߖరछ చనం ఏࠫܽ ऴపࣆफత సందరग ంߕࣆ ࡹऒ  ft by gt ,޴ంޔࢂࢗ ړ
ऒߖయࠪߖ ޒపऴࣆఆ ࡏࠬ  వࡍ फంపܑయడం ޳छ మघߜ కం݄ ࡌ 'l ࡏࠬ ߖందޔࢂࢗ ړߖޑఅనం ڴ޴ y 
 ,ࡌంచగలߧࡐߖ
ఉ޳హరణڕ అ޳ ۃ࡮ ڡ܊࡮ ޻छ ङ࠼ࢗ పవ࡛ ࡌ మघߜ కం݄ ړ  t t ࠬ ڴరణం߄ࣃ ޴ంޔࢂࢗ ړߖޑఅనం ڴ޴

ఎంత ߭దभߕ޼ మ࠾ࡍ ఎంత ۨనऒ ړన ࠬ శ࠳లږߘࣃ  फۃ࡮ ړ శړ फ శړ फړ కం݄ ߜమघ  n n t n t ڴ޴
అనంޔࢂࢗ ړߖޑం޴ అనంޔࢂࢗ ړߖޑంڒ ޴బܽद ఈ ࢐సफవంࡹ వృ޴मߖ ߱లऐ డం ࡍڷంۨ ఈ ࢐సफవం  ఏa t 
ङڕ࡯ڒ  ݡంࡓ ల࣒ ࡓ ࡹంݡ ఫంࣾࡱ ߤ ఇߖऔ లऐ߱ࡍస ߘܿࡔ ऱࢇࢗ ړܾߖ డం ఎంత ࡹ ݋ࡔ ఉంܿం޴ అߘߝ ߖ 
ऒߕफࣆۯ వృతంࡌనߩ औߖంۨ ఇ߅సంబం ړ ߤక ఫంࣾࡖమ ߤఒక ఫంࣾ ,ߘ  ఒక ޳ࡶ ޾फంࢂࢗ ڴఎంత ࢘గం ړܾߖ
ఫంࣾߤ ఎంత ࢘గంߕࣆ ڴऒ ङڕ࡯ڒ వడంڝࣆࡱޘ ޾फంࢂࢗ ړ ల࣒ ࡮ۧ ࡹ ࠭ఖङ ం.
 మࡖక ఫంࣾڕ ߤ సంబం߅ంۨ ࠬࡏ 

మࡓ ࠾ࡍంݢ అనంࢗ ړߖޑళ ऱవ۪ऐ ళࢗ ړ0 ݢంࡓ ޳ࡶ  ऱవ۪ऐ  న f g࠳గవంత࢘ ࡹంశంࡌࣃ ߗڒ ,
ङڕ࡯ڒ ల࣒ ߖ ఒకڜߖ޳కܽ ࣾ߮ࣃంڴ 
ఉంݦ ఫంࣾߤ ల ߭ڷࡏదలߘ ߱లऐ డం.
 ఇߖऔ ऒߕࣆ ޳ࡶ ړܾߖ ఇۨऐ ࠾ࡍమ ࡱ ߤఫంࣾ ݡంࡓ ,ߕ࠳స࠭ۨత ޴ఏ ړߖݞంచށँ ړ నߩओ  ft gt ft ݡ
అనంړߖޑ ࢘గంޔࢂࢗ ڴం޳ࡶ ޳ ࢘గంڴ అనంޔࢂࢗ ړߖޑం޳ అߝ ऴపశऒ  gt ޶ڒ లభంࣆ ڴరణం߄ࣃ 
 y.޶ڒ లభంࣆ ࡹ࢑షయం ۃ࡮
  మ࠾ࡍ ఎం޶కం݄ ࠬࢗ ࡏంటߝ ఆࣆపऴߖ ޒయࠪߖऒ  వࡍ फంపܑయవ۪ऐ 'y l ࡏࠬ ڴతర۪ ߗڒ 

ఆࣆపऴߖ ޒయࠪߖऒ  వࡍ फంపܑయడం అంత అదృషदవంࡏࡶڒ ࡱޔ మ࠾ࡍ సమసङ 'l޴ఉంܿం ڴకషदం ࡮ۧ 
 ఏ޴ ࢘గంڴ అనంޔࢂࢗ ړߖޑంߖ ޾ర प࠼ం۪ڝం޳ࡶ ݟ ఈ ࡓంݡ ఫంࣾࡱ ߤ అޜܿࡔ ޻ అనంࡿࢗ ړߖޑफ  ࡆ
ఉ޳హరణۮ ڴపओ ంݟ, ఫంࣾߘ  ߖ ߤంࡌ࢑ ݟమంࡹ व߯࠹ ల సంఖङ బܽद  ఆ߯ ft 1ڒ ం޳ంڕࣆޓ ڴ t t 10 t 
కएࡅ  అޙ࠼ అڕߘం޳ం ڷࡱߕ అڷࡱߕ ޴ߝ व߯ࡓ ࡱ ࠹ంݡ࠮ ݡ ఐ޶ మ࠾ࡍ ఏݡ ఉంܼ࠼ f 
అ࢑ ޻ధంࡅ ڴకए  వంద అޙ࠼ ఒకܽ మ࠾ࡍ వందల మధङ  व߯࠹ ల సంఖङ  మ࠾ࡍ व߯࠹ ల సంఖङ  t t f 

ల సంఖङ ࠹బܽद व߯ڒ ࣆࡱޘ ڕࠬ ߖందޔࢂࢗ ړߖޑఅనం ޜ  అనంతం ڒబܽद అనంޔࢂࢗ ړߖޑం޴ t f t 
भ޳۫ ߖ ߤక ఫంࣾࡖమ ,޴ంޔࢂࢗ ړߖޑబܽद అనంڒ ం ړ సࠪన࠳న ۃ࡮ ࠬద ݞږ ۃ࡮ t gt t tt t 
అనంޔࢂࢗ ړߖޑం޴, అనంޔࢂࢗ ړߖޑనऒ ओߩ ऒߖయࠪߖ ࡽޑߧࡹ ݡ  వࡍ फంపܑయంۃ࡮ , ݟ కం݄ t t 
࢘గంڴ అనంޔࢂࢗ ړߖޑందߖ మనం ఇߩओ . ࠭ࢡ۫ ݦ
  అ޳ ޙ࠼छ షओߖ ࡌ  ft gt ft gt ڴ࢑ధం కࡖమ ޴అ ޳ࡶ ޳ంޔࢂࢗ ړߖޑఅనం ڴంۨ కం݄ ࢘గంࡍڷ फޒ
ఉంࡏ࢐ ޳ࡶ ޳ అ޻ ࢘గంޜ అనంߕޔࢂࢗ ړߖޑऒ ఈ ऴపశऒ ޳ࡶ ࡌ  

మ࠾ࡍ అనంޔࢂࢗ ړߖޑందࣄڴ ߖझ యߤ సछ తంऴతంڴ ఊࣕంۨన అపڣङ  నం ft gtڴన ఊࣔࡷߦ ޒ
సంవతझ 100 ߩ޳޳  నంڴఈ ఊࣔ ڴࡱࡌ
छ޳ హడ࡛ࠪन ࡹ1896 ࡱथ܌वసफࢡ తށం۶ గ߾ऴ ࡏఇదभ ߖߖ޵ ,޶ࡶంచబడߧࡐߖ  ࡹ 1898 ࡏకࡖమ ࠾ࡍమ ࡌ
बࣃ  సछ ޜటߦ న࠳లవ߮ ࠼ తంऴతంࣄ ڴबరపݞन म޳ࣄ ఈ ࠾ࡍమ ࡏ ంߖޑऒ  ऴప߄న సంఖङ म޳ࣄ  ంతం అߖ 
फࣃࡱߧ .ࡏ
 సంڣङ म޳ࣄ  ంతంࢩ࢑ ࡮ۧ ࡹష࠳న ޳ࣄम ంڒ ࡱޑబܽद ࠬࡏ అనంޑలߘ ߱లऐ డం అంత ڛ࡯ޙన పڒ ߖదߖ 
फࣃ۫ ࡏࠬ కएࡅ అనంతం ࠾ࡍమ ࡏ ࡎࣔ ߘచనࡹక ఆ࡯߱  न ޳छ ఈ ۨనऒ ࡌ  ऴܼڡ द ࡹ ఆర न࡛ झ  ఆࠆ ఇߖऔ  ghܾߖ
అࣃࡱߧ ߖफ ओߩఇ ࠭࠲ ,ࡏ फࣃۯ ࠭࠲ ߗڒ ,ంܼ࠭ڕࣆޓ హరణ޳క ఉࡖమ ݡ ࠭ బࣗࢡ త޶పࡍ 
ఉపߕङ సంߖ޵ ࡹऒ ऒߖހఅవకలన సࠬకర ۯంߧߖక ڴఈ అࠪయకం ࠭࠲ ,ݟయంۯ  छ޳  ద 1 పࠬ ࡌ ऱ࣒  dx y 

फࣃۯ సࠪనం ړ ړ ం, ఇࡍ࢘ ޴యۯ ࡏ࢘ ࡽࠋయగల సࠬకరణం మ࠾ࡍ పࢲࡍए రం అవङ క फ ࡐపంࡹ y x
ऴపదࡍज ంచబޔݡం޴ మ࠾ࡍ పࢲࡍए ऒߖࡌ  మࢁऱ కھߘనవ۪ऐ  మ࠾ࡍ  ఈ ఉ޳హరణࡍߪ ࡹफ ࣄۯన ऱܿڴ 
మనం ఏࠫ ڕࡏڝంܿߕऒ ࠭ , అనంࢀࢗ ړߖޑच నߩओ మనం అర ޾ంޔڷࡏఏࠫ జ ݡ बం x 
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ऒߕంܿڕߘ࢐లڝࣆۯ ࠭, అనంړߖޑ ఎޔࢂࢗ ࡮ంڕࣆޓ ߖߖ޵ ࠭࠲ ,޴ంܼ࠭  త޶ప࠭࠲ ࡍࣃࡍ ఈy 
ఇకए ܌ࡗ డ ఆࣃ࢘ߧफ ࠭, అޙ࠼ ఈࡏࠬ ڴࡹ సࠬకరణం 2.
షएࡍప ߖ11 ంచవ۪ऐࡍ  మࣄ ࠾ࡍదमంڴ ఉండంݟ 
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