
 ேவ௥படட் சமன்பா௄கள் பற்௣ய இந்தத் ெதாடரின் ஐந்தாவௌ ௳ரி௵ைரக்ஶ வரேவற்ழேறாம், 
இன்௥ நாம் ஒேர மாொரியான சமன்பா௄கள் பற்௣ய ஒ௠ அத்ொயாயத்ைதச ்ெசய்ேவாம், எனேவ
ஒேர மாொரியான ெடாைமன் எௌ என்பதற்ஶ ேதைவயான வைரயைறக௬டன் ௚த௧ல் 
ெதாடங்ஶேவாம்.
 ெடாைமன் ஼ல எளிய எ௄த்ௌக்காட௄்கைளப் பாரப்்ேபாம்.

இன் ௌைணக்ஶ௱க்கைளப் பாரப்்பௌ, என்ற ௳மானத்ொன் ௌைணக்ஶ௱ ஐ ஒேர   r2 r 2 d 
மாொரியானதாகக் ஷ௥ழறௌ , நீங்கள் ெடாைமனில் ஒ௠ ௖ள்ளி ஐ எ௄த்ௌ d xy 
0 க்ஶ சமமாக இல்லாத அள௵ேகாலால் ெப௠க்ழனால் கமா ௙ண்௄ம் இ௠க்க ேவண்௄ம் tx ty 
ேவ௥௳தமாகக் ஷ௣னால், ெடாைமனில் ௖ள்ளிைய எ௄க்ஶம்ேபாௌ d xy 

என்பௌ ேதாற்றத்ௌடன் க்ஶ இைணயான ஒ௠ ௖ள்ளியாஶம், இௌ ௖ள்ளிைய இன் xy xy xy t 
காரணி ௛லம் அள௳௄வௌ  அள௳டப்பட்ட ௖ள்ளி௞ம் ெடாைமனில் இ௠க்க ேவண்௄ம், எனேவ 
அைனத்ௌ மற்௥ம் அள௳௄தல் காரணி ேநரம்ைறயாக இ௠க்கலாம் அல்லௌ எொரம்ைறயாக 
இ௠க்கலாம், எனேவ ௖ள்ளிகளின் ெதாஶப்௔ல் என்ன நடக்ழறௌ என்பௌ உண்ைமயான t 
எண்களின் அூப்பைட௜ல் மா௥ப௄ம் கமா இௌ ஒ௠ ேகா௄ எனேவ ஒேர மாொரியானௌ  tx ty 
ெடாைமன் என்பௌ ேதாற்றத்ொன் ேதாற்றம் த௳ர நீக்கப்படலாம், ஏெனனில் என்பௌ க்ஶ xy d 
ெசாந்தமானௌ என்௥ நாம் ேகா௠ம் வைரயைறைய நிைன௳ல் ெகாள்௬ங்கள், என்பௌ txty d 
க்ஶ க்ஶ சமமாக இல்ைல.d 
 எனேவ இௌ ஒேர மாொரியான ெடாைமனின் இயற்கணித வைரயைற ஆஶம் ஒேர மாொரியான 
ெடாைமன்களின் ஼ல உதாரணங்கைளப் பாரப்்ேபாம், ஆனால் அதற்ஶ ௚ன் ஒேர மாொரியான 
ெடாைமனின் படத்ைதப் பாரப்்ேபாம், ஆம், மஞ்சள் நிறத்ொல் ஒேர மாொரியான ெடாைமைனப் 
பாரக்்ழ௤ரக்ள், இௌ இரண்௄ ேகா௄க௬க்ஶ இைடேய உள்ள பஶொ க்ஶ சமமான மற்௥ம் y x y 
இரண்௄ x.
 இந்த இரண்௄ ேகா௄க௬க்ஶ இைடேய உள்ள பஶொ ௚தல் நாற்கரத்ொ௩ம் ௛ன்றாவௌ 
நாற்கரத்ொ௩ம் மஞ்சள் நிறத்ொல் நிழலாடப்பட்௄ள்ளௌ.

மஞ்சள் பஶொ௜ல் உள்ள ஒ௠ ௖ள்ளி ஐ ஆல் ெப௠க்ழனால் என்பௌம் உள்ளௌ,   n xy t xy 
எனேவ இௌ ஒ௠ ௖ள்ளி என்௥ நீங்கள் பாரக்்ழ௤ரக்ள், அைத ஆல் ெப௠க்ழனால் , xy t t 
என்றால் என்ற ேகா௧னியர ்௖ள்ளிக்ஶ வ௠௴ரக்ள்.txty 
 ௗஜ்௷யத்ைத ௳ட ெபரியௌ மற்௥ம் ௗஜ்௷யத்ைத ௳ட ஶைறவாக இ௠ந்தால் எொர ்பக்கத்ொல்t 
உள்ள இந்த ஶ௣ப்௔ட்ட ௖ள்ளிக்ஶ வ௠௴ரக்ள், எனேவ இௌ ேபான்ற ஒவ்ெவா௠ ௖ள்ளிக்ஶம் இௌ 
உண்ைமயாஶம், எனேவ இந்த ெடாைமன் ஒ௠ ஒேர மாொரியான ெடாைமன் இப்ேபாௌ நாம் 
ேம௩ம் அூக்கூ ெசல்ேவாம்.
  அைனத்ௌ உண்ைமயான எண்கள் ஆனால் ேநரம்ைற உண்ைமயான எண்கைளப் ெபா௥த்த 
வைர௜ல், அேத ேபால் ஒ௠ ெடாைமன் ேநரம்ைறயாக ஒேர மாொரியான ெடாைமைன  
வைரய௥ப்ேபாம்.
  ஒேர மாொரியான ெடாைம௑க்கான ௚ந்ைதய வழக்ழல் பா஼டூ்வ் மட௄்ேம என்பௌ, t t 
௚ைற ஆனௌ க்ஶ சமமாக இ௠க்க ேவண்௄ம் என்௥ ௳௠ம்௖ழேறாம், 0 க்ஶ சமமாக xy d 
இல்ைல 

எனேவ ஒேர மாொரியான ெடாைமன்கைளப் ெபற்ேறாம், ositively homogeneous domain 
ேநரம்ைறயாக ஒேர மாொரியான ெடாைமன்கைளப் ெபற்௥ள்ேளாம், எனேவ இப்ேபாௌ ஒ௠ 
ெடாைமனின் உதாரணத்ைதப் பாரப்்ேபாம், ஆனால் அௌ ஒேர மாொரியாக இல்ைல, ஆனால் 
அந்த ெடாைமைன உ௠வாக்ஶவௌ ௘க௵ம் எளிதானௌ.
 ஶவாட்ரன்ட் என்பௌ ௳மானத்ொல் உள்ள அைனத்ௌ ௖ள்ளிகளின் க்ஶம் சமம், அதாவௌ d xy x 
ேநரம்ைற மற்௥ம் என்பௌ ொறந்த ௚தல் நாற்கரத்ைத நான் ஏன் அதன் ொறந்த ௚தல் y 
நாற்கரத்ைத ெசால்ழேறன், ஏெனனில் எல்ைலக் கொரக்ள் இந்த நாற்கரத்ைத இைணக்ஶம் 
ஒ௠ங்ழைணப்௖ அச஼்ன் பஶொக௬க்ஶ இைணயாக இ௠க்ஶம்.
 ெடாைமனில் ேசரக்்கப்பட௳ல்ைல ெடாைமன் என்பௌ அைனத்ௌ ௖ள்ளிகளின் d 
ெதாஶப்பாஶம் அதாவௌ ேநரம்ைற மற்௥ம் ேநரம்ைற எனேவ க்ஶ சமம் xy x y x 0 
ேசரக்்கப்பட௳ல்ைல, எனேவ இௌ ொறந்த ௚தல் நாற்கரமாஶம், இந்த ொறந்த ௚தல் நாற்கரம் 
நான் எ௄த்ௌக் ெகாண்டால் ெவளிப்பைடயாக ேநரம்ைறயாக ஒேர மாொரியாக இ௠க்ஶம்  x 
கமா ொறந்த ௚தல் நாற்கரத்ொல் ௔ன்னர ் கமா என்பௌ ேநரம்ைறக்கான ொறந்த y tx ty t 
௚தல் ஶவாட்ரண்ூ௩ம் இ௠க்ஶம், ஆனால் எொரம்ைறக்ஶ அல்ல எ௄த்ௌக்காட்டாக 1 1 t 
எ௄த்ௌக்காட்டாக ௖ள்ளி 1 1  ெடாைமனில் ஆனால் ைமனஸ் 2 மற்௥ம் ைமனஸ் 2 ைமனஸ் 2 க்ஶ
சமமான ூ எ௄த்ௌக்ெகாள்வௌ ெடாைமனில் இல்ைல, எனேவ இௌ ஒேர மாொரியானௌ அல்ல, 
ஆனால் இௌ ேநரம்ைறயாக ஒேர மாொரியானௌ, எனேவ ஒேர மாொரியான ெடாைம௑க்ஶம் 
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ேநரம்ைறயான ஒேர மாொரியான ெடாைம௑க்ஶம் இைட௜லான ேவ௥பாட்ைட நீங்கள் 
௖ரிந்ௌெகாள்௴ரக்ள் என்௥ நம்௖ழேறன்.
 
ஒேர மாொரியான ெடாைமன்கள் மற்௥ம் ேநரம்ைற ஒேர மாொரியான ெடாைமன்களின் ஼ல 
எ௄த்ௌக்காட௄்கைளப் பாரப்்ேபாம்.
  ௳மானத்ொல் இ௠ந்ௌ ேதாற்றத்ைத அகற்௣ேனன் ,
 அதனால் ௌைள௜டப்பட்ட ௳மானம் ஒேர மாொரியான ெடாைமன் ஒ௠ ௖ள்ளிைய 
எ௄த்ௌக்ெகாள்ழேறன் இரண்௄ம் ௗஜ்௷யமாக இ௠க்க ௚ூயாௌ மற்௥ம் ௗஜ்௷யமாக xy x y 
இ௠க்க ௚ூயாௌ, எனேவ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமாக இ௠க்காௌ அல்லௌ க்ஶ சமமாக x y 0 
இல்ைல ஆல் ெப௠க்கப்ப௄ழறௌ  என்பௌ 0 அல்லாத உண்ைமயான எண், ௔ன்னர ்t t tx 
காற்௖ள்ளி இரண்௄ம் 0 ஆக இ௠க்க ௚ூயாௌ, ஏெனனில் ஏற்கனேவ 0 அல்ல , ேம௩ம் t x 
அல்லௌ என்பௌ 0 இ௧௠ந்ௌ ேவ௥படட்ௌ என்பைத நாங்கள் அ௣ேவாம், எனேவ இந்த y 
ெடாைமன் ேதாற்றத்ைதக் க௯க்ழறௌ  ஒேர மாொரியான ெடாைமன் என்பௌ நாம் r2 
பாரத்்தபூ ௚தல் நாற்கரமானௌ ேநரம்ைறயாக ஒேர மாொரியான ெடாைமன் அல்ல, அதற்ஶ 
பொலாக இப்ேபாௌ அ௄த்த உதாரணத்ைத எ௄த்ௌக் ெகாள்ேவாம் , மஞ்சள் பஶொக௬க்ஶ ஒத்த 
மஞ்சள் ேபான்ற ௚தல் நாற்கரத்ைத௞ம் ௛ன்றாவௌ நாற்கரத்ைத௞ம் எ௄த்ௌக் ெகாள்ேவாம்.
 ௚தல் ஸ்ைலூல் அந்த இரண்௄ ௌண்௄கைள௞ம் எ௄த்ேதாம், அந்த இரண்௄ மஞ்சள் 
ௌண்௄கைள எ௄த்ேதாம், அந்த இரண்௄ மஞ்சள் ௌண்௄கைள நாம் ௚தல் நாற்கரத்ைத௞ம், 
ஒேர மாொரியான ெடாைமன் ௛ன்றாவௌ நால்வைர௞ம் இப்ேபாௌ சமமான மடக்ைக xy mod x
ைமனஸ் ஆல் ௔ளஸ் என்ற ெசயல்பாட்ைட எ௄த்ௌக் ெகாள்ேவாம்.y x 

எங்ேக இந்த ெசயல்பா௄ வைரய௥க்கப்பட௄்ள்ளௌ, இந்த ெசயல்பா௄ க்ஶ சமமான   y y x 
வரி௜ல் வைரய௥க்கப்பட௳ல்ைல, ேம௩ம் இந்த ெசயல்பா௄ ைமனஸ் க்ஶ சமமான y x 
ேகாட௄்டன் வைரய௥க்கப்பட௳ல்ைல, எனேவ ௳மானத்ைத எ௄த்ௌ இந்த இரண்௄ 
ேகா௄கைள௞ம் அகற்ற௵ம், ௔ன்னர ்உங்க௬க்ஶ நான்ஶ ௌண்௄கள் ௟னியன் ழைடக்ஶம்.
  இந்த நான்ஶ ௌண்௄க௬ம் ஒேர மாொரியான ெடாைமனாஶம்  ௳மானத்ொல் உள்ள xy 
௖ள்ளிகளின் ெதாஶப்௖, ஐ ௳ட ெபரியதாக உள்ளதா என்பைத நீங்கள் ஆராய்௴ரக்ள், இைதy x 
ொறந்த அைர ௳மானம் என்௥ அைழக்க ௳௠ம்௖ழ௤ரக்ளா, இந்த ொறந்த அைர ௳மானம் ஒேர 
மாொரியானதா, இௌ ேநரம்ைறயாக ஒேர மாொரியானதா, இௌ 
கூனம் அல்ல என்பைதப் பற்௣ ஼ந்ொ௞ங்கள்.
 ஒேர மாொரியான களங்களின் ஼ல எ௄த்ௌக்காட௄்கள் இப்ேபாௌ இந்த அத்ொயாயத்ொன் ஒேர 
மாொரியான ெசயல்பா௄கள் மற்௥ம் ஒேர மாொரியான ேவ௥பா௄ சமன்பா௄களின் ௚க்ழய 
௖ள்ளிக்ஶ வ௠ேவாம், எனேவ ஒ௠ ெசயல்பா௄ ஒேர மாொரியானௌ என்௥ ஷறப்ப௄ம் ேபாௌ 
௚த௧ல் ெடாைமன் ஒேர மாொரியான ெடாைமனாக இ௠க்க ேவண்௄ம், அௌ எப்ேபாௌ 
ேவண்௄மானா௩ம் ெசயல்பாட்ூன் களத்ொல் உள்ளௌ கமா ெசயல்பாடூ்ன் xy  tx ty 
களத்ொ௩ம் இ௠க்க ேவண்௄ம் இல்ைலெயனில் வைரயைற அரத்்த௚ள்ளதாக இ௠க்காௌ 
அதனால்தான் ஒேர மாொரியான ெசயல்பா௄கைள வைரய௥ப்பதற்ஶ ௚ன் ஒேர மாொரியான 
ெடாைமன்கைள வைரய௥த்ேதாம் எனேவ இன் ெசயல்பா௄ என்௥ ஷறப்ப௄ழறௌ.xy f 

காற்௖ள்ளி௜ன் ஆனௌ இன் சக்ொ மடங்ஶ க்ஶ சமமாக இ௠ந்தால் ஒேர  tx f xy k f 
மாொரியாக இ௠ங்கள்  வைரய௥க்கப்படட்ௌ, ஏெனனில் ெடாைமனில் h xy 
இ௠க்ஶம்ேபாெதல்லாம் கமா ெடாைமனி௩ம் இ௠க்ஶம் இந்த ஆனௌ tx ty k 
ஒ௠பூநிைல௜ன் அள௵ என்௥ அைழக்கப்ப௄ழறௌ, இந்த என்பௌ ஒ௠பூநிைல௜ன் அள௵ k 
என்௥ அைழக்கப்ப௄ழறௌ, ேம௩ம் என்பௌ ூழரி க்ஶ ஒேர மாொரியானௌ என்௥ f k 
ஷ௥ேவாம், எனேவ ௙ண்௄ம் நாம் எ௄த்ௌக்ெகாள்ேவாம் எ௄த்ௌக்காட௄்களின் எண்ணிக்ைக x
ஸ்ெகாயர ்ஷட்டல் ஸ்ெகாயர ்ைமனஸ் 7 இௌ ூழரி 2 இன் ஒேர மாொரியானௌ.y xy 
 நீங்கள் மற்௥ம் ஐ ஆல் மாற்௣னால் , ஸ்ெகாயரக்ளின் காரணி ல் x y txnty t tx comma ty 
இ௠ந்ௌ ெவளிேய வ௠ம் ஸ்ெகாயர௄் மடங்ஶ இன் ேநராக இ௠க்ஶம்  நீங்கள் இப்ேபாௌ t xy x 
இைத சரிபாரக்்கலாம், இன் டான் இன்ெவரஸ்் ஆல் என்ற அ௄த்த உதாரணத்ைத எ௄த்ௌக் y x 
ெகாள்ேவாம், இப்ேபாௌ ஆக இ௠க்ஶம் ேபாௌ இந்த ெசயல்பா௄ வைரய௥க்கப்படாௌ, x 0 
எனேவ இௌ அச஼்ல் வைரய௥க்கப்பட௳ல்ைல, எனேவ அசை்ச அகற்ற௵ம், ௔ன்னர ்நீங்கள்y y 
மாற்௥ம் ேபாௌ அைதக் காணலாம்.

ஆல் கமா எௌ௵ம் மாறாௌ க்ஶ இன் தைலவழ் டான் தைலவழ் க்ஶ ேவ௥  xy tx ty y x ty tx 
வாரத்்ைதகளில் கமா படூ்௜ன் க்ஶ சமம் எனேவ இௌ ஒ௠ சார௖் ஆஶம், இௌ f xy tx t f 
ூழரி ௗஜ்௷யத்ொன் ஒேர மாொரியானௌ, இௌ ஒேர மாொரியானௌ  இன் ூழரி ௗஜ்௷யத்ைத 
எ௄த்ௌக் ெகாள்ேவாம்  உதாரணம் க்௟ப் ைமனஸ் கனசௌரத்ொன் வரக்்க ௛லத்ைத d x y 
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இப்ேபாௌ நாம் உண்ைமயான மொப்௖ள்ள ெசயல்பா௄கைள மட௄்ேம பாரக்்ழேறாம், எனேவ 
ெடாைமனில் இ௠ந்ௌ 1 காற்௖ள்ளி 2 ேபான்ற ௖ள்ளிகைள அகற்ற ேவண்௄ம், ஏெனனில் நான் x 
க்ஶ சமமான 1 மற்௥ம் க்ஶ சமமான 2 ஐ எ௄க்ஶம்ேபாௌ  ஸ்ெகாயர ்௡ட் எொரம்ைறயாக y 
மா௥ழறௌ , எனேவ இந்த ெசயல்பாட்ூன் ெடாைமன் என்ன என்பைத நாங்கள் ௳௠ம்ப௳ல்ைல 
, இந்த ெசயல்பாடூ்ன் ெடாைமன் அைனத்ௌ ௖ள்ளிகளின் மற்௥ம் இரண்ூன் xy r 
ெதாஶப்பாஶம், அதாவௌ ஐ ௳ட ெபரியௌ இௌ ஒ௠ அைர ௳மானம் எனேவ இந்த x y 
ெடாைமன் ேநரம்ைறயாக ஒேர மாொரியானௌ ஆனால் ஒேர மாொரியாக இல்ைல, எனேவ 
இந்தச ்சார௖் ூழரி 3க்ஶ 2க்ஶ ேநரம்ைறயாக ஒேர மாொரியானௌ என்௥ ெசால்ழ௤ரக்ள், அௌ 
என்ன ேநரம்ைற ஒேர மாொரியான ெசயல்பா௄ என்றால் கமா ைட௜ன் சமன்பா௄ க்ஶ tx t 
சமமான பவர ் மடங்ஶ க்ஶ ஒ௠ சமன்பா௄ இ௠க்க ேவண்௄ம் கமா இன் t k f xy tx ty 
காட்டப்ப௄ம் சமன்பா௄ க்ஶ சமமான க்ஶ சமமான மடங்ஶ இன் ேநரம்ைற t t k f xy t 
மொப்௖கைள ைவத்ொ௠க்க ேவண்௄ம், எனேவ இந்த ெசயல்பா௄ ேநரம்ைறயாக ஒேர 
மாொரியானௌ என்௥ நீங்கள் ஷ௥ழ௤ரக்ள், எனேவ ஸ்ைலூல் சௌர ௛லத்ொல் நீங்கள் பாரக்்ஶம் 
கைட஼ உதாரணம் கனசௌரம் க௯த்தல் கனசௌரத்ைத சௌரம் மற்௥ம் சௌரத்ைத 3 x y x y 
ஆல் வஶக்ழனால், 3 ஆல் 2 ஆல் வஶக்கப்ப௄ழ௤ரக்ள், நீங்கள் மற்௥ம் ஐ கமா ஆல் x y tx ty 
மாற்௥ழ௤ரக்ள் , ௔ன்னர ்அதன் ஒேர மாொரியான ூழரி ௗஜ்௷யம் ஆனால் ேநரம்ைறயாக t 
இ௠க்க ேவண்௄ம், எனேவ ெசயல்பா௄களின் எ௄த்ௌக்காட௄்கைளப் ெபற்௤ரக்ள் ஒேர 
மாொரியானைவ மற்௥ம் ேநரம்ைற 
ஒேர மாொரியான ெசயல்பா௄கள், எனேவ ெசயல்பா௄க௬க்ஶ எந்த வைகயான 
ெடாைமன்கைளப் பாரக்்கப் ேபாழேறாம்?  
ேவ௥படட் சமன்பா௄ சரியாக இ௠க்ஶம், எனேவ என்பௌ மற்௥ம் இன் சார௖் மற்௥ம் m x y n 
என்பௌ மற்௥ம் இன் சார௖் ஆஶம் , க்கான ெடாைமன்கள் என்ன, ெடாைமன்கள் ஒேர x y m n 
மாொரியாக அல்லௌ ேநரம்ைறயாக ஒேர மாொரியாக இ௠க்க ேவண்௄ம், எனேவ நாம் என்ன 
வைகயான ெடாைமன்கள்  கனசௌரத்ொன் ைமனஸ் கனசௌரத்ொன் வரக்்க௛லத்ைத x y 
நீங்கள் பாரத்்த  கைட஼ உதாரணம் ேபான்ற வைரயைற௜ன்பூ ௚௱ ௳மானத்ைத௞ம் பல 
எ௄த்ௌக்காட௄்கள் ொறந்ொ௠க்ஶம்.
 எனேவ நீங்கள் அைர ௳மானங்கைள ொறந்த ௚தல் நாற்கரத்ைத பாரக்்க ேவண்௄ம், இௌ ஒ௠ 
௘க ௚க்ழயமான உதாரணம், ேமேல உள்ள உ௠ப்பூ எண் இரண்ூல் ௳வரிக்கப்பட்௄ள்ள 
ொறந்த அைர ௳மானங்களின் ொறந்த ௚தல் நாற்கர மற்௥ம் வைரய௥க்கப்படட் 
ஶ௥க்ஶெவட௄்கள், எனேவ இைவதான் நாங்கள் பாரக்்கப் ேபாஶம் ெடாைமன்கள் ெப௠ம்பா௩ம்

ைமனஸ் ேதாற்றம் ௚௱ ௳மானம் ௚௱ ௳மானம் க௯த்தல் ேதாற்றம் ஒ௠ அைர r 2 r 2 
௳மானம் ஒ௠ நாற்௖றம் எனேவ நாம் பாரக்்க ேபாழேறாம் அைவ அைனத்ௌம் ஒேர 
மாொரியானைவ அல்லௌ ேநரம்ைறயாக ஒேர மாொரியானைவ, இப்ேபாௌ ஒேர மாொரியான 
வைரயைறைய எ௄த்ௌக் ெகாள்ேவாம் ேவ௥படட் சமன்பா௄ இன் மற்௥ம் இன் xy m xy n 
ஆழயைவ ௳மானத்ொன் ஒேர மாொரியான ௌைணக்ஶ௱ இல் வைரய௥க்கப்பட௄்ள்ளன d 
என்௥ம், 

மற்௥ம் இன் ஆழயைவ ஒேர அள௳ல் ஒேர மாொரியானைவ, அதாவௌ ஒேர m xy xy xy m 
மாொரியானௌ என்பௌ நீங்கள் ௳௠ம்௖ம் பட்டம் 2 இன் ஒேர மாொரியானௌ ேம௩ம் பட்டம் 2 m n 
இன் ஒேர மாொரியாக இ௠க்க ேவண்௄ம்.

ூழரி ைமனஸ் 3 க்ஶ ஒேர மாொரியாக இ௠ந்தால், ூழரி ைமனஸ் 3 இன் ஒேர மாொரியாக  m n 
இ௠க்க ேவண்௄ம்.
 எனேவ மற்௥ம் இன் ஒேர மாொரியான அள௵ ஒேர மாொரியாக இ௠க்க ேவண்௄ம், இௌ m n 
ேவ௥படட்ௌ என்௥ நீங்கள் ஷ௥ழ௤ரக்ள்.
  ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்சமமான மற்௥ம் என்பௌ ஒேர மாொரியான ேவ௥பா௄ mxydx nxydy 
சமன்பா௄ ஆஶம், எனேவ ஒேர மாொரியான ேவ௥பா௄ சமன்பா௄களின் இரண்௄ 
எ௄த்ௌக்காட௄்கைளப் பாரப்்ேபாம், ௚தலாவௌ ஸ்ெகாயர ்ைமனஸ் சௌரம் மற்௥ம் 2 x y dx 

க்ஶ சமம் இங்ேக என்பௌ ஸ்ெகாயர ்ைமனஸ் என்பைதக் கவனி௞ங்கள்.xydy 0 m x 
 இங்ஶ என்பௌ   ஆஶம்  என்பௌ 0 அல்லௌ எனில் ஼க்கல் உள்ளௌ, எனேவ நாங்கள்n 2xy x y 0 

அசை்ச அகற்ற ேவண்௄ம், நாங்கள் அசை்ச அகற்௣௳ட்ேடாம், நாங்கள் அைனத்ௌ ொறந்த x y 
நாற்கரத்ைத௞ம் ொறக்ழேறாம், ொறந்த ௚தல் நாற்கரம் இரண்டாவௌ நாற்கரம் ௛ன்றாம் 
நாற்கரம் மற்௥ம் நான்காவௌ நாற்கரத்ைத நாங்கள் ெப௥ழேறாம்.
 ஒேர மாொரியான ெடாைமன் எனேவ ஐ ஆல் மாற்ற௵ம் மற்௥ம் ஐ ஆல் பொ௨௄ x tx y ty x 
ஸ்ெகாயர ்ைமனஸ் லாக் ஸ்ெகாயர ்இௌ இன் லாக் ஆல் ஸ்ெகாயர ்ஆஶம் ௔ன்னர ்y x y 
உங்க௬க்ஶ இரண்டாவௌ ழைடத்தௌ நீங்கள் ௚ைறேய மற்௥ம் ஐ மற்௥ம் ஆல் y x ty tx 
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மாற்௥ம் ேபாௌ இன் தைலவழ் ரத்ௌ ெசய்யப்ப௄ழறௌ, எனேவ இரண்௄ ெசாற்க௬ம் y tan t 
ூழரி ௗஜ்௷யத்ொன் ஒேர மாொரியானைவ, எனேவ இரண்டாவௌ சமன்பா௄ம் ஒேர மாொரியான 
ேவ௥பா௄ சமன்பா௄ ஆஶம், இந்த வைரயைற௜ன்பூ ௔ன்வ௠ம் சமன்பா௄ இ௠க்காௌ ஒேர 
மாொரியான சமன்பாடை்டப் பாரப்்ேபாம்   பட்டம் ஒன்௥ சௌரம் மற்௥ம் சௌரத்ொன் வரக்்க x y 
௛லத்ைதப் பற்௣ ஐ ஆல் மாற்ற௵ம் மற்௥ம் ஐ ஆல் மாற்ற௵ம் என்ன நடக்ழறௌ x tx y ty tx 
ஸ்ெகாயர ்௔ளஸ் ஸ்ெகாயர ்௡ட் வழ் ஸ்ெகாயரட்் ௡ட் சௌரம் ௔ளஸ் ஸ்ெகாயரட்் ty t x y 
ஆனால் ூ ஸ்ெகாயர ்௡ட் வழ் உள்ளௌ கமா இன் அொக என்பௌ இன் tx ty df xy mod t 
மடங்ஶ ஆஶம், எனேவ சௌரம் மற்௥ம் வரக்்கத்ொன் ெசயல்பா௄ வரக்்க௛லம் ஒேர f x y 
மாொரியாக இல்ைல, இௌ ேநரம்ைறயாக ஒேர மாொரியானௌ, எனேவ இங்ேக ெசால் ஒேர nxy 
மாொரியானௌ அல்ல, அௌ ேநரம்ைற மட்௄ேம ஒேர மாொரியான இந்த ேவற்௥ைம 
சமன்பாடை்ட ேநரம்ைற ஒேர மாொரியான ேவ௥பா௄ 
சமன்பா௄ என்௥ நீங்கள் அைழக்க ௳௠ம்௖ழ௤ரக்ள்.
 
உதாரணத்ொற்ஶ ஸ்ெகாயர ்௔ளஸ் ஸ்ெகாயர ் ௔ளஸ் ஸ்ெகாயர ்ைமனஸ் x y dx x y 
ஸ்ெகாயர ் இன் வரக்்க ௡ட் 0 க்ஶ சமம்.dy 
 எனேவ இந்த ேவ௥பா௄ சமன்பா௄ ஐ ௳ட ெபரியௌ எனேவ ஐ ௳ட ெபரியௌ ஐ ௳ட y x y y 
ெபரியௌ என்௥ ெசால்லலாம்.

ஐ ௳ட ெபரியௌ மற்௥ம் ஐ௞ம் ேநரம்ைறயாக எ௄த்ௌக்ெகாள்ழேறாம், எனேவ இந்த   x y x y 
2.
2 இல் ஐ ௳ட ஐ ௳ட ெபரியௌ 0 ஐ ௳ட ெபரியௌ என்௥ ேம௩ம் ஒ௠ நிபந்தைனைய x y 
ேசரப்்ேபாம் சரி, அந்த ஷ௄தல் அ௑மானத்ைத ெசய்ேவாம், ௔ன்னர ் சௌரம் க௯த்தல் x y 
வரக்்கம் ேநரம்ைறயாக இ௠க்ஶம் என்றால்  ஐ ௳ட ெபரியௌ 0 ஐ ௳ட ெபரியௌ.x y 
 எனேவ ஸ்ெகாயர ்ைமனஸ் ஸ்ெகாயர ்வைரய௥க்கப்படட் ெடாைமன் ேநரம்ைறயாக ஒேரx y 
மாொரியானௌ, எனேவ இரண்டாவௌ ெசால் ஒேர மாொரியாக இல்ைல, அௌ ேநரம்ைறயாக ஒேர 
மாொரியானௌ  ௚தல் ெசால் ஒேர மாொரியானௌ அல்ல, இௌ ேநரம்ைறயாக ஒேர மாொரியானௌ, 
இரண்டாவௌ ெசால் இரண்௄ காரணங்க௬க்காக ஒேர மாொரியாக இ௠க்கத் தவ௣யௌ மற்௥ம் 
௚தல் ஒன்௥ ஒேர காரணத்ொற்காக ஒேர மாொரியாக இ௠க்கத் தவ௣யௌ, அதாவௌ 
இரண்டாவௌ வழக்ழல் அொக ூ ெவளிவ௠வௌ மட௄்மல்லாமல் , ெடாைமனில் இ௠ந்ௌ 
ெவளிவ௠வொல்ைல  இந்தச ்ெசால் சாதகமாக ஒேர மாொரியானதாக வைரய௥க்கப்படட்ொல் , 
ெப௠ம்பாலான ௖த்தகங்கள் 2.
2 ஐ ஒேர மாொரியான சமன்பா௄ என்௥ அைழக்ஶம் என்பொல் உங்கள் கவனத்ைத ஈரக்்க 
௳௠ம்௖ழேறன்.
 ஏன் ௖த்தகங்கள் 2.
2 ஐ ஒேர மாொரியான காரணம் என்௥ அைழக்ழன்றன, 2.
2 ேபான்ற ிழ்நிைலகளில் நாம் இ௠க்ஶம்ேபாெதல்லாம் ௘க௵ம் எளிைமயானௌ , எல்லாேம 
௚தல் நான்ழல் நடக்ழறௌ என்௥ ெவ௥மேன க௠ௌழேறாம், எனேவ ௖த்தகங்கள் ெசய்௞ம் ஒ௠ 
மைற௚கமான அ௑மானங்கள்,
 அதனால் அைவ எந்த ௔ரசச்ைன௜௩ம் ஼க்க௳ல்ைல.
  ௚தல் நான்ழல் ஒேர மாொரியான சமன்பா௄க௬க்ஶ நாம் பயன்ப௄த்ௌம் ௚ைறயானௌ 
ேநரம்ைற ஒேர மாொரியான சமன்பாட்ூற்ஶ நாம் பயன்ப௄த்ௌம் ௚ைறக்ஶ ஒத்ததாஶம்.
 
ோர௵் ௚ைறையப் ெபா௥த்த வைர௜ல் , நாம் ௚தல் நாற்கரத்ொற்ஶ நம்ைமக் கட௄்ப்ப௄த்ொக் 
ெகாண்டால் 
அைவ ஒேர மாொரியானைவ, ஆனால் நீங்கள் ேநரம்ைறயாக ஒேர மாொரியான ஆனால் ஒேர 
மாொரியாக இல்லாத சமன்பா௄கைள ௚தல் நால்வைரத் த௳ர ேவ௥ ஒ௠ நாற்கரத்ொல் ோரக்்க 
௚யற்஼த்தால், நீங்கள் ெகாஞ்சம் கவனமாக இ௠க்க ேவண்௄ம்.
 ேம௩ம் ஼ல   எ௄த்ௌக்காட௄்கைளப் பாரக்்ழேறாம்.
  ெடாைமன் ௚௱வொ௩ம், ௖த்தகங்கள் அவற்௥க்ழைடேய ேவ௥ப௄த்ொக் காட்டாததற்ஶ இௌேவ
காரணம், ஏெனன்றால் சமன்பா௄ ஒேர மாொரியாக இல்லாதேபாௌம், ேநரம்ைறயாக ஒேர 
மாொரியாக இ௠க்ஶம்ேபாௌ, நாம் ௚தல் நாற்௖றத்ொல் ேவைல ச   ய்ழேறாம் என்௥ அவரக்ள் 
மைற௚கமாக க௠ௌவாரக்ள், ந   ங்கள் ெகாஞ்சம் எசச்ரிக்ைக௞டன் க   னம் ெச௩த்ௌழேறாம்.
  வ  ெவ௥மேன ௳ஷயங்கைள ைவத்ௌக்ெகாள்வதற்கான ஒ௠ ம௥ப்௖ மட௄்ேம  tial 
சமன்பா௄ ேநரம்ைறயாக ஒேர மாொரியாக இ௠ந்தால், ெடாைமன் ௚தல் நான்ழல் அல்லௌ 
ேநரம்ைற ஒேர மாொரியான ௌைணக்ஶ௱வாக  இ௠க்ஶம்.
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 இந்த ேயாசைன 1693 இல் ௨ப்னிஸஓக்ஶத் ொ௠ம்௖ழறௌ , ௚தல் ௳ரி௵ைர௜ல் இந்தப் ெபயர ்
சரியாகத் ேதான்௥வைத நீங்கள் காண்௕ரக்ள், ேம௩ம் க்ஶ சமமான மாற்௤௄ அங்ஶ x 
ஶ௣ப்௔டப்பட்ூ௠ப்பைதக் காண்௕ரக்ள், எனேவ ேதற்றம் ஒன்௥ க்ஶ சமமான மாற்௤௄ vx y 
ஒ௠ மா௣ ௔ரிக்கக்ஷூயதாக மாற்௥ழறௌ ஒேர மாொரியான சமன்பா௄கள் நன்றாக 
இ௠ப்பதற்கான காரணம் இௌதான், ஏெனன்றால் ௘க எளிைமயான மாற்௤௄ ௛லம் நீங்கள் 
அைத ஒ௠ மா௣ ௔ரிக்கக்ஷூய சமன்பாட்டாகக் ஶைறக்கலாம், அேத சமன்பா௄ ௚தல் 
நாற்கரத்ொல் ஒடூ்க்ெகாண்ூ௠க்ஶம் வைர 
ேநரம்ைறயாக ஒேர மாொரியான சமன்பாடை்டப் ெபறலாம்.

க்ஶ எனேவ தயாரிப்௖ ௳ொைய ஐ க்ஶ சமம் ௔ளஸ் ௛லம் ப்ெரா௄௳ன்   vx dy dx v x dv dx 
எளிய பயன்பா௄  ௳ொ உங்க௬க்ஶ சமன்பா௄ 2.ct 
3 ஐ வழங்ஶழறௌ, எனேவ ேவ௥படட் சமன்பாட்ூற்ஶ மாற்றாக ேவ௥படட் சமன்பாடை்ட mxy 
மற்௥ம் ஐ ஆல் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமாக எ௄த்ௌக் ெகாள்௬ங்கள் nxy dx 
இந்த சமன்பா௄ நமக்ஶ என்ன   ழைடக்ஶம்  கமா இன் 1 கமா இன் பவர ் மடங்ஶ x vx vn k m 
க்ஶ க்ஶ 1 காமா௳ன் பவர ் மடங்ஶ ஆக இ௠க்ஶம் க்ஶ பவர ் இரண்௄ x k n x k 
ெசாற்களி௧௠ந்ௌம் ெபாௌவான காரணியாக மா௥ம் , அௌ ெவளிேய வந்ௌ நான் ௔ரிக்கப் 
ேபாழேறன்  க்ஶ பவர ்ேக மற்௥ம் ஒ௠ ஼௣ய ம௥஽ரைமப்௖ உங்க௬க்ஶ ஒ௠ மா௣ x 
௔ரிக்கக்ஷூய சமன்பாடை்ட வழங்ஶம் , இௌ ேவ௥படட் சமன்பா௄ ேநரம்ைறயாக ஒேர 
மாொரியாக இ௠ந்தால் என்ன நடக்ஶம் என்பதற்கான ஆதாரமாஶம் 

இன் கமா என்பௌ 1 கமா இன் பவர ் ெப௠க்கல் க்ஶ ஆக இ௠க்ஶம், எனேவ m x v  x v k m x 
நாம் ௚தல் நான்ழல் இ௠க்ஶம் வைர ஆதாரம் ெவ௥மேன கடந்ௌ ெசல்௩ம், அைதத்தான் நான் 
ஶ௣ப்௔ட்ேடன், எனேவ ஆதாரத்ொன் ௚ைற இரண்௄ நிகழ்௵க௬க்ஶம் ஒேர மாொரியாக ௚தல் 

ல் ெசல்ழறௌ.quadrant
  அேதா நாம் உதாரணத்ொற்ஶ ெசல்ேவாம் ௚தல் உதாரணம் 2 ைமனஸ் ஸ்ெகாயர ்xydx x 
ைமனஸ் ஸ்ெகாயர ் சமன்பா௄ 2.y dy 0 
4 க்ஶ சமம் நீங்கள் ௚ந்ைதய ௳ரி௵ைரக௬க்ஶச ்ெசன்றால், நாம் சமன்பா௄ 2.
4 சமன்பா௄ 2.
4 ஐ சந்ொத்ொ௠ப்பைதக் காண்௕ரக்ள்.
  ேதாற்றத்ொல் உள்ள அசை்சத் ெதா௄ம் வட்டங்களின் ஶ௄ம்பம், நீங்கள் இப்ேபாௌ x- 
ேவ௥படட் சமன்பாடை்டத் ோரக்்க௳ல்ைல என்௥ நான் ெசான்ேனன் 
, ஒேர மாொரியான சமன்பா௄ பற்௣ய அத்ொயாயத்ொற்ஶச ்ெசல்௩ம் வைர நாங்கள் காத்ொ௠க்க 
ேவண்௄ம், இங்ேக நாம் இப்ேபாௌ ோரக்்க ேவண்ூய நிைல௜ல் இ௠க்ழேறாம் இந்த ேவ௥பா௄ 
சமன்பா௄ 0.
4 க்ஶ மாற்றாக ஐப் பயன்ப௄த்ௌழேறாம், ேம௩ம் 2.y 
3 2.
3 சமன்பாடை்டப் பயன்ப௄த்ௌழேறாம், 2.
3 2.
3 சமன்பாடை்டப் பயன்ப௄த்ௌழேறாம், ௔ளஸ் dy by dx v x dv by dx, 2.
3 ஐ ௘க௵ம் எளிதான வூவத்ொல் ௙ண்௄ம் எ௱ௌவௌ வசொயானௌ க்ஶ சமம் dy vdx plus xdv 

ஐ என்௥ எ௱ொனால் எளிைமக்காக எ௱ௌவௌ ௘க௵ம் எளிதானௌ, ஶைறந்தdy vdx plus xdvy 
படச்ம் எ௱ௌவௌ எளிௌ, எனேவ நாம் க்ஶ சமமான ஐ மாற்௣னால் ஸ்ெகாயர ்y vx 2x x 
ஸ்ெகாயர ்ைமனஸ் ஸ்ெகாயர ்ஆழறௌ .y 
  1 ைமனஸ் ஸ்ெகாயர ், ௔ன்னர ் என்பௌ ௔ளஸ் என்பௌ ஸ்ெகாயர ்ரத்ௌ v dy vdx xdv x 
ெசய்யப்ப௄ழறௌ, ேம௩ம் எங்களிடம் 2 ைமனஸ் 1 ைமனஸ் ஸ்ெகாயர௄் v dx v v dx 
ைமனஸ் 1 ைமனஸ் ஸ்ெகாயர௄் ைமனஸ் 1 ைமனஸ் ஸ்ெகாயர௄் நீங்கள் 2.v v dx v xdv 
6 ஐப் ெப௥௴ரக்ள் ௳த்ொயாசமான சமன்பா௄ மா௥ப௄ம் ௔ரிப்௖  கனசௌரம் ௔ளஸ் ௔ளஸ் vdx 
௳ ஸ்ெகாயர ்ைமனஸ் 1 ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் இந்த ேவ௥பா௄ சமன்பாடை்டத் ோரப்்பௌ xdv 
௘க௵ம் எளிதானௌ, ெவ௥மேன கனசௌரத்தால் வஶத்தால், ஆல் v x 
வஶத்தால், ௔ளஸ் ௳ ஸ்ெகாயர ்ைமனஸ் 1 இல் கனசௌரத்ொல் ழைடக்ஶம்.x v dx 
  ௔ளஸ் க்ஶ சமம்.v dv 0 
 எனேவ பஶொ ௔ன்னங்கைளப் பயன்ப௄த்ொ இந்த ேவ௥பா௄ சமன்பாடை்டத் ோரப்்பௌ ௘க௵ம் 
எளிதான ௳ஷயம், அைத எப்பூ ெசய்வௌ என்௥ உங்க௬க்ஶத் ெதரி௞ம், எனேவ நான் அைத 
௚தல் ப௜ற்஼யாக ௳ட௄்௳ட௄் வழக்கமான பஶொ ௔ன்னங்களின் கணக்வ௄கைளச ்ெசய்ௌ 
ெப௥ழேறன் 2.
6 இன் ோர௵் ஸ்ெகாயர ்௔ளஸ் 1 ஆக க்ஶ சமமாக க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம் , ௔ன்னர ்v x c vv 
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என்றால் என்ன ேமல் ஆக உள்ளௌ, எனேவ இன் மொப்ைப உள்ளிட௵ம், இந்த சமன்பா௄ y x v x
சௌரம் ஷட்டல் ஸ்ெகாயர ்சமமான ஆரத்்ேதாகனல் பாைதகள்  ேதாற்றத்ொல் அசை்சத் y x 
ெதா௄ம் வட்டங்கள் , வூ௳யல் பரி஽லைனகளில் இ௠ந்ௌ நாம் எொரப்ாரப்்பௌ இைதத்தான் 
நான் கடந்த ௳ரி௵ைர௜ல் ெசான்ேனன், எனேவ ஼க்கைல ௚௱ைமயாகச ்ெசய்ௌ௳ட்ேடாம், 
இப்ேபாௌ அ௄த்த எ௄த்ௌக்காட௄் ஆரத்்ேதாகனல் பாைதக௬க்ஶச ்ெசல்ேவாம், எனேவ 
ஆரத்்ேதாகனைலக் கண்ட௣ய௵ம்  வைள௵களின் அைமப்௔ன் பாைதகள் கனசௌரம் x 
க௯த்தல் 3 வரக்்கம் க்ஶ சமம் எனேவ நீங்கள் அைத எப்பூ ெசய்வௌ சமன்பாடை்ட xy c c 
ேவ௥ப௄த்ௌவௌ ேநராக மைறந்ௌ௳௄ம் நீங்கள் 3 சௌரம் க௯த்தல் 3 வரக்்கம் க௯த்தல் 6 x y 

ஆல் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் ௛ன்௥ காரணிகள்  கனசௌரத்ைத க௯த்தல் ௛ன்௥ xydy dx x xy 
ஸ்ெகாயர ்என்பௌ கனசௌரத்ொன் உண்ைமயான பஶொயாஶம், இொல் என்பௌ ஒ௠ கலப்௖ z z 
எண் ஷட்டல் மற்௥ம் ௟கங்க௬க்ஶ எந்த ௳ைல௞ம் இல்ைல என்பைத அ௣வாரந்்த x iy 
மாணவர ்௖ரிந்ௌெகாள்வார.்
 ஆரத்்ேதாகனல் பாைதகள் என்னவாக இ௠க்ஶம் என்பைத மாணவரக்ள் ௟ழத்ொ௠ப்பாரக்ள் 
என்௥ நான் உ௥ொயாக நம்௖ழேறன்.
  சௌரம் க௯த்தல் க்ஶ சமம் .dx 2xy dy 0 
 ஆரத்்ேதாகனல் பாைதக௬க்கான ேவ௥படட் சமன்பா௄ ௚ந்ைதய ௳ரி௵ைரக௬க்ஶச ்
ெசல்ழறௌ மற்௥ம் நீங்கள் அைதக் கண்௄௔ூத்ோரக்ள், இௌ ஸ்ெகாயர ்ைமனஸ் சௌரம் x y dy 
மற்௥ம் சமம் 0 வலௌ , அௌ ஒேர மாொரியான ேவ௥பா௄ சமன்பா௄ மற்௥ம் 2xy dx 2xy  n 
என்பௌ சௌரம் க௯த்தல் சௌரம் ௚௱ ௳மானத்ொ௩ம் ஒேர மாொரியாக உள்ளௌ , எனேவ x y y 
க்ஶ சமமான மாற்௤௄ பயன்ப௄த்தப்பட ேவண்௄ம், ேம௩ம் நீங்கள் ௳வரங்கைள ௚ூக்க vx 
௚ூ௞ம், எனேவ தய௵ெசய்ௌ அைதச ்ெசய்ௌ, நீங்கள் 
சரியாக ௟ழத்ோரக்ளா என்பைதச ்சரிபாரக்்க௵ம்.
  ஼க்கலான பஶப்பாய்௳௧௠ந்ௌ வ௠ம் ஆரத்்ேதாகனல் பாைதக௬க்ஶ மற்ெறா௠ உதாரணம் 
ழைடத்தௌ, 
ஆனால் இப்ேபாௌ அைதப் ௖ரிந்ௌெகாள்ள ேவ௥படட் சமன்பா௄களின் ேகாட்பாடை்டப் 
பயன்ப௄த்ொேனாம்.
 எ௄த்ௌக்காட௄்கள் ௚தல் நாற்கரத்ொல் ஒ௠ உதாரணத்ைதப் பாரப்்ேபாம், ஏெனனில் அௌ 
ேநரம்ைறயாக ஒேர மாொரியாக மட்௄ேம இ௠க்ஶம், ஏெனனில் நீங்கள் ஒ௠ பொ௵ மற்௥ம் ஒ௠ x 
பொ௵ இ௠ப்பைதப் பாரக்்ழேறாம் எனேவ தானாகேவ ேநரம்ைற மற்௥ம் ஆக இ௠க்க y x y 
ேவண்௄ம் ேநரம்ைறயாக இ௠க்க ேவண்௄ம், ேவ௥படட் சமன்பா௄ ௚தல் நாற்கரத்ொல் மட௄்ேம
வைரய௥க்கப்ப௄ழறௌ மற்௥ம் ௚தல் நாற்கரமானௌ ேநரம்ைறயாக ஒேர மாொரியானௌ 
ஆனால் ஒேர மாொரியானௌ அல்ல , ஆனால் அௌ பரவா௜ல்ைல, எனேவ உங்கள் ேவ௥படட் 
சமன்பா௄ ேநரம்ைற ஒேர மாொரியான ேவ௥பா௄ சமன்பா௄ 2.
7 ௚ைறேய மற்௥ம் ஐ மற்௥ம் ஆல் மாற்ற௵ம் மற்௥ம் ௳ஷயங்கள் ஒேர x y tx ty t 
மாொரியான படட்ம் ஒன்௥ ேநரம்ைறயாக ஒேர மாொரியாக இ௠ப்பைத நீங்கள் காண்ழ௤ரக்ள், 
எனேவ இந்த ேவ௥பா௄ சமன்பாட்ூன் ோரை்வக் ேகட்ேபாம், 1 க்ஶ சமமான 1 இன் 
நிபந்தைனைய ொ௠ப்ொப்ப௄த்ௌழேறாம், அதாவௌ 2.
7 இன் ோர௵் வைள௵களின் ஶ௄ம்பம் மற்௥ம் அவற்௣ல் ஒன்௥  வைள௵கள் ௖ள்ளி 1 1 ஐக் கடந்ௌ 
ெசல்௩ம், ேம௩ம் இந்த வைள௵களில் எௌ என்பைதக் கண்ட௣௞ம்பூ ேகடக்ப்ப௄௴ரக்ள், 
எனேவ ஐ இன் ெசயல்பாடாகக் க௠ௌங்கள், எனேவ ஐ ஆகக் க௠ௌங்கள் இன் x y x a y 
ெசயல்பா௄ மற்௥ம் இன் ஐ எ௱ௌேவாம், எனேவ இன் ஐ எ௱ௌேவாம் மற்௥ம் yx xx y x y 
என்பௌ ஒ௠ சாரப்ற்ற மா௣யாஶம் , ேவ௥பா௄ சமன்பா௄ ேநரம்ைறயாக ஒேர மாொரியாக 
இ௠ப்பைத எளிதாகக் காணலாம் மற்௥ம் நீங்கள் க்ஶ சமமான ஐப் பயன்ப௄த்தலாம்.vx y 
 மற்௥ம் நாம் சமன்பாடை்ட ஆக க்ஶ சமமான 0 க்ஶ vx v dx plus log v v dx plus x dv 
சமமாகப் 
ெப௥ேவாம், எனேவ நீங்கள் ஒ௠ மா௣ ௔ரிக்கக்ஷூய சமன்பாடை்டப் ெப௥௴ரக்ள், நீங்கள் 
ெப௥ம் மா௣ ௔ரிக்கக்ஷூய சமன்பா௄ என்ன , அௌ சமன்பா௄ 2.
8 ஆஶம்.
  ஸ்ைல௄ சமன்பா௄ 2.
8 இல் காட்டப்ப௄ம் 2.
8 மா௣கள் 
௔ரிக்கக்ஷூயைவயாக எளிதாகக் காணப்ப௄ழன்றன  ோர௵் ெசயல்பாடூ்ல் உள்ள 
நிபந்தைனகள் அல்லௌ நீங்கள் ௳௠ம்௔னால் காலவைரயற்ற ஒ௠ங்ழைணப்௖கைளப் 
பயன்ப௄த்தலாம் , ஆனால் நீங்கள் ௳௠ம்௖ம் வ௯௜ல் அைத நீங்கள் நிசச்யமாக ோரக்்க 
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௚ூ௞ம்.
மற்௥ம் நீங்கள் சமன்பா௄ 2. egration 

9 பொ௵ ைமனஸ் பொ௵ 1 ஷட்டல் க௯த்தல் பொ௵ ஆஶம்.y y x 0 
 எனேவ நீங்கள் சமம் 1 ஷட்டல் ைமனஸ் பொ௵ ஐப் ெப௥௴ரக்ள், அதாவௌ 2.y y x 
10 எனேவ 2.
10 சமன்பா௄ ௳வரிக்ழறௌ.
 எங்கள் ேவ௥பா௄ சமன்பா௄ 2.
7 இன் ோர௵் வைள௵ ஒ௠ காற்௖ள்ளிையக் கடந்ௌ ெசல்ழறௌ, 
ஒ௠வர ்இங்ேக நி௥த்ொ௳ட௄் சரி, ேவ௥ என்ன சமன்பாடை்ட நாங்கள் ோரத்்ௌ௳ட்ேடாம் என்௥ 
ெசால்லலாம், ேம௩ம் உங்க௬க்ஶ என்ன ேவண்௄ம் ஆனால் இந்த வைளைவ எப்பூ வைரவௌ 
என்பைத நான் அ௣ய ௳௠ம்௖ழேறன்.
 அைதச ்ெசய்வௌ ஆரவ்மாக உள்ளௌ , எனேவ அைத எவ்வா௥ ஼றப்பாகச ்ெசய்வௌ என்பைத 
௚த௧ல் கவனிக்க௵ம், ேவ௥பா௄ சமன்பா௄ ூஎக்ஸ் ௙ௌ ெடரிேவடூ்வ்க்ஶ 0 மொப்ைபக் 
ெகா௄க்ழறௌ என்பைத நிைன௳ல் 
ெகாள்க.
 சமன்பா௄ 2.
7 ஐ சமன்பா௄ 2.
7 ஐப் பாரக்்க௵ம் , ௖ள்ளி 1 1 இல் ஐக் கணக்ழட௵ம் என்ன நடக்ஶம் , பொ௵ ைமனஸ் பொ௵ dx y x
ெசால் 0 ஆக மா௥ம், எனேவ ஆல் ஆக இௌ என்௥ நான் ெசான்னதற்ஶ இௌேவ dx dy 0 x 
காரணம்.
 ஒ௠ ஃௗவாக  இன் ேவ௥ வ௯ அல்ல, எனேவ இப்ேபாௌ 1 இன் ௔ைரம் y nction x 
ழைடத்ௌள்ளௌ 0 என்பௌ இன் வ௯த்ேதான்றல் 0 இல் க்ஶ சமம் 1 ஆஶம்.x y 
 எனேவ இந்த ௖ள்ளி க்ஶ சமமான ௖ள்ளியா என்பைத அ௣ய ஆரவ்மாக உள்ளௌ.y 1 
 
அொகபடச்ம் இௌ உள்௭ர ்ஶைறந்தபடச் ௖ள்ளியா அல்லௌ நீங்கள் ஒ௠ வைளைவ வைரய 
௳௠ம்௖ம் ேபாௌ என்ன ஆஶம், இந்த ௖ள்ளியானௌ அொகபடச் ஊ௄௠வல் மற்௥ம் அௌ ேபான்ற 
௳ஷயங்களின் ௚க்ழய ௖ள்ளிகளாக மா௥ம், எனேவ இப்ேபாௌ நீங்கள் இன் இரண்டாவௌ y 
வ௯த்ேதான்றல் இரடை்ட ௚தன்ைமைய நாங்கள் கணக்ழட ேவண்௄ம் உங்கள் ஆரம்ப x 
உந்ௌதல் சமன்பா௄ 2.
10 ஐ எ௄த்ௌ, 2.
10 இ௧௠ந்ௌ ஒ௠ மைற௚க ேவ௥பாட்ைடச ்ெசய்ௌ, ஒ௠ மைற௚கமான ேவ௥பாட்ைடச ்ெசய்ௌ, 

ஐ ஸ்ெகாயர ்௛லம் கணக்ழ௄ங்கள், ஆனால் அவ்வா௥ ெசய்ய ேவண்டாம் என்௥ நான் d2x dy 
உங்கைளக் ேகட௄்க்ெகாள்ழேறன், அதற்ஶ பொலாக நீங்கள் ேவ௥படட் சமன்பாடை்டப் 
பயன்ப௄த்த ேவண்௄ம் என்௥ நான் ௳௠ம்௖ழேறன்.
 சாத்ொயமான ோரை்வப் பயன்ப௄த்த ேவண்டாம், சாத்ொயமான அள௳ற்ஶ ேவ௥படட் 
சமன்பாடை்டப் பயன்ப௄த்த௵ம், எனேவ ேவ௥படட் சமன்பாட்ூ௧௠ந்ௌ இரண்டாவௌ 
வ௯த்ேதான்றைல எவ்வா௥ ேநரூயாகக் கணக்ழ௄வௌ என்பைதப் பாரப்்ேபாம் 
, ேம௩ம் ௔ன்வ௠ம் ேகள்௳க௬க்ஶ பொலளிக்க௵ம் என்பௌ ௘னி௜ன் ஒ௠ ௖ள்ளிக்ஶ சமம்  y 
அம்மா அொகபடச்ம் அல்லௌ ஊ௄௠வல் ௖ள்ளி ஒன்ைற ௳ட இன் மொப்௖ அொகமாக உள்ளதா, y 
அொல் வ௯த்ேதான்றல் மைறந்ௌ௳௄ம், அொகபடச்ம் ௘னிமா௳ன் எத்தைன ௖ள்ளிகள் உள்ளன 
என்பைத நீங்கள் ௳௠ம்௔னால் , இன் ெசயல்பா௄ பற்௣ ஏதாவௌ ெசால்ல ௚ூ௞மா, அௌ y x 
ேமாேனாேடானி஼டூ்ைய அொகரிக்ழறதா அல்லௌ ஶைறழறதா? இந்த ெசயல்பாட்ூன் 
பண்௖கள் ௖ள்ளி 1 கமா 1 க்ஶ அ௠ழல் உள்ள இன் ெசயல்பாடூ்ன் வைரபடத்ைத y x 
வைரய௵ம்  நீங்கள் வைள௵ ஓ௳யங்கைளச ்ெசய்ய ௳௠ம்௖ம்ேபாௌ நீங்கள் ௳வாொக்ஶம் 
இயல்பான ேகள்௳கள் 
சரி, எனேவ ேவ௥பா௄ சமன்பாட்ூ௧௠ந்ௌ ேநரூயாக இரண்டாவௌ வ௯த்ேதான்றைல எவ்வா௥
கணக்ழ௄வௌ என்பௌ ௚தல் ேகள்௳க்ஶத் ொ௠ம்௖ேவாம், 
அைதச ்ெசய்வௌ ௚க்ழயம், நான் இதற்ஶத் ொ௠ம்௖ேவன்.
  ௔ன்னர ்௙ண்௄ம் ாடூ்க் காட்ட௵ம் , ேவ௥படட் சமன்பாடை்டத் ோரக்்காமல், ேவ௥படட் 
சமன்பாட்ூ௧௠ந்ௌ ேநரூயாக உங்களால் ௚ூந்தவைர தகவல்கைளப் ெப௥வௌ ௚க்ழயம், 
ஏெனனில் ரியா௳ல் எ௱ம் ேவ௥படட் சமன்பா௄கள் ஏன் வாழ்க்ைகைய ௚௱ைமயாக ோரக்்க 
௚ூயாௌ என்பைத நாங்கள் அ௣ேவாம், எனேவ இைவ ெவவ்ேவ௥ சமன்பா௄கைள எவ்வா௥ 
ைகயாள்வௌ என்பைத உங்க௬க்ஶக் கற்௔க்ஶம் ெபாம்ைம ஼க்கல்கள் மட௄்ேம உண்ைமயான
஼க்கல்கள் ௘க௵ம் ஼க்கலானைவ, எனேவ இந்த ெபாம்ைம எ௄த்ௌக்காட௄்கைளப் 
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பயன்ப௄த்த ௚யற்஼க்க ேவண்௄ம் மற்௥ம் நீங்கள் ெசய்யக்ஷூய ௳ஷயங்கைளச ்ெசய்ய 
௚யற்஼க்க ேவண்௄ம்.
 உண்ைம௜ல் நிஜ வாழ்க்ைக௜ல் ோரை்வப் பயன்ப௄த்தாமல், ேவ௥ சமன்பாட்ூ௧௠ந்ௌ 
உங்களால் ௚ூந்த அள௵ தகவல்கைளப் ெபறலாம், எனேவ ௚த௧ல் நீங்கள் இன் y 
ெசயல்பாடூ்ன் இன் அொகபடச் ௖ள்ளியா அல்லௌ ௘னிமா என்பைத ௚த௧ல் x 
௳சாரிக்கலாம்.
 இரண்டாவௌ வ௯த்ேதான்றல் இரண்டாவௌ வ௯த்ேதான்றைலக் கணக்ழட, ௖ள்ளி௜ல் 1 க்ஶ  y 
சமம்  ஷட்டல் ஆனௌ 0 க்ஶ சமம் எனேவ உங்கள் ஐ ஆல் ெப௥ங்கள், m dx ndy dx dy dx dy m 
௙ௌ ைமனஸ் ஆக இ௠க்ஶம் என்௥ எ௱ௌங்கள், அைதத்தான் நாங்கள் ெசய்ௌள்ேளாம் n 
என்பைத எ௱ௌங்கள், அௌ ல் ஆக இ௠க்க ேவண்௄ம்.x log x minus log y on y 
  இந்த ெவளிப்பாடை்ட ஐப் ெபா௥த்தமடூ்ல் ேவ௥ப௄த்ௌங்கள் , நீங்கள் பங்ஶ ௳ொையப் y 
பயன்ப௄த்ௌம்ேபாௌ, நீங்கள் பங்ஶ ௳ொையப் பயன்ப௄த்ொனால், ந   ங்கள் ay 
ஸ்ெகாயரக்ைளப் ப   ௥௴ரக்ள், ேம௩ம் நீங்கள் அ஼ங்கமான ெவளிப்பாடை்டப் ெபறப் 
ேபாழ௤ரக்ள், நீங்கள் வ   ◌ஓப்௔ல் ச   ◌ஓரத்ொன் அ஼ங்கமான வ   ளிப்பாட்ைடப் ெப௥௴ரக்ள்.y 
  நாங்கள் இரண்டாவௌ வ௯த்ேதான்றைல 1 க்ஶ சமமாக இல் கணக்ழ௄ழேறாம், எனேவ y 
வஶத்தல் 1 ஆக மா௥ம், எனேவ நான் எண்ணில் மட௄்ேம ஆரவ்மாக உள்ேளன், இந்த 
வ௯த்ேதான்ற௧ன் எண்ைண 
நீங்கள் கணக்ழட ௳௠ம்௖ம் ேபாௌ நான் வஶப்ைப எ௱த ேவண்ூயொல்ைல.
  இௌ மடங்ஶகள், எண்களின் வ௯த்ேதான்றைலக் க௯த்தல், வஶப்௔ன் வ௯த்ேதான்றைலக் y 
க௯த்தல், அதனால்தான் நான் ெசால்ழேறன், இௌ மடங்ஶகளின் வ௯த்ேதான்றல் என்ன, அந்தy 
எண்களின் வ௯த்ேதான்ற௧ல் இரண்௄ ெசாற்கள் உள்ளன, நீங்கள் பயன்ப௄த்ௌழ௤ரக்ள்  
தயாரிப்௖ ௳ொ எனேவ இன் ஆஃப் லாக் ைமனஸ் லாக் ைமனஸ் இன் லாக் yx ddy x y x x 
ைமனஸ் லாக் மடங்ஶ இன் வ௯த்ேதான்றல் ௔ளஸ் ைமனஸ் லாக் இன் லாக் ைமனஸ் y y x x 
லாக்ழல் ௛ன்றாவௌ ெடரம்் ௔ளஸ் ௔ைரம் உள்ளௌ அந்த ெசால் இங்ேக அ௄த்த வரி௜ல் x y 
எ௱தப்பட௳ல்ைல ஏன் நான் எ௱த௳ல்ைல, ஏெனன்றால் நான் தவ௥ ெசய்ேதன் இல்ைல நான் 
தவ௥ ெசய்ய௳ல்ைல இன் ௔ைரம் 0x 1 
 அதனால் அந்த ெசால் ைக௳டப் ேபாழறௌ எனேவ எ௱த ேவண்ூய அவ஼ய௘ல்ைல அந்த 
ெசால் இன் ௔ைரம் 1 ஐ எ௱த௳ல்ைல, ஏெனனில் அௌ ெவளிேயறப் ேபாழறௌ, எனேவ x 
என்னிடம் இரண்௄ ெசாற்கள் உள்ளன, ஒன்௥ மற்௥ம் ஒன்௥ எனேவ பொ௳ன் என்றால் x y ddy 
என்ன இௌ ௙ௌ ௔ைரம் ஆனால் ௙ண்௄ம் ௔ைரம் ௗஜ்௷யம் இல் ஒன்௥க்ஶ சமம்x x x x y 
 அதனால் 
ைமனஸ் லாக் இன் அ௄த்த ெடரம்் ூூ௞ம் ெவளிேய௥ழறௌ, அௌ ைமனஸ் 1 என்பதால் y y 1 
ஆக உள்ளௌ, ேம௩ம் இந்தச ்ெசால்௧ல் ஐ 1 க்ஶ சமமாக௵ம், சமமாக 1 ஆக௵ம் ைவத்ௌ x y 
பொ௵ க௯த்தல் பொ௵ ெசால் மைறந்ௌ௳௄ம்  எனேவ 1 இல் உள்ள இரண்டாவௌ x y 
வ௯த்ேதான்றல் ைமனஸ் 1 ஆஶம்.
 நாம் ோரை்வப் பயன்ப௄த்த௳ல்ைல என்பைதக் கவனி௞ங்கள், நாங்கள் ேநரூயாக ேவ௥படட் 
சமன்பாட௄்டன் ேவைல ெசய்ழேறாம் மற்௥ம் 1 க்ஶ சமமான ௖ள்ளி என்பௌ உள்௭ர ்y 
அொகபடச் ௖ள்ளியாஶம் என்ற ௚க்ழயமான தகவைலப் ெபற்௥ள்ேளாம்.
 மற்௥ம் வைரபடமானௌ உள்௭ர ்அொகபடச்த்ொற்ஶ அ௠ழல் எப்பூ இ௠க்க ேவண்௄ம் 
என்பைத நீங்கள் அ௣௴ரக்ள் இப்ேபாௌ எங்களிடம் வைரபடத்ைத வைரய ேபாௌமான 
தகவல்கள் 
உள்ளன  ஏற்கனேவ வைரயப்பட்ட வைரபடம் மற்௥ம் ழைடமடட் அசா் அசா் மற்௥ம் x 
ெசங்ஶத்ௌ அசா் அசா் எனேவ என்பௌ இன் சார௖் ஆஶம், எனேவ ௖ள்ளி 1 1 என்பௌ ஒ௠ y x y 
உள்௭ர ்அொகபடச்ம், எனேவ வைரபடமானௌ அ௠ழல் இப்பூ இ௠க்க ேவண்௄ம் ஒ௠ ௖ள்ளி 
ஒன்௥ எனேவ ப௜ற்஼௜ன் இரண்டாவௌ ேகள்௳க்ஶ ௳ைடயளிக்ழேறாம், ஒ௠ ௖ள்ளிக்ஶ 
அ௠ழல் ெசயல்பாட௄் ோர௵் வைள௳ன் வைரபடத்ைத வைரய௵ம், இப்ேபாௌ நான் ஏன் 
வைரபடத்ைத இப்பூ ெதாடரந்்ேதன், ஏன் வைரபடத்ைத இப்பூ ெதாடரந்்ேதன் என்௥ அ௄த்த 
ேகள்௳ையக் ேகட்ேபாம்.
  இந்த வைரபடத்ொன்பூ அொகரித்தால், ெபரிதாக௵ம் ெபரிதாக௵ம் ஶைற௞ம் , y y x x 
மொப்௖ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ அ௠ழல் வ௠ம் , ௔ன்னர ் ௗஜ்௷யத்ொ௧௠ந்ௌ ஒன்௥க்ஶ அொகரிக்ஶம் y 
ேபாௌ மொப்௖ ௗஜ்௷யத்ொ௧௠ந்ௌ ஒன்௥க்ஶ அொகரிக்ஶம்.x 
 ேவ௥ வாரத்்ைத௜ல்  இன் ெசயல்பாடாக இங்ேக அொகரிக்ழறௌ மற்௥ம் இங்ேக y sx 
ஶைறழறௌ என்பைத நாம் எப்பூ அ௣ேவாம், ௚த௧ல் ெசய்ய ேவண்ூயௌ என்னெவன்றால், 
௙ண்௄ம் ேவ௥படட் சமன்பாட்ூற்ஶச ்ெசல்வௌ, ேவ௥பாட்ூன் சமன்பா௄ உங்க௬க்ஶ என்ன 
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த௠ழறௌ, அௌ உங்க௬க்ஶ இன் ௔ைரைமக்ஶ சமமான பொைவ அளிக்ழறௌ  ஆல் y x y x 
ஆல் ைமனஸ் ஆல் ஆல் எனேவ ௔ைரம்க்ஶ ேவ௥ ேவரக்ள் இல்ைல என்௥ நீங்கள் y x x 
பாரக்்ழ௤ரக்ள், நாங்கள் பாரக்்ழேறாம் நாங்கள் ௚தல் நால்வைர மட௄்ேம பாரக்்ழேறாம் xy 
க்ஶ உள்௭ர ்அொகபடச்ம் க்ஶ சமமாக உள்ளௌ, எனேவ அைதச ்ெசால்வதன் அரத்்தம் என்ன? y 
உள்௭ர ்அொகபடச்ம் இல் ஒன்௥க்ஶ சமமாக உள்ளௌ, எனேவ ஐ ௳ட ெபரியதாக மா௥ம் y y 1 
ேபாௌ மொப்௖ 1 ஐ ௳ட ஼௣யதாக மா௥ம், ஏெனனில் இல் 1 க்ஶ சமம் இன் மொப்௖ 1 க்ஶ x xy x 
சமம் எனேவ என்றால் மொப்௔ல் சமமாக இ௠க்ஶம்  1 என்பௌ 1 க்ஶ சமமானௌ சரி, x y x 
எனேவ க்ஶ சமம் என்பௌ உள்௭ர ்அொகபடச்ம், எனேவ க்ஶ ேமல் அொகரித்தால் y 1 y 1 x 
ஶைறக்க ேவண்௄ம் என்பௌ உள்௭ர ்அொகபடச்ம் 1 க்ஶ ஒ௠ அொகபடச் மொப்௖ எனேவ நீங்கள் 
அொகபடச் மொப்ைபத் தாண்ூச ்ெசல்௩ம்ேபாௌ  இன் மொப்௖ ஶைறக்கப்ப௄ழறௌ, இன் x x 
மொப்௖ என்ைன ௳ட ஶைறக்கப்ப௄ழறௌ  என்ன ஐ ௳ட ஶைறவாக௵ம், ஐ ௳ட ans x 1 y 1 
ெபரியதாக௵ம் இ௠க்ஶம், எனேவ இன் பொ௵ ஆல் ஐ ௳ட ெபரியௌ எனேவ இன் y x y x 1 y x 
பொ௵ ேநரம்ைற எனேவ இங்ேக என்ன நடக்ழறௌ என்பைத நீங்கள் பாரக்்ழ௤ரக்ள் இன் y yx 
ப்ைரம் இன் இன் லாக் ஆல் ஆல் ைமனஸ் ஆஃப் ஆல் என்பைத நிைன௳ல் y x y x 
ெகாள்௬ங்கள், எண் ேநரம்ைற மற்௥ம் நாம் ௚தல் நான்ழல் இ௠க்ழேறாம், எனேவ வஶத்தல் 
எொரம்ைறயாக உள்ளௌ, எனேவ வ௯த்ேதான்றல் 1 க்ஶ அப்பால் எொரம்ைறயாக உள்ளௌ.
 இதன் ௳ைளவாக 

1க்ஶ அப்பால் அொகரிக்ஶம் ேபாௌ ெதாடரந்்ௌ ஶைறழறௌ, எனேவ ஆல் எனேவ , y xy y x y 
ஐ ௳ட ெபரியதாக இ௠க்க ேவண்௄ம் , எனேவ ஆல் இன் பொ௵ ெதாடரந்்ௌ x 1 x y 

ேநரம்ைறயாக இ௠க்க ேவண்௄ம், எனேவ வ௯த்ேதான்றல் ெதாடரந்்ௌ எொரம்ைறயாக இ௠க்ஶம்
, எனேவ இன் 1 ௚ூ௳௧௜ல் கண்ூப்பாக ேமாேனாேடான் உள்ளௌ ேம௩ம் அௌ 0 x  y 
இ௧௠ந்ௌ 1 ஆக அொகரிக்க ேவண்௄ம் என்பைத நீங்கள் பாரக்்கலாம்.
 அதனால்தான் வைரபடம் இவ்வா௥ வைரயப்பட௄்ள்ளௌ இப்ேபாௌ ேகள்௳ என்னெவன்றால், 
இந்த வைரபடம் எல்லா வ௯களி௩ம் ெசல்ழறௌ என்பைத நான் எப்பூ அ௣ேவன் என்பௌதான்.
 ேதாற்றம் க்ஶ ெசல்௩ம் ேபாௌ க்ஶ ெசல்ல ேவண்௄ம் என்௥ எனக்ஶ எப்பூ ெதரி௞ம் y 0 x 0 
மற்௥ம் க்ஶ ெசல்௩ம் ேபாௌ எனக்ஶ எப்பூ ெதரி௞ம் க்ஶ ெசல்ல ேவண்௄ம்.y nfinity x 0 
 இங்ேக நாம் இந்த கட்டத்ொல் ொ௠ம்௔ச ்ெசல்ல ேவண்௄ம் 2.
10 சமன்பாட்ூற்ஶச ்ெசல்ல ேவண்௄ம், 
இங்ேக நாம் சமன்பா௄ 2.
10 க்ஶ ொ௠ம்௔ , இந்த சமன்பாடை்டப் பாரக்்க௵ம் ஷட்டல் பொ௵ க௯த்தல் பொ௵ y 1 y x 
என்றால்  ௚ூ௳௧க்ஶ ெசல்ழறௌ என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம், ௚ூ௳௧க்ஶ ெசன்றால், y y 
இடௌ ௖றம் ௚ூ௳௧க்ஶ என்ன நடக்ழறௌ என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம், இப்ேபாௌ பொைவ y 
இடௌ௖றம் ெகாண்௄ வா௠ங்கள், ைமனஸ் பொ௵ ைமனஸ் 1 பற்௣ நீங்கள் என்ன ெசால்ல y y 
௚ூ௞ம்? ைமனஸ் லாக் ைமனஸ் 1 அௌ௵ம் ௚ூ௳௧க்ஶ ெசல்௩ம்   ைமனஸ் லாக் y y y 
ைமனஸ் 1 ஐ௞ம் ஷட்டல் ௚ூ௳௧க்ஶ எப்பூ ெசல்ழறௌ என்௥ நீங்கள் நம்௔னால், 
அப்பூயானால் ைமனஸ் லாக் ப்ளஸ் இன்ஃ௔னிடூ்க்ஶ ேபாக ேவண்௄ம், எனேவ x x 
ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ ெசல்ல ேவண்௄ம் ஏன் இௌ உண்ைம ஏன் ைமனஸ் பொ௵ ேவண்௄ம் என்௥ y y 
ெசால்ழேறன்  ப்ளஸ் இன்ஃ௔னிடூ்க்ஶ ெசல், ஏெனன்றால் இன்ஃ௔னிடூ் லாக்ழற்ஶ ெசல்௩ம்y 
ேபாௌ ௞ம் ௚ூ௳௧க்ஶ ெசல்ழறௌ இௌ ஒ௠ இன்ஃ௔னிடூ் ைமனஸ் இன்ஃ௔னிடூ் y 
வைகயல்லவா, எனேவ ைமனஸ் லாக் ஷட்டல் இன்ஃ௔னிடூ்க்ஶ ெசல்ழறௌ என்௥ எப்பூ y y 
சாதாரணமாகச ்ெசால்வௌ என்பைத நாம் பாரக்்கலாம்.
 

இன்௑ம் ப்ளஸ்  இன்ஃ௔னிடூ்க்ஶ ெசல்௩ம்  0 ௚ூ௳௧க்ஶ ெசல்௩ம் ேபாௌ கைட஼ பஶொ y y 
ஆனௌ ஷட்டல் ௚ூ௳௧க்ஶ ெசல்௩ம் ேபாௌ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ ெசல்ல ேவண்௄ம் ௔ளஸ் 2 3d y x 

௖ள்ளி ஒ௠ ௗஜ்௷யத்ொன் வலௌ பக்கம் இடௌ ௖றத்ைத ௳ட ெமௌவாக ௚ூ௳௧க்ஶ ெசல்௩ம், 
இௌ ஒ௠ ௚ரண்பாடாஶம்.
  அல்லௌ ேவ௥ வாரத்்ைதகளில் ெசால்வெதன்றால் , லாக் ஐ இடௌ ௖றத்ொல் ெகாண்௄ y 
வா௠ங்கள், நான் ௚ன்௖ வாொட்டௌ ேபால் நீங்கள் வாொடலாம், எனேவ அூப்பைட௜ல் நான் 
என்ன ெசால்ழேறன் என்றால், ஼ல ௳ஷயங்கள் மற்ற ஼ல ௳ஷயங்கைள ௳ட ௚ூ௳௧க்ஶ 
ேவகமாக ெசல்ழன்றன.

க்ஶ ெசல்ழறௌ  பொைவ ௳ட ேவகமானௌ சௌரம் உங்கைள ௳ட ேவகமாக  yy inf yy 
௚ூ௳௧க்ஶ ெசல்௩ம் சக்ொக்ஶ ஐ ௳ட ேவகமாக ௚ூ௳௧க்ஶ ெசல்௩ம் எனேவ இந்த y y 
எல்லா ௳ஷயங்களி௩ம் நீங்கள் என்ன ெசால்ழ௤ரக்ள், எனேவ இங்ேக ஒ௠ ப௜ற்஼ இந்த 
கைட஼ பஶொைய ௌல்௧யமாக ௳வாொக்க௵ம்.

Pru
tor
@
IIT
K



 
இன் ெசயல்பா௄ ஆனௌ இன் ஐ ௳ட ௚ூ௳௧ ெமௌவாக ெசல்ழறௌ, அங்ஶ மற்௥ம் t f t g f 
ஆழயைவ ஒேர இைடெவளி௜ல் மற்௥ம் க்ஶ ெசல்ழன்றன, எனேவ ௳ழதமாக g a t 

இ௠ந்தால் ௚ூ௳௧க்ஶ ெமௌவாக ெசல்ழறௌ என்௥ நாம் ஷறலாம்.ft 
தற்ேபாைதய ிழ௧ல் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ ெசல்ழறௌ, ஐ ௳ட லாக் ௚ூ௳௧க்ஶ  ft by gt y y 

ெமௌவாக ெசல்ழறௌ என்பைத நீங்கள் நி௡௔க்க ௚ூ௞மா , எ௄த்ௌக்காட்டாக l'hopital's 
௳ொைய அேத லா௷க் லாக் ௛லம் பவர ்ஆ௜ரம் ௛லம் ஐ ௳ட ெமௌவாக ௚ூ௳௧க்ஶ t t 
ெசல்௩ம்  பத்தா௜ரத்ொற்ஶ ஒ௠ சக்ொ ெபாௌவாக உங்கள் எவ்வள௵ ெபரியதாக இ௠ந்தா௩ம் ,n 
எவ்வள௵ ஼௣ய ேநரம்ைறயாக இ௠ந்தா௩ம், உங்கள் ஆனௌ சக்ொ௞டன் லாக் ஆனௌ a n t t 
சக்ொைய ௳ட ெமௌவாக ௚ூ௳௧க்ஶ ெசல்௩ம் ௚ூ௳௧க்ஶ ெசல்௩ம் ேபாௌ இந்த a t 
உண்ைம வளரச்஼்ைய ஒப்௔௄ம்  எந்த இரண்௄ இரண்௄ ெசயல்பா௄கள் ௚ூ௳௧க்ஶ ெசல்௩ம் 
௳ழதத்ைத ஒப்௔௄ம் ௳ழதங்கள் கால்ஶல௻ல் ௘க௵ம் ௚க்ழயம் என்பைத ௙ண்௄ம்  
ெசால்ழேறன்.
 மற்ெறா௠ ெசயல்பாட௄்டன் ஒப்௔௄ைக௜ல், நீங்கள் 

மற்௥ம் இரண்௄ம் ௚ூ௳௧க்ஶ ெசல்லலாம் அல்லௌ இரண்௄ம் 0 க்ஶ ெசல்லலாம், ஆனால் f g 
சாராம்சத்ொல் ேவகமான கணக்வ௄ ெசய்வௌ ஒன்௥க்ெகான்௥ ெதாடர௖்ைடய 
ெசயல்பா௄களின் வளரச்஼்ைய ஒப்௔௄வதாஶம்.
 ௚ூ௳௧ அல்லௌ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ ஼ைதவௌ எௌ ெபா௠த்தமானௌ என்பைத கவனத்ொல் 
ெகாள்ள ேவண்௄ம் அூ மற்௥ம் ௷ூ ஆழய இரண்௄ ெசயல்பா௄கள் ெகா௄க்கப்படட்ால் , அூ 
௚ூ௳௧க்ஶ ேவகமாக ெசல்ழறதா அல்லௌ ௷ூ ௚ூ௳௧க்ஶ ேவகமாக ெசல்ழறதா என்ற 
ேகள்௳ ெபாௌவாக எளிதானௌ அல்ல, பொ௵ ௳ஷயத்ொல் எளிதானௌ அல்ல.y 
  மற்௥ம் ஏெனன்றால் நீங்கள் உடனூயாக எல்'ேஹா௔ட்ட௧ன் ௳ொையப் பயன்ப௄த்த y, 
௚ூ௞ம், ஆனால் ெப௠ம்பா௩ம் எல்'ேஹா௔ட்ட௧ன் ௳ொையப் பயன்ப௄த்ௌவதற்ஶ நீங்கள் 
அொரஷ்்டசா௧யாக இ௠க்கப் ேபாவொல்ைல, ேம௩ம் ௔ரசச்ைன ௘க௵ம் கூனமாக இ௠க்ஶம்.
  எௌ ௚ூ௳௧க்ஶ ேவகமாக ெசல்ழறௌ என்பைத ௚ூ௵ ெசய்௞ங்கள் அல்லௌ இந்த இரண்௄ 
ெசயல்பா௄க௬ம் ஒேர ௳ழதத்ொல் ௚ூ௳௧க்ஶ ெசல்ழன்றன என்பைத உதாரணத்ொற்ஶ 
எ௄த்ௌக்ெகாள்ேவாம்.
  நான்ஶ பகாக்கள் உள்ளன இரண்௄ ௛ன்௥ ஐந்ௌ மற்௥ம் ஏ௱ அேத ேபால் ௜ன் ௏௥ t f 
என்றால் 1 மற்௥ம் ௏ற்௥க்ஶ இைடேய உள்ள பகா எண்களின் எண்ணிக்ைக மற்௥ம் 
பகாக்களின் எண்ணிக்ைக உடன் ௚ூ௳௧க்ஶ ெசல்ழறௌ என்பைத நீங்கள் அ௣௴ரக்ள்.t 

௚ூ௳௧க்ஶச ்ெசல்வௌ ேபால ௚ூ௳௧க்ஶச ்ெசல்ழறௌ, ௙ௌ ௙ௌ க்ஶ சமமான  t t gt t t 
மற்ெறா௠ ெசயல்பாடை்டப் பாரப்்ேபாம்.
  ஆனால் ௷ூ௜ன் ௳ழதத்ொல் அூ ௷ூைய ௳ட ேவகமாக ௚ூ௳௧க்ஶ ெசல்ழறதா அல்லௌ 
அௌ ேவ௥ வ௯யா அல்லௌ அேத ேவகத்ொல் ௚ூ௳௧க்ஶ ெசல்ழறாரக்ளா இந்த ேகள்௳ 
கா௻யன் ஒ௠ ேமாசமான ௟கமாக இ௠ந்தௌ.
 அேத ௳ழதத்ொல், ஆனால் இந்த அ௑மானம் ழட்டத்தட்ட 100 ஆண்௄களாக நி௡௔க்கப்படாமல்
இ௠ந்தௌ, இௌ இரண்௄ ௔ெரஞ்ா கணித௳யலாளரக்ளால் 1896 இல் ஹடமாரட்் மற்௥ம் 
மற்ெறான்௥ 1898 இல் நிைல ேமாசமான பாட௩டன் ாயாோனமாக ோரக்்கப்பட்டௌ, ேம௩ம் இந்த 
ேதற்றம் ௚தன்ைம எண் ேதற்றம் என்௥ அைழக்கப்ப௄ழறௌ.
 எண் ேகாட்பாட்ூல் ௘க௵ம் ஶ௣ப்௔டத்தக்க ேதற்றங்கள் , ௚ூ௳௧கைள ஒப்௔௄வௌ எளிதான 
காரியம் அல்ல என்பைத௞ம், ௚ூ௳௧௜ன் ஒப்௕௄ பற்௣ய ேயாசைன ஹாரூ்யால் அழகாகgh 
௳ளக்கப்பட௄்ள்ளௌ, ஆரட்ரஸ்் ஆஃப் இன்ஃ௔னிடூ் என்௥ அைழக்கப்ப௄ம் இந்த ஼௣ய 
பஶொ௜ல் நாம் மற்ெறா௠ உதாரணத்ைத எ௄த்ௌக்ெகாள்ேவாம், ஆனால் நாம் ெசய்ேவாம்.
  அேநகமாக அ௄த்த ௳ரி௵ைர௜ல் இைதச ்ெசய்ேவாம், இந்த அப்பா௳யாகத் ேதாற்றமளிக்ஶம் 
ேவ௥படட் சமன்பாடை்ட ஆல் க்ஶ சமமாக 1 ஷட்டல் ஆக ஆக எ௄த்ௌக்ெகாள்ேவாம், dx y y x 
இௌ ஒ௠ மா௣ ௔ரிக்கக்ஷூய சமன்பா௄ ஆஶம் , ேம௩ம் ோர௵் மைற௚க வூ௳ல் ேதான்௥ம் 
இந்த எ௄த்ௌக்காடூ்ல் நாம் என்ன ௳௠ம்௖ழேறாம் என்பைத நாம் ௖ரிந்ௌ ெகாள்ள 
௳௠ம்௖ழேறாம், ௚ூ௳௧க்ஶ ெசல்௩ம் ேபாௌ என்ன நடக்ஶம் என்பைத நாம் ௖ரிந்ௌ ெகாள்ளx 
ேவண்௄ம், எப்பூ ௚ூ௳௧க்ஶ ெசல்ழறௌ என்பைத நாம் எ௄த்ௌக்ெகாள்ேவாம் அ௄த்த y 
௚ைற இன்ைறக்ஶ இங்ேக நி௥த்ௌேவாம், ஆனால் இதற்ழைட௜ல் நீங்கள் சமன்பா௄ 2.
11 ஐத் ோரத்்ௌ  தயாராக இ௠ங்கள் Pru
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