
 िवभेदक समीकरणांवरील या मािलकेतील पाचʩा ʩाƥानात आपले ˢागत आहे  डोमेन आʉी काही सोपी उदाहरणे पाहतो आʉी 
एकसंध फंƕɌ सकाराȏक एकसंध फंƕɌ आिण शेवटी एकसंध िवभेदक समीकरणे पाहतो आिण ते कसे सोडवायचे ते कसे 
सोडवायचे, चला तर मग आपण नेहमी जात असलेʞा ɘेनǉा उपसंच वर आपण पहात असलेʞा ʩाƥेपासून सुŜवात कŝया.d 

ǉा उपसंचांकडे पाहǻासाठी चा उपसंच हा एकसंध आहे असे ʉटले जाते जेʬा तुʉी डोमेन मȯे िबंदू ƽा  r2 r 2 d d xy 
आिण ȑाला ˋेलर ने गुणाकार केला तर 0 ǉा बरोबरीचे नाही तर िबंदू ˢʙिवराम पुɎा असणे आवʴक आहे दुस-या tt tx d 
शɨात तुʉी डोमेनमȯे िबंदू घेता तेʬा तुʉी पहात असता गुिणले हा मूळ सह ला फƅ एक िबंदू संरेİखत आहे तो xy t xy xy 
फƅ ǉा घटकाȪारे िबंदू ची मोजणी आहे  ˋेल केलेला िबंदू डोमेनमȯे देखील असणे आवʴक आहे जेणेकŝन आपण पहालt xy 
की सवŊ आिण ˋेिलंग घटक एकतर सकाराȏक असू शकतात िकंवा ते नकाराȏक असू शकतात ʉणून टी वाˑिवक संƥेवर बदलते 
ʉणून िबंदंूǉा संचाचे काय होते ˢʙिवराम ही एक रेषा आहे ʉणून एकसंध आहे  डोमेन हे ओळीचें एकसंघ आहे, शƐतो tx ty 
मूळ मूळ वगळता काढले जाऊ शकते कारण आʉी आवʴक असलेली ʩाƥा लƗात ठेवा की ǉा मालकीचे आहे याचा अथŊ xy d 

ǉा मालकीचे आहे साठी 0 ǉा बरोबरीचे नाही.txty d t 

 ȑामुळे आता ही एकसंध डोमेनची बीजगिणतीय ʩाƥा आहे  आपण एकसंध डोमेनची काही उदाहरणे पाš या पण ȑाआधी आपण 
एकसंध डोमेनचे िचũ 
पाš, होय येथे तुʉाला एक एकसंध डोमेन िपवʨा रंगात छटा दाखवलेला िदसतो तो समान दोन आिण बरोबर दोन दोन y x x y x 
ओळीमंधील Ůदेश आहे.
 या दोन रेषांमधला Ůदेश पिहʞा चतुथाōशात िपवळा छटा दाखवला गेला आहे आिण ितस̴या चतुथाōश आता या दोन तुकǰांचे हे िपवळे 
तुकडे हे एकसंध डोमेन आहे ते एकसंध डोमाय का आहे? आपण पाš शकतो की आपण िपवʨा Ůदेशात िबंदू घेतʞास ने n xy t 
गुणाकार केला तर आपʞा ने देखील आहे ʉणून आपण पहाल की हा एक िबंदू आहे आपण तो ने गुणाकार केʞास t xy xy t 
आपण समरेख िबंदू वर येतो.txty 
 शूɊापेƗा मोठे आिण जर टी शूɊ पेƗा कमी असेल तर तुʉी िवŜȠ बाजूने या िविशʼ िबंदूवर आलात तर हे अशा Ůȑेक िबंदूसाठी खरे 
आहे ʉणून हे डोमेन एकसंध डोमेन आहे आता आपण पुढे जाऊ या सवŊ वाˑिवक संƥा परंतु केवळ सकाराȏक वाˑिवक संƥांǉा 
संदभाŊत, ʉणून आपण एक सकाराȏक एकसंध डोमेन पįरभािषत कŝया जेʬा जेʬा गुणा ǉा मालकीचा असेल तेʬा xy dt xy 
डोमेन सकाराȏक एकसंध आहे असे ʉटले जाते तेʬा िबंदू ˢʙिवराम देखील ǉा मालकीचा असतो परंतु ही आवʴकताtx ty d 
एकसंध डोमेनसाठी पूवŎǉा बाबतीत फƅ टी पॉिझिटʬसाठी आहे आʉाला वेळा सवŊ साठी चा असावा 0 ǉा बरोबरीचा t xy t d 
नाही यावेळी आʉाला ते फƅ सकाराȏकतेसाठी आवʴक आहे ʉणून आपण अशा डोमेनला कॉल कŝया p ositively 

ʉणून आʉाला एकसंध डोमेन िमळाले आिण आʉाला सकाराȏक एकसंध डोमेन िमळाले ʉणून आताhomogeneous domain 
आपण एका डोमेनचे उदाहरण पाš जे सकाराȏक एकसंध आहे परंतु एकसंध नाही ते डोमेन तयार करणे खूप सोपे आहे येथे पिहले िचũ 
आहे.
  चतुथाōश हा समतलातील सवŊ िबंदू ǉा संचाशी बरोबरी करतो जसे की धनाȏक आहे आिण धनाȏक आहे उघडा पिहलाd xy x y 
चतुथाōश मी ȑाला उघडा पिहला चतुथाōश का ʉणतो कारण सीमारेषा समɋय अƗाǉा भागांǉा समतुʞ िकरणांना या चौकोनाला 
बांधतात डोमेनमȯे समािवʼ नाही डोमेन हा सवŊ िबंदंूचा संच आहे जसे की धनाȏक आहे आिण सकाराȏक आहे ʉणून d xy x y 

बरोबर 0 समािवʼ नाही ʉणून तो उघडा पिहला चतुथाōश आहे हा खुला पिहला चतुथाōश ˙ʼपणे सकाराȏक एकसंध अिधकार आहे x 
जर मी घेतले तर  ˢʙिवराम खुʞा पिहʞा चतुथाōश मȯे नंतर ˢʙिवराम देखील सकाराȏक साठी खुʞा x y tx ty t 
पिहʞा चतुथाōश मȯे असेल परंतु नकाराȏक साठी नाही उदाहरणाथŊ 1 1 उदाहरणाथŊ िबंदू 1 1 आहे  डोमेनमȯे पण टी ƽा वजा 2 t 
आिण उणे 2 उणे 2 डोमेनमȯे नाही
 ȑामुळे हे एकसंध नाही परंतु ते सकाराȏक एकसंध आहे
 ȑामुळे मला आशा आहे की तुʉाला एकसंध डोमेन आिण सकाराȏक एकसंध डोमेनमधील फरक समजला असेल दोɎी संकʙना  
पुढील गोʼीमंȯे वारंवार वापरलेले आपण एकसंध डोमेन आिण सकाराȏक एकसंध डोमेनची काही उदाहरणे पाš या संपूणŊ िवमान 
˙ʼपणे एकसंध डोमेन आहे ɘेनमȯे िबंदू ƽा ˢʙिवराम देखील िवमानात आहे पुढील उदाहरण ʉणजे मूळ असलेले xy tx ty 
िवमान काढले मी िवमानातून मूळ काढून टाकले ʉणजे पंƁर केलेले िवमान हे एकसंध डोमेन आहे एक िबंदू दोɎी शूɊ असू शकतxy 
नाही आिण शूɊ असू शकत नाही ʉणून एकतर शूɊाǉा समान नाही िकंवा ǉा बरोबर नाही ने गुणाकार केला आहेx y x y 0 t 
जेथे  ही कोणतीही वाˑिवक संƥा आहे जी 0 नाही तर ˢʙिवराम दोɎी 0 असू शकत नाही कारण आधीपासून 0 t tx ty t 
नाही आिण आʉाला मािहत आहे की िकंवा पेƗा िभɄ आहे ʉणून हे डोमेन उणे मूळ  एकसंध डोमेन हे पिहले चतुथाōश x y 0 r2 
आहे जसे आपण पािहले आहे की सकाराȏक एकसंध डोमेन आहे जे एकसंध डोमेन नाही ȑाऐवजी आता आपण पुढचे उदाहरण घेऊ या
पिहʞा चतुथाōश आिण िपवʨा Ůदेशांसारखे ितसरे चतुथाōश घेऊ.
 पिहʞाच ˠाईडमȯे आपण ते दोन ते दोन तुकडे घेतले ते दोन िपवळे तुकडे जे आपण पिहले चतुथाōश घेतले आिण ितसरा चतुथाōश जो 
एकसंध डोमेन आहे आता आपण चे फंƕन घेऊ या वजा बाय ɘसचे लॉगįरथम  हे फंƕन कोठे पįरभािषत केलेf mod x y x y 
आहे हे फंƕन ǉा ǉा बरोबरीǉा रेषेने पįरभािषत केलेले नाही आिण हे फंƕन बरोबर उणे ǉा रेषेने देखील x y y x x 
पįरभािषत केलेले नाही ʉणून ɘेन ƽा या दोन ओळी काढून टाका आिण नंतर तुʉाला चार तुकडे िमळतील  हे चार तुकडे एक एकसंध 
डोमेन आहे जर तुʉी िबंदू घेतला आिण ने गुणाकार केला तर शूɊ बरोबर पुɎा िबंदू ˢʙिवराम या चार xy tt tx ty 
तुकǰांपैकी शेवटचा असेल  तुमǉासाठी एक छोटासा ʩायाम आहे की समतल मधील िबंदंूचा संच ʉणजे पेƗा मोठा i xy x y 
आहे की तुʉी ȑाला ओपन हाफ ɘेन ʉणू इİǅता हे ओपन हाफ ɘेन एकसंध आहे का ते सकाराȏकįरȑा एकसंध आहे का याचा 
िवचार करा की हे अवघड नाही ʉणून हे  एकसंध डोमेनची काही उदाहरणे आहेत आता आपण या Ůकरणाǉा एकसंध कायő आिण 
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एकसंध िभɄ समीकरणांǉा मुƥ मुȟाकडे येऊ या, ʉणून जेʬा फंƕन एकसंध असʞाचे ʉटले जाते तेʬा सवŊŮथम असे घडले 
पािहजे की डोमेन हे एकसंध डोमेन असावे जे जेʬा जेʬा असेल.xy 
  फंƕनǉा डोमेनमȯे आहे ˢʙिवराम देखील फंƕनǉा डोमेनमȯे असणे आवʴक आहे अɊथा ʩाƥेला काही अथŊ tx ty 
नाही ʉणूनच आʉी एकसंध फंƕɌ पįरभािषत करǻाआधी एकसंध डोमेन पįरभािषत केले आहे ʉणून चे फंƕन असे xy f 
ʉटले जाते ˢʙिवराम चा tx ty 

हा ǉा गुिणले ǉा घात ǉा बरोबरीचा असʞास एकसंध ʬाf xy k f t 
 ȑामुळे उजवीकडे आिण डाʩा हाताची बाजू बॉट असेल  ची ʩाƥा केली आहे कारण जेʬा जेʬा डोमेनमȯे असतो तेʬा h xy tx
ˢʙिवराम देखील डोमेनमȯे असतो या ला एकिजनसीपणाची िडŤी ʉणतात या ला एकसंधतेची िडŤी ʉणतात आिण ty k k 
आपण ʉणू की िडŤी चे एकसंध आहे ʉणून आपण पुɎा घेऊया उदाहरणांची संƥा वगŊ अिधक वगŊ वजा 7 हे अंश 2 f k x y xy 
चे एकसंध आहे.
 जर तुʉी आिण ǉा जागी नेले तर तुʉाला ˢʙिवराम ǉा बाहेर येणारा वगाŊचा घटक ǉा x y txnty tx ty f t xy t 
वगŊ गुणा थेट असेल  आता हे तपासणे तुमǉासाठी शƐ आहे, आता पुढील उदाहरण घेऊया चा f y tan inverse by x 
आता हे फंƕन असताना पįरभािषत केले जात नाही ʉणून ते अƗाǉा बाजूने पįरभािषत केले जात नाही ʉणून अƗ काढूनx 0 y y 
टाका आिण नंतर तुʉाला िदसेल की जेʬा तुʉी बदलता Ȫारे ˢʙिवराम काहीही बदलत नाही ʩुǿम Ȫारे xy tx ty tan y x

ǉा ʩुǿम समान आहे दुस̴या शɨांत चा ˢʙिवराम बार ǉा बरोबरीचा आहे ʉणून हे ty tan ty x tx f xy f tx t 
एक फंƕन आहे जे अंश शूɊाचे एकसंध आहे हे एकसंध आहे शूɊ अंशाची तीर घेऊ  उदाहरण Ɛूबचे वगŊमूळ वजा Ɛूब d x y 
आता आपण वाˑिवक मूʞवान फंƕɌ पाहत आहोत ʉणून डोमेनमधून आपʞाला 1 ˢʙिवराम 2 सारखे िबंदू काढावे लागतील 
कारण जेʬा मी बरोबर 1 आिण बरोबर 2 घेतो तेʬा ȑाखालील Ůमाण वगŊमूळ ऋणाȏक होते आपʞाला ते नको आहे तर या x y 
फंƕनचे डोमेन काय आहे या फंƕनचे डोमेन आिण दोन अशा सवŊ िबंदंूचा संच आहे की पेƗा मोठा आहे तो अधाŊ xy r x y 
समतल आहे
 ȑामुळे हे डोमेन सकाराȏक एकसंध आहे पण एकसंध नाही ʉणून तुʉी ʉणता की हे फंƕन िडŤी 3 बाय 2 चे पॉिझिटʬली एकसंध 
आहे हे पॉिझिटʬ एकसंध फंƕन ʉणजे ˢʙिवराम बरोबर ǉा पॉवर गुणा ǉा चे समीकरण पॉिझिटʬ tx ty t k xy f t 
साठी धरले पािहजे तेथे एक समीकरण आहे ˢʙिवराम बरोबर ǉा पॉवर गुणा ǉा चे ŮदिशŊत केलेले tx ty t k xy f 
समीकरण ǉा सकाराȏक मूʞांसाठी धरले पािहजे ʉणून तुʉी ʉणता की हे फंƕन सकाराȏक एकसंध आहे ʉणून शेवटचे t 
उदाहरण जे तुʉी ˠाइडǉा वगŊमूळात पहा  घन वजा घन चौरस व वगाŊने भागून घात 3 ने 2 तुʉी आिण ला x y x y x y tx 
ˢʙिवराम ने बदलता आिण नंतर तुʉाला िदसेल की ते शूɊ अंशाचे एकसंध असले पािहजे परंतु सकाराȏक असणे आवʴक ty t 
आहे ʉणून तुʉाला फंƕɌची उदाहरणे िमळाली आहेत एकसंध आहेत आिण फंƕɌ जे केवळ सकाराȏक एकसंध 
आहेत ʉणून फंƕɌसाठी आपण कोणȑा Ůकारचे डोमेन पाहणार आहोत आपण ǉा ǉा तीन फंƕɌची फंƕɌ xy xym xy 
पाहणार आहोत जे िवभेदक समीकरण अिधक समान 0 मȯे वारंवार घडतात  िवभेदक समीकरण असेल बरोबर mxydx nxydy 
ʉणजे हे आिण चे फंƕन आहे आिण हे आिण चे कायŊ आहे आिण साठी डोमेन काय आहेत ते एकसंध िकंवा m x y n x y m n 
सकाराȏकपणे एकसंध असले पािहजेत
 ȑामुळे आपण कोणȑा Ůकारचे डोमेन आहोत  मुƥतः  संपूणŊ समतल पाहǻासाठी जात असलेʞा 
अनेक उदाहरणांमȯे संपूणŊ समतल असेल कारण ʩाƥा अȯाŊ समतल उघडʞा गेʞा उदाहरणाŮमाणे तुʉी Ɛूब वजा Ɛूब चेx y 
वगŊमूळ पािहले आहे.

 ȑामुळे तुʉाला हाफ ɢेɌ ओपन फ Ŋː ƓाडŌ ंट पाहǻाची गरज आहे हे वरील आयटम Ţमांक दोन मȯे वणŊन केलेʞा ओपन हाफ 
ɘेनचे ओपन फ Ŋː ƓाडŌ ंट आिण मयाŊिदत छेदनिबंदू हे एक अितशय महȇाचे उदाहरण आहे,
 ȑामुळे हे असे डोमेɌ आहेत जे आʉी पाहणार आहोत.
 मुƥतः  उणे मूळ संपूणŊ समतल वजा मूळ समतल अधाŊ समतल एक चतुभुŊजr 2 r 2 
 ȑामुळे अशा डोमेɌकडे आपण पाहणार आहोत ते सवŊ एकसंध िकंवा सकाराȏक एकसंध आहेत आता आपण एकसंध ची ʩाƥा 
घेऊ.
 िवभेदक समीकरण असे गृहीत धरा की चा आिण चा दोɎी समतल ǉा एकसंध उपसमूहावर पįरभािषत केले आहेत xy m xy n d 
आिण चा xy 

आिण चा समान पदवीचे एकसंध आहेत जे आहे एकसंध आहे पदवी 2 चा एकसंध आहे अंश 2 चे एकसंध असणे m xy n m m n 
देखील.
 जर अंश उणे 3 चे एकसंध असेल तर देखील अंश उणे 3 चे एकसंध असणे आवʴक आहे.m n 
 ʉणून आिण ǉा एकसंधतेची पदवी समान असणे आवʴक आहे तर तुʉी ʉणता की हे िभɄ आहे  समीकरण m n ential 

इƓल टू शूɊ हे एकसंध िवभेदक समीकरण आहे ʉणून आपण एकसंध िवभेदक समीकरणांची दोन mxydx plus nxydy 
उदाहरणे पाš या पिहले ʉणजे वगŊ वजा चौरस अिधक 2 बरोबर 0 हे पाहा की येथे वगŊ वजा आहे  येथे x y dx xydy m x y n 
चा वगŊ आहे ते दोɎी संपूणŊ समतलावर पįरभािषत केले आहेत आिण ते दोɎी अंश 2 चे एकसंध आहेत.2xy 
 ʉणून पिहले िवभेदक समीकरण एकसंध आहे दुस̴या िवभेदक समीकरणाचे काय तर दुसरे िवभेदक समीकरण लॉग वगŊ वजा लॉग x y
वगŊ असेल तर लगेच  आहे िकंवा असʞास एक सम˟ा आहे ʉणून आपʞाला अƗ काढून टाकावा लागेल आिण x 0 y 0 x 
आपण अƗ काढून टाकला आहे, आʉाला सवŊ खुले चतुथाōश िमळत आहेत उघडा पिहला चतुथाōश दुसरा चतुथाōश ितसरा चतुथाōश y 
आिण चौथा चतुथाōश युिनयन आहे एकसंध डोमेन ʉणून ला ने आिण ने ने बदला लॉग ˍेअर वजा लॉग ˍेअर हे x tx y ty x y 
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लॉग चे ˍेअर बाय ˍेअर आहे आिण नंतर तुʉाला दुसरे िमळाले आहे चे ʩुǿम Ȫारे ला तुʉी अनुŢमे x y y tan x x y 
आिण ला आिण ने बदलता तेʬा रȞ होतोx ty tx t 
 ȑामुळे दोɎी संǒा शूɊ अंशाǉा एकसंध आहेत ʉणून दुसरे समीकरण देखील एकसंध िवभेदक समीकरण आहे या ʩाƥेनुसार पुढील
समीकरण असे होणार नाही एकसंध समीकरण 2.

अिधक वजा वगाŊचे वगŊमूळ अिधक वगŊ हे एकसंध का नाही ते एकसंध का नाही ǉा ǉा पिहʞा 1 x y dx x y dy xy xym 
पदावर अिधक हे समीकरण पाš पदवी एक ʉणजे चौरस अिधक वगाŊचे वगŊमूळ Ȫारे आिण ने ने बदलले x y x y x tx y ty 
की काय होते वगŊ अिधक वगŊ ŝट अंतगŊत चा वगŊ ŝट अंतगŊत वगŊ अिधक वगŊ आहे परंतु ǉा मुळाखाली वगŊ वगŊ tx ty t x y t 
आहे ˢʙिवराम चा अिधक हा ǉा गुिणले आहेtx ty df xy mod t f 
 ȑामुळे ˍेअर अिधक वगाŊचे फंƕन वगŊमूळ एकसंध नाही ते फƅ सकाराȏक एकसंध आहे ʉणून येथे संǒा एकसंध x y nxy 
नाही ती फƅ पॉिझिटʬ आहे  अितशय एकसंध, तुʉी या िवभेदक समीकरणाला सकाराȏक एकसंध िवभेदक 
समीकरण ʉणू इİǅता 
उदाहरण वगाŊचे वगŊमूळ अिधक वगाŊचे अिधक वगाŊचे वगŊमूळ वजा वगŊ बरोबर 0.x y dx x y dy 
 तर आपण असे ʉणूया की हे िवभेदक समीकरण पेƗा मोǬा वर घेतले आहे, तर अधाŊ समतल पेƗा मोठा आहे एवढेच y x x y 
नाही.

पेƗा मोठा आपण आिण देखील सकाराȏक मानतो ʉणून या 2.  x y x y 
2 मȯे आपण आणखी एक अट जोडू की पेƗा मोठा 0 पेƗा मोठा ठीक आहे ʉणून आपण ते अितįरƅ गृहीत धŝया तर x y x 
चौरस वजा चा वगŊ सकाराȏक असेल तर पेƗा मोठा 0 पेƗा मोठा आहे.y x  y 
 ʉणून Ǜा डोमेनवर ˍेअर वजा ˍेअर पįरभािषत केले आहे ते सकाराȏक एकसंध आहे ʉणून दुसरी संǒा एकसंध नाही ती x y 
फƅ सकाराȏक एकसंध आहे  पिहली संǒा एकसंध नसते ती केवळ सकाराȏक एकसंध असते दुसरी टमŊ दोन कारणांमुळे एकसंध 
असǻात अपयशी ठरते आिण पिहली संǒा एकाच कारणासाठी एकसंध राहǻात अयशˢी ठरते ʉणजे दुस̴या Ůकरणात अिधक टी 
बाहेर येते इतकेच नाही तर मॉड टी डोमेनमधून बाहेर पडत नाही Ǜावर ही संǒा पįरभािषत केली आहे ती केवळ सकाराȏक एकसंध 
आहे, मी तुमचे लƗ या वˑुİ̾थतीकडे आकिषŊत कŝ इİǅतो की बŠतेक पुˑके 2.
2 देखील एक एकसंध समीकरण ʉणून कॉल करतील आʉी थोडी सावधिगरी बाळगत आहोत आʉी एकसंध समीकरण आिण 
सकाराȏक एकसंध समीकरण यांǉात फरक केला आहे.
  पुˑके 2.
2 ला एकसंध का ʉणतात कारण हे अगदी सोपे आहे जेʬा जेʬा आपण 2.
2 सारƥा पįरİ̾थतीत असतो तेʬा आपण फƅ असे गृहीत धरतो की सवŊ काही पिहʞा चतुथाōशात घडत आहे,
 ȑामुळे पुˑके बनवलेली एक िनिवŊकार गृहीतक आहे Ǜामुळे ते कोणȑाही अडचणीत येत नाहीत.
 पिहʞा चतुथाōश मȯे आपण एकसंध समीकरणांसाठी जी पȠत लागू करणार आहोत ती पȠत आपण सकाराȏक एकसंध 
समीकरणासाठी लागू करतो.

जोपयōत सोʞुशनǉा पȠतीचा संबंध आहे तो जर आपण ˢतः ला पिहʞा चतुथाōशपुरते मयाŊिदत ठेवले तर ते सारखेच   uation 
असतात परंतु जर तुʉी पिहʞा चतुथाōश ʩितįरƅ इतर ƓाडŌ ंटमȯे सकाराȏक एकसंध परंतु एकसंध नसलेली समीकरणे सोडवǻाचा 
Ůयȉ केला तर 
तुʉाला थोडी काळजी घेणे आवʴक आहे.
 आिण आʉी पुढे जात असताना काही उदाहरणे पाहतो
 ȑामुळे थोडƐात खालील पȠती सकाराȏक एकसंध समीकरणांसाठी तसेच पिहʞा चतुथाōशातील एकसंध समीकरणांसाठी कायŊ करते
आिण 
जर ते एकसंध समीकरण असेल तर तुʉाला पिहʞा चतुथाōश वैधतेबȞल काळजी करǻाची गरज नाही.
 संपूणŊ डोमेनमȯे ȑामुळेच पुˑके ȑांǉात फरक करत नाहीत कारण ते असे गृहीत धरतील की जेʬा समीकरण एकसंध नसते आिण 
केवळ सकाराȏक एकसंध असते तेʬा ते ˙ʼपणे गृहीत धरतात की आʉी पिहʞा चतुथाōशात काम करत आहोत याकडे लƗ देऊन 
आʉी थोडे सावध आहोत  तपशील फƅ एक अˢीकरण फƅ गोʼी सोɗा ठेवǻासाठी आʉी असे गृहीत धŝ जोपयōत अɊथा 
सांिगतले नाही की िभɄ असʞास  समीकरण हे फƅ सकाराȏक एकसंध असते मग डोमेन हा एकतर पिहला चतुथाōश असतो tial 
िकंवा पिहʞा चतुथाōशाचा सकाराȏक एकसंध उपसंच असतो, ʉणून आता आपण पिहʞा ʩाƥानात या समान टू y vx 
Ůित̾थापनाचा उʟेख केला होता.
 कʙना 1693 ǉा आसपास लीबिनझमȯे परत जाते 
तुʉाला हे नाव पिहʞा ʩाƥानात बरोबर िदसेल आिण तुʉाला तेथे ǉा बरोबरीचे Ůित̾थापन नमूद केलेले िदसेलx y 
 ȑामुळे Ůमेय एक इƓल टू हे एकसंध िवभेदक समीकरण ʬेįरएबल िवभाǛ मȯे ŝपांतįरत करते समीकरण हेच कारण आहे y vx 
की एकसंध समीकरणे छान आहेत कारण एका अगदी सोɗा Ůित̾थापनाȪारे तुʉी ते चल िवभाǛ समीकरणापयōत कमी कŝ शकता जे 
सकाराȏक एकसंध समीकरणासाठी देखील आहे जोपयōत आपण पिहʞा चतुथाōशाला िचकटून राहतो तोपयōत आपण समान पुरावा y 
पाš.

ला ʉणून उȋादन िनयम Ȫारे समान अिधक Ȫारे उȋादनाचा साधा अनुŮयोग लागू करा  िनयम  vx dy dx v x dv dx ct 
तुʉाला समीकरण 2.
3 देतो
 ȑामुळे िवभेदक समीकरणात बदल करा िवभेदक समीकरण अिधक मȯे Ȫारे बरोबर शूɊ असे समजा mxy nxy dy dx m 
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आिण समान िडŤी चे एकसंध आहेत ʉणून समान मȯे ठेवा  हे समीकरण आपण काय िमळवू शकतो चा n k y vx m x 
ˢʙिवराम अिधक चा ˢʙिवराम ǉा मȯे ची जागा अिधक ने ने बदलली आहे आिण vx n x vx dy dx v xdv dx m n 
एकसंध आहेत
 ȑामुळे ˢʙिवराम चे बरोबर असेल  ˢʙिवराम चा 1 ˢʙिवराम ǉा घात गुिणले असेल ची x vx m x x vx vn k m x 
घात गुिणले ǉा 1 गॅमा सह ची घात दोɎी पदांमधून एक सामाɊ घटक बनतो आिण तो बाहेर येतो आिण मी िवभािजत k n x k 
करणार आहे  Ȫारे पॉवर आिण थोडेसे पुनरŊचना केʞाने तुʉाला एक वेįरयेबल िवभाजीत समीकरण िमळेल जे िवभेदक समीकरण x k 
केवळ सकाराȏक एकसंध असʞास काय होते याचा पुरावा असेल तर ȑा बाबतीत लƗात ठेवा की आपण पिहʞा चतुथाōशात काम 
करतो आिण पिहला चतुथाōश सकाराȏक आहे आिण पुɎा  ˢʙिवराम चा हा 1 ˢʙिवराम ǉा पॉवर गुिणले x x v m  x v k 

असेल ʉणून पुरावा फƅ जोपयōत आपण पिहʞा चतुथाōशात असतो तोपयōतच जातो आिण मी नमूद केले आहे की पुराʩाची m x 
पȠत दोɎी Ůकरणांसाठी पिहʞा चतुथाōशात सारखीच जाते 
आता आपण उदाहरणांकडे वळू या पिहʞा उदाहरण 2 वजा वगŊ वजा वगŊ समान 0 समीकरण 2.xydx x y dy 
4 जर तुʉी मागील ʩाƥानांवर परत गेलात तर तुʉाला िदसेल की आʉाला समीकरण 2.
4 समीकरण 2.
4 हे समीकरण 2.
4 साठी एक िभɄ समीकरण आहे.
  वतुŊळांचे कुटंुब मूळ̾थानी अƗाला ˙शŊ करत आहे आिण मी ʉणालो की तुʉी आȅाच िवभेदक समीकरण सोडवत नाही, आʉाला x-
एकसंध समीकरणाǉा अȯायाकडे जाईपयōत वाट पहावी लागेल आिण येथे आʉी आता िनराकरण करǻाǉा İ̾थतीत आहोत.
 ०.
४ चे हे िवभेदक समीकरण आʉी ǉा बरोबर पयाŊयी वापरतो आिण आʉी समीकरण 2.vx y 
3 वापरतो 2.
3 ʉणते की Ȫारे आहे अिधक Ȫारे dy dx v x dv dx 
अिधक सोɗा फॉमŊमȯे 2.
3 पुɎा िलिहणे सोयीचे आहे.

ǉा बरोबरीने फƅ ला असे िलहा फƅ साधेपणासाठी असे करणे खूप सोपे आहे  vdx plus xdv dy vdx plus xdvy 
िकमान िलİखत ˢŜपात तसे करणे सोपे आहे ʉणून आʉी फƅ इƓल ला बदलतो हे ˍेअर ˍेअर वजा y vx 2x vdx x y 
ˍेअर मȯे ˍेअर बनते  1 वजा ˍेअर आिण नंतर ʉणजे अिधक ˍेअर रȞ होतो आिण आमǉाकडे 2 x v dy vdx xdv x 

उणे 1 वजा ˍेअर वजा 1 वजा ˍेअर िशʟक आहे, तुʉाला 2.v dx v v dx v xdv 
6 िमळेल िभɄ समीकरण ʬेįरएबल िवभाजीत आहे.
  Ɛूब अिधक ʬीडीएƛ अिधक ʬी ˍेअर वजा 1 शूɊ बरोबर हे िवभेदक समीकरण सोडवणे खूप सोपे आहे फƅ Ɛूब xdv v 
अिधक फƅ ने भागा ʉणजे काय िमळेल तुʉाला वर अिधक ˍेअर वजा 1 वर घन  बरोबर 0.v x dx x v v plus v dv 

 ȑामुळे हे िवभेदक समीकरण सोडवणे खूप सोपे आहे जे तुʉाला मािहत आहे की ते कसे करायचे ते आंिशक अपूणाōक वापŝन, ʉणून 
मी Ůथम ʩायाम ʉणून हे सोडतो , िनयिमत आंिशक अपूणाōकांची गणना करा आिण िमळवा  2.
6 चे ūावण चा वगŊ अिधक 1 मȯे वर बरोबर ǉा बरोबर आहे आिण नंतर ʉणजे वर काय आहे ʉणून चे v x v c vv y x v 
मूʞ टाका आिण तुʉाला हे समीकरण चौरस अिधक वगŊ ǉा ऑथŖगोनल ŮƗेपकाǉा बरोबर िमळेल.x y cy 
  उȋिȅ̾थानी अƗाला ˙शŊ करणारी वतुŊळं आहेत जी आपʞाला भौिमतीय िवचारांतून अपेिƗत आहे आिण हेच मी मागǉा x 
लेƁरमȯे ʉटलं होतं
 ȑामुळे आपण सम˟ा पूणŊपणे पूणŊ केली आहे आता आपण पुढील उदाहरणावर वळूया ऑथŖगोनल टŌ ॅजेƃŌ ीज कडे वळूया
 ȑामुळे ऑथŖगोनल शोधा वŢ Ůणालीचे मागŊ Ɛूब वजा 3 ˍेअर ǉा बरोबरीचे आहेत तर तुʉी ते कसे कराल ते समीकरण x xy c 

मȯे फरक करा लगेच नाहीसे होईल तुʉाला काय िमळेल 3 ˍेअर वजा 3 ˍेअर वजा 6 समान शूɊ तीन c x y xydy by dx 
घटक  आऊट आिण तुʉाला एक साधे िदसणारे िवभेदक समीकरण िमळेल चतुर िवȨाȚाŊला हे समजेल की घन वजा तीन वगŊ हाx xy 

Ɛूबचा खरा भाग आहे जेथे ही जिटल संƥा अिधक आहे आिण अंदाजासाठी िकंमत नाही ऑथŖगोनल टŌ ॅजेƃोरीज काय z z x iy 
असतील हे गा, मला खाũी आहे की िवȨाȚाōनी ऑथŖगोनल टŌ ॅजेƃोरीज काय आहेत याचा अंदाज लावला असेल, मी तुʉाला अंदाज आिण 
अंदाज बरोबर सांगणार नाही, कृपया ठीक आहे ʉणून मȯे फरक करा, जसे मी तुʉाला िवभेदक समीकरण वगŊ वजा िमळेल c x y 
असे सांिगतले.
  ˍेअर वजा बरोबर 0.dx 2xy dy 
 ऑथŖगोनल टŌ ॅजेƃोरीजचे िवभेदक समीकरण मागील लेƁसŊवर परत जाते आिण तुʉाला समजले की ते ˍेअर वजा ˍेअर x y dy
अिधक समान 0 बरोबर आहे हे एकसंध िवभेदक समीकरण आहे  आिण हा चौरस वजा चौरस आहे तो 2xy dx m 2x n x y 
संपूणŊ िवमानात एकसंध आहे आिण ʉणून Ůित̾थापनाǉा बरोबरीचा वापरावा लागेल आिण तुʉी फƅ तपशील पूणŊ vx y 
करǻासाठी पूणŊ कŝ शकता ʉणून कृपया ते करा आिण नंतर तुमचा अंदाज बरोबर आहे का ते तपासा ʉणून आʉी पुɎा  जिटल 
िवʶेषणातून येणा̴ या ऑथŖगोनल टŌ ॅजेƃोरीजचे आणखी एक उदाहरण िमळाले 
परंतु ते आता अिधक समजून घेǻासाठी आʉी िभɄ समीकरणांचा िसȠांत लागू केला.
 उदाहरणे आपण पिहʞा चतुथाōशातील उदाहरण पाš या पिहʞा चतुथाōशातील उदाहरण पाš कारण ते फƅ सकाराȏक एकसंध 
असणार आहे आपʞाला एक लॉग आिण लॉग िदसत आहेx y 
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 ȑामुळे आपोआप सकाराȏक आिण असणे आवʴक आहे पॉिझिटʬ असायला हवे िवभेदक समीकरण फƅ पिहʞा x y 
ƓाडŌ ंटमȯे पįरभािषत केले गेले आहे आिण पिहला चतुथाōश सकाराȏक एकसंध आहे परंतु एकसंध नाही पण ते ठीक आहे ʉणून तुमचे 
िवभेदक समीकरण हे सकाराȏक एकसंध िवभेदक समीकरण आहे 2.

आिण ला अनुŢमे आिण ने बदला आिण तुʉी पाहता, गोʼी एकसमान अंशाǉा एकसमान आहेत आिण एक 7 x y tx ty t  
सकाराȏक एकसमान अंश आहेत ʉणून आपण 

 ǉा  ǉा बरोबरीǉा İ̾थतीचे समाधान करणा̴ या या िभɄ समीकरणाचे समाधान देखील िवचाŝ या जे y 1 1 2.
7 चे समाधान आहे लƗात ठेवा वŢांचे एक कुटंुब आहे आिण ȑापैकी एक आहे.
  वŢ िबंदू 1 1 मधून जातील आिण तुʉाला यापैकी कोणता वŢ आहे हे शोधǻास सांिगतले जाईल ʉणून ला चे कायŊ ʉणून x y 
िवचार करा ʉणून ला ʉणून िवचार करा  चे फंƕन आिण आपण चे िलš हे चे फंƕन आहे ʉणून आपण चे x a y yx xx y y 

िलš आिण हे ˢतंũ चल आहे िवभेदक समीकरण सहजपणे सकाराȏक एकसंध असʞाचे िदसून येते आिण आपण ǉा x y vx 
बरोबरीचे पयाŊय वापŝ शकता आिण आʉाला समीकरण िमळेल ɘस लॉग मȯे अिधक समान 0 y vx v dx v v dx x dv 
तुʉी Ǜा नेहमीǉा िदनŢमातून जात आहात
 ȑामुळे तुʉाला ʬेįरएबल िवभाजीत समीकरण िमळेल जे ʬेįरएबल िवभाजीत समीकरण काय आहे ते तुʉाला िमळते ते समीकरण 2.
8 आहे  ˠाईड समीकरण 2.

 म̡ ये दशŊिवलेले वेįरएबल िवभाजीत ʬेįरएबʤ वेगळे करा, जेʬा  असेल तेʬा ʬेįरएबʤ वेगळे करा, तर चे मूʞ 8 x 1 y 1 vv 
काय आहे ते देखील 1 आहे ʉणून 2.
8 समाकिलत करǻासाठी तुʉी िनिʮत अिवभाǛ वापŝ शकता कारण िनिʮत अिवभाǛांमȯे Ůारंिभक अंतभूŊत असतात.
  सोʞूशन ŮिŢयेतील अटी िकंवा आपण इİǅत असʞास अिनिʮत पूणाōक लागू कŝ शकता परंतु आपण ते िनिʮतपणे आपʞाला 
पािहजे ȑा मागाŊने सोडवू शकता मी िनिʮत पूणाōक वापरतो आिण मला एक सोपे एकũीकरण िमळाले आहे ʉणून आपण हे पूणŊ कŝ 
शकता  आिण तुʉाला 2.egration 

वजा लॉगचे 1 अिधक वजा लॉग हे समीकरण िमळेल.9 log y log y x 0 

 ȑामुळे तुʉाला बरोबर 1 अिधक लॉग वजा लॉग हे 2.y y x 
10 हे समीकरण 2.
10 असे घातांक देऊन काढले जाऊ शकते
 ȑामुळे 2.
10 चे वणŊन करते.
 आमǉा िवभेदक समीकरण 2.
7 चा सोʞूशन वŢ िबंदू एक ˢʙिवरामाने एक िविहरीमधून जात आहे, कोणीही येथे थांबू शकतो आिण ʉणू शकतो की ठीक आहे 
आʉी िवभेदक समीकरण सोडवले आहे तुʉाला आणखी काय हवे आहे परंतु मला हे वŢ कसे रेखाटायचे हे जाणून ƽायचे आहे 
सोʞूशन वŢ कसे ˋेच करायचे हे करणे ˢार˟ आहे ʉणून आपण ते कसे चांगले कŝ हे सवŊ Ůथम पहा की िवभेदक समीकरण d 
वर ʩुȋɄ ला 0 चे मूʞ देते हे लƗात ठेवा मी ʉटलो की ला चे कायŊ ʉणून िवचार करा आिण ʉणून वर वरdx x y dydx dydx 

मोजा 2.dxd 
7 समीकरण 2.
7 कडे पहा आिण 1 िबंदूवर वर ची गणना करा 1 1 वर लॉग वजा लॉग टमŊ 0 होईल ʉणून बाय असेल dy dx y x dx dy 0 
काय होईल हेच कारण मी ʉटले की आʉी मानतो  फू ʉणून  चे आिण इतर मागाŊने नाही ʉणून आता आपʞाला 1 x y nction 
चा Ůाइम 0 आहे चे ʩुȋɄ 0 बरोबर 1 आहे.x x y 

 ȑामुळे 1 ǉा बरोबरीचा हा िबंदू ̾थािनक िबंदू आहे की नाही हे जाणून घेणे ˢार˟पूणŊ आहे  कमाल हा ̾थािनक िकमान िबंदू आहे y 
िकंवा जेʬा तुʉाला वŢ रेखाटायचे असेल तेʬा ते काय आहे हा िबंदू िवƗेपणाǉा मॅİƛमा िमिनमम पॉइंट्सचा महȇाचा िबंदू बनतो 
आिण ȑासारƥा गोʼी ʉणून आʉी आता ǉा दुस̴या ʩुȋɄ दुहेरी Ůाइमची गणना केली पािहजे  सांगा तुमचा Ůारंिभक आवेग 2.y x 
10 समीकरण ƽा आिण 2.
10 पासून एक अंतिनŊिहत िभɄता करा आिण 2.
10 पासून एक अंतिनŊिहत िभɄता करा आिण वगाŊनुसार ची गणना करा असे ʉणणे असेल परंतु मी तुʉाला असे कŝ नये dy d2x 
असे आवाहन करतो ȑाऐवजी तुʉी िवभेदक समीकरण वापरावे अशी माझी इǅा आहे शƐ िततƐा Ůमाणात सोʞूशन वापŝ नका 
िडफरŐ िशयल इƓेशन वापरा, तर आपण थेट िडफरŐ िशयल समीकरणातून दुस̴या ʩुȋɄाची गणना कशी करायची ते पाš 
आिण खालील Ůʲांची उȅरे एक िबंदूǉा बरोबर आहे  मम कमाल िकंवा वळणाचा िबंदू आहे चे मूʞ एकापेƗा मोठे आहे Ǜावर y y 
डेįरʬेिटʬ गायब होतो चे िकती िबंदू आहेत तुʉाला आवडत असेल तर तुʉी ǉा फंƕन बȞल काही maxima minima y x 
सांगू शकता की ते मोनोटोिनिसटी वाढत आहे िकंवा कमी करत आहे या फंƕनचे गुणधमŊ िबंदू 1 ˢʙिवराम 1 ǉा जवळ ǉा y x 
फंƕनचा आलेख रेखाटतात का तुʉाला असे वाटते की चा असेल कारण काही सकाराȏक 1 पेƗा मोठा असेल तर y x 0 y y 
अनंतात जाईल ʉणून हे जेʬा तुʉाला वŢ रेखाटन करायचे असेल तेʬा तुʉाला येणारे हे नैसिगŊक Ůʲ आहेत Ǜावर तुʉी चचाŊ करता, 
तर आपण पिहʞा Ůʲाकडे परत जाऊ या िवभेदक समीकरणातून थेट दुस̴या ʩुȋɄाची गणना कशी करायची 
हे करणे महȇाचे आहे की मी यावर परत येईन  नंतर पुɎा पॉइंट करा 
, िवभेदक समीकरण न सोडवता थेट िवभेदक समीकरणातून िजतकी मािहती िमळवता येईल िततकी मािहती िमळवणे महȇाचे आहे 
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कारण िवभेदक समीकरणे जी įरयामȯे उȥवतात  जीवन पूणŊपणे सोडवता येत नाही हे आʉाला मािहत आहे आिण ʉणूनच या फƅl 
खेळǻांǉा सम˟ा आहेत Ǜा तुʉाला िभɄ समीकरणांना कसे सामोरे जावे हे िशकवतील वाˑिवक सम˟ा अिधक İƑʼ आहेत ʉणून
आʉी या खेळǻांची उदाहरणे वापरǻाचा Ůयȉ केला पािहजे आिण ȑा गोʼी करǻाचा Ůयȉ केला पािहजे Ǜा आपण वाˑिवक 
जीवनात ŮȑƗपणे िवभेदक समीकरणाचा उपाय न वापरता 
तुʉी शƐ िततकी मािहती गोळा कŝ शकता, ʉणून तुमǉाकडे असलेʞा ǉा फंƕनचा एक पॉइंट ऑफ मॅİƛमा आहे की y x 
िमिनमा आहे याची चौकशी कŝया.
 दुस̴या ʩुȋɄाची गणना करǻासाठी दुस̴या ʩुȋɄाची गणना करǻासाठी जेथे िबंदूवर 1 ǉा बरोबरीचे आहे.y 
 तर आपण पिहले ʩुȋɄ घेऊ या िवभेदक समीकरण Ȫारे ने पुनरŊचना केʞावर तुʉाला मȯे लॉग वजा लॉग वर dx dy x x y y 
िलिहलेʞा िवभेदक समीकरणावर जा  अिधक बरोबर 0 ʉणून Ȫारे Ȫारे िमळवा वजा असेल m dx ndy dx dy dx dy n m 
वर िलहा की आʉी जे केले आहे ते मȯे लॉग वजा लॉग वर ʉणून आपण हे केले पािहजे उȋादन िनयम आिण भागफल x x y y 
िनयम वापŝन ǉा संदभाŊत या अिभʩƅीमȯे फरक करा जेʬा तुʉी भागफल िनयम वापरता तेʬा काय होईल तुʉाला वगŊ y ay 
िमळेल आिण तुʉाला कुŜप अिभʩƅी िमळेल तुʉाला भाजकात वगाŊची कुŝप अिभʩƅी िमळेल परंतु  आपण दुस̴या ʩुȋɄाची y 
गणना ǉा 1 ǉा बरोबरीने करत आहोतy 
 ȑामुळे भाजक 1 होईल
 ȑामुळे मला फƅ अंशामȯे रस आहे मला भाजक देखील िलिहǻाची गरज नाही जेʬा तुʉाला या ʩुȋɄाǉा अंशाची गणना करायची 
असेल तेʬा काय होते  अंशाǉा ʩुȋɄाची पट ʩुȋɄ होणार आहे ʩुȋɄ अंशाची ʩुȋɄ गुणाकाराची ʩुȋȅी आहे ʉणून मी असे y 
ʉणत आहे की ते गुणाकाराचे ʩुȋɄ आहे काय अंशाचे ʩुȋɄ दोन संǒा आहेत आिण तुʉी वापरता  उȋादन िनयम ʉणून y yx 
मȯे मȯे लॉग वजा लॉग वजा मȯे लॉग वजा लॉग गुिणले ǉा ʩुȋɄ अिधक ितसरी संǒा अिधक Ůाइम ddy x y x x y y x 
इन मȯे लॉग वजा लॉग  ते पद इथे पुढǉा ओळीत िलिहलेले नाही मी का िलिहले नाही कारण मी चूक केली नाही मी चूक केलीy x y 
नाही चा Ůाइम 0 आहेx 1 
 ȑामुळे ते पद बाद होणार आहे
 ȑामुळे िलिहǻाची गरज नाही ते पद ʉणून 1 चा अिवभाǛ शɨ िलिहला नाही कारण तो बाहेर पडणार आहे ʉणून माǟाकडे येथे x 
दोन संǒा आहेत आिण एक आहे आिण एक आहे ʉणून लॉग चा ʉणजे हा वर Ůाइम आहे पण पुɎा Ůाइमx y x ddy x x x x 
शूɊ आहे ǉा बरोबरीने एक ʉणजे ती संǒा देखील y 
उणे लॉग चे पुढील टमŊ बाहेर पडते जे उणे 1 आहे कारण आहे आिण येथे तुʉी बरोबर 1 आिण बरोबर 1 लावा y ddy y 1 x y 
लॉग वजा लॉग संǒा नाहीशी होईल  ʉणून 1 वरील दुसरा ʩुȋɄ वजा 1 आहे.x y 
 लƗात ƽा की आʉी सोʞूशन अिजबात वापरत नाही आʉी थेट िभɄ समीकरणासह कायŊ केले आहे आिण आʉाला मािहतीचा 
महȇाचा भाग िमळाला आहे की 1 ǉा बरोबरीचा हा िबंदू ̾थािनक कमालचा एक िबंदू आहे आिण ʉणून तुʉाला मािहती आहे की y 
̾थािनक कमाल जवळ आलेख कसा िदसावा, चला आलेख काढǻास सुŜवात कŝया  आता आमǉाकडे आलेख काढǻासाठी 
आमǉाकडे पुरेशी मािहती आहे आमǉाकडे आलेखाची सूचना आहे की आʉी कडे चे कायŊ ʉणून पाहत आहोतx y 
 ȑामुळे खरोखरच आपण आलेख असा केला पािहजे आपण असा आलेख काढला पािहजे पण हरकत नाही आधीच आलेख काढलेला 
आहे आिण Ɨैितज अƗ हा अƗ आहे आिण उɷा अƗ हा अƗ आहे ʉणून हे चे फंƕन आहे आिण ʉणून तुʉाला िदसेल x y x y 
की िबंदू 1 1 हा ̾थािनक कमाल आहे
 ȑामुळे आलेख जवळ असा िदसला पािहजे  िबंदू एक एक ʉणून आपण ʩायामातील दुस̴ या Ůʲाचे उȅर िबंदू एक जवळ फंƕन 
सोʞूशन वŢचा आलेख काढतो आता आपण िवचाŝ या की मी असा आलेख का चालू ठेवला आहे आिण मी असा आलेख का चालू 
ठेवला आहे पुढील Ůʲ  मला हे जाणून ƽायचे आहे की जर या आलेखानुसार वाढला तर कमी होईल कारण मोठे आिण मोठे y x y 
होईल चे मूʞ शूɊाǉा जवळ येईल आिण नंतर आिण नंतर जेʬा शूɊ ते एक वाढेल तेʬा मूʞ शूɊ वŝन एक होईल दुस̴याx y x 
शɨात  चे फंƕन ʉणून येथे वाढते आिण येथे कमी होते हे आपʞाला कसे कळेल की पिहली गोʼ ʉणजे पुɎा िवभेदक y sx 
समीकरणाकडे परत जा जे िवभेदक समीकरण तुʉाला देते ते िवभेदक समीकरण तुʉाला ǉा लॉगǉा अिवभाǛ मूʞ देते  y x y 

वर ǉा वजा Ȫारे ʉणून अिवभाǛ मुळे इतर कोणतीही मुळे नाहीत आपण पहात आहोत आपण पहात आहोत by x y x x x 
आपण पहात आहोत फƅ ची ̾थािनक कमाल बरोबर एक आहेxy y 
 ȑामुळे असे ʉणǻाचा अथŊ काय आहे?  ची ̾थािनक कमाल एका बरोबर असते ʉणून जेʬा पेƗा मोठे होते तेʬा चे मूʞ y y 1 x 
1 पेƗा लहान होते कारण बरोबर 1 वर चे मूʞ 1 ǉा बरोबरीचे असतेxy x 
 ȑामुळे मला लƗात येऊ Ȩा की ǉा बरोबरीǉा मूʞावर असʞास  1 आʉाला मािहत आहे की बरोबर 1 ठीक आहे ʉणून x y x 

बरोबर 1 ही ̾थािनक कमाल आहेy 
 ȑामुळे ǉा पुढे वाढʞास कमी करणे आवʴक आहे ते 1 साठी ̾थािनक कमाल आहे 1 हे कमाल मूʞ आहे ʉणून जेʬा y 1 x 
तुʉी कमाल मूʞाǉा पलीकडे जाता तेʬा  चे मूʞ कमी झाले चे मूʞ माǟापेƗा कमी झाले  उȅर काय पेƗा कमी असेल x x x 1 
आिण पेƗा मोठा असेल तर चा लॉग पेƗा चा लॉग काय असेल तर चा लॉग 1 पेƗा मोठा असेल तर Ȫारे y 1 y x x y x y x y 
चा लॉग सकाराȏक आहे ʉणून येथे काय होते ते आपण पहा चा अिवभाǛ अिवभाǛ ʉणजे चा लॉग वर वर y x yx y x x y 
ǉा वजा Ȫारे आहे लƗात ठेवा की आपण नुकतेच पािहले आहे की अंश धनाȏक आहे आिण आपण पिहʞा चतुथाōशात आहोत x x 
ʉणून भाजक ऋण आहे
 ȑामुळे ʩुȋɄ 1 ǉा पुढे ऋण आहे.
 पįरणामी ǉा पुढे वाढतो ʉणून कमी होत जातोxy 1 y 
 ȑामुळे ने ʉणून ने पेƗा मोठा असणे आवʴक आहे आिण ʉणून चा लॉग हा सकाराȏक असणे आवʴक y x y x 1 y x x 
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आहे आिण
 ȑामुळे डेįरʬेिटʬ नकाराȏक होत राहते आिण
 ȑामुळे चा 1 अनंतावर काटेकोरपणे मोनोटोन आहे आिण ȑाचŮमाणे तुʉी पाš शकता की ते 0 ते 1 पयōत वाढले पािहजे.x  y 
 ʉणूनच आलेख अशा Ůकारे काढला गेला आहे आता Ůʲ असा आहे की हा आलेख सवŊ मागाōवर जातो हे मला कसे कळेल? मूळ मला 
कसे कळेल की जेʬा वर जाते तेʬा 0 वर जाणे आवʴक आहे आिण मला कसे कळेल की जेʬा वर जाईल  y 0 x y i 

ला 0 वर जाणे आवʴक आहे.nfinity x 
 येथे आपʞाला या ट̪ɗावर परत जावे लागेल आपʞाला समीकरण 2.
10 वर परत जावे लागेल येथे आपण समीकरण 2.
10 वर परत जाऊ आिण हे समीकरण बरोबर 1 अिधक लॉग वजा लॉग पाš.y y x 
 समजा जर  अनंतात जातो समजा अनंतात गेला तर काय होईल डाʩा हाताची बाजू अनंताकडे जाते आता लॉग ला डावीकडे y y y 
आणा जेʬा अनंताकडे जाईल तेʬा तुʉी वजा लॉग वजा 1 बȞल काय ʉणू शकता तुʉी बȞल काय ʉणू शकता? उणे y y y y 
लॉग उणे 1 जे अनंताकडे देखील जाईल ते मला पुɎा कागदाǉा शीटवर तुमǉासाठी कŝ दे आमǉाकडे काय आहे आमǉाकडे y y
उणे लॉग उणे 1 समान आहे वजा लॉग तर जेʬा अनंताकडे जाईल ते योƶ आहे का? मायनस लॉग वजा 1 सुȠा अिधक y x y y y 
अनंतात जातो असे कसे ʉणता, जर तुमचा यावर िवʷास असेल तर याचा अथŊ असा असेल तर मायनस लॉग ला अिधक अनंतावर जाणेx 
आवʴक आहे ʉणून ला शूɊावर जाणे आवʴक आहे हे खरे का आहे मी असे का ʉणतो की उणे लॉग आवʴक आहे  x y y 
ɘस इİɈिनटी वर जा कारण जेʬा अनंत लॉगवर जाते तेʬा तुʉी पाहता तेʬा देखील अनंताकडे जाते ʉणून हा अनंत वजा y y 
अनंत Ůकारचा अिनिʮत Ůकार नाही का, मग मी सहज कसे ʉणू की मायनस लॉग अिधक अनंताकडे जातो आपण पाš शकतो y y 
की लॉग पेƗा अनंतावर वेगाने जातो लॉग पेƗा अनंताकडे जातो ʉणून वजा लॉग  अजूनही ɘस अनंताकडे जाईल , मी y y y y y 
तुʉाला ˠाइड्सवर िदलेला ʩायाम पाš या, तर या ʩायामाचा िवचार करǻासाठी आपण 2.

समान 1 अिधक लॉग वजा लॉग हे समीकरण पाš या लƗात ƽा की कडे कल असणे आवʴक आहे.10 y y x x 
  0 जसा शेवटचा भाग अनंताकडे झुकतो जसजसा अिधक अनंताकडे जातो तसतसे ने शूɊ अिधक वर जाणे आवʴक y 3d y x 
आहे अɊथा दोन िबंदू एक शूɊाची उजवी बाजू डाʩा बाजूपेƗा अनंताकडे हळू जाईल जी एक िवरोधाभास आहे  िकंवा दुस̴ या शɨात 
लॉग डाʩा बाजूला आणा आिण तुʉी तकŊ  कŝ शकता जसे मी आधी युİƅवाद केला होता ʉणून मुळात मी काय ʉणत आहे आʉी y 
असे ʉणत आहोत की िविशʼ गोʼी इतर गोʼीपेंƗा अनंताकडे वेगाने जातात लॉग लॉग लॉगपेƗा अिधक वेगाने अनंताकडे जातो y yy 

ला जातो  लॉग पेƗा ˍेअर पेƗा जाˑ वेगाने अनंताकडे जातो पेƗा जाˑ वेगाने अनंताकडे inf inity faster y y y y 
जाईल मग या सवŊ गोʼीमंधून तुʉाला काय ʉणायचे आहे ʉणून येथे एक ʩायाम आहे या शेवटǉा भागावर तंतोतंत चचाŊ करा की अ.

चे फंƕन हे ǉा पेƗा अनंततेकडे कमी असते जेथे आिण समान अंतरावर पįरभािषत केले जातात Ǜामȯे आिण  t t g f g a t
ला जातोa 

 ȑामुळे योƶ ʩाƥा काय असेल आपण असे ʉणू शकतो की हे गुणोȅर पेƗा अनंताकडे हळू जाते  सȯाǉा संदभाŊत ft gt ft 
Ȫारे शूɊावर जातो, तुʉी हे िसȠ कŝ शकता की लॉग पेƗा पेƗा हळू  जातो  पॉवर वन वर दहा हजार साधारणपणे तुमचाgt y y y 

िकतीही मोठा असला आिण तुमचा िकतीही लहान पॉिझिटʬ असला तरी पॉवर ला लॉग िकतीही कमी आहे पॉवर n a n n t n t 
पेƗा अनंताकडे हळू जाईल जसा अनंताकडे जातोa t 
 ȑामुळे वाढीची तुलना करताना ही वˑुİ̾थती आहे जे दोन  फंƕɌ Ǜा दराने दोन फंƕɌ अनंताकडे जातात ȑा दराची तुलना करणे
कॅʌुलसमȯे अȑंत महȇाचे आहे.
 मी पुɎा सांगतो की एक फंƕन दुस̴ या फंƕनǉा तुलनेत िकती वेगाने अनंताकडे जाते िकंवा एक फंƕन शूɊावर िकती वेगाने जाते हे
जाणून घेणे कॅʌुलसमȯे अȑंत महȇाचे आहे दुस̴ या फंƕनǉा सापेƗ तुमचे गुणोȅर वर दोɎी आिण अनंतात जाऊ f g f g 
शकतात िकंवा ते दोɎी 0 वर जाऊ शकतात परंतु कोणते कॅʌुलस वेगवान करते ते ʉणजे एकमेकांशी संबंिधत फंƕɌǉा वाढीची 
तुलना.
 अनंतापयōत िकंवा शूɊावर Ɨय यापैकी जे योƶ असेल ते लƗात घेतले पािहजे की आिण दोन फंƕɌ िदʞास फूट जलद ft gt 
अनंताकडे जाते की जलद अनंताकडे जाते हा Ůʲ सहसा सोपा नसतो लॉग ǉा बाबतीत ते सोपे असते.gt y 
  आिण कारण तुʉी चा िनयम ताबडतोब लागू कŝ शकता परंतु अनेकदा तुʉी चा िनयम लागू y l'hopital l'hopital 
करǻास इतके भाƶवान नसाल आिण सम˟ा खूप कठीण होणार आहे  कोणते इİɈिनटी वेगाने जाते ते ठरवा 
िकंवा ही दोन फंƕɌ एकाच दराने इİɈिनटीवर जा.
 उदाहरणाŮमाणे 1 ते मȯांतरातील Ůाइʈची संƥा ʉणून फंƕन हे घेऊ ʉणजे समजा असेल तर चा चार t ft t 10 t f 
ʉणजे चार अिवभाǛ दोन तीन पाच आिण सात आहेत ȑाचŮमाणे जर चा शंभर असेल तर एक आिण शंभर मधील t t f 
अिवभाǛांची संƥा आहे आिण तुʉाला मािहती आहे की अिवभाǛांची संƥा सह अिवभाǛांची संƥा अनंतात जातेt 
 ȑामुळे ची संƥा अनंत आहे.f 

अनंतात जातो ʉणून अनंताकडे जातो आपण दुसरे फंƕन बघूया बरोबर बरोबर वर Ůमाणे  t t gt t t log tt log t t
ला जातो ʉणून ला जातो चा िनयम लागू करा पेƗा ला infinity t infinity lopithal T log t infinity 

जाˑ वेगाने जातो हे आपण पािहले आहे.
 पण बाय या गुणोȅराबȞल काय हे पेƗा जाˑ वेगाने अनंताकडे जाते िकंवा ते उलट आहे िकंवा ते ȑाच गतीने ft gt ft gt 
अनंताकडे जात आहेत हा Ůʲ 
गॉिसयनने ˢतंũपणे आिण अनंताकडे जातो असा एक कुŮिसȠ अंदाज होता  ȑाच दराने परंतु हे अनुमान जवळजवळ 100 ft gt 
वषő िसȠ झाले नाही हे दोन ůŐ च गिणतǒांनी ˢतंũपणे सेटल केले एक 1896 मȯे हॅडमडŊ आिण दुसरे 1898 मȯे लेʬल खराब गाǻाने 
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आिण या Ůमेयाला अिवभाǛ संƥा Ůमेय असे ʉटले जाते ते ȑापैकी एक आहे.
 संƥा िसȠांतातील सवाŊत उʟेखनीय Ůमेये
 ȑामुळे तुʉाला िदसेल की अनंतांची तुलना करणे सोपे काम नाही आिण अनंताǉा तुलनेची कʙना हाडŎ यांनी ऑडŊर ऑफ gh 
इİɈिनटी नावाǉा या छोǨा पिũकेत संुदरपणे ˙ʼ केली आहे , आʉी आता आणखी एक उदाहरण घेऊ.
 बŠधा पुढील लेƁरमȯे आपण हे िनदŖष िदसणारे िवभेदक समीकरण समान वर 1 अिधक ला मȯे घेऊ, हे dy by dx y y x 
एक पįरवतŊनीय िवभाजीत समीकरण आहे आिण आपण ŮȑƗात पुɎा समाधान शोधू शकतो तो समाधान ˢतः ला अंतभूŊत ˢŝपात 
सादर करेल आिण  आपʞाला काय हवे आहे जसे आपण या उदाहरणात पूणŊ केले आहे तेʬा अनंताकडे जातो तेʬा काय होते हे x 
समजून ƽायचे आहे की अनंताकडे कसे जाते आपण ते घेऊ पुढǉा वेळी आʉी आज येथे थांबू पण दरʄान तुʉी समीकरण 2.y 
11 सोडवू शकता आिण तयार रहा तुʉी 
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