
ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ׹െളുׯറിتു׺ ഈ പരآരയിെല അ؀ാമെ؋ ْപഭാഷണ؋ിേല്ׯ 
സٔാഗതം, ഇ്ؗ ഞ׹ൾ ഏകതാനമായ സമവാകّ׹െളുׯറിتു׺ ഒരു അധّായം െചുإം , അതിനാൽ 
ഒരു ഏകതാനമായ െഡാെമയ ്ൻ ഏതാണ് എؗതിെനുׯറിتു׺ ആവശّമായ നിർവചന׹ളിൽ നി്ؗ 
നമു്ׯ ആദّം ആരംഭിׯാം. ചില ലളിതമായ ഉദാഹരണ׹ളിൽ ഞ׹ൾ ഏകതാനമായ ഫംഗ് ഷനുകൾ 
േപാസിئീവ് േഹാേമാജീനിയസ് ഫംഗ് ഷനുകളും ഒടുവിൽ ഏകതാനമായ ഡിഫറൻഷّൽ 
സമവാകّ׹ളും അവെയبാം എ׹െന പരിഹരിׯാെമؗും േനാׯാം, അതിനാൽ ഞ׹ൾ 
എبായ്േؚാഴും തിരയാൻ േപാകുؗ വിമാന؋ിന്െറ ഒരു ഉപവിഭാഗം ൈسഡിൽ നി׹ൾ കാണുؗ 
നിർവചന؋ിൽ നി്ؗ ആരംഭിׯാം. നി׹ൾ എؗ െഡാെമയ് നിെല േപായിന്റ് എടു്؋  ന് d xy 0
തുലّമبാ؋ സ് െകലാർ െകാ؇് ഗുണിുׯേآാെഴبാം  ന്െറ ഉപഗണ؋ിൽ  എؗ tt r2 r 2
വിമാന؋ിന്െറ ഒരു ഉപഗണം ഏകതാനമാെണ്ؗ പറയെؚടുؗു. നി׹ൾ െഡാെമയ് നിൽ ഒരു d 
േപായിന്റ് എടുുׯേآാൾ നി׹ൾ കാണുؗ വാുׯകൾ എؗത് ഉ؍വവുമായി യുെട ഒരു xy xy xy 
േപായിന്റ് േകാളിനിയർ ആണ് എبാ സ്െകയിലിംഗ് ഘടകവും ഒؗുകിൽ േപാസിئീവ് ആയിരിׯാം 
അെ׸بിൽ അത് െനഗئീവ് ആയിരിׯാം, അതിനാൽ യഥാർ، സംഖّകളിൽ വّതّാസം വരുേآാൾ t 
േപായിന്റുകളുെട ഗണ؋ിന് എ്ؓ സംഭവിുׯം േകാമ ഇത് ഒരു േരഖയാണ്, അതിനാൽ ഒരു tx 
ഏകീകൃത െഡാെമയ്ൻ എؗത് ഉ؍വം ഒഴിെകയുت വരികളുെട യൂണിയനാണ് ഉ؍വം നീׯം 
െചയ് േതׯാം, കാരണം ന്െറ നിർവചനം ഓർുׯക, ന്െറ യ് تുׯതാണ് , -ന് തുലّമب. xy d- txty d d 0
അതിനാൽ ഇതാണ് ഒരു ഏകീകൃത െഡാെമയ് നിന്െറ ബീജഗണിത നിർവചനം, ഇേؚാൾ നമു്ׯ 
ഏകീകൃത െഡാെമയ് നുകളുെട കുറ്׺ ഉദാഹരണ׹ൾ േനാׯാം , പേײ മു്آ നമു്ׯ ഒരു ഏകീകൃത 
െഡാെമയ് നിന്െറ ചിْതം േനാׯാം, അെത, മ؁ നിറ؋ിലുت ഒരു ഏകീകൃത െഡാെമയ ്ൻ ഇവിെട 
നി׹ൾ കാണുؗു, ഇത് ര؇് വരികൾׯിടയിലുت ْപേദശമാണ് ര؇് ന് തുലّവും ര؇് നും y x y x 
തുലّമാണ് ഈ ര؇് വരികൾׯിടയിലുت ْപേദശം മ؁ നിറ؋ിൽ ആദّെ؋ കٔാْഡന്റും 
മൂؗാമെ؋ കٔാْഡന്റും ഇേؚാൾ ഈ ര؇് മ؁ കഷണ׹ളുെട ഈ യൂണിയൻ ഒരു ഏകീകൃത 
െഡാെമയ് നാണ്, എؓുെകാ؇് ഇത് ഒരു ഏകതാനമായ െഡാെമയ ്നാണ് , നി׹ൾ മ؁ േമഖലയിൽ ഒരു 
േപായിന്റ് എടു؋ാൽ നി׹ളുെട െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ നമു്ׯ കാണാൻ കഴിയും xy t t imes xy 
അവിെടയും ഉ؇്, അതിനാൽ ഇത് ഒരു േപായിന്റാെണ്ؗ നി׹ൾ കാണുؗു നി׹ൾ അതിെന xy t 
െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ പൂജّേׯ؋ാൾ വലുതാെണ׸ിൽ േകാളിനിയർ േപായിന്റ് േല്ׯ വരും , t txty t 
പൂജّേׯ؋ാൾ കുറവാെണ׸ിൽ എതിർവശتു؋ ഈ ْപേതّക േപായിന്റിേല്ׯ നി׹ൾ വരുؗു. 
അ؋ര؋ിലുت ഓേരാ േപായിന്റിനും ശരിയാണ്, അതിനാൽ ഈ െഡാെമയ്ൻ ഒരു ഏകീകൃത 
െഡാെമയ് നാണ്, ഇേؚാൾ നമു്ׯ കൂടുതൽ മുേؗാ؂് േപാകാം, എبാ യഥാർ، സംഖّകളുമായും ഒരു 
ഏകതാനതയിൽ ഞ׹ൾ്ׯ താൽؚരّമിب, എؗാൽ േപാസിئീവ് യഥാർ، സംഖّകളുമായി ബؖെؚ؂് 
മാْതേമ ഞ׹ൾ്ׯ താൽؚരّമുൂت. എؗത് മട്׹ യുെട േപായിന്റ ്ആയേؚാെഴبാം xy d t xy d tx 

യും യുേടതാെണ׸ിൽ െഡാെമയ് ൻ േപാസിئീവായി ഏകതാനമാെണ്ؗ പറയെؚടുؗു, coma ty d 
എؗാൽ ഈ ആവശّകത േപാസിئീവ് ആയി മാْതേമ ഉൂت, േനരെ؋യുت േഹാേമാജീനിയസ് t 
െഡാെമയ് നിന്െറ കാരّ؋ിൽ തവണ യുെട ആയിരിׯണം എبാئിനും  ന് തുലّമب t xy d 0
എؗതിനാൽ, ഞ׹ൾ്ׯ ഇത് േപാസിئീവിئി്ׯ േവ؇ി മാْതേമ ആവശّമുൂت, അതിനാൽ നമു്ׯ 
അ؋രെമാരു െഡാെമയ് െന േപാസിئീവ് േഹാേമാജീനിയസ് െഡാെമയ് ൻ എ്ؗ വിളിׯാം, അതിനാൽ 
നമു്ׯ ഏകതാനമായ െഡാെമയ ്നുകളും േപാസിئീവ് േഹാേമാജീനസ് െഡാെമയ് നുകളും ലഭിു׺, 
അതിനാൽ ഇേؚാൾ നമു്ׯ ഒരു ഉദാഹരണം േനാׯാം ഒരു െഡാെമയ് ൻ േപാസിئീവായി 
ഏകതാനമായതും എؗാൽ ഏകതാനമبാ؋തുമായ ഒരു െഡാെമയ് ൻ നിർأിؗുׯത് വളെര 
എളുؚമാണ്, ഇവിെട ഒരു ചിْതമാണ് ഓؚൺ ഫ്ز കٔാْഡന്റ് എؗത് വിമാന؋ിെല എبാ d 
േപായിന്റുകളുെടയും ഗണ؋ിന് തുലّമാണ്, അതായത് േപാസിئീവ്, േപാസിئീവ് ഓؚൺ ആദّ xy x y 
കٔാْഡന്റ് എؓുെകാ؇ാണ് ഞാൻ അതിന്െറ തുറؗ ആദّ കٔാْഡന്റ് എ്ؗ പറയുؗത് , കാരണം ഈ 
കٔാْഡന്റിെന ബؖിؚിؗുׯ േകാർഡിേന്ئ അു׺ത؇ിന്െറ ഭാഗ׹ൾ്ׯ തുലّമായ അതിർ؋ി 
കിരണ׹ൾ െഡാെമയ് നിൽ ഉൾെؚടു؋ിയി؂ിب, െഡാെമയ ്ൻ എؗത് േപാസിئീവ് ആയതും d x y 
ആയതുമായ എبാ േപായിന്റുകളുെടയും ആണ് േപാസിئീവ് അതിനാൽ 0-ന് തുലّമായ xy x 
ഉൾെؚടു؋ിയി؂ിب, അതിനാൽ ഇത് ഓؚൺ ഫ്ز കٔാْഡന്റാണ്, ഈ ഓؚൺ ഫ്ز കٔാْഡൻറ ്
വّװമായും േപാസിئീവായി ഏകതാനമാണ് പേײ െനഗئീവب ഉദാഹരണം 1 1 ഉദാഹരണ؋ിന് t 
േപായിന്റ്  െഡാെമയ് നിലാണ്, പേײ എؗത് ൈമനസ്  ന് തുലّമാണ് , ൈമനസ്  ൈമനസ് 1 1 t 2 2 2 
െഡാെമയ് നിൽ ഇب, അതിനാൽ ഇത് ഏകതാനമെ׸بിലും ഇത് േപാസിئീവ് ഏകതാനമാണ്, അതിനാൽ 
നി׹ൾ ْപതീײിുؗുׯ ടി മനشിലാുׯക ഒരു ഏകീകൃത െഡാെമയ് നും േപാസിئീവ് 
േഹാേമാജീനിയസ് െഡാെമയ് നും തأിലുت വّതّാസം ര؇് ആശയ׹ളും ഇനിؚറയുؗവയിൽ 
ആവർ؋ി്׺ ഉപേയാഗിുׯം, നമു്ׯ ഏകതാനമായ െഡാെമയ ്നുകളുെടയും േപാസിئീവ് 
േഹാേമാജീനിയസ് െഡാെമയ് നുകളുെടയും ചില ഉദാഹരണ׹ൾ േനാׯാം, മുഴുവൻ വിമാനവും 
വّװമായും ഒരു ഏകീകൃത െഡാെമയ് നാണ്. അടു؋ ഉദാഹരണ؋ിൽ െ؛യിനിൽ ഉ؇്, ഉ؍വം ty 
നീׯം െചᅃٝ വിമാനം ഞാൻ വിമാന؋ിൽ നി്ؗ ഉ؍വം നീׯം െചുؗുإ, അതിനാൽ പ؀ർ െചᅃٝ തലം
ഇത് ഒരു ഏകീകൃത െഡാെമയ് നാേണാ, ഒരു േപായിന്റ ്എടുുׯക ര؇ും പൂജّമാകിب എؗിവ xy x, y 
പൂജّമാകിب, അതിനാൽ ഒؗുകിൽ പൂജّ؋ിന് തുലّമب അെ׸بിൽ എؗത് 0 െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ x y t
എؗത് 0 അبാ؋ ഏെത׸ിലും യഥാർ، സംഖّയാെണ׸ിൽ േകാമ ര؇് 0 ആകാൻ കഴിയിب, tx 
കാരണം ഇതിനകം 0 അب, അെ׸بിൽ യിൽ നി്ؗ വّതُّമٝാെണ്ؗ ഞ׹ൾׯറിയാം ഈ t x y 0 
െഡാെമയ്ൻ ൈമനസ് ഒരു ഏകീകൃത െഡാെമയ്ൻ ആണ്, നأൾ ക؇തുേപാെല ആദّെ؋ r2 
കٔാْഡന്റ് േപാസിئീവ് േഹാേമാജീനിയസ് െഡാെമയ്ൻ ആണ്, അത് ഒരു ഏകതാനമായ െഡാെമᅃب٠, 
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അതിന് പകരം നമു്ׯ അടു؋ ഉദാഹരണം എടുׯാം ആദّ കٔാْഡന്റ് എടുׯാം ആദّെ؋ 
ൈسഡിെല മ؁ ْപേദശ׹ൾ്ׯ സമാനമായ മ؁ േപാെലയുت മൂؗാമെ؋ കٔാْഡന്റ്, ആ ര؇് 
കഷണ׹ളും ഞ׹ൾ എടു؋ ര؇് മ؁ കഷണ׹ളും ഞ׹ൾ എടു؋ ആദّെ؋ കٔാْഡന്റും 
മൂؗാമെ؋ കٔാْഡന്റ് േഹാേമാജീനിയസ് െഡാെമയ ്നും എടുׯാം. യുെട xy, mod x minus y 
േലാഗരിതം, ؛സ് എവിെടയാണ് ഈ ഫംഗ് ഷൻ നിർവചി׺ിരിؗുׯത്, ഈ ഫംഗ് ഷൻ x y, 
നിർവചിׯെؚ؂ിരിؗുׯത് ന് തുലّമായ എؗ വരിയിൽ നിർവചിׯെؚ؂ി؂ിب, കൂടാെത ൈമനസ് x y x
ന് തുലّമായ എؗ വരിയിൽ ഈ ഫംഗ് ഷൻ നിർവചിׯെؚ؂ി؂ിب, അതിനാൽ വിമാനം എടുുׯക, ഇവ y 
നീׯം െചുإക ര؇് വരികൾ, തുടർ്ؗ നി׹ൾ്ׯ നാല് കഷണ׹ൾ ലഭിുׯം, നി׹ൾ ഒരു േപായിന്റ് 

എടു്0 ؋ ന് തുലّമായ ടി െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ ഈ നാല് കഷണ׹ളുെട യൂണിയൻ ഒരു ഏകീകൃത xy t 
െഡാെമയ് നാണ് എؗ െ؛യിനിെല േപായിന്റുകളുെട കൂ؂ം എؗതിേനׯാൾ വലുതാേണാ എ്ؗ xy y x 
പരിേശാധിׯാനുت ഒരു െചറിയ വّായാമമാണ് നി׹ൾ അതിെന ഓؚൺ ഹാഫ് െ؛യിൻ എ്ؗ 
വിളിׯാൻ ആْഗഹിؗുׯത് ഈ ഓؚൺ ഹാഫ് െ؛യിൻ േഹാേമാജിനസ് ആേണാ, ഇത് േപാസിئീവ് 
ആയി േഹാേമാജിനസ് ആേണാ, അത് ബുؑിമുت؂ു കാരّമب എ്ؗ ചിؓിുׯക ആരാധനാْകമം, 
അതിനാൽ ഇവ ഏകതാനമായ െഡാെമയ് നുകളുെട ചില ഉദാഹരണ׹ളാണ്, ഇനി നമു്ׯ ഈ 
അധّായ؋ിന്െറ ْപധാന േപായിന്റിേല്ׯ വരാം ഏകതാനമായ ْപവർ؋ന׹ളിേലുׯം ഏകതാനമായ
ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ׹ളിേലുׯം, അതിനാൽ ഒരു ഫംഗ് ഷൻ ഏകതാനമാെണ്ؗ പറയുേآാൾ, 
െഡാെമയ് ൻ ഒരു ഏകീകൃത െഡാെമയ് നായിരിׯണം. ഫംഗ് ഷന്െറ െഡാെമയ ്നിൽ xy 
ആയിരിുׯേآാെഴبാം േകാമ ഫംഗ് ഷന്െറ െഡാെമയ ്നിൽ ഉ؇ായിരിׯണം, അبാ؋പײം tx ty 
നിർവചനം അർ،മാؗുׯിب, അതുെകാ؇ാണ് ഒരു ഏകീകൃത ഫംഗ് ഷനുകൾ നിർവചിؗുׯതിന് 
മു്آ ഞ׹ൾ ഏകതാനമായ െഡാെമയ് നുകൾ നിർവചി׺ത്, അതിനാൽ യുെട ഒരു ഫംഗ്ഷൻ xy f tx 
േകാമാ ൈടയുെട എؗത് യുെട പവർ തവണ ന് തുലّമാെണ׸ിൽ, അത് ഏകതാനമാെണ്ؗ f xy k f 
പറയെؚടുؗു, അതിനാൽ വലത് വശവും ഇടത് വശവും നിർവചിׯെؚടുؗു, കാരണം xy 
െഡാെമയ് നിൽ ആയിരിുׯേآാെഴبാം േകാമാ ൈടയും െഡാെമയ ്നിലാണ്. െയ tx k 
േഹാേമാെജനിئിയുെട ഡിْഗി എ്ؗ വിളിുؗുׯ, ഈ െകെയ േഹാേമാെജനിئിയുെട ഡിْഗി എ്ؗ 
വിളിുؗുׯ, എഫ് ഡിْഗി യുെട ഏകതാനമാെണ്ؗ ഞ׹ൾ പറയും, അതിനാൽ നമു്ׯ വീ؇ും k 
ഉദാഹരണ׹ളുെട എ؉ം ചതുരവും ചതുരവും എടുׯാം. ഇത് ഡിْഗി 2 ന്െറ ഏകതാനമാണ്.x y s 7 xy 
നി׹ൾ എؗിവ ഉപേയാഗി്׺ മാئിرാപിുׯകയാെണ׸ിൽ , േകാമയിൽ നി്ؗ x, y txnty tx t 
സ് കٔേയർഡിന്െറ ഘടകം പുറു؋വരുؗത് നി׹ൾ കാണുؗു, യുെട സ് കٔയർ മട്׹ xy t f 
ആയിരിുׯം, നി׹ൾ്ׯ ഇത് പരിേശാധിׯാൻ ഇേؚാൾ നമു്ׯ േനാׯാം. യുെട വിപരീത y tan 
ഉദാഹരണം എടുുׯക, ഇേؚാൾ  ആയിരിുׯേآാൾ ഈ ഫംഗ് ഷൻ നിർവചിׯെؚടുؗിب, അതിനാൽx 0
ഇത് അ؋ײിൽ നിർവചിׯെؚടുؗിب, അതിനാൽ അײം നീׯം െചുإക , തുടർ്ؗ നി׹ൾ y y xy 
െയ േകാമ ഉപേയാഗി്׺ മാئിرാപിുׯേآാൾ ഒؗും ടാൻ മാറുؗിെ്ؗب നി׹ൾ കാണുؗു. ന്െറ tx y 
വിപരീതം ന്െറ വിപരീതം യുെട ന്െറ വിപരീതം േപാെലയാണ്, മെئാരു വിധ؋ിൽ പറ؁ാൽ x ty tx 

ന്െറ േകാമ ബാറിന്െറ എؗതിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് ഡിْഗി പൂജّ؋ിന്െറ f xy tx t f 
ഏകതാനമായ ഒരു ഫംഗ്ഷനാണ്, ഇത് ഡിْഗി പൂജّ؋ിന്െറ ഏകതാനമാണ്, നമു്ׯ മൂؗാമേ؋ത് 
എടുׯാം ഉദാഹരണം കّൂബ് ൈമനസ് കّൂബിന്െറ സ്കٔയർ റൂ؂് ഇേؚാൾ നأൾ യഥാർ، x y 
മൂലّമുت ഫംഗ് ഷനുകൾ മാْതമാണ് േനാؗുׯത്, അതിനാൽ െഡാെമയ് നിൽ നി്ؗ നമു്ׯ  േകാമ 1 2 
േപാലുت േപായിന്റുകൾ നീׯംെചേإ؇തു؇്, കാരണം ഞാൻ ന് തുലّവും ന് തുലّവും x 1 y 2 
എടുുׯേآാൾ ചതുര؋ിന് കീഴിലുت അളവ് റൂ؂് െനഗئീവ് ആയി؋ീരുؗു, അത് ഞ׹ൾ്ׯ 
ആവശّമിب, അതിനാൽ ഈ ഫംഗ്ഷന്െറ െഡാെമയൻ് എؓാണ് ഈ എഫ് െഡാെമയ്ൻ ര؇് എؗീxy, r 
എبാ േപായിന്റുകളുെടയും ഒരു കൂ؂മാണ് ര؇്, അതായത് േനׯാൾ വലുതാണ്, ഇത് ഒരു xy, r x, y-
പകുതി തലമാണ്, അതിനാൽ ഈ െഡാെമയ്ൻ േപാസിئീവായി ഏകതാനമാണ്, പേײ ഏകതാനമب, 
അതിനാൽ ഈ ഫംഗ്ഷൻ ഡിْഗി 3 ൈബ 2 ന്െറ േപാസിئീവ് ഏകതാനമാെണ്ؗ നി׹ൾ പറയുؗു. 
ഏകതാനമായ ഫംഗ് ഷൻ േകാമ യുെട സമവാകّം എؗ പവർ തവണ യുെട എؗ tx ty t k xy f 
സമവാകّം േപാസിئീവായി പിടിׯണം േകാമ യുെട എؗ സമവാകّം ْപദർശിؚി׺ിരിؗുׯ t tx ty f 
സമവാകّം ന് തുലّമായി ന്െറ തവണ പിടിׯണം യുെട േപാസിئീവ് മൂലّ׹ൾ്ׯ, ഈ t tx xy k f t 
ഫംഗ് ഷൻ േപാസിئീവ് ഏകതാനമാെണ്ؗ നി׹ൾ പറയുؗു, അതിനാൽ കّൂബ് ൈമനസ് x y 
കّൂബിന്െറ ൈسഡ് സ് കٔയർ റൂ؂ിൽ നി׹ൾ കാണുؗ അവസാന ഉദാഹരണം സ് കٔയർ ؛സ് x y 
സ് കٔയർ പവർ  െകാ؇്  െകാ؇് ഹരി׺ാൽ നി׹ൾ എؗിവ മാئിرാപി3 .ുؗുׯ 2 x, y tx comma ty 
വഴി, അത് ഡിْഗി പൂജّ؋ിന്െറ ഏകതാനമാെണ׸ിലും േപാസിئീവ് ആയിരിׯണെമ്ؗ നി׹ൾ t 
കാണുؗു, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ ഏകതാനമായ ഫംഗ് ഷനുകളുെടയും േപാസിئീവ് ഏകതാനമായ 
ഫംഗ് ഷനുകളുെടയും ഉദാഹരണ׹ൾ ലഭിു׺, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഫംഗ് ഷനുകൾׯായി ഏത് 
തര؋ിലുت െഡാെമയ് നുകളാണ് േനാׯാൻ േപാകുؗത് േനാׯാൻ േപാകുؗു ഡിഫറൻഷّൽ 
സമവാകّ׹ളിൽ പതിവായി സംഭവി؛ ؗുׯസ് ന് തുലّമായ ഡിഫറൻഷّൽ mxydx nxydy 0 
സമവാകّം ആയിരിുׯം . എؗീ െഡാെമയ് നുകൾ ഒؗുകിൽ ഏകതാനേമാ േപാസിئീവായി m, n 
ഏകതാനേമാ ആയിരിׯണം, അതിനാൽ ഏത് തര؋ിലുت െഡാെമയ് നുകളാണ് നأൾ മിׯവാറും 
മുഴുവൻ തല؋ിേലുׯം േനാׯാൻ േപാകുؗത്, പല ഉദാഹരണ׹ളിലും നിർവചനം േപാെല മുഴുവൻ 
വിമാനവും അവസാനെ؋ ഉദാഹരണം േപാെല പകുതി തല׹ൾ തുറുׯം. കّൂബിന്െറ ൈമനസ് x y 
കّൂബിന്െറ വർ״മൂലّം ദൃശّമാകുؗത് നി׹ൾ ക؇ു, അതിനാൽ നി׹ൾ പകുതി തല׹ളിൽ തുറؗ 
ആദّ കٔാْഡന്റ് േനാേׯ؇തു؇്, ഇത് വളെര ْപധാനെؚ؂ ഒരു ഉദാഹരണമാണ്, മുകളിെല ഇനം നآർ 
ര؇ിൽ വിവരി׺ിരിؗുׯ തുറؗ പകുതി െ؛യിനുകളുെട തുറؗ ആദّ കٔാْഡന്റും പരിമിതമായ 
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കവലകളും ഇതാണ് . നأൾ കൂടുതലും േനാׯാൻ േപാകുؗ തരം െഡാെമയ് നുകൾ  ൈമനസ് r 2
ഒറിജിനസ് മുഴുവൻ വിമാനം മുഴുവൻ തലം ൈമനസ് ഉ؍വം ഒരു അർؑ തലം ഒരു കٔാْഡന്റ് , r 2 
അതിനാൽ അ؋രം െഡാെമയ് നുകൾ ഞ׹ൾ േനാׯാൻ േപാകുؗു അവെയبാം േഹാേമാ ആണ് 
ജനിതകേമാ േപാസിئീേവാ ഏകതാനേമാ ഇേؚാൾ നമു്ׯ ഒരു ഏകീകൃത ഡിഫറൻഷّൽ 
സമവാകّ؋ിന്െറ നിർവചനം എടുׯാം, യുെട ഉം യുെട ഉം ര؇ും x y m xy n 
നിർവചിׯെؚ؂ിരിؗുׯത് വിമാന؋ിന്െറ ഒരു ഏകീകൃത ഉപഗണം ലും എؗിവ d m xy, n of xy 
ഒേര തര؋ിലുമാണ്. എؗത് ഡിْഗി 2 ന്െറ ഏകതാനമാണ് എؗത് ഡിْഗി 2 ന്െറ ഏകതാനമാണ്, m m n 
എؗത് ഡിْഗി 2 ന്െറ ഏകതാനമായിരിׯണെമ്ؗ നി׹ൾ ആْഗഹിുؗുׯ. ഡിْഗി ൈമനസ് 3 ന്െറ m 
ഏകതാനമാെണ׸ിൽ ഡിْഗി ൈമനസ് 3 ന്െറയും ഏകതാനമായിരിׯണം. സമാനമായിരിׯണം, n n 
അേؚാൾ നി׹ൾ പറയുؗത് ഈ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം ؛സ് പൂജّ؋ിന് തുലّമായ mxy dx nxydy 
ഒരു ഏകതാനമായ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ഏകതാനമായ ഡിഫറൻഷّൽ 
സമവാകّ׹ളുെട ര؇് ഉദാഹരണ׹ൾ േനാׯാം , ആദّേ؋ത് സ്കٔയർ ൈമനസ് സ്കٔയർ x y dx 
 ക, xydy m x yുׯിײസ് 2 തുലّമാണ് 0 ഇവിെട എؗത് സ്കٔയർ ൈമനസ് സ്കٔയർ ആെണ്ؗ നിരീ؛
ഇവിെട എؗത് ആണ്, അവ ര؇ും മുഴുവൻ തല؋ിലും നിർവചി׺ിരിുؗുׯ , അവ ര؇ും ഡിْഗിn 2xy 
2-ന്െറ ഏകതാനമാണ്. അതിനാൽ ആദّെ؋ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം ഏകതാനമാണ് , ര؇ാമെ؋ 
ഡിഫറൻഷّൽ ഇകٔെയ സംബؖിെ്ؓ׺ ര؇ാമെ؋ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം േലാഗ് സ് കٔയർ x 
ൈമനസ് േലാഗ് സ് കٔയർ ആണ്,  ആെണ׸ിൽ അെ׸بിൽ ആെണ׸ിൽ  ആെണ׸ിൽ ഒരു y x 0 y 0
ْപശ് നമു؇്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ അײം നീׯം െചإണം, ഞ׹ൾ അײം നീׯം െചإണം, x y 
ഞ׹ൾ്ׯ എبാ ഓؚൺ കٔാْഡന്റും ലഭിുؗുׯ ഓؚൺ ഫ്ز കٔാْഡന്റ് ര؇ാം കٔാْഡന്റ് മൂؗാം 
കٔാْഡൻറും നാലാമെ؋ കٔാْഡന്റും യൂണിയൻ ഒരു ഏകീകൃത െഡാെമയ് നാണ്, അതിനാൽ എؗത് x 

ഉം െയ ഉം മാئിرാപിുׯക, േലാഗ് സ് കٔയർ ൈമനസ് േലാഗ് സ് കٔയർ, ഇത് ന്െറ േലാഗ്, tx y ty x y x 
സ് കٔയർ സ് കٔയർ, തുടർ്ؗ നി׹ൾ നി׹ൾ യഥാْകമം എؗിവ യഥാْകമം എؗിവ y y y , x ty, tx 

മാئിرാപിുׯേآാൾ യുെട ര؇ാമെ؋ േടം ടാൻ വിപരീതമായി ലഭിു׺ ഏകതാനമായിരിׯിب y 
നമു്؛ 2.1 ׯസ് എؗ സമവാകّം േനാׯാം സ്കٔയർ ؛സ് സ്കٔയർ എؗതിന്െറ x y dx x y dy 
ൈമനസ് സ്കٔയർ റൂ؂് ഏകതാനമب, എؓുെകാ؇് യുെട ന്െറ ആദّ പദമായ ന്െറ ؛സ് xy xy m x y 
ആണ് ഇത് ഏകതാനമായിരിؗുׯത് ഡിْഗിയുെട മുഴുവൻ തലവും ചതുരവും ചതുരവും ന്െറ e x y x 
വർ״മൂലّം ഉം െയ ഉം മാئി പകരം വയ്ؗുׯത് ചതുരവും െയ യും എ്ؓ tx y ty tx y ty 
സംഭവിുؗുׯ, ചതുരവും വർ״വും റൂ؂ിന് കീഴിലാണ് എؗതിന് കീഴിലുت ചതുരം ചതുരവും tx y t x 

ചതുരവും ആണ്, എؗാൽ ചതുര؋ിന്െറ റൂ؂ിന് കീഴിൽ ആണ് കൂടുതൽ േകാമ ന്െറ y t df tx ty mod
തവണ ആണ്, അതിനാൽ സ്കٔയർ ؛സ് സ്കٔയർ എؗതിന്െറ ഫംഗ്ഷൻ സ്കٔയർ റൂ؂് t f xy x y 

ഏകതാനമب, ഇത് േപാസിئീവ് ആയി ഏകതാനമാണ്, അതിനാൽ ഇവിെട പദം ഏകതാനമب, ഇത് nxy 
േപാസിئീവ് ഏകതാനമാണ്, ഇതിെന നി׹ൾ ഡിഫറൻഷّൽ എ്ؗ വിളിׯാൻ ആْഗഹിുؗുׯ 
സമവാകّം ഒരു േപാസിئീവ് േഹാേമാജീനസ് ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം എؗ നിലയിൽ 
സٔാഭാവികമായും നി׹ൾ അതിെന ഒരു ഏകീകൃത ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം എ്ؗ വിളിׯാൻ 
ആْഗഹിؗുׯിب, കാരണം േപാസിئീവ് ആയിരിുׯേآാൾ മാْതേമ ഇത് ഏകതാനമായിരിൂׯ t 
എؗതിനാൽ സ്കٔയർ ؛സ് ചതുര؋ിന്െറ മെئാരു ഉദാഹരണം എടുׯാം ؛സ് സ്കٔയർ റൂ؂് x y dx x 
ചതുരാകൃതിയിലുت ൈമനസ് സ്കٔയർ ന് തുലّമാണ്. അതിനാൽ ഈ ഡിഫറൻഷّൽ y dy 0 
സമവാകّം േനׯാൾ ൽ എടു؋താെണ്ؗ പറയാം, അതിനാൽ പകുതി തലം േനׯാൾ വലുത് y- x- x y-
മാْതമب, േനׯാൾ വലുത് എടുുׯം. േപാസിئീവ് ആകാൻ ഉം ഉം എടുുׯക, അതിനാൽ ഈ 2.2y- x o x y 
ൽ െയׯാൾ വലുത് 0 െയׯാൾ വലുത് എؗ മെئാരു വّവر കൂടി േചർׯാം, അതിനാൽ നമു്ׯ x y 
ആ അധിക അനുമാനം ഉ؇ാׯാം, െയׯാൾ വലുതാെണ׸ിൽ ചതുരം ൈമനസ് ചതുരം x y x y 
േപാസിئീവ് ആയിരിുׯം. 0 എؗതിേനׯാൾ . അതിനാൽ സ്കٔയർ ൈമനസ് സ്കٔയർ x y 
നിർവചി׺ിരിؗുׯ െഡാെമയ്ൻ േപാസിئീവായി ഏകതാനമാണ് , അതിനാൽ ര؇ാമെ؋ പദം 
ഏകതാനമب, ഇത് േപാസിئീവായി ഏകതാനമب, ആദّ പദം ഏകതാനമب, ഇത് േപാസിئീവ് ഏകതാനമب, 
ര؇ാമെ؋ പദം ര؇് േപർ്ׯ ഏകതാനമാകുؗതിൽ പരാജയെؚടുؗു കാരണ׹ളും ആദّേ؋ത് ഒരു 
കാരണ؋ാൽ ഏകതാനമാകുؗതിൽ പരാജയെؚടുؗു, അതായത് ര؇ാമെ؋ േകസിൽ കൂടുതൽ ടി 
പുറു؋വരുؗു, മാْതമب ഈ പദം നിർവചി׺ിരിؗുׯ െഡാെമയ് ൻ േമാഡ് പുറു؋വരുؗിب എؗത് 
േപാസിئീവായി ഏകതാനമാണ് , നി׹ളുെട ْശؑ ആകർഷിׯാൻ ഞാൻ ആْഗഹിുؗുׯ മിׯ 
പുസ് തക׹ളും  െന ഒരു ഏകീകൃത സമവാകّം എؗും വിളിുׯം എؗ വُٝു ത, ഞ׹ൾ അൽؚം 2.2
ْശؑാലുവാണ് , ഒരു ഏകതാനമായ സമവാകّവും േപാസിئീവ് ഏകതാനമായ സമവാകّവും തأിൽ 
േവർതിരി׺റിയാൻ ഞ׹ൾ ْശؑിുؗുׯ, അതിനാൽ എؓുെകാ؇ാണ് പുُകٝ׹ൾ 2.2 െന 
േഹാേമാജീനിേയാ എؗും വിളിؗുׯത് 2.2 േപാെലയുت സാഹചരّ׹ളിലായിരിുׯേآാെഴبാം 
അതിന്െറ കാരണം വളെര ലളിതമാണ് , എبാം ആദّെ؋ കٔാْഡന്റിൽ സംഭവിുؗുׯെവ്ؗ ഞ׹ൾ 
അനുമാനിുؗുׯ, അതിനാൽ പുُകٝ׹ൾ ഉ؇ാؗുׯ ഒരു നിശ؝ അനുമാനമാണിത്, അതിനാലാണ് 
അവ ഒരു ْപٍ؋٠ിലും അകെؚടാ؋ത്, അതിനാൽ ആദّ കٔാْഡന്റിൽ ഈ രീതി ഏകജാത 
സമവാകّ׹ൾׯായി ഞ׹ൾ ْപേയാഗിുׯം . എؗാൽ ആദّ കٔാْഡൻറ ്ഒഴിെകയുت ഒരു 
കٔാْഡന്റിൽ ഏകതാനമب , നി׹ൾ കുറ്׺ ْശؑിേׯ؇തു؇്, ഞ׹ൾ മുേؗാ؂് േപാകുേآാൾ ചില 
ഉദാഹരണ׹ൾ േനാׯാം, ചുരു؋ׯിൽ ഇനിؚറയുؗ രീതി േപാസിئീവ് ഏകതാനമായ 
സമവാകّ׹ൾുׯം ആദّ കٔാْഡന്റിെല ഏകതാനമായ സമവാകّ׹ൾുׯം ْപവർ؋ിുؗുׯ. ഇത് ഒരു 
ഏകീകൃത സമവാകّമാണ്, അതിനാൽ െഡാെമയ് നിലുടനീളം സാധുതയുت ആദّെ؋ 
കٔാഡ് റന്റുകെളുׯറി്׺ നി׹ൾ വിഷമിേׯ؇തിب, അതിനാൽ പുُകٝ׹ൾ േവർതിരിׯാ؋തിന്െറ
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കാരണം ഇതാണ് സമവാകّം ഏകതാനമبാ؋തും േപാസിئീവായി ഏകതാനമായതുമായിരിുׯേآാൾ , 
ഞ׹ൾ ആദّ കٔാْഡന്റിൽ ْപവർ؋ിുؗുׯെവ്ؗ അവർ നി؝دമായി അനുമാനിുׯം, കാരണം 
കാരّ׹ൾ ലളിതമാׯാൻ ഒരു നിരാകരണം മാْതം ഞ׹ൾ വിശദാംശ׹ളിൽ ْശؑിു׺ . ഡിഫറൻഷّൽ 
സമവാകّം േപാസിئീവായി ഏകതാനമാെണ׸ിൽ, െഡാെമയ് ൻ ഒؗുകിൽ ആദّെ؋ കٔാْഡാന്റ് 
അെ׸بിൽ േപാസിئീവ് േഹാേമാജീനിയസ് സബ് െസ്ئ ആണ് എ്ؗ മുئവിധ؋ിൽ ْപസ് താവി׺ിെ׸بിൽ
, ഇേؚാൾ നأൾ ആദّ ْപഭാഷണ؋ിെല വിഎക് സ് സബ് زിറ്റّൂഷനു തുലّമായ യിേല്ׯ വരുؗു. ഈy 

സബ്زിറ്റّൂഷനു തുലّം എؗ ആശയം 1693 - ൽ െലയ്٠نിസിേല്ׯ തിരിു׺േപാകുؗു ഒരു y, vx 
േവരിയബിൾ േവരിയബിൾ സമവാകّ׹ളിേലتുׯ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّമാണ് ഏകതാനമായ 
സമവാകّ׹ൾ മേനാഹരമാകാൻ കാരണം വളെര ലളിതമായ ഒരു സബ്زിറ്റّൂഷൻ നി׹ൾ്ׯ 
അതിെന േവരിയബിൾ േവരിയബിൾ സമവാകّമായി ചുരുׯാൻ കഴിയും , നأൾ ആദّെ؋ 
കٔാْഡന്റിൽ ഉറു׺നിൽؗുׯിടേ؋ാളം കാലം േപാസിئീവായി ഏകതാനമായ ഒരു സമവാകّ؋ിന് 
ഇത് ബാധകമാണ് ന്െറ ഉൽؚؗ നിയമ؋ിന്െറ ലളിതമായ ْപേയാഗം നി׹ൾ്ׯ സമവാകّം 2.3x dv- dx 
നൽകുؗു, അതിനാൽ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ؋ിേല്ׯ പകരമായി ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം mxy 
 ിന് തുലّമാണ് ഉം ഉം ഒേര ഡിْഗി യുെട nxy dx dx m n k؋ക പൂജّുׯസ് ആയി ആയി ആയി എടു؛
ഏകതാനമായ അനുമാനം എؓാണ് ഈ സമവാകّ؋ിൽ തുലّം എ്ؗ ഇടുക, നമു്ׯ എ്ؓ y vx 
ലഭിുׯം, നമു്ׯ േകാമ ന്െറ ന്െറ േകാമ ؛സ് ന്െറ േകാമ ആയി ന് പകരം x vx m x vx n x vx d x v 
 സ് എؗത് നؗായി ആണ്, എؗത് ഏകതാനമാണ് അതിനാൽ ന്െറ േകാമ എؗത് xdv dx m n x m vx؛
പവർ തവണ ന്െറ 1 േകാമ ന്െറ 1 േകാമ ന്െറ ന് തുലّമായിരിുׯം. പുറേׯ്؋, ഞാൻ k m vn vn x 
പവർ േല്ׯ െകാ؇് ഹരിׯാൻ േപാകുؗു, ഒؚം ഒരു െചറിയ പുനഃْകമീകരണം ഡിഫറൻഷّൽ k x w 
സമവാകّം േപാസിئീവായി ഏകതാനമാെണ׸ിൽ എ്ؓ സംഭവിുׯം എؗതിന്െറ െതളിവാണ് 
നി׹ൾ്ׯ േവരിയബിൾ േവരിയബിൾ സമവാകّം നൽകുؗത് , അ׹െനെയ׸ിൽ നأൾ ആദّ 
കٔാْഡന്റിലും ആദّെ؋ കٔാْഡൻറ ് േപാസിئീവ് ആെണؗും ഓർുׯക, വീ؇ും േകാമയുെട x x m x 
േല്ׯ ആയിരിുׯം പവർ തവണ ന്െറ 1 േകാമ ആണ്, അതിനാൽ നأൾ ആദّെ؋ x k m v 
കٔാഡ് റന്റിൽ ഉتിടേ؋ാളം െതളിവ് കടؗുേപാകും, ​​അതാണ് ഞാൻ സൂചിؚി׺ത്, അതിനാൽ 
െതളിവിന്െറ രീതി ര؇് േകസുകൾുׯം ആദّ കٔാഡ് റന്റിൽ ഒരുേപാെല കടؗുേപാകുؗു 
ഉദാഹരണ׹ൾ ആദّ ഉദാഹരണം 2 ൈമനസ് സ്കٔയർ ൈമനസ് ചതുരാകൃതിയിലുت xydx x y dy 0 
സമവാകّം 2.4 ന് തുലّമാണ് , നി׹ൾ മുآെ؋ ْപഭാഷണ׹ളിേല്ׯ മടു׹കയാെണ׸ിൽ, ഞ׹ൾ 
സമവാകّം 2.4 സമവാകّം േനരി؂തായി നി׹ൾ കാണും 2.4 സമവാകّം 2.4 എؗത് െന ُ١ർശിؗുׯ x 
സർׯിളുകളുെട കുടുംബ؋ിന് ഒരു ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّമാണ്. ഉ؍വرാന്؋ അു׺ത؇് , 
നി׹ൾ ഇേؚാൾ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം പരിഹരിؗുׯിെ്ؗب ഞാൻ പറ؁ു, ഞ׹ൾ 
ഏകതാനമായ സമവാകّെുׯ؋റിتു׺ അധّായ؋ിേല്ׯ കടؗുׯതുവെര കാ؋ിരിׯണം, 
ഇവിെട ഞ׹ൾ ഇേؚാൾ ഈ പരിഹരിׯാനുت ഒരു അവرയിലാണ്. 0.4 േല്ׯ di fferential 

ഞ׹ൾ ന് തുലّമായ പകരം വയ്ുؗുׯ, ഞ׹ൾ 2.3 2.3 എؗ സമവാകّം equation vx y 
ഉപേയാഗി؛ ,ുؗുׯസ് എ്ؗ പറയുؗു, 2.3 കൂടുതൽ എളുؚമുت രൂപ؋ിൽ dy by dx v x dv by dx v 

ന് തുലّമായ രൂപ؋ിൽ കൂടുതൽ എളുؚമുت രൂപ؋ിൽ മാئിെയഴുതുؗത് സൗകരّْപദമാണ്. ؛സ് dx 
എ്ؗ എ്ؗ എഴുതുക എؗത് ലാളിതّ؋ിന് േവ؇ി, ഇത് െചؗുإത് വളെര xdv dy vdx, xdv y 

എളുؚമാണ്, കുറ؁ത് േരഖാമൂലമുتത് എളുؚമാണ്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ എؗത് ന് തുലّമായി y vx-
പകരം വയ്ുؗുׯ, ഇത് സ്കٔയർ സ്കٔയർ ൈമനസ് സ്കٔയർ ൈമനസായി മാറുؗു 2x vdx x y x 1 v 
സ്കٔയർ, തുടർ്ؗ എؗത് ؛സ് ആണ്, സ്കٔയർ റؐാുؗുׯ, ഞ׹ൾ്2 ׯ ൈമനസ് dy vdx x dv x v dx 
1 ൈമനസ് സ്കٔയർ ൈമനസ് 1 ൈമനസ് സ്കٔയർ ൈമനസ് സ്കٔയർ v v dx v xdv 1 v xdv 
നി׹ൾ്2.6 ׯ ലഭിുׯം ലളിതമാുׯക, ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം േവരിയബിൾ േവരിയബിൾ വി കّൂ 
ആണ് ؛സ് ؛സ് സ്കٔയർ ൈമനസ് 1 പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, ഈ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം vdx v xdv 
പരിഹരിؗുׯത് വളെര എളുؚമാണ്, വി കّൂബ് െകാ؇് ഹരി׺ാൽ െകാ؇് ഹരി׺ാൽ നി׹ൾ്ׯ v x 
എ്ؓ ലഭിുׯം? ന് തുലّമാണ്. അതിനാൽ ഈ വّതّാസം പരിഹരിؗുׯത് വളെര എളുؚമുت v dv 0 
കാരّമാണ് ഭാഗിക ഭിؗസംഖّകൾ ഉപേയാഗി്׺ സമവാകّം എ׹െന െചإണെമ്ؗ നി׹ൾׯറിയാം, 
അതിനാൽ ഞാൻ ഇത് ആദّ വّായാമമായി ഉേപײി്׺ പതിവ് ഭാഗിക ഭിؗസംഖّകളുെട 
കണുׯകൂ؂ലുകൾ നടു؋കയും 2.6 എؗത് സ്കٔയർ െചᅃٝ ്1 േല്ׯ ആയും ന് തുലّമായ v x c v 
എؗതിന്െറയും പരിഹാരം േനടുക, തുടർ്ؗ എؓാണ് എؗത് ന് ന് എؗ മൂലّം ഇടുക, vv y x v 
നി׹ൾ്ׯ ഈ സമവാകّം ലഭിുׯം ചതുരവും വർ״വും യ്്ׯ തുലّമാണ് ഓർേ؋ാഗണൽ x y cy 
പാതകൾ ഉ؍വرാന്؋ അ؋ײിൽ ُ١ർശിؗുׯ സർׯിളുകളാണ് ജّാമിതീയ പരിഗണനകളിൽ x 
നി്ؗ ഞ׹ൾ ْപതീײിؗുׯത് അതാണ് ഞാൻ പറ؁ത്. അവസാനെ؋ ْപഭാഷണം , ഞ׹ൾ ْപٍ٠ം 
പൂർ؉മായി തീർു؋, ഇേؚാൾ നമു്ׯ അടു؋ ഉദാഹരണം ഓർേ؋ാഗണൽ ْടാജക്ئറികളിേല്ׯ 
േപാകാം, അതിനാൽ യ്്ׯ തുലّമായ കّൂബ് ൈമനസ് 3 സ്കٔയർ സി؋زിന്െറ c x xy 
ഓർേ؋ാഗണൽ പാതകൾ കെ؇ു؋ക, അതിനാൽ നി׹ൾ അത് എ׹െന െചإണം സമവാകّം 
േവർതിരിؗുׯത് ഉടൻ അْപതّײമാകുؗു , നി׹ൾ്3 ׯ ചതുരാകൃതിയിലുت ൈമനസ് 3 c x y 
സ്കٔയർ ൈമനസ് 6 ൈബ പൂജّ؋ിന് തുലّമായ മൂ്ؗ ഘടക׹ളും നി׹ൾ്ׯ ലഭിുׯം, xydy dx 
കൂടാെത നി׹ൾ്ׯ ലളിതമായി കാണുؗ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം ലഭിുׯം, അത് കّൂബ് x m 
ആെണ്ؗ സൂ٣ظ വിദّാർ،ി തിരി׺റിയും സ് കٔയർ എؗത് കّൂബിന്െറ ഒരു inus three xy z 
യഥാർ، ഭാഗമാണ്, ഇവിെട ഒരു സ׸ീർ؉ സംഖّയാണ് , ؛സ് ആണ്, ഓർേ؋ാഗണൽ പാതകൾ z x iy 
എؓായിരിുׯെമ്ؗ ഊഹിؗുׯതിന് വിലയിب . നി׹ൾ ഊഹിുׯകയും ഊഹിുׯകയും െചുإക, 
ദയവായി ശരി, അതിനാൽ സി ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം ഞാൻ പറ؁തുേപാെല അْപതّײമാകുؗു,
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നി׹ൾ്ׯ സ്കٔയർ ൈമനസ് സ്കٔയർ ൈമനസ് ന് തുലّമാണ് . ഓർേ؋ാഗണൽ x y dx 2xy dy 0 
ْടാജക്ئറികളുെട ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം എؓാണ് മുൻ ْപഭാഷണ׹ളിേല്ׯ തിരിെക േപാകുؗത് 
ഇത് സ്കٔയർ ൈമനസ് സ്കٔയർ ؛സ് വല؋ിന് തുലّമാണ്, അത് ഒരു ഏകീകൃത x y dy 2xy dx 0 
ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം ആണ്, എؗത് ചതുരْശ ൈമനസ് സ്കٔയർ ആണ്, ഇത് മുഴുവൻm 2xy n x y 
തല؋ിലും ഏകതാനമാണ് , അതിനാൽ തുലّമായ പകരം വയ്ׯണം േജാലി െചᅃٝു, നി׹ൾ്ׯ y vx 
വിശദാംശ׹ൾ പൂർ؋ിയാׯാൻ കഴിയും, അതിനാൽ ദയവായി അത് െചുإക, തുടർ്ؗ നി׹ൾ 
ഊഹി׺ത് ശരിയാേണാ എ്ؗ പരിേശാധിുׯക, സ׸ീർ؉മായ വിശകലന؋ിൽ നി്ؗ വരുؗ 
ഓർേ؋ാഗണൽ പാതകളുെട മെئാരു ഉദാഹരണം ഞ׹ൾ്ׯ ലഭിു׺, പേײ ഞ׹ൾ അത് 
മനشിലാׯാൻ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ׹ളുെട സിؑാؓം ْപേയാഗിു׺, ഇേؚാൾ കൂടുതൽ 
ഉദാഹരണ׹ൾ നമു്ׯ ആദّ കٔാْഡന്റിെല ഒരു ഉദാഹരണം േനാׯാം, കാരണം ഇത് േപാസിئീവായി 
ഏകതാനമായിരിുׯെമؗതിനാൽ നമു്ׯ ഒരു േലാഗ് ഉം ഒരു േലാഗും കാണാം നിലവിലുتതിനാൽ x y 
യാْؓികമായി േപാസിئീവ് ആയിരിׯണം, േപാസിئീവ് ആയിരിׯണം ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം x y 
ആദّ കٔാْഡാന്റിൽ മാْതേമ നിർവചി׺ിൂت؂ു, ആദّെ؋ കٔാْഡന്റ് േപാസിئീവ് ആയി 
ഏകതാനമാണ്, പേײ ഏകതാനമب, പേײ അത് കുഴؚമിب അതിനാൽ നി׹ളുെട ഡിഫറൻഷّൽ 
സമവാകّം േപാസിئീവ് ഏകതാനമായ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّമാണ് 2.7 മാئിرാപിുׯക യഥാْകമം x
ഉം ഉം ഉം ഉം നി׹ൾ കാണുؗ കാരّ׹ൾ ഒരു ഡിْഗി ഒരു േപാസിئീവ് y tx t y t, t 
േഹാേമാജീനിയസ് ഡിْഗിയുെട ഏകതാനമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ഈ ഡിഫറൻഷّൽ 
സമവാകّ؋ിന്െറ െസാലّൂഷൻ േചാദിׯാം, 1 ന്െറ 1 ന് തുലّമായ എؗ അവرെയ y 
തൃلിٝെؚടു؋ാം. 2.7 എؗതിൽ കർവുകളുെട ഒരു കുടുംബമാണ് ഓർുׯക, അതിെലാ്ؗ േപായിന്റ് 1 1 
ലൂെട കടؗുേപാകും , ​​ഈ വْക׹ളിൽ ഏതാണ് എ്ؗ കെ؇؋ാൻ നി׹േളാട് ആവശّെؚടുؗു, 
അതിനാൽ ചിؓിുׯക എؗത് യുെട ഒരു ഫംഗ് ഷനായി െന യുെട ഒരു ഫംഗ് ഷൻ ആയി x y x- y 
കരുതുക , ഞ׹ൾ ന്െറ എؗത് യുെട ഒരു ഫംഗ് ഷൻ ആെണ്ؗ എഴുതാം, അതിനാൽ നأൾ x- yx y 

ന്െറ എ്ؗ എഴുതാം , എؗത് സٔതْؓ േവരിയബിളാണ്, ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം എളുؚ؋ിൽ x- x y 
കാണാൻ കഴിയും േപാസിئീവായി ഏകതാനമാണ്, കൂടാെത നി׹ൾ്ׯ ന് തുലّമായ പകരം vx- y 
വയ്ׯാം, ഞ׹ൾ്ׯ സമവാകّം ؛സ് േലാഗ് ആയി ؛സ് എؗതിേല്ׯ നി׹ൾ vx v dx v v dx x dv 
േപാകുؗ സാധാരണ ദിനചരّ 0 ന് തുലّമായി ലഭിുׯം, അ׹െന നി׹ൾ്ׯ േവരിയബിൾ േവരിയബിൾ 
സമവാകّം ലഭിുׯം. നി׹ൾ്ׯ ലഭിؗുׯ േവരിയബിൾ േവരിയബിൾ സമവാകّം , ൈسഡ് സമവാകّം 
2.8 ൽ ْപദർശിؚി׺ിരിؗുׯ സമവാകّം 2.8 ആണ്, േവരിയബിൾ േവരിയബിളായി എളുؚ؋ിൽ കാണാം, 
േവരിയബിളുകൾ േവർതിരിുׯക, ആയിരിുׯേآാൾ േവരിയബിളുകൾ സംേയാജിؚിുׯക 1, x 1 y x 
അതിനാൽ യുെട മൂലّം 1 ആണ്. സംേയാജിؚിുׯക 2.8 നി׹ൾ്ׯ കൃതّമായ ഇന്റْഗലുകൾ v v 
ഉപേയാഗിׯാം, കാരണം കൃതّമായ ഇന്റْഗലുകൾ പരിഹാര ْപْകിയയിൽ ْപാരംഭ വّവرകൾ 
ഉൾെׯാുؗുت അെ׸بിൽ നി׹ൾ്ׯ േവണെമ׸ിൽ അനിحിതതٔ ഇന്റْഗലുകൾ ْപേയാഗിׯാം , 
പേײ നി׹ൾ്ׯ ആവശّമുت രീതിയിൽ അത് പരിഹരിׯാൻ കഴിയും. ഇതു െചإാൻ സംേയാജനം 
നി׹ൾ്2.9 ׯ േലാഗ് ൈമനസ് േലാഗ് 1 ؛സ് േലാഗ് ൈമനസ് േലാഗ് ആണ്. അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ y y x 0 

സമം 1 ؛സ് േലാഗ് ൈമനസ് േലാഗ് എ്ؗ എക്സ്േപാണൻേഷ്ّئ െചؗുإതിലൂെട y y x 
േലാഗുകളിെലാ്ؗ നീׯംെചإാം, അതായത് 2.10 എؗ സമവാകّം 2. നുأെട ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം 
2.7 ന്െറ െസാലّൂഷൻ വْകം േപായിന്റ് വൺ േകാമ ഒ്ؗ നؗായി ഇവിെട നിർ؋ാം, ശരി ഞ׹ൾ 
ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം പരിഹരിു׺ എ്ؗ പറയാം, നി׹ൾ്ׯ കൂടുതൽ എؓാണ് േവ؇ത്, എؗാൽ 
ഈ വْകം എ׹െന സ്െക്׺ െചإാം എؗറിയാൻ ഞാൻ ആْഗഹിുؗുׯ. അത് െചإാൻ താൽؚരّമു؇്, 
അതിനാൽ ഞ׹ൾ അത് എ׹െന നؗായി െചുإം, ആദّം ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം ന് dx 
െഡറിേവئീവിന്  മൂലّം നൽകുؗു എ്ؗ നിരീײിുׯക, െയ യുെട ഒരു ഫംഗ് ഷനായി ചിؓിുׯക,0 x y 
അതിനാൽ ന് മുകളിൽ കണׯാുׯക. എؗത് 2.7 എؗ സമവാകّ؋ിൽ േനാؗുׯത് 2.7 dx d- dx d dy 
എؗ സമവാകّം േനാുׯകയും 1 1 േപായിന്റിൽ ന് കണׯാുׯകയും െചുإക, എؓാണ് dx dx 
സംഭവിുׯക േലാഗ് ൈമനസ് േലാഗ് പദം 0 ആയി മാറുؗു, അതിനാൽ ആണ്, ഇതാണ് y x dx by dy 0 
ഞ׹ൾ കണׯാؗുׯെത്ؗ ഞാൻ പറ؁തിന്െറ കാരണം ഇതാണ് എؗത് യുെട ഒരു ഫംഗ് ഷൻ x y 
ആയിب؂, മറി്׺ അ׹െനയب ഇേؚാൾ നമു്ׯ ലഭി׺ത് 1 ന്െറ ൈْപം 0 ആണ് നി׹ൾ ഒരു കർവ് x 
സ്െക׺ിംഗ് നട؋ാൻ ആْഗഹിുׯേآാഴാേണാ ഈ േപായിന്റ് പരമാവധി മിനിമ േപായിന്റ ്ഓഫ് 
ഇൻײ؜ന്െറയും അതുേപാലുت കാരّ׹ളുെടയും ْപധാന േപായിന്റായി മാറുؗത്, അതിനാൽ 
ഞ׹ൾ യുെട ര؇ാമെ؋ െഡറിേവئീവ് ഡബിൾ ൈْപം കണׯാׯണം, ഇേؚാൾ നി׹ളുെട y x 
ْപാരംഭ ْപേചാദനം സമവാകّം എടുുׯക എ്ؗ പറയുെമ്ؗ നി׹ൾ പറയും 2.10 കൂടാെത 2.10 മുതൽ ഒരു
പേരാײമായ വّതിരിװത നടു؋കയും ഒരു പേരാײമായ വّതّാസം നടു؋കയും സ് കٔയർd2x dy 
ഉപേയാഗി്׺ കണׯാുׯകയും െചുإക, എؗാൽ അ׹െന െചإരുെത്ؗ ഞാൻ നി׹േളാട് 
അഭّർ،ിുؗുׯ പകരം നി׹ൾ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം പരമാവധി ഉപേയാഗിׯണെമ്ؗ ഞാൻ 
ആْഗഹിുؗുׯ. സാധّമായ പരിധിവെര സമവാകّം, അതിനാൽ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ؋ിൽ നി്ؗ 
ര؇ാമെ؋ െഡറിേവئീവ് എ׹െന കണׯാׯാെമ്ؗ നമു്ׯ േനാׯാം കൂടാെത ഇനിؚറയുؗ 
േചാദّ׹ൾ്ׯ ഉ؋രം നൽകാം എؗത് ഒ്ؗ മിനിമം ഒരു േപായിന്റിന് തുലّമാണ്, അെ׸بിൽ ഒരു y 
ഇൻײ؜ൻ േപായിന്റ ്ഒؗിൽ വലുതാേണാ? എ ഏത് െഡറിേവئീവ് അْപതّײമാകുؗു, നി׹ൾ്ׯ t 
ഇذമാെണ׸ിൽ, മാ٧عിമ മിനിമയുെട എْത േപായിന്റുകൾ ഉ؇് , ഈ ഫംഗ് ഷന്െറ േമാേണാേടാണിസിئി 
േْപാؚർ؂ികൾ വർؑിുׯകേയാ കുറയുകേയാ െചുؗുإേ؇ാ എؗതിെന കുറി്׺ നി׹ൾ്ׯ 
എെؓ׸ിലും പറയാേമാ? േകാമ 1, യുെട ആയി മാറുെമ്ؗ നി׹ൾ കരുതുؗുേ؇ാ, 1 y x 0 
എؗതിേനׯാൾ വലിയ ചില േപാസിئീവുകൾ്ׯ ْപവണത കാണിുؗുׯ, എؓാണ് സംഭവിؗുׯത് y y
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അനؓതയിേല്ׯ േപാകുؗു, അതിനാൽ നി׹ൾ കർവ് സ്െക׺ിംഗ് നടു؋േآാൾ നി׹ൾ ചർ׺ 
െചؗുإ സٔാഭാവിക േചാദّ׹ളാണിവ ശരി, ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ؋ിൽ നി്ؗ േനരി؂് ര؇ാമെ؋ 
െഡറിേവئീവ് എ׹െന കണׯാׯാം എؗ ആദّ േചാദّ؋ിേല്ׯ നമു്ׯ മട׹ാം, അത് െചേإ؇ത് 
ْപധാനമാണ്, ഞാൻ പിؗീട് വീ؇ും ഈ േപായിന്റിേല്ׯ മടു׹ം. ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം 
പരിഹരിׯാെതയുت ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം എؓുെകാ؇ാണ് യഥാർ، ജീവിത؋ിൽ 
ഉ؇ാകുؗ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ׹ൾ പൂർ؉മായും പരിഹരിׯാൻ കഴിയാ؋ത് എ്ؗ 
ഞ׹ൾׯറിയാം, അതിനാൽ ഇവ കളിؚാ؂ ْപٍ׹٠ൾ മാْതമാണ്, അത് എ׹െനെയ്ؗ നി׹െള 
പഠിؚിുׯം ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ׹ൾ ൈകകാരّം െചുإക , യഥാർ، ْപٍ׹٠ൾ കൂടുതൽ 
സ׸ീർ؉മാണ്, അതിനാൽ ഈ കളിؚാ؂ ഉദാഹരണ׹ൾ ഉപേയാഗിׯാൻ ഞ׹ൾ ْശമിׯണം കൂടാെത 
യഥാർ، ജീവിത؋ിൽ നി׹ൾ യഥാർ،؋ിൽ െചإാൻ േപാകുؗ കാരّ׹ൾ െചإാൻ ْശമിׯണം, 
അതായത് ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ؋ിൽ നി്ؗ േനരി؂് പരിഹാരം ഉപേയാഗിׯാെത തെؗ നി׹ൾ്ׯ 
ആവശّമുْتത വിവര׹ൾ േശഖരിുׯക. ഒരുപേײ , യുെട എؗ ഫംഗ് ഷന്െറ മാക് സിമയുെട y x x 
േപായിന്റാേണാ മിനിമയാേണാ എ്ؗ ആദّം അേനٔഷിׯാം, നി׹ൾ ര؇ാമെ؋ െഡറിേവئീവ് 
െസׯൻഡ് െഡറിേവئീവ് കണׯാׯണം, അവിെട േപായിന്റിൽ 1 ന് തുലّമാണ്. അതിനാൽ നമു്ׯ y 
ആദّേ؋ത് എടുׯാം. ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം പുനഃْകമീകരിുׯേآാൾ എؗ dx dx 
ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം നി׹ൾ്ׯ േലാഗ് ൈമനസ് േലാഗിൽ നൽകുؗു, ഡിഫറൻഷّൽ x y y 
സമവാകّ؋ിേല്ׯ േപാകുേآാൾ അത് ؛സ് എ്ؗ എഴുതിയിരി0 ുؗുׯ ന് തുലّമാണ്, m dx ndy 
അതിനാൽ നി׹ളുെട എؗത് െകാ؇് െകാ؇് േനടുക ൈമനസ് ആയിരിുׯം എഴുതുക dx dy dx n m 
അതാണ് ഞ׹ൾ െചയ് തത്, ഇത് ഇൻ േലാഗ് ൈമനസ് േലാഗ് ഓൺ ആണ്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ x x y y 
ഈ പദْപേയാഗെ؋ ഉൽؚؗ നിയമവും േകٔാ؂ന്റ് റൂളും ഉപേയാഗി്׺ യുമായി ബؖെؚ؂് y 
േവർതിരിׯണം, നി׹ൾ കٔാ؂ന്റ് റൂൾ ഉപേയാഗിുׯേآാൾ എ്ؓ സംഭവിുׯം എയ് സ്കٔയർ 
േനടുകയും നി׹ൾ്ׯ വൃ؋ിെക؂ പദْപേയാഗം ലഭിുׯകയും െചുإം, നി׹ൾ്ׯ ഡിേനാമിേനئറിെല 

ചതുര؋ിന്െറ വൃ؋ിെക؂ പദْപേയാഗം ലഭിുׯം, എؗാൽ ഞ׹ൾ ര؇ാമെ؋ െഡറിേവئീവ് 1 ന് y 
തുലّമായി കണׯാുؗുׯ, അതിനാൽ ഡിേനാമിേനئർ 1 ആയി മാറും അതിനാൽ എനി്ׯ 
നّൂമേറئറിൽ മാْതേമ താൽؚരّമുൂت ഈ െഡറിേവئീവിന്െറ നّൂമേറئർ കണׯാׯാൻ നി׹ൾ 
ആْഗഹിുׯേآാൾ , എനി്ׯ ഡിേനാമിേനئർ എഴുേത؇തിب, എؓാണ് സംഭവിؗുׯത്, അത് 
നّൂമേറئറിന്െറ െഡറിേവئീവിന്െറ മട്׹ കുറയും, ഡിേനാമിേനئറിന്െറ െഡറിേവئീവിന്െറ y 
നّൂമേറئറിന്െറ ഇര؂ി വّതّാസം വരും, അതിനാൽ അതാണ് ഞാൻ 'ഞാൻ പറയുؗത് നّൂമേറئറിന്െറ 
െഡറിേവئീവിന്െറ മട׹ാണ്, നّൂമേറئറിേലتുׯ െഡറിേവئീവ് ര؇് പദ׹ളു؇്, നി׹ൾ ഉൽؚؗ y 
നിയമം ഉപേയാഗിുؗുׯ, അതിനാൽ േല്ׯ ഓഫ് േലാഗ് ൈമനസ് േലാഗ് ൈമനസ് ഇൻ yx ddy x y x 
േലാഗ് ൈമനസ് േലാഗ് തവണ യുെട െഡറിേവئീവ് കൂടാെത ഒരു മൂؗാം േടം ؛സ് ൈْപം ഇൻ x y y x y 
േല്ׯ േലാഗ് ൈമനസ് േലാഗ് എؗതിേല്ׯ ആ പദം ഇവിെട അടു؋ വരിയിൽ x y 
എഴുതിയി؂ിبാ؋ത് എؓുെകാ؇് ഞാൻ അത് എഴുതിയിب കാരണം ഞാൻ ഒരു െത്ئ െചᅃٝി؂ിب, ഞാൻ 
െത്ئ െചᅃٝി؂ിب ന്െറ ൈْപം ആണ് 0 ആയതിനാൽ ആ പദം അതിനാൽ ആ പദം x 1 Dr op out 
എഴുേത؇ ആവശّമിب, അതിനാൽ 1 ന്െറ ൈْപം എؗ പദം എഴുതരുത്, കാരണം അത് ഉേപײിׯാൻx 
േപാകുؗു, അതിനാൽ എനി്ׯ ഇവിെട ര؇് പദ׹ളു؇്, ഒ്ؗ, ഒ്ؗ, അതിനാൽ േലാഗ് ന്െറ x y ddy 
എؓാണ് ഇത് ൈْപം ആണ് ൽ, എؗാൽ വീ؇ും ൈْപം പൂജّമാണ് ൽ ഒؗിന് x x x- x y- 
തുലّമായതിനാൽ, ൈമനസ് േലാഗ് യുെട അടു؋ േടം ൈമനസ് 1 ആണ്, കാരണം ആണ് , y- ddy, y 1 
ഇവിെട ഈ പദ؋ിൽ നി׹ൾ എؗത് 1 നും നും തുലّമാണ് േലാഗ് ൈമനസ് േലാഗ് പദം x y 1 x y 
അْപതّײമാകുؗതിനാൽ 1 െല ര؇ാമെ؋ െഡറിേവئീവ് ൈമനസ് 1 ആണ്. ഞ׹ൾ പരിഹാരം 
ഉപേയാഗിؗുׯിെ്ؗب ْശؑിുׯക, ഞ׹ൾ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം ഉപേയാഗി്׺ േനരി؂് 
ْപവർ؋ിുؗുׯ, കൂടാെത ആ േപായിന്റ് തുലّമായ ْപധാന വിവര׹ൾ ഞ׹ൾ്ׯ ലഭിു׺ y to 1 
എؗത് ഒരു ْപാേദശിക മാ٧عിമം േപായിന്റാണ്, അതിനാൽ ْഗാഫ് ഒരു ْപാേദശിക മാ٧عിമം 
എ׹െനയായിരിׯണെമ്ؗ നി׹ൾׯറിയാം, നമു്ׯ ْഗാഫ് വരയ്ׯാൻ തുട׹ാം, ْഗാഫ് വരയ്ׯാൻ 
ആവശّമായ വിവര׹ൾ ഞ׹ളുെട പׯലു؇് ഇവിെട ഞ׹ൾ േനാؗുׯ ْഗാഫ് േനാ؂ീസ് ഉ؇്. x 
എؗത് യുെട ഒരു ഫംഗ് ഷനായി, അതിനാൽ ശരിുׯം നأൾ ْഗാഫ് ഇതുേപാെല െചإണം ْഗാഫ് y l 
വരയ്ׯണം ഇതുേപാെല , പേײ കാരّമിب, ഞാൻ ഇതിനകം ْഗാഫ് വര׺ി؂ു؇്, തിരحീന അײം x 
അײവും ലംബ അײം അײവുമാണ്, അതിനാൽ എؗത് യുെട ഒരു ഫംഗ്ഷനാണ്, അതിനാൽ y x y 
േപായിന്റ് 1 1 ഒരു ْപാേദശിക പരമാവധി ആെണ്ؗ നി׹ൾ കാണുؗു, അതിനാൽ ْഗാഫ് േപായിന്റ് 
ഒؗിന് സമീപം ഇതുേപാെലയായിരിׯണം, അതിനാൽ വّായാമ؋ിെല ര؇ാമെ؋ േചാദّ؋ിന് 
ഞ׹ൾ ഉ؋രം നൽകുؗു, േപായിന്റ ്ഒؗിന് സമീപമുت ഫംഗ്ഷൻ െസാലّൂഷൻ കർവിന്െറ ْഗാഫ് 
വരയ്ുׯക, എؓുെകാ؇ാണ് ഞാൻ ْഗാഫ് ഇ׹െന തുടർؗെതؗും എؓുെകാ؇ാണ് ഞാൻ ْഗാഫ് 
തുടർؗെതؗും േചാദിׯാം ഇതു േപാെല എനി്ׯ അറിേയ؇ അടു؋ േചാദّം , ഈ ْഗാഫ് അനുസരി്׺ y
വർؑിുׯകയാെണ׸ിൽ, വലുതും വലുതും ആകുേآാൾ കുറയും, മൂലّം പൂജّേ؋ാട് അടുുׯം, y x x 
തുടർ്ؗ പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ ഒؗായി വർؑിുׯേآാൾ മൂലّം പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ ഒؗായി വർധിുׯം y x 
നി׹ൾ ْപധാനം യുെട േലാഗിന് ന്െറ േരഖയ്്ׯ തുലّമാണ് ന് ന്െറ ൈമനസ് x y y x y x x x 
അ׹െന ൈْപമിന് മ്ئ േവരുകെളാؗുമിب , ഞ׹ൾ േനാؗുׯത് ഞ׹ൾ േനാؗുׯത് ആദّെ؋ x 
കٔാْഡന്റിേല്ׯ മാْതമാണ് അതിന് ൽ ഒؗിന് തുലّമായ ഒരു ْപാേദശിക മാ٧عിമം ഉെ؇്ؗ y-
പറയുؗതിന്െറ അർ،ം, 1-േനׯാൾ വലുതാകുേآാൾ മൂലّം 1- േനׯാൾ െചറുതായി؋ീരുؗു, y x 
കാരണം ൽ 1-ന് തുലّമായ ന്െറ മൂലّം 1-ന് തുലّമാണ്. 1 ന് തുലّമായ മൂലّം 1 ന് തുലّമാണ്, xy- x- y 
അതിനാൽ 1 ന് തുലّമായ ഒരു ْപാേദശിക മാ٧عിമം ആെണ്ؗ ഞ׹ൾׯറിയാം, അതിനാൽ ന് y y 1 
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അؚുറം വർؑിുׯകയാെണ׸ിൽ കുറയ്ׯണം, അത് 1 ന്െറ ْപാേദശിക പരമാവധി ആണ്, അതിനാൽx 
നി׹ൾ േപാകുേآാൾ ഒരു പരമാവധി മൂലّം പരമാവധി മൂലّ؋ിനؚുറം ന്െറ മൂലّം കുറയുؗു, x x 
ന്െറ മൂലّം കുറയുؗു, അതിനർ،ം എؓാണ് 1-േനׯാൾ കുറവാകാൻ േപാകുؗത്, 1-േനׯാൾ x y 
വലുതായിരിുׯം, അതിനാൽ ന്െറ േലാഗ് എؓാണ് ന്െറ വലുത് 1 എؗതിേനׯാൾ ന്െറ y x, y x y 
േലാഗ് േപാസിئീവ് ആണ്, അതിനാൽ ഇവിെട എؓാണ് സംഭവിؗുׯത്, അതിനാൽ യുെട ൈْപംx y yx 

യുെട ൈْപം ന്െറ ന്െറ ന്െറ ന് ന്െറ ൈമനസ് ന്െറ ആണ് കാണുؗത് നأൾ y x y x x x y x x 
ഇേؚാൾ ക؇ത് ഓർുׯക നّൂമേറئർ േപാസിئീവ് ആണ്, നأൾ ആദّെ؋ കٔാْഡന്റിലാണ്, അതിനാൽ
ഡിേനാമിേനئർ െനഗئീവ് ആണ്, അതിനാൽ െഡറിേവئീവ് 1-നؚുറം െനഗئീവ് ആണ്. അതിനാൽ, y 
1-നؚുറം വർؑിുׯേآാൾ കുറയുؗത് തുടരുؗു, അ׹െന ആകുേآാൾ xy y x x y x x 
എؗതിേനׯാൾ വലുതായിരിׯണം 1 ആയതിനാൽ യുെട േലാഗ് േപാസിئീവ് ആയി തുടരണം, y x 
അതിനാൽ െഡറിേവئീവ് െനഗئീവ് ആയി തുടരും, അതിനാൽ യുെട അനؓതയിൽ കർശനമായി y x 1 
ഏകതാനമാണ്, അതുേപാെല തെؗ അത് 0 മുതൽ 1 വെര വർؑിേׯ؇തുെ؇്ؗ നി׹ൾ്ׯ കാണാൻ 
കഴിയും. എؓുെകാ؇ാണ് ْഗാഫ് ഇ׹ിെന വര׺ിരിؗുׯത് എؗതാണ് ഇേؚാൾ േചാദّം. 
അനؓതയിേല്ׯ േല്ׯ േപാകണം. ഇവിെട നമു്ׯ ഈ ഘ؋؂ിൽ തിരിെക േപാേക؇ി വരും 2.10 x 0 
സമവാകّ؋ിേല്ׯ മട׹ിേؚാകും ഇവിെട നأൾ സമവാകّം 2.10 േല്ׯ മടു׹കയും ഈ സമവാകّം y
േനാുׯകയും 1 ؛സ് േലാഗ് ൈമനസ് േലാഗ് എ്ؗ കരുതുക. അനؓതയിേലׯാണ് y x y 
േപാകുؗെത׸ിൽ , അനؓതയിേലׯാണ് േപാകുؗെത׸ിൽ, ഇടതുഭാഗം ഇേؚാൾ അനؓതയിേല്ׯ y 
േപാകുെമ്ؗ കരുതുക അനؓതയിേല്ׯ േപാകുേآാൾ േലാഗ് ഇടതുവശേׯ്؋ െകാ؇ുവരിക, y y y 
ൈമനസ് േലാഗ് ൈമനസ് 1 െന കുറി്׺ നി׹ൾ്ׯ എ്ؓ പറയാൻ കഴിയും, അത് അനؓതയിേല്ׯ y 
േപാകും ൈമനസ് 1 െന കുറി്׺ നി׹ൾ്ׯ എ്ؓ പറയാൻ കഴിയും, അത് നി׹ൾׯായി വീ؇ും y 
െചإെ؂ കടലാസ് ഷീ്ئ എؓാണ് ഞ׹ളുെട പׯലുتത് ൈമനസ് േലാഗ് ൈമനസ് 1 ൈമനസ് േലാഗ്y y 

ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ അനؓതയിേല്ׯ േപാകുേآാൾ ൈമനസ് േലാഗ് ൈമനസ് 1 ؛സ് x y y y 
അനؓതയിേല്ׯ േപാകുؗത് ശരിയാേണാ നി׹ൾ ഇത് വിശٔസിുؗുׯെവ׸ിൽ അത് എ׹െന 
അർ،മാുؗുׯ അേؚാൾ ൈമനസ് േലാഗ് ؛സ് അനؓതയിേല്ׯ േപാകണം, അതിനാൽ x x 
പൂജّ؋ിേല്ׯ േപാകണം, എؓുെകാ؇് ഇത് ശരിയാണ്, എؓുെകാ؇ാണ് ൈമനസ് േലാഗ് ؛സ് y y 
അനؓതയിേല്ׯ േപാകണെമ്ؗ ഞാൻ പറയുؗത്, കാരണം അനؓത േലാഗിേല്ׯ േപാകുേآാൾ y y 
അനؓതയിേല്ׯ േപാകും അ׹െന അب' ഇത് ഒരു ഇൻഫിനിئി ൈമനസ് ഇൻഫിനിئി ഒരു തരം 
അനിحിതതٔമാണ്, അതിനാൽ ൈമനസ് േലാഗ് ؛സ് ഇൻഫിനിئിയിേല്ׯ േപാകുؗു എ്ؗ ഞാൻ y y 
എ׹െന യാദൃحികമായി പറയും ? ഇേؚാഴും ؛സ് ഇൻഫിനിئിയിേല്ׯ േപാകൂ, ഈ 
വّായാമെുׯ؋റി്׺ ചിؓിׯാൻ ൈسഡുകളിൽ ഞാൻ നി׹ൾ്ׯ നൽകുؗ വّായാമം േനാׯാം 
നമു്2.10 ׯ സമവാകّം 1 ؛സ് േലാഗ് ൈമനസ് േലാഗ് േനാׯാം, അവസാനെ؋ ഭാഗം y y x y 3d 
അനؓതയിേല്ׯ ْപവണത കാണിുׯേآാൾ ആയി മാറണം, ؛സ് അനؓതയിേല്ׯ x 0 y 
േപാകുേآാൾ പൂജّ؋ിേല്ׯ േപാകണം. അെ׸بിൽ ര؇് േപായിന്റ് ഒരു പൂജّ؋ിന്െറ വലതുഭാഗം x 
അനؓതയിേല്ׯ േപാകും, ​​ഇത് ഒരു ൈവരുّؑമാണ് അെ׸بിൽ മെئാരു വിധ؋ിൽ പറ؁ാൽ േലാഗ് y
ഇടത് വശ്؋ െകാ؇ുവരിക , നി׹ൾ്ׯ വാദിׯാം, ഞാൻ മു്آ വാദി׺തുേപാെല അടിرാനപരമായി 
ഞാൻ എؓാണ് ചില കാരّ׹ൾ മ്ئ ചില കാരّ׹േളׯാൾ േവഗ؋ിൽ അനؓതയിേല്ׯ 
േപാകുؗുെവ്ؗ ഞ׹ൾ പറയുؗു , േലാഗ് േലാഗ് അനؓതയിേല്ׯ േപാകുؗു േലാഗ് േലാഗ് yy 
എؗതിേനׯാൾ േവഗ؋ിൽ അനؓതയിേല്ׯ േപാകുؗു േലാഗ് സ്കٔയർ നി׹േളׯാൾ yy 
േവഗ؋ിൽ അനؓതയിേല്ׯ േപാകുؗു എؗതിേനׯാൾ േവഗ؋ിൽ അനؓതയിേല്ׯ േപാകും y 
അേؚാൾ ഈ കാരّ׹െളبാം െകാ؇് നി׹ൾ എؓാണ് ഉേؐശിؗുׯത്, അതിനാൽ ഈ അവസാന ഭാഗം 
കൃതّമായി ചർ׺ െചുإക, യുെട ഒരു ഫംഗ്ഷൻ എؗിവ ഒേര ഇടേവളയിൽ നിർവചി׺ിരിؗുׯ t f, g 

യുെട െയׯാൾ അനؓമായി സാവധാന؋ിലാണ് എ്ؗ പറയുؗതിന്െറ അർ،െമؓാണ്? ഉം t g a t 
ഉം എؗതിേല്ׯ േപാകുؗു, അേؚാൾ എؓാണ് ഉചിതമായത് നിർവചനം , നിലവിെല a e 
സാഹചരّ؋ിൽ ന്െറ അനുപാതം പൂജّ؋ിേല്ׯ േപായാൽ, അനؓതയിേല്ׯ േപാകുؗത് ft- gt ft 

േനׯാൾ സാവധാനമാെണ്ؗ നമു്ׯ പറയാം, ഉദാഹരണ؋ിന്, റൂൾ ْപേയാഗി്׺, gt- l'hopital's log 
െയׯാൾ സാവധാന؋ിലാണ് അനؓതയിേല്ׯ േപാകുؗെത്ؗ നി׹ൾ്ׯ y, y-

െതളിയിׯാനാകുേമാ ? േലാജിക് േലാഗ് പവർ ആയിരം എؗതിേനׯാൾ പതുെׯ t t 
അനؓതയിേല്ׯ േപാകും പതിനായിരം പതിനായിരം െപാതുെവ നി׹ളുെട എْത വലുതാെണ׸ിലുംn 
നി׹ളുെട എؗത് എْത െചറിയ േപാസിئീവ് ആെണ׸ിലും എؗതിേനׯാൾ പതുെׯ a t 
അനؓതയിേല്ׯ േപാകും. പവർ അനؓതയിേല്ׯ േപാകുؗു അതിനാൽ ര؇് ഫംഗ് ഷനുകൾ a 
അനؓതയിേല്ׯ േപാകുؗ നിര്ׯ താരതമّെؚടുؗു؋ നിര്ׯ താരതമّം െചؗുإതിെനുׯറിتു׺ 
ഈ വُٝു ത കാൽുׯലസിൽ വളെര ْപധാനമാണ്, എْത േവഗ؋ിൽ അറിയാൻ കാൽുׯലസിൽ ഇത് 
വളെര ْപധാനമാണ് ഒരു ഫംഗ് ഷൻ മെئാരു ഫംഗ് ഷനുമായി താരതമّെؚടുു؋േآാൾ അനؓതയിേല്ׯ 
േപാകുؗു അെ׸بിൽ മെئാരു ഫംഗ് ഷനുമായി താരതമّെؚടുു؋േآാൾ ഒരു ഫംഗ് ഷൻ പൂജّ؋ിേല്ׯ 
എْത േവഗ؋ിൽ േപാകുؗു, നി׹ൾ്ׯ യ് ്ׯ എؗ അനുപാതം ഉ؇ായിരിׯാം എؗിവ g- f f, g 
അനؓതയിേല്ׯ േപാകാം അെ׸بിൽ അവ ര؇ും 0-േല്ׯ േപാകാം, എؗാൽ ഏതാണ് െചؗുإത് 
േവഗതേയറിയ കാൽുׯലസ് സാരാംശം എؗത് പരُ١രം ആേപײികമായ ഫംഗ്ഷനുകളുെട i n 
വളർ׺യുെട താരതമّമാണ്, ഒؗുകിൽ അനؓതയിേലتുׯ വളർ׺ അെ׸بിൽ പൂജّ؋ിേലتുׯ 
േശാഷണം ഏതായാലും ഉചിതമായ സؕർഭം , എؗീ ര؇് ഫംഗ്ഷനുകൾ നൽകിയാൽ അടി f t, gt 
അനؓതയിേല്ׯ േവഗ؋ിലാേണാ ജിടി േപാകുؗുേ؇ാ എؗ േചാദّം ْശؑിേׯ؇താണ്. അനؓത 
േവഗ؋ിലാؗുׯത് സാധാരണയായി എളുؚമب, േലാഗ് യുെടയും യുെടയും കാരّ؋ിൽ ഇത് y y
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എളുؚമب, കാരണം നി׹ൾ്ׯ ഉടൻ തെؗ എൽ'േഹാؚിئലിന്െറ നിയമം ْപേയാഗിׯാൻ കഴിയും, 
പേײ പലേؚാഴും നി׹ൾ്ׯ എൽ'േഹാؚിئലിന്െറ നിയമം ْപേയാഗിׯാൻ ഭാഗّമു؇ാകിب, ْപٍ٠ം 
നീുؗു׹ ഏതാണ് അനؓതയിേല്ׯ േവഗ؋ിൽ േപാകുؗെത്ؗ തീരുമാനിׯാൻ വളെര 
ബുؑിമു؂ാണ് അെ׸بിൽ ഈ ര؇് ഫംഗ് ഷനുകളും ഒേര നിരׯിൽ അനؓതയിേല്ׯ േപാകുക എؗത് 
ഒരു ഉദാഹരണമായി നമു്ׯ ഫംഗ് ഷൻ  മുതൽ വെരയുت ഇടേവളയിെല ൈْപമുകളുെട ft 1 t 
എ؉മായി എടുׯാം, അതിനാൽ ആെണ׸ിൽ എ്ؗ കരുതുക. 10 അേؚാൾ യുെട നാല് ആണ് നാല്t t f 
ൈْപമുകൾ ഉ؇് ര؇് മൂ്ؗ അ؀്, ഏഴ് എؗിവയും അതുേപാെല തെؗ യുെട നൂറ് ആെണ׸ിൽ t f t 
എؗത് നൂറിനും നൂറിനും ഇടയിലുت ൈْപമുകളുെട സംഖّയാണ്, കൂടാെത ൈْപമുകളുെട എ؉ം t 
ൈْപമുകളുെട എ؉؋ിെനാؚം അനؓതയിേല്ׯ േപാകുؗുെവ്ؗ നി׹ൾׯറിയാം. അനؓമാണ് , 
അതിനാൽ ഇൻഫിനിേല്ׯ േപാകുؗു അനؓതയിേല്ׯ േപാകുേآാൾ നമു്ׯ മെئാരു f of t t 
ഫംഗ് ഷൻ േനാׯാം ന് േലാഗിന് തുലّമായ അനؓതയിേല്ׯ േപാകുؗു gt on log tt- t t 
അനؓതയിേല്ׯ േപാകുേآാൾ അനؓതയിേല്ׯ േപാകുؗു േലാപിതാലിന്െറ നിയമം t 
ْപേയാഗിുׯക േലാഗ് ടിെയׯാൾ േവഗ؋ിൽ ടി അനؓതയിേല്ׯ േപാകുؗുെവ്ؗ ഞ׹ൾ ഇേؚാൾ 
ക؇ു, പേײ എؓാണ് ന്െറ അനുപാതം െയׯാൾ േവഗ؋ിൽ അനؓതയിേല്ׯ േപാകുേമാ ft- gt gt-
അേതാ അത് മറി׺ാേണാ അേതാ അവർ അേത േവഗതയിൽ അനؓതയിേല്ׯ േപാവുകയാേണാ അേതാ 
ഈ േചാദّം ഗൗസിയന്െറ കുْപസിؑമായ അനുമാനമായിരുؗു, ഉം യും ഒേര സമയ؋ാണ് ft- gt-
അനؓതയിേല്ׯ േപാകുؗത് എ്ؗ സٔതْؓമായി അനുമാനിു׺. നിര്ׯ എؗാൽ ഈ അനുമാനം 
ഏകേദശം 100 വർഷമായി െതളിയിׯെؚടാെത തുടർؗു സംഖّാ സിؑാؓ؋ിൽ, അനؓതകെള 
താരതമّം െചؗുإത് എളുؚമുت കാരّമെ്ؗب നി׹ൾ കാണുؗു , അനؓതയുെട 
താരതമّെുׯ؋റിتു׺ ആശയം ഹാർഡി മേനാഹരമായി ഈ െചറിയ ലഘുേലഖയിൽ ഞ׹ൾ gh 
എടുؗുׯ ഓർേഡٌ٧് ഓഫ് ഇൻഫിനിئിയിൽ വിശദീകരി׺ിരിുؗുׯ. ഇേؚാൾ മെئാരു ഉദാഹരണം, 
പേײ അടു؋ െലعറٗിൽ ഞ׹ൾ ഇത് െചുإം അനؓതയിേല്ׯ േപാകുേآാൾ എ്ؓ സംഭവിുׯം x 
എ്ؗ മനസിലാׯാൻ ഞ׹ൾ ആْഗഹിؗുׯത് വّװമായ രൂപ؋ിൽ അവതരിؚിുׯക, x 
അനؓതയിേല്ׯ േപാകുേآാൾ എؓാണ് സംഭവിؗുׯെത്ؗ മനസിലാׯാൻ ഞ׹ൾ ആْഗഹിുؗുׯ,

എ׹െനയാണ് അനؓതയിേല്ׯ േപാകുؗത്, അടു؋ തവണ ഞ׹ൾ ഇത് എടുുׯം, ഞ׹ൾ ഇ്ؗ y 
ഇവിെട നിർ؋ാം. നി׹ൾ്ׯ സമവാകّം 2.11 പരിഹരിׯാനും തإാറാകാനും കഴിയും 
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