
  अंतर समीकरणो ंपर इस ŵंृखला के पांचवŐ ʩाƥान मŐ आपका ˢागत है, आज हम सजातीय समीकरणो ंपर एक अȯाय करŐ गे, तो 
आइए पहले मœ आवʴक पįरभाषाओ ंके साथ शुŝ करता šं िक एक सजातीय डोमेन Ɛा है, हम यह भी पįरभािषत करŐ गे िक एक 
सकाराȏक सजातीय Ɛा है डोमेन हम कुछ सरल उदाहरणो ंको देखते हœ हम सजातीय कायŘ को सकाराȏक ŝप से सजातीय कायŘ 
और अंत मŐ सजातीय अंतर समीकरणो ंको देखते हœ और उन सभी को कैसे हल करŐ   के उपसमुǄय को देखने के िलए समतल r2 r 2
के एक उपसमुǄय को समांगी कहा जाता है यिद जब भी आप डोमेन मŐ एक िबंदु लेते हœ और इसे ˋेलर से गुणा करते d d xy tt 
हœ जो 0 के बराबर नही ंहै तो िबंदु अʙिवराम िफर से होना चािहए दूसरे शɨो ंमŐ आप देखते हœ िक जब आप डोमेन मŐ एक िबंदु tx d 

लेते हœ तो टाइʈ मूल िबंदु के साथ के िलए बस एक िबंदु है , यह के कारक Ȫारा िबंदु का केवल एक ˋेिलंग xy t xy xy t xy 
है।
  ˋेल िकया गया िबंदु भी डोमेन मŐ होना चािहए तािक आप देख सकŐ  िक सभी और ˋेिलंग कारक या तो सकाराȏक हो सकते हœ या 
यह नकाराȏक हो सकता है, Ɛोिंक वाˑिवक संƥाओ ंपर िभɄ होता है, िबंदुओ ंके सेट के साथ Ɛा होता है अʙिवराम यह t tx 
एक रेखा है
 इसिलए एक सजातीय  डोमेन लाइनो ंका एक संघ है, संभवतः  मूल उȋिȅ को छोड़कर हटाया जा सकता है Ɛोिंक िजस पįरभाषा की 
हमŐ आवʴकता है, उसे याद रखŐ िक से संबंिधत है, िजसका अथŊ है िक से संबंिधत है, के बराबर नही ंहै ।xy d txty d t 

 इसिलए यह अब एक सजातीय डोमेन की बीजगिणतीय पįरभाषा है ।
 आइए हम सजातीय डोमेन के कुछ उदाहरण देखते हœ लेिकन इससे पहले हम एक सजातीय डोमेन की तˢीर देखते हœ हाँ यहाँ आप पीले
रंग मŐ छायांिकत एक सजातीय डोमेन देखते हœ यह दो लाइनो ंके बीच का Ɨेũ है के बराबर बटा दो और दो के बराबर है इन y x y x 
दो रेखाओ ंके बीच के Ɨेũ को पहले चतुथाōश और तीसरे चतुथाōश मŐ पीले रंग मŐ छायांिकत िकया गया है अब इन दो टुकड़ो ंका यह िमलन 
एक सजातीय डोमेन है, यह एक सजातीय डोमाई Ɛो ंहै  हम देख सकते हœ िक यिद आप पीले Ɨेũ मŐ एक िबंदु को से गुणा n xy t 
करते हœ, तो आपका गुणा भी होता है,t xy 
 इसिलए आप देखते हœ िक यह एक िबंदु है िजसे आप से गुणा करते हœ, आप संरेख िबंदु पर आते हœ यिद है शूɊ से xy t txty t 
बड़ा है और आप इस िवशेष िबंदु पर िवपरीत िदशा मŐ आते हœ यिद शूɊ से कम है तो यह ऐसे Ůȑेक िबंदु के िलए सच हैt 
 इसिलए यह डोमेन एक सजातीय डोमेन है अब आगे चलते हœ हम एक समŝपता मŐ Ŝिच नही ंरखते हœ  सभी वाˑिवक संƥाएँ लेिकन 
केवल सकाराȏक वाˑिवक संƥाओ ंके संबंध मŐ, इसी तरह आइए एक सकाराȏक सजातीय डोमेन को पįरभािषत करŐ  जब एक डोमेन
को सकाराȏक ŝप से सजातीय कहा जाता है यिद जब भी टाइʈ से संबंिधत होता है तो िबंदु अʙिवराम भी से xy dt xy tx d 
संबंिधत होता है लेिकन यह आवʴकता सजातीय डोमेन के िलए पहले के मामले मŐ केवल पॉिजिटव के िलए है, हम चाहते हœ िक t t 
गुना सभी के िलए से संबंिधत हो, 0 के बराबर न हो, इस बार हमŐ केवल सकाराȏकता के िलए इसकी आवʴकता हैxy t d 
 इसिलए आइए हम ऐसे डोमेन को कॉल करŐ   सजातीय ŝप से सजातीय डोमेनp 
 इसिलए हमŐ सजातीय डोमेन िमले और हमŐ सकाराȏक ŝप से सजातीय डोमेन िमले,
 इसिलए अब हम एक ऐसे डोमेन का उदाहरण देखते हœ जो सकाराȏक ŝप से सजातीय है, लेिकन सजातीय नही ंहै, उस डोमेन का 
िनमाŊण करना बŠत आसान है ।
 चतुभुŊज समतल मŐ सभी िबंदुओ ं के समुǄय के बराबर है जैसे िक धनाȏक है और धनाȏक है खुला Ůथम चतुथाōश  d xy x y 
डोमेन मŐ शािमल नही ंहै डोमेन डी सभी िबंदुओ ंका सेट है जैसे िक सकाराȏक है और सकाराȏक हैxy x y 
 इसिलए के बराबर 0 शािमल नही ंहै,x 
 इसिलए यह खुला पहला चतुथाōश है यह खुला पहला चतुथाōश ˙ʼ ŝप से सकाराȏक ŝप से सजातीय अिधकार है यिद मœ लेता šं  x 
अʙिवराम खुले पहले चतुथाōश मŐ िफर अʙिवराम भी धनाȏक के िलए खुले Ůथम चतुथाōश मŐ होगा लेिकन ऋणाȏक के y tx t t 
िलए नही ंउदाहरण के िलए 1 1 उदाहरण के िलए िबंदु 1 1 है  डोमेन मŐ लेिकन बराबर माइनस 2 और माइनस 2 माइनस 2 डोमेन मŐ t 
नही ंहै,
 इसिलए यह सजातीय नही ंहै, लेिकन यह सकाराȏक ŝप से सजातीय है,
 इसिलए मुझे आशा है िक आप एक सजातीय डोमेन और एक सकाराȏक सजातीय डोमेन के बीच के अंतर को समझते हœ, दोनो ं
अवधारणाएं होगंी  िनɻिलİखत मŐ बार-बार उपयोग िकया जाता है आइए हम सजातीय डोमेन और सकाराȏक सजातीय डोमेन के कुछ 
उदाहरणो ंको देखŐ, पूरा िवमान ˙ʼ ŝप से एक सजातीय डोमेन है, िवमान मŐ एक िबंदु ले लो अʙिवराम भी िवमान मŐ है xy tx 
अगला उदाहरण यह है िक मूल के साथ िवमान  हटा िदया गया मœ िवमान से मूल को हटा देता šं
 इसिलए पंचर िवमान Ɛा यह एक सजातीय डोमेन है एक िबंदु दोनो ंशूɊ नही ंहो सकते हœ दोनो ं और शूɊ नही ंहो सकते हœxy x y 
 इसिलए या तो शूɊ के बराबर नही ंहै या के बराबर नही ंहै जहां से गुणा िकया जाता है जहां  कोई वाˑिवक संƥा है x y 0 t t 
जो 0 नही ंहै तो अʙिवराम दोनो ं0 नही ंहो सकते Ɛोिंक पहले से ही 0 नही ंहै और हम जानते हœ िक या से िभɄ हैtx t x y 0 
 इसिलए यह डोमेन मूल को घटाता है  एक सजातीय डोमेन है जैसा िक हमने देखा है िक पहला चतुथाōश एक सकाराȏक सजातीय r2 
डोमेन है जो एक सजातीय डोमेन नही ंहै, इसके बजाय अब हम अगला उदाहरण लेते हœ आइए हम पहले चतुथाōश और तीसरे चतुथाōश को
पीले Ɨेũो ंके समान पीले रंग की तरह लेते हœ।
 पहली ˠाइड मŐ हमने उन दो उन दो टुकड़ो ंको उन दो पीले टुकड़ो ंको िलया िजɎŐ हमने पहला चतुथाōश िलया और तीसरा चतुथाōश जो 
सजातीय डोमेन है अब आइए हम का फ़ंƕन लेते हœ जो घटाव बटा ɘस का लघुगणक है।xy f mod x y x 

यह फ़ंƕन कहाँ पįरभािषत िकया गया है यह फ़ंƕन के बराबर लाइन के साथ पįरभािषत नही ंहै और यह फ़ंƕन भी   y x y 
माइनस के बराबर लाइन के साथ पįरभािषत नही ंहै,x y 
 इसिलए िवमान को इन दो पंİƅयो ंको हटा दŐ  और िफर आपको चार टुकड़े िमलŐ  वे चार टुकड़े एक सजातीय डोमेन हœ यिद आप एक 
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िबंदु लेते हœ और शूɊ के बराबर 0 से गुणा करते हœ तो िबंदु अʙिवराम इन चार टुकड़ो ंमŐ से एक मŐ होगा।xy tt tx 
 आपके िलए एक छोटा सा ʩायाम यह जांचता है िक Ɛा समतल मŐ िबंदुओ ंका सेट ऐसा है िक से बड़ा है िजसे आप इसे xy x y 
खुला आधा िवमान कहना चाहŐगे, Ɛा यह खुला आधा तल सजातीय है Ɛा यह सकाराȏक ŝप से सजातीय है ठीक है इसके बारे मŐ सोचŐ
यह मुİʭल नही ंहै
 इसिलए ये  सजातीय डोमेन के कुछ उदाहरण हœ अब हम इस अȯाय के मुƥ िबंदु पर आते हœ सजातीय कायŊ और सजातीय अंतर 
समीकरण
 इसिलए जब एक फ़ंƕन को सजातीय कहा जाता है तो सबसे पहले यह होना चािहए िक डोमेन एक सजातीय डोमेन होना चािहए जो िक 
जब भी हो फ़ंƕन के डोमेन मŐ है अʙिवराम भी फ़ंƕन के डोमेन मŐ होना चािहए अɊथा पįरभाषा का कोई मतलब नही ंxy  tx 
होगा, यही कारण है िक हमने सजातीय कायŘ को पįरभािषत करने से पहले सजातीय डोमेन को पįरभािषत िकया है,
 इसिलए के फ़ंƕन को कहा जाता है  सजातीय बनŐ यिद अʙिवराम का xy f tx 

के गुणा की घात के बराबर है, तो दायां हाथ और बायां हाथ हœ  पįरभािषत िकया गया है Ɛोिंक जब भी f, xy k f bot h xy 
डोमेन मŐ होता है अʙिवराम भी डोमेन मŐ होता है तो इस को समŝपता की िडŤी कहा जाता है इस को समŝपता की िडŤी tx k k 
कहा जाता है और हम कहŐगे िक िडŤी का सजातीय है तो आइए हम िफर से लेते हœ उदाहरणो ंकी संƥा चुकता जमा चुकताf k x y 
घटा 7 यह िडŤी 2 का सजातीय है।xy 
 यिद आप और को से Ůित̾थािपत करते हœ, तो आप देखते हœ िक वगŊ का गुणनफल अʙिवराम से िनकलता x y txnty t tx f 
है, वगŊ गुना होगा का सीधे है  आपके िलए इसे जांचना संभव है, अब अगला उदाहरण बटा का टैन ʩुǿम लेते हœ, अब t xy f y x 
यह फ़ंƕन पįरभािषत नही ंहै जब है,x 0 
 इसिलए इसे अƗ के साथ पįरभािषत नही ंिकया गया हैy 
 इसिलए अƗ को हटा दŐ  और िफर आप देखते हœ िक जब आप Ůित̾थािपत करते हœ कॉमा कुछ भी नही ंबदलता y xy by tx ty 
है, बटा का तन ʩुǿम बटा का तन ʩुǿम है, दूसरे शɨो ंमŐ का अʙिवराम के के बराबर है,y x ty tx xy f, tx f 
 इसिलए यह एक फ़ंƕन है जो िडŤी शूɊ का सजातीय है यह सजातीय है  िडŤी जीरो आइए हम तीसरा लेते हœ  उदाहरण Ɛूब d x 
माइनस Ɛूब का वगŊमूल अब हम केवल वाˑिवक मान फ़ंƕन देख रहे हœy 
 इसिलए डोमेन से हमŐ 1 कॉमा 2 जैसे िबंदुओ ंको हटाना होगा Ɛोिंक जब मœ को 1 के बराबर और को 2 के बराबर माũा के तहत x y 
लेता šं  वगŊमूल ऋणाȏक हो जाता है, हम यह नही ंचाहते हœ िक इस फलन का Ůांत Ɛा है, इस फलन का Ůांत और दो सभी xy r 
िबंदुओ ंका एक समुǄय है जैसे िक से बड़ा है, यह एक आधा तल है,x, y 
 इसिलए यह Ůांत सकाराȏक ŝप से समŝप है लेिकन सजातीय नही ंहै,
 इसिलए आप कहते हœ िक यह फ़ंƕन सकाराȏक ŝप से िडŤी 3 बटा 2 का सजातीय है, सकाराȏक ŝप से सजातीय कायŊ Ɛा है, 

अʙिवराम का समीकरण के बराबर से घात के गुना को सकाराȏक के िलए धारण करना चािहए , एक समीकरण tx f t k f t 
है अʙिवराम का ŮदिशŊत समीकरण के बराबर की शİƅ गुना को के सकाराȏक मानो ंके िलए धारण करना tx f t k f t 
चािहए तािक आप कहŐ िक यह फ़ंƕन सकाराȏक ŝप से सजातीय है
 इसिलए अंितम उदाहरण जो आप ˠाइड मŐ देखते हœ वगŊमूल  Ɛूब माइनस Ɛूब को ˍायर ɘस ˍायर से घात 3 बटा x y x y 
2 मŐ िवभािजत िकया जाता है, आप और को कॉमा से बदलते हœ और िफर आप देखते हœ िक इसका समŝप िडŤी शूɊ x y tx ty 
लेिकन सकाराȏक होना चािहए,t 
 इसिलए आपको फ़ंƕंस के उदाहरण िमलते हœ जो सजातीय और कायŊ हœ जो केवल सकाराȏक ŝप से सजातीय हœ,
 इसिलए हम कायŘ के िलए िकस Ůकार के डोमेन देखने जा रहे हœ, हम के के के फलनो ंको देखने जा रहे हœ,  जो िक xy xyn xym 
अंतर समीकरणो ंमŐ अƛर होने वाले तीन फलन होते हœ ɘस बराबर 0 िडफरŐ िशयल इƓेशन होगाmxydx nxydy 
 इसिलए और का एक फंƕन है और और का एक फंƕन है और के िलए डोमेन Ɛा हœ, डोमेन को या तो m x y n x y m n 
सजातीय या सकाराȏक ŝप से सजातीय होना चािहए तो हम िकस तरह के डोमेन हœ  Ǜादातर पूरे िवमान को देखने जा रहे हœ, 
कई उदाहरणो ंमŐ पूरे िवमान होगें Ɛोिंक पįरभाषा खुले आधे िवमानो ंकी तरह अंितम उदाहरण है िक आपने एƛ Ɛूब माइनस वाई 
Ɛूब का वगŊमूल देखा है
 इसिलए आपको आधे िवमानो ंको खुले पहले चतुथाōश को देखने की जŝरत है यह एक बŠत ही महȕपूणŊ उदाहरण है ऊपर िदए गए 
आइटम नंबर दो मŐ विणŊत खुले आधे िवमानो ंके खुले पहले चतुथाōश और पįरिमत चौराहो,ं
 इसिलए ये उस Ůकार के डोमेन हœ िजɎŐ हम देखने जा रहे हœ अिधकतर घटा मूल पूरा िवमान पूरा िवमान घटा मूल आधा r 2 r 2 
िवमान एक चतुथाōश
 इसिलए ऐसे डोमेन िजɎŐ हम देखने जा रहे हœ वे सभी सजातीय या सकाराȏक ŝप से सजातीय हœ अब हम एक सजातीय की पįरभाषा 
लेते हœ अवकल समीकरण मान लŐ िक का और का दोनो ंसमतल के एक समांगी उपसमुǄय पर पįरभािषत हœ और xy m xy n d 

का और का एक ही अंश का समांगी है जो िक समŝप है िडŤी 2 का सजातीय है िजसे आप चाहते हœ िडŤी 2 xy m xy n m m n 
का सजातीय होना भी है।
 यिद िडŤी माइनस 3 का सजातीय है तो भी िडŤी माइनस 3 का सजातीय होना चािहए।m n 

 इसिलए और की समŝपता की िडŤी समान होनी चािहए, तो आप कहते हœ िक यह िभɄ है  संभािवत समीकरण ɘस m n mxydx 
बराबर शूɊ एक सजातीय अंतर समीकरण है, तो आइए हम सजातीय अंतर समीकरणो ंके दो उदाहरण nxydy 

देखŐ।
 यहां का वगŊ है, वे दोनो ंपूरे तल पर पįरभािषत हœ और वे दोनो ंिडŤी 2 के सजातीय हœ ।n 2xy 
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 इसिलए पहला अंतर समीकरण सजातीय है, दूसरे अंतर समीकरण के बारे मŐ Ɛा दूसरा अंतर समीकरण है लॉग वगŊ घटाकर लॉग x y
तुरंत चुकता करŐ  यिद  है या यिद है तो कोई सम˟ा हैx 0 y 0 
 इसिलए हमŐ अƗ को हटाना होगा और हमने अƗ को हटा िदया है, हम सभी खुले चतुथाōश Ůाɑ कर रहे हœ पहला पहला चतुथाōश x y 
दूसरा चतुथाōश तीसरा चतुथाōश और चौथा चतुथाōश संघ है सजातीय डोमेन
 इसिलए को से और को से बदलŐ, लॉग का Ɛा होता है चुकता ऋण लॉग चुकता यह वगŊ का वगŊ से x tx y ty x y x y 
लघुगणक है और िफर आपको दूसरा िमल गया है जब आप और को Ţमशः  और से Ůित̾थािपत करते हœ, तो का तानy x ty tx y 
ʩुǿमानुपाती शɨ रȞ हो जाता है,t 
 इसिलए दोनो ंपद शूɊ िडŤी के समांगी हœ,
 इसिलए दूसरा समीकरण भी एक सजातीय अंतर समीकरण है, इस पįरभाषा के अनुसार िनɻिलİखत समीकरण नही ंहोगा सजातीय 
आइए हम समीकरण 2.
1 को देखŐ जमा घटा वगŊ का वगŊमूल जमा वगŊ डाई सजातीय नही ंहै, यह सजातीय Ɛो ंनही ंहै का का x y dx x y xy xym 
पहला पद ɘस है यह पूरे तल मŐ सजातीय है िडŤी एक के बारे मŐ Ɛा है वगŊ ɘस वगŊ के वगŊमूल के बारे मŐ को से x y x y x tx 
और को से Ůित̾थािपत करŐ  Ɛा होता है वगŊ ɘस वगŊ ŝट के अंतगŊत होता है वगŊ के अंतगŊत ŝट वगŊ ɘस y ty tx ty t x y 
वगŊ के अंतगŊत लेिकन वगŊ के मूल के अंतगŊत होता है अʙिवराम का अिधक का गुना है,t tx df, xy mod t f 
 इसिलए वगŊ और वगŊ का फ़ंƕन वगŊमूल सजातीय नही ंहै, यह केवल सकाराȏक ŝप से सजातीय हैx y 
 इसिलए यहां शɨ सजातीय नही ंहै यह केवल सकाराȏक है  बŠत सजातीय आप इस अंतर समीकरण को एक सकाराȏक nxy 
सजातीय अंतर समीकरण के ŝप मŐ कॉल करना चाहŐगे ˢाभािवक ŝप से आप इसे एक सजातीय अंतर समीकरण नही ंकहना चाहŐगे, 
आप इसे सकाराȏक ŝप से सजातीय कहना चाहŐगे Ɛोिंक यह केवल सजातीय है जब टी सकाराȏक है तो आइए हम एक और लेते हœ  
उदाहरण वगŊ का वगŊमूल जोड़ वगŊ ɘस वगŊ का वगŊमूल घटा वगŊ के बराबर है।x y dx x y dy 0 
 तो मान लीिजए िक यह अंतर समीकरण से बड़ा पर िलया गया है,y x 
 इसिलए से आधा समतल बड़ा न केवल हम लेते हœ  से बड़ा है, हम और को भी धनाȏक मानते हœ,y x x, y x y 
 इसिलए इस 2.
2 मŐ हम एक और शतŊ जोड़Őगे िक से बड़ा है, 0 से बड़ा है, तो आइए हम उस अितįरƅ धारणा को बनाते हœ, तो वगŊ ऋण x, y x y 
वगŊ सकाराȏक होगा यिद से बड़ा है 0 से बड़ा है।x  y 

 इसिलए िजस डोमेन पर चुकता घटा चुकता पįरभािषत िकया गया है वह सकाराȏक ŝप से सजातीय हैx y 
 इसिलए दूसरा पद सजातीय नही ंहै यह केवल सकाराȏक ŝप से सजातीय है  पहला पद सजातीय नही ंहै यह केवल सकाराȏक ŝप 
से सजातीय है दूसरा शɨ दो कारणो ंसे सजातीय होने मŐ िवफल रहता है और पहला एक ही कारण के िलए सजातीय होने मŐ िवफल रहता
है अथाŊत् दूसरे मामले मŐ अिधक बाहर आता है न केवल आधुिनक डोमेन से बाहर आता है  िजस पर यह शɨ पįरभािषत िकया गया हैt 
वह केवल सकाराȏक ŝप से सजातीय है मœ इस तȚ पर आपका ȯान आकिषŊत करना चाहता šं िक अिधकांश पुˑकŐ  2.
2 को एक सजातीय समीकरण के ŝप मŐ भी बुलाएंगी, हम थोड़ा सावधान रह रहे हœ हम एक सजातीय समीकरण और एक सकाराȏक 
सजातीय समीकरण के बीच Ůितिʿत हœ
 इसिलए  जब हम 2.
2 जैसी İ̾थितयो ंमŐ होते हœ तो िकताबŐ 2.
2 को भी सजातीय कारण के ŝप मŐ Ɛो ंबुलाती 
हœ , हम बस यह मान लेते हœ िक सब कुछ पहले चतुथाōश मŐ हो रहा है ,
 इसिलए यह एक मौन धारणा है िक िकताबŐ बनाती हœ , यही कारण है िक वे िकसी भी परेशानी मŐ नही ंपड़ते हœ।
  पहले चतुथाōश मŐ िजस िविध को हम सजातीय समीकरणो ंके िलए लागू करŐ गे, वह उस िविध के समान है िजसे हम सकाराȏक सजातीय 
समीकरण पर लागू करते हœ।
 जहां तक समाधान की िविध का संबंध है, वे वही हœ यिद हम ˢयं को पहले चतुथाōश तक सीिमत रखते हœ, लेिकन यिद आप उन 
समीकरणो ंको हल करने का Ůयास करते हœ जो सकाराȏक ŝप से सजातीय हœ, लेिकन पहले चतुथाōश के अलावा िकसी अɊ चतुथाōश मŐ 
सजातीय नही ंहœ, तो आपको कुछ सावधानी बरतने की आवʴकता है  और हम कुछ उदाहरणो ंको देखते हœ जैसे हम साथ चलते हœ
 इसिलए संƗेप मŐ िविध जो पहले चतुथाōश मŐ सकाराȏक सजातीय समीकरणो ंके साथ-साथ सजातीय समीकरणो ंके िलए काम करती है, 
जबिक यिद यह एक सजातीय समीकरण है तो आपको पहले चतुथाōश के बारे मŐ िचंता करने की आवʴकता नही ंहै।
 पूरे डोमेन मŐ यही कारण है िक िकताबŐ उनके बीच अंतर नही ंकरती हœ Ɛोिंक वे मान लŐगी िक जब समीकरण सजातीय नही ंहै और 
केवल सकाराȏक सजातीय है तो वे चुपचाप मान लेते हœ िक हम पहले चतुथाōश मŐ काम कर रहे हœ, हम थोड़ा सतकŊ  रहे हœ।
  िववरण िसफŊ  एक अˢीकरण है बस चीजो ंको सरल रखने के िलए हम तब तक मानŐगे जब तक िक अɊथा न कहा जाए िक यिद िभɄ  

समीकरण केवल सकाराȏक ŝप से सजातीय है तो डोमेन या तो पहला चतुथाōश है या पहले चतुथाōश का एक सकाराȏक tial 
सजातीय उपसमुǄय है,
 इसिलए अब हम पहले ʩाƥान मŐ Ůित̾थापन के बराबर मनाए गए पर आते हœ मœने इसका उʟेख िकया है Ůित̾थापन vx y y vx 
के बराबर है यह िवचार 1693 के आसपास िलबिनज़ मŐ वापस जाता है, 
आप इस नाम को पहले ʩाƥान मŐ सही ŝप से ŮदिशŊत होते Šए देखŐगे और आप Ůित̾थापन को के बराबर देखŐगे िजसका y x 
उʟेख िकया जा रहा है,
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 इसिलए Ůमेय एक Ůित̾थापन के बराबर एक सजातीय अंतर समीकरण को एक चर िवयोǛ मŐ बदल देता है समीकरण यही y vx 
कारण है िक सजातीय समीकरण अǅे हœ Ɛोिंक एक बŠत ही सरल Ůित̾थापन के माȯम से आप इसे एक चर िवयोǛ समीकरण मŐ 
कम कर सकते हœ , वही सकाराȏक सजातीय समीकरण के िलए भी धारण करता है जब तक हम पहले चतुभुŊज से िचपके रहते हœ आइए 
सबूत बराबर देखŐ  वीएƛ के िलएy 
 इसिलए उȋाद िनयम लागू करŐ  डाई बाय डीएƛ बराबर वी ɘस एƛ डीवी बाय डीएƛ Ůोडू का सरल अनुŮयोग  सीटी िनयम आपको
समीकरण 2.
3 देता है
 इसिलए अंतर समीकरण मŐ ̾थानापɄ करने के िलए अंतर समीकरण को एमएƛवाई ɘस एनएƛवाई मŐ डीई गुणा डीएƛ बराबर शूɊ
के ŝप मŐ लŐ, Ɛा धारणा है िक एम और एन एक ही िडŤी के समŝप हœ,
 इसिलए वाई को वीएƛ के बराबर रखŐ  यह समीकरण हमŐ Ɛा िमलता है हमŐ अʙिवराम का िमलता है ɘस का x m vx n x 
अʙिवराम से मŐ Ȫारा Ůित̾थािपत िकया गया है जोड़ Ȫारा अǅी तरह से और समŝप हœvx dy dx v xdv dx m n 
 इसिलए अʙिवराम का के बराबर होगा घात गुणा अʙिवराम अʙिवराम होगा घात गुणा x m x k m 1 vn x vx x k n 1
गामा के साथ घात दोनो ंपदो ंसे एक सामाɊ कारक बन जाता है और यह बाहर आता है और मœ िवभािजत करने जा रहा šं  से x k x 
घात तक और थोड़ा सा पुनʩŊव̾था आपको एक चर िवयोǛ समीकरण देगा जो इस बात का Ůमाण है िक Ɛा होता है यिद अंतर k 
समीकरण केवल सकाराȏक ŝप से सजातीय है तो उस İ̾थित मŐ याद रखŐ िक हम पहले चतुथाōश मŐ काम करते हœ और पहला चतुथाōश x
सकाराȏक है और िफर से  अʙिवराम x v .
 का मी  अʙिवराम के गुणा की शİƅ के िलए होगा,x , 1 k m x 
 इसिलए Ůमाण केवल तब तक चलता है जब तक हम पहले चतुथाōश मŐ हœ, िजसका मœने उʟेख िकया है,
 इसिलए Ůमाण की िविध दोनो ंमामलो ंके िलए पहले चतुथाōश मŐ समान ŝप से िबना आगे के चलती है आइए हम उदाहरणो ंपर चलते हœ 
पहला उदाहरण 2 घटा वगŊ ऋण चुकता बराबर 0 समीकरण 2.xydx x y dy 
4 यिद आप िपछले ʩाƥानो ंपर वापस जाते हœ तो आप देखŐगे िक हमने समीकरण 2.
4 समीकरण 2.
4 का सामना िकया है जो िक एक अंतर समीकरण है मूल ŝप से एƛ-अƗ को छूने वाले मंडिलयो ंका पįरवार और मœने कहा िक आप 
अभी अंतर समीकरण को हल नही ंकरते हœ, हमŐ तब तक इंतजार करना होगा जब तक हम सजातीय समीकरण पर अȯाय पर आगे नही ं
बढ़ते हœ और यहां अब हम हल करने की İ̾थित मŐ हœ 0.
4 के िलए यह अंतर समीकरण हम Ůित̾थापन को के बराबर िनयोिजत करते हœ और हम समीकरण 2.y vx 
3 2.
3 का उपयोग करते हœ, कहते हœ िक बटा है ɘस बटा यह 2.dy dx v x dv dx 
3 को अिधक आसान ŝप मŐ अिधक आसान ŝप मŐ िफर से िलखना सुिवधाजनक है वीडीएƛ ɘस एƛडीवी के बराबर बस डीई dy 
को वीडीएƛ ɘस एƛडीवी के ŝप मŐ िलखŐ बस सादगी के िलए ऐसा करना बŠत आसान है कम से कम िलİखत ŝप मŐ आसान है
 इसिलए हम बस वाई को वीएƛ के बराबर Ůित̾थािपत करते हœ यह एक ˍायर बन जाता है वीडीएƛ एƛ ˍायर माइनस वाई 2x 
ˍायर एƛ ˍायर बन जाता है 1 माइनस वी ˍेडŊ और िफर डाई वीडीएƛ ɘस एƛडीवी है एƛ ˍेडŊ कœ िसल आउट हो जाता है 
और हमारे पास 2 वी डीएƛ माइनस 1 माइनस वी ˍेडŊ वी डीएƛ माइनस 1 माइनस वी ˍेडŊ एƛडीवी के साथ छोड़ िदया जाता है ।
  Ɛूब ɘस वीडीएƛ ɘस वी ˍायर माइनस 1 एƛडीवी शूɊ के बराबर इस अंतर समीकरण को हल करना बŠत आसान है बस वी 
Ɛूब ɘस वी से िवभािजत करŐ  एƛ से िवभािजत करŐ  आपको Ɛा िमलता है आपको एƛ ɘस वी ˍायर माइनस 1 बटा वी Ɛूब 
िमलता है  ɘस वी डीवी 0 के बराबर है।

 इसिलए आंिशक अंशो ंको िनयोिजत करके इस अंतर समीकरण को हल करना बŠत आसान मामला है, आप जानते हœ िक यह कैसे 
करना है
 इसिलए मœ इसे पहले अɷास के ŝप मŐ छोड़ देता šं िनयिमत आंिशक अंश गणना करता šं और Ůाɑ करता šं  2.
6 का समाधान है वी ˍायर ɘस 1 गुणा एƛ बटा वी बराबर सी और िफर Ɛा है वीवी Ɛा है वाई बटा एƛ
 इसिलए वी के मूʞ मŐ डाल िदया और आपको यह समीकरण एƛ वगŊ ɘस वाई ˍायर साई के ऑथŖगोनल टŌ ैजेƃोįरयो ंके बराबर 
िमलता है 
मूल ŝप से अƗ को छूने वाले वृȅ हœ जो हम Ǜािमतीय िवचारो ंसे उʃीद करते हœ और यही मœने िपछले ʩाƥान मŐ कहा थाx 
 इसिलए हमने पूरी तरह से सम˟ा का समाधान िकया है अब हम अगले उदाहरण ओथŖगोनल ŮƗेपवŢ पर िफर से चलते हœ
 इसिलए ऑथŖगोनल खोजŐ  वŢ Ůणाली के ŮƗेप पथ घन घटा 3 वगŊ बराबर तो आप यह कैसे करते हœ िक समीकरण को x xy c 
अलग करŐ  सीधे गायब हो जाता है आपको Ɛा िमलता है 3 चुकता ऋण 3 वगŊ ऋण 6 बटा बराबर शूɊ तीन c x y xydy dx 
कारक  बाहर और आपको एक साधारण िदखने वाला अंतर समीकरण िमलता है , चतुर छाũ यह पहचान लेगा िक घन घटा तीन x xy 
वगŊ घन का एक वाˑिवक िहˣा है जहां एक जिटल संƥा ɘस है और कोई कीमत के िलए नही ंहै  गाओ z z x iy gues 
ओथŖगोनल ŮƗेपवŢ Ɛा होगा मुझे पूरा यकीन है िक छाũो ंने अनुमान लगाया होगा िक ऑथŖगोनल ŮƗेपवŢ Ɛा हœ मœ आपको अनुमान 
नही ंबताऊंगा और सही ढंग से अनुमान लगाऊंगा कृपया ठीक है
 इसिलए अंतर करŐ  सी गायब हो जाता है जैसा िक मœने कहा था िक आपको अंतर समीकरण चुकता माइनस िमलता है  वगŊ x y dx 
माइनस बराबर 0.2xy dy 
 ऑथŖगोनल टŌ ैजेƃोįरयो ंके िलए िडफरŐ िशयल इƓेशन Ɛा है जो िपछले लेƁर पर वापस जाता है और आप यह पता लगाते हœ िक यह x
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ˍेडŊ माइनस ˍायर डाई ɘस बराबर 0 राइट है जो एक सजातीय िडफरŐ िशयल इƓेशन है है  और वगŊy 2xy dx m 2xy n x 
माइनस चुकता है यह पूरे िवमान मŐ सजातीय है औरy 
 इसिलए बराबर Ůित̾थापन को िनयोिजत िकया जाना है और आप केवल िववरण को पूरा करने के िलए पूरा कर सकते हœy vx 
 इसिलए कृपया इसे करŐ  और िफर जांचŐ िक Ɛा आपका अनुमान सही है तो िफर से हम  जिटल िवʶेषण से आने वाले ऑथŖगोनल 
ŮƗेपवŢ का एक और उदाहरण िमला 
लेिकन हमने इसे और अिधक समझने के िलए अंतर समीकरणो ंके िसȠांत को लागू िकया उदाहरण आइए पहले चतुथाōश मŐ एक 
उदाहरण देखŐ आइए पहले चतुथाōश मŐ एक उदाहरण देखŐ Ɛोिंक यह केवल सकाराȏक ŝप से सजातीय होने जा रहा है हमारे पास 
आपको एक लॉग और एक लॉग मौजूद है,x y 
 इसिलए ˢचािलत ŝप से को सकाराȏक होना चािहए और सकाराȏक होना चािहए अंतर समीकरण केवल पहले चतुथाōश मŐ x y 
पįरभािषत िकया गया है और पहला चतुथाōश सकाराȏक ŝप से सजातीय है, लेिकन सजातीय नही ंहै, लेिकन यह ठीक है
 इसिलए आपका अंतर समीकरण एक सकाराȏक सजातीय अंतर समीकरण है 2.

और को Ţमशः  और Ȫारा Ůित̾थािपत करŐ  और आप देखते हœ िक चीजŐ एक िडŤी के सजातीय हœ, सकाराȏक 7 x y tx ty t  
ŝप से सजातीय िडŤी एक तो आइए हम इस अंतर समीकरण के समाधान के िलए भी पूछŐ  
जो 1 के बराबर 1 की İ̾थित को संतुʼ करता है जो िक 2.
7 का समाधान है याद रखŐ िक वŢो ंका एक पįरवार है और उनमŐ से एक है  वŢ िबंदु 1 1 से होकर गुजरŐ गे और आपको यह पता लगाने 
के िलए कहा जाता है िक इनमŐ से कौन सा वŢ है
 इसिलए को के एक फलन के ŝप मŐ सोचŐx y 
 इसिलए को एक के ŝप मŐ सोचŐ  का फलन है और हम िलखŐगे का का एक फलन है,x y yx xx, y 
 इसिलए हम का िलखŐगे और ˢतंũ चर है , अंतर समीकरण को आसानी से सकाराȏक ŝप से समŝप माना जाता है और y x y 
आप के बराबर Ůित̾थापन का उपयोग कर सकते हœ और हम वीएƛ समीकरण Ůाɑ करŐ गे वी डीएƛ ɘस लॉग वी वी डीएƛvx y 
ɘस एƛ डीवी 0 के बराबर आप िजस सामाɊ िदनचयाŊ से गुजरते हœ,
 इसिलए आपको एक चर िवयोǛ समीकरण िमलता है जो आपको िमलता है वह चर िवयोǛ समीकरण है जो समीकरण 2.
8 है  ˠाइड समीकरण मŐ ŮदिशŊत 2.
8 को आसानी से पįरवतŊनीय िवयोǛ देखा जा सकता है जब है तो एकीकृत चर को अलग िकया जा सकता है है तो काx 1 y 1 vv 
मान भी 1 है
 इसिलए 2.
8 को एकीकृत करने के िलए आप िनिʮत इंटीŤल को िनयोिजत कर सकते हœ Ɛोिंक िनिʮत इंटीŤल मŐ Ůारंिभक शािमल होता है  
समाधान ŮिŢया मŐ İ̾थितयां या यिद आप चाहŐ तो अिनिʮतकालीन इंटीŤल लागू कर सकते हœ, लेिकन आप िनिʮत ŝप से इसे िकसी भी 
तरह से हल कर सकते हœ, मœ िनिʮत इंटीŤल को िनयोिजत करता šं और मुझे एक आसान एकीकरण िमला है,
 इसिलए आप इसे करते हœ  इŤेशन और आपको समीकरण 2.
9 लॉग माइनस लॉग ऑफ़ 1 ɘस लॉग माइनस लॉग है।y y x 0 

 इसिलए लॉग मŐ से एक को घातांक Ȫारा हटाया जा सकता है, आपको बराबर 1 ɘस लॉग माइनस लॉग िमलता है जो िक y y x 
समीकरण 2.
10 है,
 इसिलए 2.
10 का वणŊन करता है हमारे िडफरŐ िशयल इƓेशन का सॉʞूशन कवŊ 2.
7 , पॉइंट वन कॉमा से गुजरते Šए, एक अǅी तरह से यहाँ Ŝक सकता है और कह सकता है िक हमने िडफरŐ िशयल इƓेशन को हल कर 
िलया है, आप और Ɛा चाहते हœ, लेिकन मœ जानना चाšंगा िक इस कवŊ को कैसे ˋेच करना है सॉʞूशन कवŊ को कैसे ˋेच करना है  
ऐसा करना Ŝिचकर है तो हम इसे अǅी तरह से कैसे करते हœ सबसे पहले यह देखŐ िक अंतर समीकरण ʩुȋɄ को पर मान 0 dx d 
देता है याद रखŐ मœने कहा था िक को के एक फ़ंƕन के ŝप मŐ सोचŐ औरx y 
 इसिलए अप पर की गणना करŐ   वह होगा जो समीकरण 2.dxd dydx dy 
7 को देखता है समीकरण 2.
7 को देखता है और िबंदु 1 1 पर पर की गणना करता है, Ɛा होगा लॉग माइनस लॉग टमŊ 0 हो जाता हैdx dy y x 
 इसिलए है यही कारण है िक मœने कहा िक हम को मानते हœ  एक फू के ŝप मŐ  की संƥा और दूसरी तरफ dx by dy 0 x y 
नही ंतो अब हमŐ 1 का अभाǛ 0 है, का ʩुȋɄ 0 है , के बराबर 1 है।x x y 

 इसिलए यह जानना िदलच˙ है िक Ɛा यह िबंदु के बराबर है, ̾थानीय का एक िबंदु है अिधकतम Ɛा यह ̾थानीय Ɋूनतम का y 1 
एक िबंदु है या यह Ɛा है जब आप एक वŢ ˋेिचंग करना चाहते हœ तो यह िबंदु िवभİƅ के मैİƛमा िमिनमा िबंदुओ ंके महȕपूणŊ िबंदु 
बन जाता है और इस तरह की चीजŐ
 इसिलए हमŐ के दूसरे ʩुȋɄ डबल Ůाइम की गणना करनी चािहए।y x 
 कहते हœ िक आपका Ůारंिभक आवेग यह होगा िक समीकरण 2.
10 लŐ और 2.
10 से एक अंतिनŊिहत िवभेदन शुŝ करŐ  और एक अंतिनŊिहत िवभेदन करŐ  और की गणना डाई वगŊ Ȫारा करŐ , लेिकन मœ आपसे ऐसा d2x 
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नही ंकरने का आŤह करता šं, इसके बजाय मœ चाहता šं िक आप अंतर समीकरण का अिधक से अिधक उपयोग करŐ  संभव है समाधान 
का उपयोग न करŐ  जहाँ तक संभव हो िवभेदक समीकरण का उपयोग करŐ  तो आइए देखŐ िक अंतर समीकरण से सीधे दूसरे ʩुȋɄ की 
गणना कैसे करŐ  और िनɻिलİखत Ůʲो ंका उȅर के बराबर है जो िक िमनी के एक िबंदु के बराबर है  मम अिधकतम या िवभİƅ का y 
एक िबंदु है, Ɛा का मान एक से बड़ा है िजस पर ʩुȋɄ गायब हो जाता है मैİƛमा िमिनमा के िकतने िबंदु हœ यिद आप चाहŐ तो Ɛा y 
आप के फ़ंƕन के बारे मŐ कुछ कह सकते हœ िक Ɛा यह एकरसता बढ़ रही है या घट रही है इस फ़ंƕन के गुण िबंदु 1 y x 
अʙिवराम 1 के पास के फ़ंƕन के Ťाफ को ˋेच करते हœ Ɛा आपको लगता है िक का की ओर जाएगा Ɛोिंक y x y x 0 y 
कुछ सकाराȏक के िलए 1 से बड़ा होता है Ɛा होता है अनंत तक जाता हैy 
 इसिलए ये  Ɛा ˢाभािवक Ůʲ हœ िजन पर आप चचाŊ करते हœ जब आप वŢ ˋेिचंग करना चाहते हœ ठीक है तो आइए हम पहले Ůʲ पर 
वापस जाएं िक दूसरे ʩुȋɄ की गणना सीधे अंतर समीकरण से कैसे करŐ , यह करना महȕपूणŊ है िक मœ इस पर वापस आऊंगा  बाद मŐ 
िफर से इंिगत करŐ  
िक अंतर समीकरण को हल िकए िबना िजतना संभव हो उतना अिधक जानकारी Ůाɑ करना महȕपूणŊ है Ɛोिंक अंतर समीकरण जो 
वाˑिवक मŐ उȋɄ होते हœ  जीवन को पूरी तरह से हल नही ंिकया जा सकता है, हम जानते हœ िक और
 इसिलए ये केवल İखलौना सम˟ाएं हœ जो आपको अंतर समीकरणो ंसे िनपटने के तरीके िसखाएंगे , वाˑिवक सम˟ाएं बŠत अिधक 
जिटल हœ
 इसिलए हमŐ इन İखलौनो ंके उदाहरणो ंका उपयोग करने का Ůयास करना चािहए और उन चीजो ंको करने का Ůयास करना चािहए जो 
आप  वाˑव मŐ वाˑिवक जीवन मŐ करŐ गे, अथाŊत् अंतर समीकरण से सीधे समाधान का उपयोग िकए िबना 
िजतना संभव हो उतना अिधक जानकारी Ůाɑ करŐ , तो आइए पहली बात से पूछताछ करŐ  िक Ɛा आपके पास के फ़ंƕन के िलए y x 
मैİƛमा या िमनीमा का िबंदु है या नही ं दूसरे ʩुȋɄ दूसरे ʩुȋɄ की गणना करने के िलए जहां िबंदु के बराबर है।y 1 
 तो आइए हम पहले ʩुȋɄ को लेते हœ अंतर समीकरण जब पुनʩŊवİ̾थत िकया जाता है तो आपको को लॉग मŐ dx by dy x x 
घटाया जाता है।
  जैसा िक जमा के बराबर है,m dx ndy 0 
 इसिलए अपना बटा Ůाɑ करŐ  बटा माइनस बटा होगा िलİखए िक हम जो कर रहे हœ वह है मŐ लॉग घटाdx dy dx dy n m x x 
लॉग बटा तो हमŐ अवʴ करना चािहए उȋाद िनयम और भागफल िनयम का उपयोग करते Šए के संबंध मŐ इस अिभʩİƅ y y y 
को अलग करŐ  जब आप भागफल िनयम का उपयोग करते हœ तो Ɛा होता है आपको आय वगŊ िमल जाएगा और आपको बदसूरत 
अिभʩİƅ िमलने वाली है, आपको हर मŐ वगŊ की एक बदसूरत अिभʩİƅ िमलेगी लेिकन  हम 1 के बराबर पर दूसरे ʩुȋɄ की y y 
गणना कर रहे हœ,
 इसिलए हर 1 बन जाएगा,
 इसिलए मुझे केवल अंश मŐ िदलच˙ी है, मुझे हर भी िलखना नही ंहै, जब आप ʩुȋɄ के अंश की गणना करना चाहते हœ तो Ɛा होता है  
यह अंश के ʩुȋɄ का गुना होने जा रहा है , अंश का अंश हर का ʩुȋɄ है,y 
 इसिलए मœ कह रहा šं िक यह अंश के ʩुȋɄ का गुना है अंश के ʩुȋɄ दो शɨ हœ और आप इसका उपयोग करते हœ  उȋाद िनयमy 
 इसिलए मŐ मŐ लॉग माइनस लॉग माइनस लॉग इन माइनस लॉग गुणा का ʩुȋɄ ɘस एक तीसरा टमŊ है yx dy x y x x y y 
ɘस Ůाइम मŐ मŐ लॉग माइनस लॉग  वह शɨ यहाँ अगली पंİƅ मŐ नही ंिलखा गया है, मœने ऐसा Ɛो ंनही ंिलखा है Ɛोिंक x y x y 
मœने गलती की है नही,ं मœने कोई गलती नही ंकी है का अभाǛ 0 है,x 1 
 इसिलए यह पद छोड़ने वाला है
 इसिलए िलखने की कोई आवʴकता नही ंहै वह शɨ
 इसिलए 1 का एƛ Ůाइम नही ंिलखा है Ɛोिंक यह छोड़ने जा रहा है
 इसिलए मेरे यहां दो शɨ हœ और एƛ एक है और वाई एक है तो लॉग एƛ का डीडी Ɛा है यह एƛ पर एƛ Ůाइम है लेिकन िफर 
एƛ Ůाइम शूɊ है पर एक के बराबर है तो वह पद भी y 
माइनस लॉग का अगला टमŊ डीडी िनकल जाता है जो िक माइनस 1 है Ɛोिंक है और यहां इस टमŊ मŐ आप को 1 के बराबर y y 1 x 
और को 1 के बराबर रखते हœ लॉग माइनस लॉग टमŊ गायब हो जाता है y x y 
 इसिलए 1 पर दूसरा ʩुȋɄ ऋण 1 है।
 ȯान दŐ  िक हम समाधान का िबʋुल भी उपयोग नही ंकर रहे हœ हम सीधे अंतर समीकरण के साथ काम कर रहे हœ और हमŐ महȕपूणŊ 
जानकारी िमली है िक िबंदु के बराबर ̾थानीय अिधकतम का एक िबंदु है औरy 1 
 इसिलए आप जानते हœ िक Ťाफ़ को ̾थानीय अिधकतम के पास कैसा िदखना चािहए, आइए हम Ťाफ़ बनाना शुŝ करŐ   अब हमारे पास 
Ťाफ़ बनाने के िलए पयाŊɑ जानकारी है यहाँ हमारे पास Ťाफ़ नोिटस है िक हम को के एक फ़ंƕन के ŝप मŐ देख रहे हœ,x y 
 इसिलए वाˑव मŐ हमŐ Ťाफ़ को इस तरह से करना चािहए, हमŐ इस तरह से Ťाफ़ बनाना चािहए, लेिकन कोई बात नही ंमœ  पहले से ही 
Ťाफ खीचंा गया है और Ɨैितज अƗ अƗ है और ऊȰाŊधर अƗ अƗ हैx y 
 इसिलए का एक कायŊ है औरx y 
 इसिलए आप देखते हœ िक िबंदु 1 1 एक ̾थानीय अिधकतम है
 इसिलए Ťाफ को इस तरह िदखना चािहए एक को इंिगत करŐ
 इसिलए हम अɷास मŐ दूसरे Ůʲ का उȅर िबंदु एक के पास फ़ंƕन समाधान वŢ का Ťाफ खीचंते हœ अब हम पूछते हœ िक मœने इस तरह
से Ťाफ को Ɛो ंजारी रखा है और मœने इस तरह के Ťाफ को अगले Ůʲ के ŝप मŐ Ɛो ंजारी रखा है  मœ जानना चाहता šं िक यिद इस 
Ťाफ के अनुसार बढ़ता है तो घट जाएगा Ɛोिंक बड़ा और बड़ा हो जाता है मान शूɊ के करीब आता है और िफर जब y x y x y 
शूɊ से बढ़कर एक हो जाता है तो मान शूɊ से बढ़कर एक हो जाएगा दूसरे शɨो ंमŐ  के एक फलन के ŝप मŐ यहाँ बढ़ता x sx, y 
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है और यहाँ घटता है हम कैसे जानते हœ िक पहली बात यह है िक िफर से िडफरŐ िशयल इƓेशन पर वापस जाएँ जो िडफरŐ िशयल इƓेशन 
आपको िडफरŐ िशयल इƓेशन देता है िडफरŐ िशयल इƓेशन आपको का अभाǛ लॉग के बराबर देता है  बटा बटा बटा y x y x y x
तो अभाǛ का कोई अɊ मूल नही ंहै जो आप देख रहे हœ हम पहले चतुथाōश को देख रहे हœ केवल का ̾थानीय अिधकतम एकx xy y 
के बराबर है तो यह कहने का Ɛा अथŊ है िक यह  पर एक ̾थानीय अिधकतम एक के बराबर है,y 
 इसिलए जब से बड़ा हो जाता है तो मान 1 से छोटा हो जाता है Ɛोिंक पर 1 के बराबर का मान 1 के बराबर होता है, y 1 x xy x 
तो मुझे ȯान दŐ  िक यिद मान के बराबर है  1 हम जानते हœ िक 1 के बराबर ठीक है तो बराबर 1 एक ̾थानीय अिधकतम हैx y x y 
 इसिलए यिद से आगे बढ़ता है तो को घटाना चािहए यह 1 के िलए एक ̾थानीय अिधकतम अिधकतम मान है,y 1 x 
 इसिलए जब आप अिधकतम मान से आगे जाते हœ तो  का मान घटा िदया जाता है का मान घटा िदया जाता है िक उȅर Ɛा x x me  

से कम होने वाला है और से बड़ा होने वाला है तो बटा का लघुगणक Ɛा हैx 1 y 1 y x 
 इसिलए बटा से बड़ा हैy x 1 
 इसिलए बटा का लघुगणक धनाȏक है तो यहाँ Ɛा होता है तो आप देख सकते हœ का अभाǛ का अभाǛ, बटा y x y x y y x 
बटा बटा का लघुगणक है, याद रखŐ िक हमने अभी देखा है िक अंश धनाȏक है और हम पहले चतुथाōश मŐ हœy x 
 इसिलए हर ऋणाȏक है
 इसिलए अवकलज 1 से आगे ऋणाȏक है।

 इसिलए पįरणामˢŝप मŐ कमी जारी है Ɛोिंक से आगे बढ़ता हैxy y 1 
 इसिलए बटा y x
 इसिलए बटा से बड़ा होना चािहए औरy x 1 
 इसिलए बटा का लघुगणक सकाराȏक बना रहना चािहए औरy x 
 इसिलए ʩुȋɄ ऋणाȏक बना रहता है और
 इसिलए का 1 अनंत पर सƢी से एकरस है और इसी तरह आप देख सकते हœ िक इसे 0 से 1 तक बढ़ाना चािहए,x  y 
 इसिलए Ťाफ़ को इस तरह से खीचंा गया है अब सवाल यह है िक मुझे कैसे पता चलेगा िक यह Ťाफ सभी तरह से जाता है मूल मुझे कैसे 
पता चलेगा िक जब पर जाता है तो को 0 पर जाना चािहए और मुझे कैसे पता चलेगा िक जब मेरे पास जाता है  y 0 x y nfinity

को 0 पर जाना होगा।x 
 यहाँ हमŐ इस ˑर पर वापस जाना होगा हमŐ समीकरण 2.
10 पर वापस जाना होगा यहाँ हम समीकरण 2.
10 पर वापस जाते हœ और इस समीकरण को 1 के बराबर देखते हœ लॉग घटा लॉग मान लीिजए यिद  अनंत मŐ जाता है मान y y x y 
लीिजए िक यिद अनंत मŐ जाता है तो Ɛा होता है बाईं ओर अनंत तक जाता है अब लॉग को बाईं ओर लाएं जब अनंत मŐ जाता हैy y y 
तो आप घटा लॉग घटा 1 के बारे मŐ Ɛा कह सकते हœ आप के बारे मŐ Ɛा कह सकते हœ माइनस लॉग माइनस 1 जो िक y y y y 
अनंत मŐ भी जाएगा, मुझे आपके िलए िफर से कागज की शीट पर यह करने दŐ  िक हमारे पास Ɛा है हमारे पास माइनस लॉग y y 
माइनस 1 बराबर माइनस लॉग है,x 
 इसिलए जब अनंत मŐ जाता है तो Ɛा यह सही है  मान लŐ िक माइनस लॉग माइनस 1 भी ɘस इनिफिनटी मŐ जाता है, यिद y y y 
आप ऐसा मानते हœ तो इसका मतलब है िक यिद ऐसा है तो माइनस लॉग को ɘस इनिफिनटी मŐ जाना चािहए,x 
 इसिलए को शूɊ पर जाना चािहए , यह सच Ɛो ंहै मœ यह Ɛो ंकहता šं िक माइनस लॉग होना चािहए  ɘस इİɈिनटी पर x y y 
जाएं Ɛोिंक आप देखते हœ िक जब इİɈिनटी लॉग मŐ जाता है तो भी इİɈिनटी मŐ जाता है  Ɛा यह एक इİɈिनटी माइनस y y 
इİɈिनटी Ůकार का अिनिʮत नही ंहै तो मœ कैसे लापरवाही से कह सकता šँ िक माइनस लॉग ɘस इİɈिनटी मŐ जाता है हम देख y y 
सकते हœ िक लॉग की तुलना मŐ तेज़ी से अनंत तक जाता है लॉग की तुलना मŐ तेज़ी से अनंत तक जाता हैy yy y 
 इसिलए माइनस लॉग  अभी भी ɘस इİɈिनटी पर जाएगा आइए हम आपको ˠाइड पर िदए गए अɷास को देखŐ,y y 
 इसिलए इस अɷास के बारे मŐ सोचने के िलए आइए हम समीकरण 2.

के बराबर 1 ɘस लॉग माइनस लॉग पर एक नज़र डालŐ, ȯान दŐ  िक की ओर Ŝझान होना चािहए  0 जैसा िक 10 y y x x y 
अंितम भाग को अनंत करता है Ɛोिंक ɘस अनंत मŐ जाता है, ऐसा होना चािहए िक को शूɊ ɘस पर जाना चािहए अɊथा दो3d y x 
िबंदु एक शूɊ का दािहना हाथ बाएं हाथ की तुलना मŐ अनंत धीमी गित से जाएगा जो एक िवरोधाभास है  या दूसरे शɨो ंमŐ लॉग वाई को 
बाईं ओर लाएं और आप तकŊ  दे सकते हœ जैसा िक मœने पहले तकŊ  िदया था िक मूल ŝप से मœ Ɛा कह रहा šं िक हम कह रहे हœ िक कुछ 
चीजŐ कुछ अɊ चीजो ंकी तुलना मŐ तेजी से अनंत तक जाती हœ लॉग वाई लॉग लॉग की तुलना मŐ तेजी से अनंत तक जाता है जानकारी yy 
के िलए जाता है  चुकता लॉग की तुलना मŐ तेज़ी से अनंत तक जाता है , की तुलना मŐ तेज़ी से अनंत तक जाता है की तुलना मŐ yy y y 
तेज़ी से अनंत तक जाता है, तो इन सभी चीजो ंसे आपका Ɛा मतलब है,
 इसिलए यहां एक अɷास है इस अंितम भाग पर ठीक से चचाŊ करŐ  िक इसका Ɛा मतलब है का फ़ंƕन के की तुलना मŐ t f, t g 
अनंत धीमा होता है, जहां और को एक ही अंतराल पर पįरभािषत िकया जाता है िजसमŐ और होता है,f g a t 
 इसिलए एक उपयुƅ पįरभाषा Ɛा होगी िजसे हम कह सकते हœ िक की तुलना मŐ धीमी गित से चला जाता है यिद अनुपात  ft , gt 
वतŊमान संदभŊ मŐ शूɊ हो जाता है, Ɛा आप यह सािबत कर सकते हœ िक लॉग के िनयम को लागू ft by gt y l'hopital 
करके की तुलना मŐ धीमी गित से जाता है, उदाहरण के िलए समान तकŊ  Ȫारा लॉग से पावर हज़ार तक से अनंत तक धीमी गित y t t 
से जाएगा ।
  शİƅ एक से दस हजार आम तौर पर कोई फकŊ  नही ंपड़ता िक आपका िकतना बड़ा है और आपका िकतना छोटा सकाराȏक n a 
है, शİƅ के िलए की तुलना मŐ अनंत तक धीमी गित से जाएगा Ɛोिंक अनंत तक जाता है,t n t t 
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 इसिलए 
िवकास की तुलना करने के बारे मŐ यह तȚ  कौन से दो  िजस दर पर दो फ़ंƕन अनंत तक जाते हœ, उसकी तुलना करना कैलकुलस मŐ 
अȑंत महȕपूणŊ है, मœ दोहराता šं िक कैलकुलस मŐ यह जानना अȑंत महȕपूणŊ है िक एक फ़ंƕन िकसी अɊ फ़ंƕन के सापेƗ 
िकतनी तेज़ी से अनंत तक जाता है या एक फ़ंƕन िकतनी तेज़ी से शूɊ पर जाता है िकसी अɊ फ़ंƕन के सापेƗ आपके पास पर f g
का अनुपात हो सकता है, और दोनो ंअनंत तक जा सकते हœ या दोनो ं0 पर जा सकते हœ, लेिकन जो तेजी से कैलकुस करता है वह f g 
एक दूसरे के सापेƗ कायŘ की वृİȠ की तुलना है या तो िवकास अनंत या शूɊ से शूɊ तक, जो भी उपयुƅ मामला हो, यह ȯान िदया 
जाना चािहए िक दो फ़ंƕन और िदए गए हœ, यह सवाल िक Ɛा अनंत तक तेजी से जाता है या अनंत तक तेजी से ft gt ft gt 
जाता है, आमतौर पर यह आसान नही ंहै लॉग के मामले मŐ यह आसान है  और Ɛोिंक आप सीधे के िनयम को y y l'hopital 
लागू कर सकते हœ लेिकन अƛर आप के िनयम को लागू करने के िलए इतने भाƶशाली नही ंहोगें और सम˟ा बŠत l'hopital 
किठन होने वाली है  तय करŐ  िक कौन सा तेजी से अनंत तक जाता है या Ɛा यह दो कायŊ एक ही दर पर अनंत तक जाते हœ , उदाहरण के
िलए आइए हम फ़ंƕन को अंतराल 1 से मŐ अभाǛ संƥाओ ंकी संƥा के ŝप मŐ लेते हœ,ft t 
 इसिलए मान लŐ िक यिद है तो का चार है चार अभाǛ दो तीन पांच और सात इसी तरह यिद सौ है तो एक और सौ t 10 t f t t 
के बीच अभाǛ संƥाओ ंकी संƥा है और आप जानते हœ िक अभाǛ संƥाओ ंकी संƥा के साथ अनंत तक जाती है अभाǛ t 
संƥाओ ंकी संƥा अनंत है
 इसिलए का अनंत तक जाता है Ɛोिंक अनंत तक जाता है आइए हम एक अɊ फ़ंƕन को देखŐ के बराबर लॉग पर f t t gt t 

लॉग पर भी अनंत तक जाता है Ɛोिंक अनंत पर जाता है लोिपथल के िनयम को लागू करŐ  हमने अभी देखा है िक लॉग टी tt t t t 
की तुलना मŐ तेज़ी से अनंत तक जाता है  लेिकन जीटी Ȫारा फीट के अनुपात के बारे मŐ Ɛा जीटी की तुलना मŐ फीट तेजी से अनंत तक 
जाता है या Ɛा यह दूसरी तरफ है या Ɛा वे उसी गित से अनंत तक जा रहे हœ यह सवाल गॉिसयन Ȫारा एक कुƥात अनुमान था ˢतंũ 
ŝप से अनुमान लगाया गया था िक फीट और जीटी अनंत तक जाते हœ  उसी दर पर लेिकन यह अनुमान लगभग 100 वषŘ तक 
अŮमािणत रहा, इसे दो ůांसीसी गिणतǒो ंȪारा ˢतंũ ŝप से 1896 मŐ हैडमडŊ Ȫारा और दूसरे को 1898 मŐ ˑर के खराब गीत के साथ 
तय िकया गया था और इस Ůमेय को अभाǛ संƥा Ůमेय कहा जाता है।
 संƥा िसȠांत मŐ सबसे उʟेखनीय Ůमेय
 इसिलए आप देखते हœ िक अनंत की तुलना एक आसान काम नही ंहै और अनंत की तुलना के िवचार को हाडŎ Ȫारा इस छोटे से पथ gh 
मŐ खूबसूरती से समझाया गया है िजसे अनंत के आदेश कहा जाता है, अब हम एक और उदाहरण लŐगे लेिकन हम करŐ गे  शायद अगले 
ʩाƥान मŐ हम इस मासूम िदखने वाले अंतर समीकरण को बटा बटा 1 जमा गुणा मŐ लŐगे, यह एक चर िवयोǛ समीकरणdx y y x 
है और हम वाˑव मŐ समाधान िफर से पा सकते हœ समाधान ˢयं को िनिहत ŝप मŐ Ůˑुत करेगा और  हम Ɛा चाहते हœ जैसा िक हम 
इस उदाहरण मŐ कर रहे हœ हम यह समझना चाहते हœ िक Ɛा होता है जब अनंत तक जाता है अनंत तक कैसे जाता है हम इसे लŐगेx y 
 अगली बार हम आज के िलए यहाँ ŜकŐ गे लेिकन इस बीच आप समीकरण 2.
11 को हल कर सकते हœ और तैयार रहŐ आप 
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