
అవకలన సࠬకరހల߯ ߖࡹ ࣒ࡎࣄ ఈ ߕలठవ ఉపߕङ ङ޳࢑ ړߖࣃ छࣃ ߘबలࡏ గޒంచంݟ 
ఎకए ࡍࣃࡍబܽद మనం ۨవڒ డ ఆ࠵࠻߱ڵ
అߝ సऱޜ ݭ࠼ ऴߦరం޳ࠚभ ం  ࢐ङ మ సంఖङ࠻     సऱ޳۫ ߖ ݭ࠼भ ం, ࠭࠲ ఎకए డ ఆࣃ࢘ߧफ అకए ࠵ డ10

అࣿߖऒ ऒߖన అړޑ   సࡍए ऒߖࠈంܿڕ ల ࡽ -ంܼ࠭.yڕࣆޓ  
 ఈ
సࡍए फޑవృ ڷరం࡯ߗ ࠾ࡍమ ߖయమڶ ޜ ߤ߭ ڷరం࡯ߗ ߘల ࡽ లڕ ఆࡗफڿనڴ ࡽ ఉంݦ ఎߤ߭ ߩࡏ   సࡍए  ߘల ࡽ
మघࠫ ߘߝ ߖయమڶ ݞږ ऒ࡯  అߘڴݟ
మ࠾ࡍ ࠬ ۨऴతంޜ  ఈ ۨऴߖޑऒ
ఇపओ లऐ߱ ޜऴతంۨ ߖࡹ܋߮ 635వ ߖࡹసफకంߩ ࡱ࢓ల࣊ ࠾ࡍణ మࠬڴంۨన  ऴࡍఉదహ ښܽ డం ఆసړ फకరంڴ 
ఉంڒ ޴బܽद ऴపశऒ   ࠬ ۨऴతం
ऒࣄࡓ ߯ ڡࠋ ࣒ݦ࡯ࣔ ࠾ࡍమ ڡ  ఈ ۨऴߖޑऒ రషङ ࡏࠬ   ޳फంࣆ࢘ ߕఅంచ ڴࡏࠪࣆ  ࡹ ڡࠋ ࣒ݦ࡯ࣔ ߤ
۫࣋ ۨऴతం  ఈړछ ړఎలव ࠾ࡍమ ࡱ ߤࡷ ࡽलయߖ݃߱ द޴  ڡछ ऴ߇వం ڒరణంڴ ఏరओ ړశ ݦ फ ࡔఖలߘ వࡍ पంۯ ۨऴతం
మߕ ࠾ࡍ వదभ ఉనऒ  ऴపశऒ  ߰డ࢓ ఎంత  ޴छ ऴ߇వం ۨనऒ ࠾ࡍమ ޴ంޔࡏࠪ ڴ޴
ంۨన ۨऴతం ۨనऒ޴ం߰ࡐ ࡏࠬ ऒࣄࡓ ޴ంޔࡏࠪ ڴ޴ ఉనऒ ࡹݦ࡯ࣔ ࠾ࡍమ ڡ  ۨऴߖޑऒ  ఇం۪ࠫం۪ڴ 
అంచࣆ࢘ ߕफం޴
సڕߕ ࡔ ఖۨऐ తం࡯ޘ ڴయ޶  ఈథ࡛ ఆ సࡍए ల ࣊ए ࡽ ۨంࡍߪ ߖ ۃ फ
ఇకए ߘߝ ޙ࠼అ ,ߘࣃۯ డ ߕ వదभ ఉనऒ भ޳۫ ߘ࢓బܽद అڒ ߘޑߩ۫ ڕࠬ ߖ࢐ܽ  ం ڒబܽद
ऒߖన అࣿࣄڶ ڷࡱߕ ࡹ࢐ܽ ߘߝ फޑవృ ڷరం࡯ߗ నړޑ  फޑవృ ߩࡏఎ ڷࡱߕ ݞږ ߘߝ ࠾ࡍమ ࡱ  y ࡱ
ڷరం࡯ߗ  ߘࣃڶ
వృޑफ फޑవృ ߩࡏఈ ఎ ࠾ࡍమ ࠼ఉంܼ ࡹణంڝ లంబ  ࡱ फޑవృ ࡱ  -x ڴ ݋ంܐంܼ ړߖలం వదभ అࣿ࠮ ࡱ
ఉంܼ࠼, ఇ޴ ࠬ వదभ
ఉనऒ  చకए ङߕఈ ఉప ࠭࠲ ࠾ࡍऴతం మۨ ߖ స ߖࡹ ࣒ࡎࣄ  తࡌछ एࡍల సࠈంܿڕ ݡంࡓ ఈ ࡹగం࠙ ޒ  ڕల ࡽ
फࣃవ ڵࡍޒ ࠭ 
ओߩబܽद  ఇڒ మనం ఉనऒ ݡ  ऴపڵࡍޒ ړߖࢡ޻
भࡿࢗ ం ڒబܽद ఇߩओ క సమసङࡖమనం మ ݡ भ޳࡯ࢣࡍప ߘ ం   ࢐ ݋ߖ࠿ङ రࣃ बం మښ ࠾ࡍంऴࡱ޳

ఉనऒ  ࠪڒ  న࣒࠳ ࠾ࡍమ  ࠪڒ  एࡍస ݡంࡓ  भ޳࡯ࢣࡍప ߘల ࡽ ం.2 0 2 0
 సࡍए ࢐ङ ݋ߖ࠿ ࡱ ࡽ రࣃ बం ࢐ङ రࣃ बం  మ1࠾ࡍ
ఇకए ࡱ޳ంऴښ డ ఉంచబݞन .0 ࠪڒ 2 ࠾ࡍమ 0 ࠪڒ న࣒ 2࠳  ࠼
ࡏࠬ 
ఈ సࡍए ऒߖހల సࠬకర ࡽ ऴ࢐యవ۪ऐ ڴలభంࣆ   వృޑफ లࡹ ఒకࡅ ߖ޳కए  సࠬకరణం

న࣒ 2 ࣋ए࠳ छ ࡛ न ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ न 1ړ సࠪనం.x y 
 మࡖకړߖ޳  ప ऱ࣒  2 ࣋ए छ ࡛ न ప ऱ࣒  x y
࣋ए छ ࡛ न  సࠪనం 1.
 ఇߩओ సࠪనం వङ ړదܽ సࠬకరణం 0࠴ ݡ ڔ फకరణ ࠳న࣒ 2ca  s 1 e x 
࣋ए छ ࡛ न ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ न ࠳న࣒ 1 మనం ࣄ ߖߖ޳ంߧऱڝ ܾࣄసం   అ޳ࡱߧ ߖभ ం మ࠾ࡍ ఇతర వङ ڔ फకరణy s1 

 ప ऱ࣒  2 ࣋ए छ ࡛ न ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ न ࠳న࣒ 1   ߖ޳ऒ  అ޳ࡱߧ ߖभ ం.x y s2 

 సऱݭ࠼  ప ऱ࣒ नࠈం࡮      సऱࡹ ݭ࠼ s1 s2 1.
37 ఈ సࠬకరߖހऒ  ۫డంݟ, ఇకए డ ࡮ంࠈन  అ࢐ ޴ߝసफవ సంఖङ  మ࠾ࡍ
नࠈం࡮ ࡏࠬ ऐࡍࠪ ߘ నߩओ .1 ࡏࠬ ݡ

 సࡍए ऒߖࠈంܿڕ ల ࡽ  ߰ంڒ ࡏޑ޶బܽद 37 1.
 అߝ సࠬకరణం సࡍए ऒߖࠈంܿڕ ల ࡽ 37޴फంࣆۨࣇ 

మ࠾ࡍ అڵݟన ऴపశऒ దܽ ఆర࠴ ړߖࠈంܿڕ   न࡛  అవకలన సࠬకరߖހऒ
కھߘన1  ړߖݞ.
ऒߖ޵ ࡏࠬ 37  ఎࣃۯ ࡮फ .సࠬకరణం 1 ࡏࠬ   ࡏ
ࡏࠬ ࠾ࡍమ ࡏంܼڕࣆޓ ߖ37
ऒߖ޳ ల మధङހసࠬకర  ݡంࡓ ఈ ࡏࠬ ࠾ࡍమ ޴फంࣆࠚసࠬకరణం ల ࡗమ ڕࠬ  ࣄۯ ࡏ࢘  ంۨ߅సంబం ړ    x
नࠈం࡮ ,ంۨڵలޛ ߘ
ࠬ అవకలన సࠬకరߖހऒ  ߰ందంݟ సࡔ ࣊ए ۶  వృޑफ .1 ࡱ

37࠾ࡍమ ޜ ߤ߭ ڷరం࡯ߗ 
ఆ߯ ࠫనࣔ࠼ంߩ ఉం࡮ ޳ంࠈन కएࡅ  ࡍߖ  भషद   ࡱ࢑వ ړߖ޵ ఈ సࠬకరణం
వృతफం ࡮ ޶ڒంࠈन .1 ړߖ޵ ,޴వ ఒకܽ ఉంࡱ࢑ 
37   వృతफం ޶ڒ అ࠹࣎ ޴  ఇతర వऴకࡔఖ ప࣋ۯ ޒࠫࡍe 
ఉనऒ ࡹఅం݄ ఏࠫܽ అం݄ ࠬ ۨऴతం ࣒ښ  పۨࣇ ߘ ࣒ښ ޒࠫࡍంచంݟ
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అ࡯ߗ ڼ࡮రంڷ సࡍए एࡍస ߤ߭ ڷరం ߩࡏఎ ۯంࡍफޒక ڴ ࡽనڿफࡗఆ ߘల ࡽ ए࣊ ޜల ࡽ छ޳త ,ݟయంۯ ۶  ࡏࠬ ࡌ
మࢁऱ
అంద࠳న ۨऴߖޑऒ  ߰ంࡏޑ޶ మ࠾ࡍ త޶పࡍ సऱࣃ۫ ࡏࠬ ࡹ ݭ࠼फ ఆ వङ  ࡏ ڔ फకరణ࠳ ࡱన࣒  ࣋ए छ ࡛ नsx 2
 ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ न ࠳న࣒ 1 ࠬࡏ సరࢁకృతం ࣄۯనߩओ ए࣋ ڕࠬ ݡ छ ࡛ न ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ न ࠳న࣒  ప ऱ࣒  3 వࣆफం޴.y x y 4x 

మ࠾ࡍ  ࣋ए छ ࡛ न ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ न ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  3 మ࠾ࡍ ఈښछ ష1 ߤ.s2 x y 4x 
ࡹ37
࢑వరంڴ ऴ࢐యబݟం޴  మړ ࡏࠬ ࠾ࡍ సంబం߅ంۨ ఈ సࠬకరߖހऒ फࣃۯ ࡏ࢘  సࠬకరణం x ࡗమ ڕࠬ   ࡏ
లࣆࠚफంࡏࠬ ,޴
नࠈం࡮ नࠈం࡮ ࡏࠬ ,ࡏޑ޶ం߰ ߘలހసࠬకర ݡంࡓ నݟږ ޜ घࡐߖ ߘ ంచవ۪ऐ࡯  మࡏࠬ ࠾ࡍ
ऒߖހంۨన ࠬ అవకలన  సࠬకర߅సంబం ړߖࠈంܿڕ  ߰ంࡏࠬ ,ࡏޑ޶ ఎలवڝदࣃद झڡܽ छړఈ ࡹ   ࡽलయߖ݃߱
వऴకతలࡍڷ ߘంۨ ఆۨࡹంచగలࡌ
ఇ ߘచనࣇ ڕࠬ ߘߝ ऐۧ ऒࣄࡓ ߖࡹ܋߮ వ  ߘ ओߩఇ ࡱޑऴۨ ߖࡹ ڡࠋ ࣒ݦ࡯ࣔ ࠾ࡍమ ڡ 635ݡ
एࡍంబ సܿڕ కࡖమ ڕࠬ వۧऐ ࡱ ࡽ एࡍఈ స   ࠼ छړల ఈ ࡽ ࡽलయߖ݃߱
ࡍߖ  ࡱ ߤࡷ भషद ۸ࡎ णల ߖڒऔ గࡔషࡍڷ ߖ޵ ࡏࠬ ߤంۨ ఆۨࡹంۨన ऱܿڴ, ࠬ
घࡍߖ ߖޒबࣄࡍद పࢳక అంత࡛ దృޒࠥ ంచడంڕࠬ ࡹ సࣔయపޔݡం޳ , ఈړछ ఖۨऐ ࡱफڕపం ࡽलయߖ݃߱ తంڴ
ఈ సࠬకరణం ࣋ए छ ࡛ न ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ न ࠳న࣒ ޳छ ࡎ۸ ڴ࢑ధం ݦంచబ޴అం ࡌ णల ࣊టޜ ߵ ࣊టߘ ߵ x y 4x   
ప 3 ޳ంޔݡసࣔయప ڕࠬ ࡹంచడం޴ం߰ࡐ ऱ࣒ नࠈం࡮  ऱ ࣋एࡏࣃ  छ ࡛ न ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ नx y 
 ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  సࠪనం 4x ړ0 3 
.
 ࢐ङ ఉనऒ ࡹమం 12࠻   ఈߖ݃߰ ڡलయࡽ వऴకతࡱ ఉనऒ క వङޒࠥ  వసबߘ ࣊టۯ ߵయడంࡏࠬ ࡹ 
࢑జయవంతమ࠻ङ రߖ అڕߘం޳ం.
బܽद ఇకएڒ  డ వࡍ पంచబݟన
సࠬకరణ ࡔఖల ࡍڷంۨ ఏࠫܽ?  635వ ߮܊ࡓ ߖࡹ܋ऱంߩ  ࣒ݦ࡯ࣔ ۃసफకంߖࡹ ۨऴޑలࡏࠬ ߘ ۫࣋फ,
అతߘ ఈړछ छ޳ ఖలࡔ ఘన ߘफలڕపం ࡽलయߖ݃߱ ړశ ࠾ࡍమ ࡌ फ ࡔఖలߘ
۪కए ల ࡔఖల ޳छ ࡍవ ࡌ पంۧݡ మ635 ࠾ࡍవ ߮ߖࡹ܋  ఆ ۨऴޑలࡹ   ۪కए ల పంڕफࡱ ఘన పంڕफలߘ 
కࣃࡱफ .࠼

లంబ ހڝల వదभ శړ फ ࡔఖࡱ లంబ ހڝల ࢗంట ఈړछ फࣃࡱక ߘల ߤࡷ ࡽलయߖ݃߱ ,࠼
బܽद  ऴపశऒڒ  ఏࠫటం݄ , బలం ࡅకए ࡍڷ ࡏࠬ ࡆఉంܼ ࡮ఎ ࡱఖࡔ  फంచగలࡌ?  ఇ
फޑవృ ߩࡏన ఎࣄڶ ࡏࠬ छړఈ ࠾ࡍమ ࡱ फޑవృ ڷరం࡯ߗ నࣄڶ ࡏࠬ ࡱ ߤࡷ ࡽलయߖ݃߱ ࡱ
వ۪ऐڒ , ఒక ࣇచనڕࠬ ߘߝ ڴ ఇࣃफ ࡯ంۧۨࡹఆ ࡹల ߤనल࠱ݧ ޓऴ ߘ ߵట࣊ ࡏࠬ ߘ
࣊టߵ ऴ࠱ݧ ޓనलనࡽ ओ࣋ ओ࣋ ࡽనलన࠱ݧ ޓऴ  ࡏࠬ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ࡹ ࣒ ޴అ ,ݟయంޓ ࡹ ࣒
ఈړछ ऒߖ࡮తࡍఉప ࡏࠬ ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓అ ࡱ࡮తࡍఉప ࡽलయߖ݃߱   ߮ ऱ޳ ߤछ ౖ࣊ ࡌ ऱ࣒  ఆ߯xy ,ࣄۯ 

 ߮ ऱߖࡹ ߤ ۨऴߖޑऒ  ۫డంࡏࠬ  ݟ ఉపࡍతలం ࣄޓన తࡌछ త  ߮ ऱޜ ߤ ౖ࣊ ऱ࣒ xy xy xy޴फంࣆవ ߩవం ࡹ  फ࣋ۯ 
࢑ࠪనం ڒ ޶ڒబܽद ࠬࡏ ऴ࠱ݧ ޓనलనࡽ ओ࣋ ఆ߯ ,࡯࠻ۯ ߵట࣊ ࡹ ࣒
ۨऴߖޑऒ   ߮ ऱޜ ߤ ࠭కए फࣃనం ఇ߄సࠪ ڕࠬ ߘߝ ,ݟడం۫ ߖ ߤࣾ࣊ ࣒ڒऴ ,ࣄۯ ࡱ  xyߖࡹసफకంߩ ޠ߸ڵऴ  ߘ
107వ సమసङ  2.
డవ۪ऐ۫ ࡹ  47  ఎలवڝदݧనࠫڡझ  పࡍచయం
 ߤషݟడవ ఎ࠮ ంۨనߧߖక ࡹ1999
కएࡅ సफకంߩ   ఎݟషߤ నంబ࡛ ߯  ऴశదम వࣕంచంڒ ,ݟబܽद ఇ޴ ఎలवڝदࣃद झڡܽ హరణ޳క ఉࡖమ ݟంߘ  
నऒޔߩ۫ ڕࠬ బܽद అ࢑ڒ  ఈ ఉ޳హరణࡱ ఏࠫܽ ࠬڕ లࠚంۨన ࡓంݡ వऴకࡔఖల ܿڕంࡱࠈ
फޑలం వృߗ फޑలం వృߗ ࡱ ల ܿڕంబం మ࠾ࡍ   ఎߩࡏ వృޑफ ࡱవऴకత ߩࡏఎ ࠾ࡍమ ࡱ
మߗ ࠾ࡍలం వऴకతࡱ ఒకڜߖ޳కܽ లంబ ڝణంࡹ కࣃࡱफ . ࠼
  వऴకࡔఖల ࡅకए  ఒక ࠱ࡌߦऴܽܿڕ ڡంబం ࠴దܽ ڒछ ऴడంߖࡹ ݋   సࡍए ల ࡽ
కएࡅ  ఒక పܿڕ ޒࠫࡌంړߖࠈ సࠬకరހలߘ ऴࡓ ,ࣄ࢐ంݡ
సమనछ య అࣿలޑ ߘకడం ޳छ एࡍస ࡌ ࢐ङ ࣄ ࠪڒ ࣄ ల ࡽ రࣃ बం ࠳న࣒cx 

తफం ࣋ए࠴ छ ࡛ न ప ऱ࣒ తफం ࣋ए࠴ ంۨ߅సంబం ړ  ޴ఉంܿం ڴ࢑ధం ఏ ޜ న࣒࠳  छ ࡛ न సࠪనం ࣋ए छ ࡛ न c  y c x c 
झߖࡓఫݟ ޜ ݋ࡃ
ऒߖހసࠬకర ࡗమ ࡏࠬ  ߰ంࡏޑ޶ ఈ ࡓంݡ సࠬకరހల మధङ c࠾ࡍమ ݟంచంڵలޛ ߖ 
అవకలన సࠬకరణ సమసङ ࠬ  ࡏࠬ  సంఖङ ए࣋ ࡮ࠒࡌߦ న࠳సࠪన ړ ࡏࠬ ,ࡏޑ޶ం߰ ߖ    छ 15 ߘ ࡛ 8x y 
۫డంݟ మ࠾ࡍ
ఈ ߯࡮ࠒࡌߦ ऴప࠼ߦ ޒంࡹ ݋ ఉం޴  ఒక ܼంܐంߤࡷ ݋ మ࠾ࡍ ఒక ࠼ߦంޕࡏࠪ ܿߦ ޜ࡮ࠒࡌߦ ݋ 
ఉంܿంڒ ޴బܽद
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ऒߖࠈంܿڕ फలڕపం ޒࠫࡌఒక ప ࡏࠬ  ߰ంڕ࡮ࠒࡌߦ ࡏࠬ ࡏޑ޶ ܼంܐంߤࡷ ݋ లߘ ߰ంࡏޑ޶  t
మࢁऱ ܼంܐంߤࡷ ݋ ల ࡅకए  ఒక పܿڕ ޒࠫࡌంబం ఉ޳హరణࡏࠬ ڕ ࣋ए छ ࡛   వదभ ఒక ࠼ߦం280 ߖ ݋
వ۪ऐڝࣆޓ .

 t޴ߝఅ ࠾ࡍమ ݟంڝफం۪ࡏڷ ޾ఉంܿం ࡮ఎ ࡮ࠒࡌߦ ޒࠫࡌߦ ࡏࠬ
కएࡅ ࡮ࠒࡌߦ  ऴప࠼ߦ ޒంߖ  ړ ݋జ࠳న ࡔఖޕࡏࠪ ܿߦ ޜ ఉంݦ పޒࠫࡌ   ࣋ए छ ࡛ न ࠪڒ  ఈ 80 280
సందరग ంڒ 2 ࡹబܽद
ए࣋ ࡏࠬ छ ࡛ न 280 ࠪڒ వదभ ࠼ߦం݋ వదभ ܼంܐంࡅ ݋కए  సࠬకరߖހऒ  కھߘంܼࡏ మ࠾ࡍ
छ޳ ࡏࠬ కएࡅ फలڕన పంݟయబۯ ޒࠫࡌߦ ࡌ  ఒక పܿڕ ޒࠫࡌంߖࠈऒ  ߰ంࡏޑ޶ మ࠾ࡍt 
ఈ పంڕफల ڝసం  అవకలన సࠬకరހలߘ కھߘనంߘߝ ݟ అ࠮ ߝడవ సమసङ ంచడం޴అం ڕࠬ  
అ޴ߝ వऴకࡔఖల వङ వసबߘ ۫డం9 ݟ ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ न 4 ప ऱ࣒  సࠪనం.c y c ړ1 

బܽद ఇకएڒ డ ఉనऒ  పޒࠫࡌ ఏంܽ అం݄ అ࢐ ޴ߝసफవ సంఖङ ల ఆ߄రంޕࡏࠪ ڴ ఉంܿంࡏࠬ   ޴cc 
వऴకࡔఖల ࡅకए  ఒక పܿڕ ޒࠫࡌంߖࠈऒ  ߰ంࡏޑ޶, అ࢑ శంߖڜ ࡱࡌڒڣऒ ర޵ ࡹ࢐ܽ   डవృޑफ ऒߕఉ ࡱ  ࠼
మߖڜ ࡹ࢐ܽ ࠾ࡍऒ
ࣝపࡗख ऒߖހం݄, ఈ సࠬకరڕࣆޓ ڴ న࣒ 100࠳ ߖ ߘߝ ߖఅ ࣒࡮  సంతృߧफ పۯࡍ వऴకࡔఖc 
 cࣄ బܽदڒ ޶డږఉండ ڴలంږޒన ऴప࠳బܽद భయంకరڒ ޶ࡶ
ࡍߖ ఒక ڕవర ݟంߘ  న࣒࠳ भషद ప࠳  ړ߅ࡍన࣒  ࠫనࣔ࣋࠼फ ࠬڡߖڝ ࡏ ల ܿڕంߖࠈऒ  9 i nfinity 9
߰ంڡߖڝ ࡏࠬ  ࡏޑ޶झ కएࡅ   ఒక పܿڕ ޒࠫࡌంߖࠈऒ  ߰ంࡏޑ޶ 
ࣝప࡛ ܿڕ ࣒࡮ࠓంబం޵ ࡹర डవృޑफ ऒߖࠈంܿڕ రڒ  ߰ంࡏޑ޶
ఈ ܿڕంߖࠈऒ औߠڒ  కܿڕ ࡽంబం అంܼࡏ మࡏࠬ ࠾ࡍ 
ఈ ܿڕంబం ޳छ ऒߖހన అవకలన సࠬకర޴ంۮ फߧసంతృ ࡌ   కھߘనࡏࠬ ړߖݞ ఏࠫ ࡯࠻ۯ  వऴకࡔఖࡱ 
ఉߕऒ బܽदڒ ࠼
ऒߖ޳ ࡏࠬ  మࢁऱ ఎړ  ࡯࠻ۯ ࡮ సంబం߅ంۨ ఇۨऐ న సࠬకరߖހऒ ࡍڷ ڴݞޙ    फంచంݟ                           x
x 9 2 ࡏࠬ ߘలހڷ
 ప ऱ࣒   ప ऱ࣒ ߯ ࣁݞ    ప ऱ࣒ c 2 yy 4޴फంࣆۯ भ޶ర ߖ࢐ܽ ޻ం߰ ࡏࠬ  సࠪనం ڕ   సࠪనం ړ  c 0 0
అసࡱ సࠬకరణం మڜ ࠾ࡍతफ సࠬకరణం   1 ߖ࢐ܽ ࠬద 9 ప ऱ࣒  మ1 ࠾ࡍc 
ࠬద  ప ऱ࣒ फࣃށగࡍప ڴࡱހసం సࠬకరڝ  ఇవछ ,࠼ బݟన సࠬకరణం ఇపओ 4 ,޴ఉం ࡹ ݭ࠼సऱ   ࡹ ݭ࠼సऱ ښܽ c 
ए࣋ ࡏࠬ छ ࡛ नx 
ࠬద 9 ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ न 4 ప ऱ࣒  ఉߕऒ छࡌన తࣄۯ ంۨ ࠡదం߅సంబం ړ ࠼ త   1ړ సࠪనంc y c x
ద 9 పࠬ 1 ڕࠬ ,޴फంࣆసࠬకరణం వ ࡗమ  ڕࠬ ऱ࣒ ద 4 పࠬ 1 ࠾ࡍమ ࣄ  ऱ࣒ ݡంࡓ సంڝ ࣄ 
సࠬకరࡱހ వۧऐ షएࡍప ࡹలంڒఏక ߘలހసࠬకర  ݡంࡓ ఈ ,࠼ ద 9 పࠬ 1 ڕࠬ फ࣋ࡍ ऱ࣒ ద 4 పࠬ 1   ࣄ  ऱ࣒  
సࠪనం ߕڛߖ޻  సࠪనం ޜࣄ
झࡽऴ߱కࣄࡓ  9 ప ऱ࣒ సࠪనం   4 ప ߕڛߖ޻ ࣄ  ऱ࣒ ݟంڝࣆޓ ߘݞޙ సࠪనం ߕڛߖ޻ ࣄ 
ऒߖހఅవకలన సࠬకర ࡏࠬ ࠾ࡍమ ޴ంޔ߱ ࣄ  ߰ంࡏޑ޶ 
ఇڡߖڝ ޴झ కएࡅ   ఈ ఒక పܿڕ ޒࠫࡌంబం ޳छ  ࡮ۧ ޴న అవకలన సࠬకరణం  ఇ޴ంۮ फߧసంతృ ࡌ
ఆసړ फకర࠳న ࢐ङ ऒߖ޵ ࣄۯకం݄ దయ޶మం ఎం࠻ ݟయంۯ 
ఈ సమసङ ࠭࠲ తछ ޒఅ ڕ రڵࡍޒ ࡹ 
వࣃफ ࠭ సࣄࡓ ࡏࠬ   ࡔऒ కܐऴܼ ࡽనڿफࡗफ  ఆ࣋۫ ڵࡍޒ ߖ܋߮ వ ߖࡹ ڡࠋ ࣒ݦ࡯ࣔ ࠾ࡍమ ڡ द635       ࡱࡎ
ంۨనۨࣇ ऱܿ࢑ࠪ                  ڴనంߖࡹ
వऴకࡔఖల ࡅకए  ऴړం܉ ޴ङ औߖڒ యޓࠫ గࡔషࣆޓ ࡍ޳ ڕ ߤफం޴.
 
࢑ࠪనంࡹ వऴకࡔఖల వङ వసबڒ ࡱబܽद ࢑ࠪనంߖࡹ ఆࡗफڿనࡽ వంࡱߩ అం݄ ఏࠫܽ అ࢑ࠪ ࢑నంࡓ ߖࡹంݡ 
వऴకࡔఖల వङ వసबࡱ

మ࠾ࡍ వऴకతల సࠫޒ c1 c2 c1
फޑవృ ࡯ߗ   ޴फంࣆࡱక ࡹణంڝ లంబ ߘఖࡔవऴక ޒऴప ߖࡹ  వऴకత ޒऴప ߖࡹ फޑవృ ߩࡏఎ ࠬ ࠾ࡍమ ࡱ c2 ࡱ
ऴపޒ
फޑవృ ߩࡏఎ ޒవృతफం ऴప ࡯ߗ ऒߖ  ఆࡗफڿనڴ ࡽ కࣆࡱफంڒ ޴బܽद అ࡮ంܽ ࡓంݡ వङ వసबలߘ  ఒకڜߖ޳కܽ 
ఆࡗफڿనࡽ పࡱޢ అంܼࡏ 
 ంబం c2ܿڕ  అంܼ࠭ ࡮ఇ ࠭࠲ బܽदڒ
అ޴ߝ వऴకࡔఖܿڕ ࡱంړߖࠈ ఆࡗफڿనࡽ వऴకࡔఖల వङ వసब మࡏ࢑ ړߖ޵ ࠾ࡍదमంڴ ఆࡗफڿనࡽ ऴܼܐక द࣒ࡎ అߝ c1 
పదబంߖ߄ऒ  తర۪ڴ
ఉపࣃڵࡆफ ఈ సందరग  ࡏ ంܿڕ ࠭࠲ ࡹంڕ ړߖࠈ ఆࡗफڿనࡽ పథం అ࠭ޑࠋۮ ߖc2 c1 
మࡏ࢑ ړߖ޵ ࠾ࡍదमం࠭ޑࠋۮ ࠭࠲ ޳ࡶ ڴ  మ࠾ࡍ అ࢑ߝ ఒకڜߖ޳కܽ ఆࡗफڿనࡽ పࡱޢc1 c2 

Pru
tor
@
IIT
K



అ࢑ ఒకڜߖ޳కܽ ఆࡗफڿనڴ ࡽ ఉంܼࡍڷ ࢐ܽ ,࠼ంۨ పܽदం۪ߝڕ ఆࡗफڿనࡽ  పޢలߘ మనం ఎంڕ޶ 
అధङ యనం ࡯࠻ۯ 
ङ܉ న࠳అంద అ࢑ ߤరణం నంబ࡛ వڒ ޒࠫ
ఎలऱߩओ ఆకర ݢ लނయంڴ ఉంܼڒ ࠼బܽद అ࡮ۧ ࢑ అందంڴ ఉంܼڒ ࠼బܽद తڵన ڒరణం అޙ࠼ 
޴ంޔ߱ࡍస ړࡍ࢐ ߝڕߘ࢐లڒ
ऱ߻  झڡߖڒ࠱ ݭ࠼ झڡदߧఆ , ړߖడܼ۫ ߘహరణల޳࢐సफ࢑క ఉ ۯంߧߖక ࡹ  ࡹ 
ओߩఎలऱ ࡱހరړ ࡏంܼڕࣆۯफࡏڷ ߖర޳ం߰ ࡱހరړ ࡏࠬ ࠾ࡍమ ߖర޳ం߰ ߘల ݋ऴఫం ࢟࢘ ࡏࠬ   ݢ

ऒ࣋ ࠼ఉంܼ ڴలంబం ڕలޔࣕ
బܽद తరంగ ऒ࣋ڒ ऒߖࠈంܿڕ ల࢓फࣆవ   ࡱޔࣕ  ఏరओ फࣃࡏ ఏరओ ߖޒసࠫ ࡔ࢘ ࡱހరړ ࠾ࡍమ ࡏ फࣃࡏ .࠼

ఒకߖࡹߖ޳ వࣆफࡱ࢓ మ࠮ ࠾ࡍలࡱڒ మࡖక࠮ ߖࡹߖ޳లڒలߘ లంబ ڝణంࡹ కࣃࡱफ బܽदڒ ࠼
ఆࡗफڿనࡽ పࡱޢ సహజంڴ ఆߧदࡹ ڡ కࣃߧߖफ ङࠪ ࠼ థܽ࠱కࡗڒ  ࡽदऴగ߹ࡹ ఆࡗफڿనࡽ పࡱޢ కࣃߧߖफ ,࠼
ఇࡗڒ ޴दऴగ߹ అం݄ ఏࠫܽ, ఇ޴ ࠪङ झߤ࣌ ۃంړ࠲ ߵ ࡮ۧ 
పओھ ࡮ۧ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴తߦ ,वసफంࢡతށగ ࡮ۧ ࠾ࡍమ ޴
ऒߖ߸ న޴ంۮ ڕ ݭం࡮ ߤ߸ ఫ࡛झڴदऴࡗڒ ࣁ ग޶ऱ అࡏఫڴदऴࡗڒ  త࠳న పࡏ࢐ ࡏࣃۯ ߖ గణߗయంڴ సహకࡍంۧࡏ.

ऒߖࡿڿࠝ ࡏࠬ  ఎߩओ  కܽڜߖ޳ఒక ࡱࢡంڣࡔ ࠾ࡍమ ࡱࢡवసफం అࣿంࢡ ߹दऴగࡗڒ  ޙ࠼నటऱࣄ۫ ߕݧ
ఆࡗफڿనڴ ࡽ కޒफࡍంచబడޑయࡏࠬ ߖ గమߖంۧࡏ, త޳छ  లࢡఅࣿం ࡌ
ంబంܿڕ లࢡంڣࡔ ࠾ࡍంబం   మܿڕ
ఒక జత ఆࡗफڿనࡽ పޢలߘ ఏరओ फࣃࡏ కࢀڿࠥ బܽदڒ ࠼
ఖङ࠭ ࠾ࡍమ ࡱڒటߕ ऱࡹన గణన࠳  ఆࡗफڿనࡽ పࡱޢ కࣃߧߖफ .࠼
ङ߄8వ అ ߖࡹసफకంߩ ऴతߦ ࡹवసफంࢡ కࢀڿࠥ   యం ۫డంݟ.
 మ࠾ࡍ
18వ మ࠾ࡍ ऴߦరంభ 1 ࡅకए  ఇదभࡏ ऴ݋ڼ ࠪసद࡛ झ ఇపओ ࡏ࢐ బभంޑ9వ శ  ࣒ڴ  ߖ޵ ,ࡏంۧࡍసహక ړ߹दऴగࡗڒ ښܽ
ࡏ߮
࡛ࠏం࡮ ޴फంࣆߧߖక ࡹवసफంࢡ ߹दऴగࡗڒ द, అతݞږ ߘ గށత ࢡवసफ܌थݡ, ఇߩओ  ړߖޑంߦఒక ऴ ࡹతంށమనం గ ݡ
ऱ  ఇకएࢀࢗ డ
ఆࡗफڿనࡽ పࡱޢ ఎ࡮ కࣃߧߖफ फࣃࡍ࢑వ ࡆ ࠭ మ࠾ࡍ ఈ గށత ऴߦంߖޑऒ  ఎࣃࡱߧ ࡮फ फࣃࡍ࢑వ ࠵ ࠭.

झڡం߭ऱڒ కएࡅ ࡽࠋయࡍ࢘   ఫంࣾనऱ ޳ࣄम ంతం మ࠾ࡍ ఈ ఆࡹచనࡱ ఏࡗ ओ࣋ ࣒ ఇంజࡍߗం޳ ۃछ ࡌ
ఉపڵࡆంచబడڒ  ࠼ޑం߭ऱڡझ झࡽࠋయࡍ࢘  म޳ࣄ ల ߤసం ఫంࣾڝ  ంతం ఏࡗ ओ࣋ ࣒ ఇంజߗర ऱۯ 
ఉపڵࡆంచబޔݡంڒ ޴బܽद 
झڡం߭ऱڒ झࡽࠋయࡍ࢘   म޳ࣄ సం ఫంࣾనऱڝ  ంతం ߘంݟ వۯऐ ऒߖڜ  भ޳۫ ߘహరణల޳రణ ఉ߄ࣃ  ం
ऒߕफࣆఇ ࠬࣔ ڕࠬ ߘߝ ఇకए ߘߝ  ߘ డ ࠪ ऱܼ ఇపओ ڕࠬ నݟ  भ޶ంచవڵࡆఉప ޵ఏ ߖయ࡯ޘ ښܽ
दࣃ  ࠬ ండ࡛ न ࣄలబ࣒ ߖ ࠫంۨ ߱ޔంڒ ޴బܽद12
झڡం߭ऱڒ కएࡅ ࡽࠋయࡍ࢘   ఫంࣾߤ ల ޳ࣄम ంߖޑऒ  c f ߖ ߤఫంࣾ ݟంߘ బܽद మనంڒ भ޶భయపడవ ࣄ۫ 
ం޳ంڕࣆޓ

ठࡌంۨన వ޴అం ړ ఊࣔతघ ࠾ࡍన మ࠳జߖ ߖߖ޳ ࡏࠬ సࠪనం ړߖ కc f z z 
फࣃ܊࢑భ ڴࡱڴ࠙ కएࡅ ,ࡏ  సࠪనం  ప ऱ࣒  అߖ ऴ࢐యంڒ ݟబܽद ࡅకए కएࡅ   న f z uxy ivxy z f࠳జߖ 
࠙గం ఏࠫܽ

ప  ߖ ऱ࣒  అߖ ऴߖߖ޳ ࡏࠬ ,ࣄ࢐ వࡎ ठకࡍంచంݟ   ఊࣔజߖత ࠙గం ߘంړ ݟ ࣋ए छ ࢐సफవ z నݟయబۯ ࡛ x iy xy 
࠙గం ࣋ए छ ࡛ न ࠳న࣒x 

࣋ए छ ओߩబܽद ఇڒ ࡛ ఖల వङࡔవऴక ݦఉం ڴबరంࣄ  మనం ݡ వసब޳۫ ߘभ ంy u  
మ࠾ࡍ ఇతర   ప޳లࡹ సࠪనం ࣄबరంڴ ఉంܿం޴ ࣋ए छ ࡛ न ࠳న࣒ ࣋ए छ ࡛ नv x y 
సࠪనం మ2 ࠾ࡍ సࠪనం ڒబܽद ࠬࡏ మࢁऱ a xy b 

࣋ए छ ࡛ न ړ సࠪన࠳న ࡅకए  ࣋ए छ ࡛ न  ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ అڒ ߝం߭ऱڡझ కएࡅ ࡽࠋయࡍ࢘   ఫంࣾߖ ߤ z z f  z z x iy 
ऒߕంܿڕࣆޓ .ࡏ
  ࢐సफవ ࠙గం అ޴ߝ ఊࣔతघ కuxy 
࠙గం ڕࣆޓ ߖంܿంڒ ޴బܽद ࣋ए छ ࡛ न ࠳న࣒ ࣋ए छ ࡛ न అం݄ ఏࠫܽ ݟڕ మ݋࣊ ࠾ࡍ bxy uxyx y vxy 2 xy 
u
 ఈv uxy a vxy ࠾ࡍబܽद సࠪనం మڒ   సࠪనం ړߖڒంࡌबࣄ  ݋࣊ ࠾ࡍసࠪనం మ ړߖڒంࡌबࣄ 
వऴకࡔఖల ܿڕంబం ఏࠫܽ  సࠪనం అం݄ ఏࠫܽ   వऴకతࡱ ࣋ए छ ࡛ न ࠳న࣒ ࣋ए छ ࡛ न సࠪనంuxy a x y 

అ޵ ࢑ర डచޔరऴڒࣃర ࣝప࡛ ࡅ ࣒࡮ࠓకए సࠪనం అం݄ a v b ړ ంబం అం݄ܿڕ ంబం   ఈܿڕ  2xy
సࠪనం అం݄ మࢁऱ ࠬ޵ ࡏర डచޔరऴڒࣃరܿڕ ߩంߖࠈऒ  ߰ంࡏޑ޶   ࣝప࡛ ߘߝ ߖ ࣒࡮ࠓ వࣃ࢘࡯޴फ  bߘ
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ఆ ࣋ए छ ए࣋  ڕࠬ ړߖݞంచࡍక࢒ధృ ߖࠫߖ ࡛ छ ࡛ न సࠪనం ࣝప࡛ ړ ړ ߘ࡮ࠓ సࠪనం x us y a xy b 
అޔ࢓ంڕ࡯ڒ 1- ࡱࡱ࢐  ޴ङ ల࣒ 
ఈ ࡓంݡ వऴకతࡱ ࣋ए छ ࡛ न ࠳న࣒ ࣋ए छ ࡛ न ړ సࠪనం మ2 ࠾ࡍ x y a xy
ఒకڜߖ޳కܽ ఆࡗफڿనڴ ࡽ ఉߕऒ ఈ ऱ࣎ ړߖݞయۯ ڥߖత ޾ࡶ ࡆ  ࡮ఎ ߘల ࢟ܽ࢘ࡍݥ   ࡹంۧށగ ࡮ఎ ߘల ߵ
గށంۧ࡯ޘ ڕࠬ ࡹయܑࣆफం޴, త޳छ చకए ࡮ۧ ڕࠬ   ࡌ ࡽనڿफࡗఆ  ޴ఉంܿం ڴ
పޢలڕ ఉ޳హరణ ࡓంݡ ఆࡗफڿనࡽ పࡱޢ ఇకए డ ఒక ۨऴతం ఉం޴ ఎߩࡏ
వऴకతࡱ  సࠪనం వऴకతࡱ మ࡯ߗ ࠾ࡍరంڷ వऴకࡔఖࡱ ࣋ए छ ࡛ न ࠳న࣒ ࣋ए छ  2xy b x y ڴసࠪనం ޜ ࡛
ఉంܼ࠼
, అ࢑ ఖండన ࠉం࢓޶ వదभ ࠬڕ కࣆߧߖफߕऒ ࡽనڿफࡗఆ  ࠼
ۨऴతం గށతࢡवࣃफ ఖۨऐ ࡮ۧ  ࡱకృతజथత ړߖ త࠳న޴ మ࠾ࡍ ఈ ۨऴߖޑऒ  ంۨన޴ం߰ࡐ 
గށత ࢡवసफ ࢑࠙గం ޳࢑ङ ࡍ ब ఆ޴తङ
మࣜశछ ఇకए  ړࡍ డ ߕ  కృతజथత࡯ޘ ࡱయܑ࠻లڕߘంܿߕऒ .ߘ

త޶ప޴ࡍ సࡔ, సంړ ऱషद ࢩ࢑ ऱషణ ߘంݟ మࡖక ఉ޳హరణߘ  d 
రछߖ ࡹ న࣒࠳    ం޳ంڕࣆޓ ۨంచబݟన ఒక ఫంࣾڕࣆޓ ߖ ߤం޳ం .c 0

ఈ ఫంࣾߤ అం݄ ఏࠫܽ ړ z f z
సࠪనం   ప ऱ࣒  1 ఈ ఫంࣾ࠴ ߤతफం ࠬద ߖరछ ۨంచబݟం޴   సంړ ऱషद࠳న సమతలం 0z z 
వదभ తపओ  అߖ ޴రछ ۨంచబడనߩओ फޑవృ ݡ ऒߖ ࡍڷ  फంۨనߩओ भ޳۫ ޾ంޔڷࡏఏࠫ జ ݡ ం  ప ऱ࣒  z r cos t ir

 బܽदsine tڒ
వృతफం  ప ࡹ ߤ࠳ݨ ऱ࣒ ࡍڷ ߖ ߤ࣌  फంచడం ࡍڷంۨ మనం ఆࣆۨࡹफߕऒ మࡏڷ ߖफం۪ڝంݟ  z r cos t ir t 
झڡం߭ऱڒ
సంఖङ ठࡌఆ ࡱ ړసం ࠾ࡍమ ࠼ఉంܼ ڴࡱ ݋ం࠼ߦ ࡹ ߤऱ߮ ߤ ऱషद సంఖङ ల ࡅకए  ఈ ڣࡔగށత  ऴߖޒߦధङ ం 
ࣆࡱޘ ڴࠈ ڕࠬ
ړసం   ߘߝ బܽदڒ ऱషद సంఖङ z ߖ  r cos t comma

రవ۪ऐࠪ ࠾ࡍమ ߘ࢑ంచగల࠙ ڴ एࡍస ߘऴ݄࣒ ల ࡏࠬ బܽदڒ  ఒకr sine t ߖࡹ ߤ࠳ݨ  ࡏޑ޶ం߰ ࡽ t z 
సࡍए ,ࡽ

కएࡅ కएࡅ ,޴ంޔڷࡏఏࠫ జ ړ   అం݄ ఏࠫܽ పऱ࣒ ఏࠫ f z ڕఖࡔऴతం వऴకۨ ߤ࣌  r cost f ir t 
జޔڷࡏం޴,
ఈ ۨऴత వऴకతలߘ అర बం ڝࣆۯవడం ఒక ߠ࢑దభࡍత࠳న ࢐ङ भ޳۫ ߖమం అ࠻ ం ڒబܽद అޙ࠼ z r cos z 
కएࡅ  అం݄ ఏࠫܽ  f t
 ప ऱ࣒ ఆ߯  ప ߤ࣌  ऱ࣒ ప  ߤ࣌  ऱ࣒ కएࡅ 1   అం݄ ఏࠫܽ  ir t z r cos t ir t f r cos

ړసం ࡏࠬ ߯ ऱషद సంࡆగం ޳ࡶ ࣔరంߖ ఉపڵࡆంۧ࡯t plus ir sine t 
మ࢑ ࠾ࡍషߖ࠻ऒ ప  ࡏࠬ ࠾ࡍమ ࡯࠻ऴ࢐ ڵࡍޒ  ऱ࣒    rࡏޑ޶ం߰ ߖ1 

 బܽद ఈ 1.tڒ ޴ఉంܿం ޕࡏࠪ
.1 ޴फంࣆۨࣇ ߖߖ޻ 42
42
అ޵ ޴ߝర डవృޑफ .1 ޴फంࣆۨࣇ ߖ ట࡛ࠬࡌߦ రڒ
42
ర޵ डవృޑफ ऒߖࡌڒ ర޵ ߤ࣌ ࠪڒ ࣒ڒ ,޴फంࣆۨࣇ  डవృޑफ    t b tࡔరం సڒ
ర޵ , डవృޑफ కएࡅ ర అࣾంڒ  ऴప߄న అࣾం ఏ޴?   ప ऱ࣒  1 ࠬద అం݄ ࣊ࠬ-࠳న࡛ అࣾం ࠳న࣒r r r 
1 అం݄ ڒబܽद ఇ࠲-ࠬ࣊ ޴జ࡛ అࣾం  ప ऱ࣒  1 ࠬద మ࠳-ࠬ࣊ ࠾ࡍన࡛ అࣾం ࠳న࣒ 1 ࠬదr r r r 

ఉనऒ ޜ ర޵  डవృޑफ తత r bࡎ࢑ప ࠾ࡍన࡛ అࣾం మ࠳-ࠬ࣊ జ࡛ అࣾం࠲-  రంڒ
࣋ए छ ࡛ न 1 ࠳న࣒ ఇ ࣋ए छ ࡛ न ఓڒ ښబܽद ࠬ޵ ࡏర डవృతफం ࡅకए  ࢑పࡎతతߘ గށంచవ۪ऐ  ఈ ޵ర डవృతफం ࡅకए  
బలం
ఎంత, ڒబܽद ޵ర डవృޑफ కएࡅ రంڒ ऒߕࣆ ࠪڒ ޴ఏࠫܽ ఇ ࣒ࣄࠂ   మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ߕࣆ ࠪڒऒae  ae 
అޙ࠼ అం݄ ఏࠫܽ ࡏڷफం۪ړ  ࡯࢐ڝ సࠪనం 1 ࠳న࣒ ఇ ࣋ए छ ࡛ न ڒబܽद ࣋ए छ ࡛ न ae b sq uared a  e
࣋ए छ ࡛ न ࣋ए छ ࡛ न ࠳న࣒ ࠉ ࣋ए छ ࡛ అޙ࠼ ఏ޴    ప ऱ࣒  1 ߯ అం݄ ఏࠫܽ ࠳న࣒ 1 ࠬద ar r br r
బܽद ࣋एڒ छ ࡛ न ࠳న࣒ ࠉ ࣋ए छ ࡛ न అం݄ 4.
బܽद ࣋एڒ  छ ࡛ न ࣋ए छ ࡛ न 4 ڒబܽद a  e ae 2.
బܽद fociڒ 
ర޵ ޳ࡶ डవృతफం 2 0 ࠪڒ మ࠳ ࠾ࡍన࣒ 2 0 ࠪڒ.
 ఇ࡮ۧ ޴ ఆసړ फకరంڴ ఉంܿం޴, ఎం޶కం݄

కएࡅ నపओ࠳వ ఏࡱ࢑  ऒߖల ܘ࠲ఈ ఇ ࡏࠬ ,ڔܽ ంܽڔ ఒߖ ښ ߰ం޵ ࡏޑ޶ర डవృޑफ r foci ࡱఖࡔరం  వऴకڒ r 
.࠼ఉంܼ ޕࡏࠪ
ࡏࠬ 
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ఏڔకృత వృޑफ ల సߖࣔ࠮ऒ  ߰ందడం వలన ࠬ࠴ ࡏతफం   ښంऴ޵కృత వృޑफ లߘ ߰ంࡏޑ޶,
అޙ࠼ ఈ ޵ర डవృޑफ ऒߖఅ ࡱࡌڒ ర޵  डవృޑफ ర޵ ఈ ޙ࠼అ ,࠼ఉంܼ ڴࡱ डవృޑफ ऒߗలࡌڒ  ఒߖ ښ కڵ࡯ foci
ఉంܼߠڒ ߖ࢐ܽ ,࠼औ క޵ ࡽర डవృޑफ ,ࡏఅంܼ ࡱ
అవߗऒ  ఒ࣒ࣄࠂ ښ కڵ࡯ ఉంܼڒ ࠼బܽद ఈ ఫంࣾࡅ ߤకए  1.z 

న  ప࠳సࠪన ړ ऱ࣒ f z   41ߖ1  z 
ఫంࣾߤ అంܼڒ ࡏబܽद ఫంࣾߤ వృޑफ లߘzukowski zukowski 
ఫంࣾߤ  అڕࣆޓ ߖం݄, ࠬ࠮ ࡏలం వదभ ఉనऒ  వృޑफ ऒߖ  వࡍ पంచߖݞऒ   ం݄, zukowski z z  zڕࣆޓ  

కएࡅ  ۨऴతం f
ర޵ डవృޑफ ऒߖ  ऴ݄࣒ ࣆۯफం޵ ߗڒ  ޴ర डవృޑफ ప  ߖࡹరంڒ ऱ࣒ ऒߕࣆ ࠪڒ ݡంࡓ  న࣒࠳   బܽदfociڒ 
झ࢒ڝ܌ ߖܽ࢒ ए ర޵  डవృޑफ ࢐ङ న ఒకࣄۯ సంڝ ࠬ ߘߝ ݭ࠼సऱ ࡍప޶బܽद తڒ ࡏఅంܼ ࡱ ޴మం, ఇ࠻
एࣅ ࢟ڝ܌ ర޵    डవృޑफ కएࡅ లࡌڒ రߖ ߖࣄࠂ  प࠼ంచడం ڝసం అࠪڒ  ࢑  మ࠳ ࠾ࡍన࣒  2ࠪڒ 0 2
0.
కएࡅ సంڝ వࡱ࢑ ఒక ߖయۯ ࡏࠬ   ఒక ऴపޙङ క ࡱ࢑వ ڝసం  ޵ర डవృޑफ ऒߖࡌڒ  ߰ందంݟ  ܿ ఇߖऔ  r ڡ݄ ܾߖ
అऴࡔ 
ధߕతघ క ړ࠻झ -x ࡔ ఈ ࡏࠬ బܽदڒ ޴फంࣆۯ ࡏ࠻త ߘܼޓ  ࡽڵం࠻ ޜ ࣒ t
పऱ࣒ ܼޓ ߤ࣌ڜ  ఇړ ܼޓ ߤ࣌ ޴ సࠪనం ܼޓ ࣒ڒ పऱ࣒  వదभz t i ܼޓ ߤ࣌ 
అߘ 0 ޴ߝంޕࡏࠪ ݟ ఉంܿం޴  ఇߖऔ కएࡅ ߘߝ బܽदڒ ޴ఉంܿం ڴबరంࣄ ܼޓ ࠾ࡍమ ړܾߖ  ఇܘ࠲ z 

ऒߕంܿڕߘలߕھߘక ߖ బܽद fڒ ߘ z
కएࡅ   ప ऱ࣒  1 అޔ࢓ం޴ మޕࡏࠪ ࠾ࡍ ఉంܿం޴ మܼޓ ࠾ࡍ ۨऴతంf z z t 
వऴకࡔఖࡱ ࣝప࡛ ڴ ࣒࡮ࠓ ఉంܼ࢒ڝ܌ ߖ࢐ܽ  ࠼झ ए  ࣝప࡛ ࣒࡮ࠓ అߧ ߖలవంݟ, ఈ
एࣅ ࢟ڝ܊  ࣝప࡛ ߠ ࣒࡮ࠓ ఊࣕంచడం ڝసం ࡱ ܘࡕ   అࠪڒ  ࢑  మ࠳ ࠾ࡍన࣒  ࠪڒp  2 0 2
0 అ࠼ޑ࢓.
 ࣝప࡛ ݞږ ࡱ࡮ࠓ కߠऔ కڴ ࡽ ఉంܼ࠼ మ࠾ࡍ అ޵   ࢑ర डవృޑफ झڡߖڝ బܽदڒ ࠼ఉంܼ ߝڴࡍ޴ࠪ లࡌڒ  
కएࡅ తफం࠴ 
झڡߖڝ ంబంܿڕ కएࡅ  औߠڒ  కࡽ ߷ङ .޴फంࣆߧ۫ ߖఅ ࡰࠫ

ర޵ डవృޑफ  zukowskiߘ ࠹సदࣄ ࡽనڿफࡗఖల ఆࡔఉࣣ వऴక ࠭࠲ ऱࢁమ ڴ ࡽనڿफࡗఆ ࡱ
కߕھߘऒ ऒߕھߘక ߘఖలࡔల వऴకࠈంܿڕ ݡంࡓ ࡏࠬ  ࠭ ర޵ ࡏ डవృޑफ ంబంܿڕ రڒ
మ࠾ࡍ ࣝప࡛ ࡮ࠓల ܿڕంబం  ऴప޵ ޒర डవృޑफ ޴फంࣆۯ ݋క ڴ ࡽనڿफࡗఆ ߘ࡮ࠓ ప࡛ࣝ ޒऴప ࡹరంڒ
మనڕ  ఒక జత ఆࡗफڿనࡽ పࡱޢ ఎంڕ޶ ఉߕऒ ړఆస ڕ޶ఎం ޴ఇ ޳ࡶ ࠼ फకర࠳న޴  ఇ࡮ۧ ޴ ࠭ఖङ ,޴న࠳
ఎం޶కం݄ ܉ङ ఖङ࠭ ޴ఇ ޴ఉం ڴఅందం ޒࠫ ం ఎం޶కం݄ ࢒ڝ܌झ ए ߖߖ޵ 
ఎࡽ࠼߷ ࡛࠼ ల ࡌߖघ ణంࡹ ఉపڵࡆంۧڒ ࡏబܽद ఏࡗ ओ࣋ ࣒  ఇంజࡍߗంړ ۃ అߧऱښషࡱ ߤ ఉߕऒ ࠼
మࠗࢗ ڕࠬ ߘߝ ࠾ࡍ ࣌ ࡍߖ సంڝ ݋ भషद   ࡯ంߖ ڡ
ఇ ऐۧ ఇకए ,ߘ డ ࠬ޳ ࣃߕ ࡏछ ڻ ࡌ ऱߤ పࢬࡍధన ޳छ ऒߖߕకథ ࡌ  కھߘనవ۪ऐ   ऴపࡆగࢡల ఇకए డ ࠬࡏ 
झ࢒ڝ܊ ए  ఎࡽ࠼߷ ࡛࠼ ల ࡌߖघ ణంߖ޵ ࡹऒ  ఎ࡮ ఉపڵࡆంۧࡏ అ࢑ ߝవࡌలࡏࠬ ߘ కھߘనగలࡏ.
 
एࣅ  ఫంࣾߖ ߤ
ఏࡗ ओ࣋ ࣒   ఇంజࡍߗంڕڒ ۃంࠚ ࡮ۧ ݞనऒ అనछ ݞږ ࡹ नࡽ߹ న࠳ ంచవ۪ऐ࠼  మ࠾ࡍ
అ޴ త޶పࡍ సऱࡹ ݭ࠼ ఉంܿంړߖ޳ ߘߝ ߗڒ ,޴ వۯऐ  ࠭ంڒ ߘߝ ޶ం߭ऱڡझ  ఫంࣾޣ ߤయߘ ࡎంݟ మࡖక 
࢐ङ ऒߖࠪ࠻  మࢁऱ ۫డߕޔࠓऒ .ߘ
 
నऒࠚ࢑ చకए ࡮ۧ ڕవర ݟంߘ ݟంߘ ߤన ఫంࣾ࠳ ए࣋ ߤఫంࣾ ߖ छ ࡛ न ړ సࠪన࠳న ޳छ  f c c z z f ࡌ
ఇవछ బݟం࠼ߦ  ޴ంڷ ࠪڒ 0 ݋ంޔࢂࢗ ݞనऒ  ఒక ऀޒజ సࠪంతర ࡔఖc 
ప  ړ సࠪనం ߘߝ బܽदڒ ऱ࣒  ఐڕࣆޓ ߖࣅం݄ అ޴ z t z
࣋ए छ ࡛ न ࠳న࣒ ࣋ए छ ࡛ न ప ऱ࣒  అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ࠪࡍనߩओ  ఈ ऴ݄࣒ ఏࠫܽc 2i dc   z 20 ݡ
औߖన࣒ ఇ࠳ పऱ࣒ ݟంߘ ܾߖ  ఇߖऔ ఖ ࣋एࡔవऴక   ޴ంޔڷࡏఏࠫ జ ڕవర ܾߖ छ ࡛ न ࠳న࣒ ࣋ए छ ࡛ न ࠪڒ t c 2tc
అ࣒࡮ࠒࡌߦ ࢑ ఈ ࡅ ࡮ࠒࡌߦకए ޳ఉంܿం ݟరప߄క࣒ ఆࠂ ఈ ࠾ࡍమ ߖھߘక ߘ క࣒ࠂ 
అࡏࠬ ߖ ఆࢢంۯ  సࠪ߄నం ޶ࡶ మ࠾ࡍ అ޴ ఒక కߠऔ కࡽ ߷ङ ࣒࡮ࠒࡌߦ  ޴ంޔ࢓అ ࡰࠫ
ओߩఇ  మన࢑ ߗڒ ఖలࡔ జ సࠪంతరޒऀ ࠭࠲ ݟంచం߅ࢬࡍప ݡ
ۨऴߖޑऒ ऒߕफࣆޓ  ऒߖޑఖల ۨऴࡔ ࢓ࡱߖ  ࠭ भ޳۫  ం అ࢐ ڼ࡮సफవ సంఖङ ల߯ రߤ అ࠼నߩओ  tݡ
 ప ऱ࣒  అڷ 0 ࠪڒ ޴ంޔࢂࢗ ݞనऒ .ఖࡔ ࢓ࡱߖ 
ం݄  ఒక పڕࣆޓ ߘߝ బܽदڒ  ऱ࣒  సࠪనంz ړ 
ఇ޴ ࣋ए छ ࡛ न ࠳న࣒ ࣋ए छ ࡛ न ప ऱ࣒ ठङࡏబܽद ఆڒ   z t 2 iatڴ ݋ం࠼ߦ ఒక ࡹ ߤऱ߮ ݋ం࠱
ए࣋ ࠭࠲ छ ࡛ न ࠳న࣒ ࣋ए छ ࡛ न ࣆ۫ ߖ280 ࠪڒफߕऒ ࠭ ఇࠫࡌߦ ڕ࡮ࠒࡌߦ ޴టܑࡕషڝ  ߤసంt 
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కएࡅ ࡮ࠒࡌߦ ఈ ࡮ࠒࡌߦ ऱ ఈࢁమ ࡮ࠒࡌߦ  ޴పం ఉంࡐ ڡऴܽ࠱ࡌߦ ߖھߘక ߖ క࣒ࠂ 
మ࠾ࡍ ఈ ࡮ࠒࡌߦ ఒక   త޶ప࢐ ࡍङ  ݟంచం࡯ࢣࡍప ޾ࡶ ޾ఉం ݟరప߄మం߯ ఆ࠻

 ࢐ङ కएࡅ మం࠻ ࢐ङ  ࣒࡮ࠒࡌߦ  కएࡅ మం࠻ ऱ మనం 19ࢁమ ڴ ࡽనڿफࡗఆ  ࠼ంۧࡍफޒక ߘ ࣒࡮ࠒࡌߦ  20
ఒక జత ఆࡗफڿనࡽ
పޢలࣃ۫ ߘफ ओߩబܽद ఇڒ ࠭ .࠭޳ం߰ ݡ࠮ మనం ݡ
झڡం߭ऱڒ   ఫంࣾޣ ߤయߘ ࡎంݟ ఉ޳హరణ࠭࠲ ࡱ
झڡం߭ऱڒ  ఫంࣾޣ ߤయߘ ࡎంݟ ఎ࡮ంܽ ޚࡹన ఆࡹచనలߘ ఉపڵࡆంచ࠭ ڒం߭ऱڡझ కएࡅ ࡽࠋయࡍ࢘    
ఫంࣾనऱ ޳ࣄम ంతం
గށతంޚࡹ ࡹన ࢡఖ ࠭࠲ ߗڒ ఏ ߖ ఉపڵࡆంచడం ࠭࠲  ޶ࡶo 
ఉనऒ ࡹ లబ࣒ࣄ   ࠬ ऒߕफࣆ۫ ࠲ऴతࠪ ߖ࢐ܽ  ࠭ అం݄ సంړ ऱషद సంఖङ ߘ
ఎ࡮ వࡎ ठకࡍంۧ࡯  ప ऱ࣒  బܽदz zڒ ࣆࡱޘ ڔࡍఅంద ࡹంۧށగ ࡮ఎ ߖ1 
సంړ ऱషद ڷణڒరం మ࠾ࡍ సంړ ऱషद ࢑భజన ࡅకए  ఈ ऴߦథࠫక ఆࡹచనలߘ ఉపڵࡆంచడం ޳छ ࠭࠲  ࡌ
ఆࡗफڿనࡽ పޢల ࡅకए ओߩఇ ,ࡔస ࠭޳ం߰ ߘహరణల޳న ఉ࠳అంద ݡ࠮  ऒߖޑమనం ۨऴ ݡ भ޳۫  ం
మࢁऱ ఆ޴తङ  ఈ ۨऴޑల߰ࡐ ߘం޴ంۧࡏࠬ ࡏ ఎ࡮ࠒࡌߦ ߩࡏలߘ
మߗ  ࠾ࡍలం ࡮ࠒࡌߦలࡏࠬ ߘ ۫࣋ గߖޑށऒ  ఉపڵࡆంۨ   ߖ࢐ܽ ఖంࣆݟफనऒ ऱܿ ࠬࡏ ۫డవ۪ऐ  ऴపޒ 
ޒఖ ऴపࡔవऴక ࡯ߗ
ఎߩࡏ వऴకࡔఖߘ కࣆࡱफం޴  ఖండన ࠉం࢓޶ ఖండన ڝణం 90 ݟऴڒ ࡱڶబܽद దయࣄۯ
ऒߖ޵ ऒޒऴపయ ࡔࠬ  ంచంߖ޵ ,ݟऒ ओߩఇ ,޴ఉం ڴతంࡍదభߠ࢑ ࡮ۧ యడంۯ  ݡ
झ࢒ڝ܌ ए  ఫంࣾࡅ ߤకए  ߤషښऱߧన అࣄۯ भనంڴ࢐ 
ఖڿళ ࢡवసफం ఖڿళ ڡߖڒ࠱झ  ࣋వ࢒ڝ܌ ࡹझ ए  ఫంࣾߤ వࣆफం޴ మ࠾ࡍ ఇకए డ ࡮ۧ ࠭࠲ అంద࠳న 
म޳ࣄ ంړߖޑ వ ऐۧ ࠭
म޳ࣄ ߤ࡯ࠓ ంతం అࣃࡱߧ ߖफ .޴ܽߕ 1911 ޴ఇ ,ࡏ
झ࢒ڝ܌  ए  ఫంࣾߤ  అߩۮ ߖओ  f޴నڵదڝ
ఖڿళ ڡߖڒ࠱झ झ࢒ڝ܌ ఆ ࠾ࡍమ ࡱ ߤషښऱߧఅ ߖࡹ  ए ర޵  डవృޑफ  indsࡱ࡮ࠓ ప࡛ࣝ ࠾ࡍమ ࡱ
म޳ࣄ ߤ࡯ࠓ ంతం ࡅకए फࣃߧߖక ࡹ࢓܌ࡏ  వۨऐ ڴరణంڒ ߤలࠓ ޴ఇ ,࠼ న ߦత ఫ࡯తం

࣋ए छ ࡛ न ڕ సࠪన࠳న ࠪङ छ޳ ఈ సࠬకరణం ߘలހऴగࣔల చలన సࠬకర ߵ  w f d 2 w ,.޴फంࣆࡏࠪ ࡌ
  ࣋ए छ ࡛ न
 ప ऱ࣒  సࠪనం.w ړ0 
 ఈ అవకలన సࠬకరణం 

ए࣋ࡎ ޴ఇ ,޶ڒ జ సమయంߖ म޳ࣄ ߤ࡯ࠓ ,޶ڒ న సమయంݟయబۯ ࡽ ంతం ࡅకए झ࢒ڝజ  ࡹ࢓܌ࡏ  ए  s  
ࠪङ झ࢒ڝ܉ ࠾ࡍమ ߵ ए  ఎ࡯ झ߭ ࣒ ߹చ࡛
म޳ࣄ ߤ࡯ࠓ ంతం ޜࠋۮం޴.
సओ ࡮ۧ  షद࠳న
ړసం ࡮ۧ ޴ంతరం  ఇߦࡐ ऱషद࠳న అవకలన సࠬకరހల వङ వసबࣆࡏࠪ ߘफం޴, అࡏࣇ ࢑ङ ۪ ߖ द݀
ఉనऒ  ऴగࣔల చలߖߕऒ ङࡏࣇ ࡱހఅవకలన  సࠬకర ۯంޒయంऴߖ  ల సమసङࡌࡎశ ݡంࡓ ړߖ
మ࠾ࡍ  ऴగహం ښవలం ఈ ࡓంݡ శࡌࡎలߖ ߘయంऴޒంۯ   అవకలన సࠬకరణ వङ వసब
ङࡏࣇ ۪ ߖ द݀  ఉనऒ  ఒక ऴగࣔߖऒ  ఈ అࠪయకంڴ కߧߖంۯ అవకలన
సࠬకరణంڴ ࠪరऐ వ۪ऐ .
  అߤ࠻ ऴగࣔల చలనం మ࠾ࡍ ఈ అవకలన సࠬకరణం ࡅకए  పހࡍమం
ङߙ ړߖ܉ߖ టࡿࢗ ڵࡍޒ ړ ߤफ ࢩ࢑ ంۨన޴అం ڕమన ߗڒ ࠼ ऱషހతघ క ࡐపం
కएࡅ ऴగహ చలనం ߖڕం۪ڵࡆఉప ڴలభంࣆ ߘచనࡹఈ ఆ ࡏࠬ  ޴ఉం ڴరణంڒ ߤ࡯ࠓ పऱ࡛ڙ  కएࡅ 
ऒߖయࠪߖ దܽ࠴ ంచవ۪ऐߧࡐߖ  .
  ऴగࣔࡏࣇ ࡱङ ۪ ߖ द݀
ర޵ डవృޑफ ర  కࣾङڒ ङࡏࣇ ࡹ ۪ ߖ द݀  పࡍऴభࠫࣃफ ఈ ࡏࠬ ,లభంࣆ ࡮ۧ రణంڒ ߝఅ ࠼
సࠬకరߖހऒ ए࣋ ࠑ  छ ࡛ न ప ऱ࣒ ऒߕࣆ  షएࡍప ڴసࠪనం ړ ంచవ۪ऐࡍ  బܽद మనం ఈ అవకలన d2 w ds wڒ   
సࠬకరߖހऒ

छ޳ छ޳ ࡌ షएࡍప ࡌ ए࣋  ࡯ంۧࡍ छ ࡛ न ప ऱ࣒  సࠪనం.d2 w ds w ړ0 
 ఇߩओ ړసం ޴ߝఅ ࡏࠬ ݡ ऱషद సంఖङ  అࣃ۫ ߖफ  ࢐సफవw ޴ఇ ,ࡏ
࠙గం ߖ కڵ࡯ ఉం޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ ఊࣔజߖత ࠙గం ߖ కڵ࡯ ఉంڒ ޴బܽद ఈ సࠬకరణం ߖజంࡓ ڴంݡ x y  
సࠬకరࠑ ࡱހd 2 x 

࣋ए छ ࡛ न ప ऱ࣒ छ޳  ए࣋  ࡌ छ ࡛ न ప ऱ࣒  సࠪనంds x 0 d 2 y ds y ړ0 
घࡗࣔ రణ߄ࣃ , కएࡅ కల࡯కద ڡߖ ऒߕఉ ࡱހసࠬకర ݡంࡓ  కएࡅ ڴరణం߄ࣃ ࡏࠬ ,࠼  s ڴ ߤ࣌ 
ఉండܼړߖ

వ۪ऐڝࣆޓ ߖ .x
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࠭࠲ 
కएࡅ  ߰ంࡅ  ࡯޳కए పऱ࣒ ߤ࣌ڜ  छ޳ ߖ޵ ,సࠪనం ړ ࠆఆ ߤ࣌   s w  s ib s ߖపథం ఏࠫܽ అ ࡱఅస ࡌ

ݟంڝफం۪ࡏڷ
࣋ए छ ࡍఆڝ నࡷఅస ݟంڝफం۪ࡏڷ ߖఅ ߤన ఫంࣾ࠳సࠪన ړ ࡛ न݋ߝ అ޴ߝw w f zz 

ऴగహం ࡅకए  కࠉ ࡶ޴ంࡅ ࢓޶కए  కࠉ ࡶ޴ం࢓޶  అࣿంڒ ࡱࢡబܽद అޔ࢓ం޴  ࣋ए छ ࡛ न ڒబܽदz w 
కएࡅ  ऴగహం ࡅకए बࣃ  నం ࣋ए छ ࡛ न ࡅకए  అޔ࢓ం޴, ఇ޴ ࣋ए छ ࡛ न ࣒ڒ ࣋ए छ ࡛ न ࠳న࣒ ࣋ए छ ࡛ न ࣌ߤs z s w s b 

࣋ए छ ࡛ न  ప ऱ࣒s 
2 అࠉ ࣌న࣒ ڒరణమޔ࢓ంڒ ޴బܽद ఇߩओ కएࡅ ࡏࠬ ݡ  ࢐సफవ ࠙ߖڴऒ  మࡅ ࠾ࡍకए  ఊࣔతघ క z z 
ऒߖڴ࠙
छࡌత ࡱ ߤ࣌ڜ ࠾ࡍమ ࡱޑښफ  సం࣋࢘ࣄޓ త మనం ఏࠫ ۫ࣃफ ࠭ ఇ޴
ర޵ डవృޑफ కएࡅ రంڒ ऒߖڴ࠙ ࢐సफవ ఈ ڕహరణ޳బܽद ఉڒ సࠬకరణం ڡऴܽ࠱ࡌߦ  కएࡅ   అߖ x x 
फࣃࡱߧ ࠭, ఊࣔతघ క
ऒߖڴ࠙ కएࡅ   అࣃࡱߧ ߖफ ࠭ మ޵ ࠾ࡍర डవృޑफ కएࡅ రంڒ  ఈ సࠬకరణం ఏࠫܽ? ࡅ ߤ࣌ڜకए  s yߤ࣌ڜ 
దట ࣋ए࠴ छ ࡛ न అߤ࣌ڜ ߖ పరంڴ ऴ࢐యంݟ ࣋ए छ ࡛ न పరంߤ࣌ڜ ڴ ࣌న࣒cos s 2s sine s 2s 2 
ए࣋ ڴపరం ߤ࣌ ࡱހరڒ छ ࡛ न  ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ न 1ړ సࠪన࠳న2s sine 2s cos 2s 
సࠬకరߖހऒ  ఉపࣃڵࡆफ ऒߖހఈ సࠬకర ࡏࠬ ࠾ࡍమ ࠼  ߰ంࡏޑ޶  మ࠾ࡍ సࠬకరణం  ࠬ࠳ ࡏన࣒ 2x 
ఒక ࣋ए छ ࡛ न ࠳న࣒ ࠉ ࣋ए छ ࡛ न ߘ
ఒక ࣋ए छ ࡛ न ప ऱ࣒ ए࣋ ࠉ  छ ऒߖݞంచڵ࠙ ޜ ࡛ फࣃ۫  తफం ࣋ए࠴  ࡏ छ ࡛ न ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ न ࣋ए छ ࡛ न ࠉ ࣋ए छ ࡛ नy 

ర޵ ޴సࠪనం ఇ ړ डవృޑफ 1޴ఇ ,޴ఉంܿం ࡹ ߤ܊ࡍఒకܽ ఆ ࡹܽ࢒ రڒ foci   
సమనछ యంࣆ ࡮ۧ ࡹలభ࠳న ࢐ङ ङ܉  మం࠻ ऒߖ޵ ࠾ࡍమ ޒࠫ మघࠫ ߘߝ ߖయమۯ  ऒ࡯ ऒߕޔࡏڝ   ߘ
ఇకए ࠭࠲ బܽदڒ డ ఏࠫ ߧࡐߖంۧ࠭ 

కएࡅ ర޵ న   సࠬకరణం޴ంۮ ంతరంߦࡐ  डవృޑफ  రం, wڒ
అޙ࠼  సࠬకరణం సࠬకరణం మ޵ ࠾ࡍర डవృޑफ ర వరڒ पం ࡅకए  వర ठమߧࡐߖ ߖంచߤ࡯ࠓ ړߖݞ z w 
म޳ࣄ ంߖޑऒ  ఉపڵࡆంۧ࠭  మࡖక ޵ర डవృతफం
కएࡅ బܽदڒ ޴లం వదभ ఉం࠮ दࢳదృ ߖ޵ बࣃ  నం   ࠮లం వదभ ఒక దృࢳद޵ ޜర डవృతफంz 
అం݄ ڙపऱ࡛ కएࡅ  बࣃ యమంߖ దܽ࠴  म޳ࣄ ߤ࡯ࠓ ,ࡔస ޴ంݟంచబߧ ంతం అవకలన సࠬకరހల߯ ޳ࣄम ంతం 
అ࠼నపओ ڔܽ
ఇకए ߖߖ޳ ࠭࠲ డ ߧࡐߖంచ࠭ࡶ ఎం޶కం݄ ఇߖ  ޴జంࣄ ڴలబ࣒ ߗڒ ޶ࡶ ࡹ 
అవకలన సࠬకరހల ޳ࣄम ంతం బయటࢀࢗ ڕऱ
फࣃवࢡ కޒࠥ ల ࠥޒక ఖڿళ ࢡवసफం ࡗڒदऴగ߹ ఏࡗ ओ࣋ ࣒
ఇం࢑࢑ ߖࡹ ߤ܊ధ ࠙ڴలڕࡏۯ ڕంܿందߦۮ ڕࠬ ߘߝ ߖओ లڕߘంܿߕऒ  ఈ eering ࠾ࡍమ  ߘ
म޳ࣄ ంతం ߙङ టړ ߤ ࠭ంࣆࡱޘ ޻ మ࠾ࡍ ఇ޴ ఆకర लణ ࡅకए  దछ ందछ  ޴ంޔࢂࢗ ޜࡏ߮  ࡱయࠪߖ 
మ࠾ࡍ
ఈ దछ ందछ  ఆకర लణల ߖయࠪࢩ࢑ ࡱ ऱషހతघ క ࡐపంࡹ అర बం ఏࠫ݇ ߘߝ
࢑వࡍంచߘ  ఈ ޳ࣄम ంతం ڒ ߤ࡯ࠓరణంڴ ఏరओ एࡖ߮ ࠭࠲ ߖందݟ ऒߕ ࠭.
ڕࠬ ߘߝ ࡱ ݭ࠼సऱ ݡంࡓ 
झߤࡓఫࡓ ݡంࡓ ఇవछ ࡱ  ऒߕޔࠓ झߤࡓఫࡓ ݡంࡓ ఈ ࠾ࡍమ ߘ సद࡛ࠪ ݋ڼऴ ࡱ  झ  ఒకܽ ࡹ࢐ܽ  ࡱڒసफߩ నࣄࡌ 
పओھ
గށత ࢡवసफ܌थݡ మ࠾ࡍ మࡖకܽ ھపओ वసफ࢘ࢡ కޒࠥ  తफ ࠴దܽ޴ ఆࡌऒ  viߘन అతࡽ

అߩ ߝసफߖڒऒ भࠈޑశ ݡంࡓ  ࠾ࡍమ ݡࢡࡌ  ల అనంతర  ڒలంࡹ huygens barrow newton and hulk  
ఖڿళ ࢡवసफంࡹ ఐߘ ࡗࠈ ڡ܉ంݟ ఆߖ߇క ఆ࢑షए రణల వరڵࣃ ڕన ఈ ۨనऒ फࣃवࢡ ళڿసफకం   ఖߩ  ऒߖ  అ࢑࠙ߘక 
झߤ࣌ ڡనࠫݧ ݟంߘ वసफంࢡ ऐࡍࠪ ڴ  ందߙ ߖङ ట߅ࣃ ߤంۨన ࢑జ࠻ల ࡍڷంۨ ࠪ ऱܼ డటం ޳छ  ఈ ࠭࠲ ࡌ
ఉపߕङ .ంۧ࠭ࠚరంߦऴ ߖށࢩల ऴࣃ
ङߙ-   ݡంࡓ శకం ߤయߖ݇
శࠈޑभ ల తࡌछ త ߙङ టࣇ ߤऴޑలߘ అߘసࡍంۨ ऴప࠻ణం   ࡛ړए కएࡅ ݭ࢓    ఆ࢑షए రణ ޳छ  g ࡌ
ओߩۮ న ࣏లభङڵదڝ ంޜ ࠭ంڕ޶
ऱ࣒߮࡮ ߤయ࡛ ࣌మߧ  ޴ంޔڷࣃ కएࡅ  घࣃ  రక  పࡱߘ మ࠾ࡍ aps in the rings   of Saturn  
ۨవర࠼ߦ ڴం࠼ߦ   ࡛ښం࡛ښ 
ఖڿళ ڡߖڒ࠱झ ࢑పऱ࢐తघ ࡹ  క࠳న ڜతफ  పదमࡱޔ   ఆߖ߇క ఖڿళ ڡߖڒ࠱झ అతङ ڕ  ంత ࠭ఖङ छ޳ ࡍڒన  సహ࠳ ࡌ
࢑వࡍంచబݞन  ࠼
फࣃండవ ऴపࡓ వన ࡽࠏߠ
ऴగࣖత చంऴద ࢹక࡛ ߙङ టߤ, అతߩ ߘసफڒ   ݡࢡࡌ ړߖڒమࡎ ߤడ࡛ ఇ޴
ఆڡझ  ఫ࡛ न ߖ࠿వࡍज ܾ ऴ࣒߭  ޳छ 1996.޴ంݟంచబࡍऴప۪ ࡌ
పओھ  एࣃ  ల࡛ ݟږ ޜ ߵࢳన ఈ పߖ కం݃ంޜ ݋ సమృ޴मڴ ఉం޴
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మࡍࢣ ࠾ࡍ लక ఉనऒ పओ రణ߄ࣃ ߗڒ   ޶చదవ ڴలభంࣆ ޴ఇ ڔܽ
ङߘࠪࣃ ݡڕఠߦ అర ߖఅ ݡ बం ޶ڒ అం݄   ޳࢑ङ ࡹలంڒఏక  ࡱबࡏ
గణన ࡏߝऐ ऐࡏߝ वసफంࢡకޒࠥ ࡏ࢐ ߝڕ ऒߕంܿڕ ऐࡏߝ ࡏ  ngࡏ࢐ दࣅवࠫڙ  ࡏంܼڕ
थ܉ࡍనంత పڵత ࡹवసफంࢡ తށగ ࠾ࡍवసफం మࢡ కޒࠥ నం కڵ࡯ ఉߕऒ ङ޳࢑ అܿవంܽ   ࡏ సफకంߩ సం ఈڝ बలࡏ
ऴ࢐యబݟం޴  ఈ ߩసफకం 600 ߮܋ల ߩసफకం మߘ 1 ܋߮ ࠾ࡍం600 ܋߮ ݟ వరڕ
చదవږడࡿࢗ ڴࡏߝ ࡏࠬ  ޶ऱ లࡏ߷ࣄ ڕࠬ ߘߝ ߖझ ऒߕफࣆۯ   ࠾ࡍమ 57 ܋߮  ߘ
ङߙ టࡅ ߤకए  చలన ߖయࠪࡱ మࣃ ߖ޳ ࠾ࡍరछ ऴޒక  ޑࡏڷछ కర लణ ߖయࠪలߘ ఉపڵࡆంۨ ڙపऱ࡛ छ޳  ࡌ
ऴగహ చలړߖߕ సంబం߅ంۨన ߖ  ݡ࠮యࠪల ࡅకए ࡍߪ  फ ࢓܌ࡏలࣃ۫ ࡏࠬ ߘफ ߖ޵ ,ࡏ
తࡌछ త ࠬࡏ 
ऴగࣔల ఆకర लణ ࡅకए  దछ ందछ ऐࡍచ ߘయࠪలߖ  ంۯ ఆరవ అ߄ङ ऒߖ߄బంߘఅ ړߖ࠻  చదవࢗ ړߖݞళ ऱవ۪ऐ .
 మࡏࠬ ࠾ࡍ అకए డ ޳ࣄ ߤ࡯ࠓम ంతం ࡅకए ߘ࢓܌ࡏ 
फࣃ۫ ݞږ పऱ࡛ڙ ࡏࠬ ఆ߯  ࡏ  సࠬకరణం మߙ ࠾ࡍङ టߤ ऴߖߧझ ఉనऒ ࡹ࠻ߧ ङ܉  తށజగࠊ   ߯ޒࠫ
म޳ࣄ ంతం߯   ఏడవ అ߄ङ ళࢗ ړߖ࠻ ऱవ۪ऐ .
 
ङߙ టࡅ ߤకए కएࡅ ࡹܐం࡮ګ࠳ ࠾ࡍమ ࢑߄࠲ 
ఇవछ ڴݡ࠮ నంబ࡛ ࠹ఐ݃ ࡹ ݭ࠼చన  ఈ సऱࣇ బݟం޴   చంऴదࢩఖ࡛ ߙङ టߤ రచనల࡮߱ ߘऐ f  ࡏ
ఉనऒ ޜ ۃంܽం࠼߭ ࡹܐం࡮ګ࠳  ऴߖߧझ కएࡅ ࡽ߭ۧ ߤदࣅࣄ ߖࡹܾࣄ  ߤ࢐ܽక ޳ࡶ ࠻ߧ ఖ࡛ࢩచంऴద ۃం࡯ࣅ 
అతङ ߖܽ࢒ ంత అ޼ࡏన సృజߕతघ కత ࣃब .ࡏంۧށగࡍప ڴࡱంۨన రచన߅సంబం ړ࠼
 ఈ ࢐ङ ऒߖࣃ ܿߦ ޜ࡯ࢪ న࠳హరߠమ ߖ޳ 
కం݃ంڝ ݋సం చదవమࡏ߷ࣄ ڕࠬ ߖझ ऒߕफࣆۯ  ࠭ ऴߖߧझ ए࣎߾ऴ ࠾ࡍమ ࠻ߧ ݢంࡓ   ࡱ
ࠪనవ సృజߕతघ కతڕ అޔङ నऒ త࠳న అߪరछ న  వङ࠳ ڔ फకరణࡍڷ ܽ࢒ ߘߝ ࡱంۨ మࡍంత 
పओۮ దల۪ߗڒ ,޶ࡶڝ
ఇ޴ ࠫమघ ऒ࡯  ఆకࡍ लంۨందߘߝ ߖ ఆࣆࢢफߕऒ ङߙ ߘ టߤ మ࡮ګ࠳ ࠾ࡍంܐ ߯ࡹܐండ࡛ ࢺక࡛ ࡅకए  ఈ 
࢐ङ ऒߖࣃ  చదవడం,
ఇߩओ కܐऴܼ ࡽనڿफࡗఆ ݡ दࡎలߖࡹ అవకలన సࠬకరހలڕ వ޳भ ం   మనڕ 
వऴకࡔఖల ࡅకए  ఒక ܿڕ ޒࠫࡌߦంߖࠈऒ  అం޴ంۧమߖ అڕߘం޳ం.c1 
 ఆࡗफڿనࡽ పߗڒ ࡱޢ ఇߩओ ߘߝ ݡ
కएࡅ ఖలࡔవऴక ڕࠬ  ఒక ࠬࡌߦట࡛ ܿڕంߖࠈऒ  ఇࣃफ మघࠫ ߘߝ ߖఅ ޳ఉం ߤڴफࡗఆ ࠾ࡍమ ߘ ऒ࡯  
అߕޔڷݡऒ al trajectory  ߘ
మ࠾ࡍ ఈ సమసङ అర ߘ बం ڝࣆۯవߖ޳ ړߖݞऒ  ఎ࡮ క࡯ߕھߘ వऴకࡔఖల వङ వసब 0c1  
న అవకలన సࠬకరణ  ప࠳సࠪన ړ ऱ࣒ ం.mdx ndy޳ంڕߘఅ ߖफందࣆޓࡍ޳ ړ 
ఖల వङࡔవऴక ޜ ట࡛ࠬࡌߦ  ࡏࠬ  వసबࡏࠬ ߘ ߰ం޴న ఉ޳హరణల࠭ࢡ۫ ࠭࠲ ߘ.c   
 
޴फంࣆసࠬకరణం వ ࡗమ ڕࠬ फ࣋ۯ ࡏ࢘
ల మధङހసࠬకర ݡంࡓ ࡏࠬ फࣃڵలޛ ߖ  cࡏࠬ ࠾ࡍమ ࡏ
ఆ రక࠳న అߝక ఉ޳హరణలࣄ۫ ߘన అవకలన సࠬకరߖހऒ  ߰ంڒ ,ࡏޑ޶బܽद ఇߩओ  ޴ఇ   ߘߝ ݡ
రߪ फ࠼ందߖ మڕࠬ ࠾ࡍ
న  ప࠳సࠪన ړ0 ऱ࣒  వۨऐ ందࣆ࢑࠙ ߖफߕऒ  dx ndy.ߘ
 
ఈ అవకలన సࠬకరణం 1.
43 అ޴ߝ  ఫ࣒द ఆర न࡛ కएࡅ ࠹సदࣄ   దశ వऴకతలڕ   అవకలన సࠬకరణం  అߘߝ ߖ ఇపओ  గత ڕࠬ ښܽ
ఉపߕङ సంߦۮ ࡹओ ߘ
ఈ ࠴దܽ ఆర न࡛ .సࠬకరణం 1 ࡱదశ వऴకత ߖ޵ అం݄ ఏࠫܽ ࠹సदࣄ 
43 సࠬకరణం
1.

छ޳ छ޳ ޜ ࡌ కࢗ న࣒࠳  సࠪనం ړ ࡌ द࡛ dx dt 43ڴ ݋ంܐంܼ ڕఖలࡔన࣒ వऴక࠳  ny dt m   nxyi mxyj 
ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఆࡗफڿనࡽ ऴܼܐక दࡱࡎ అసࡷన ړߖ޳ ఆࡗफڿనڴ ࡽ ఉంܼڒ ࠼బܽद
ࡱ द࡛ڒࢗ ݋ంܐంܼ ڕలޢప  ࡽనڿफࡗబܽद ఆڒ ޴ండవࡓ  ޴ంޔ࢓రణం అ߄ࣃ  ݋ంܐంܼ ݟంߘ దܽ࠴
తపओ ప  ڴࡍసߖ ऱ࣒  అ࠼ ఉం࡯ݞ, ఇకए డ   ࡓంࣄ ݡసद࠹ ల ܼంܐంࡱ ݋ ఒకڜߖ޳కܽ లంబంڴmi nj 
ఉంܼڒ ࠼బܽद ࠴దܽ ړߖ޳ ܼంܐంࡱ ݋ మࡖక߄ࣃ ړߖ޳రణం ڒబܽद ఆࡗफڿనࡽ
పࡱޢ  ఈ ࣄసदࡅ ࠹కए  దశ వऴకత޳ ࡱछ छ޳ ࠾ࡍసࠪనం మ  ࡌ బܽदdx dt m d dt nڒ సࠪనం ړ ࡌ
ఆࡗफڿనࡽ పޢల ڝసం అవకలన  సࠬకరణం ࠳న࣒ 0ړ సࠪనం.ndx mdy 
ఖల వङࡔబܽद వऴకڒ  వసब ఇۨऐ నߩओ  c1ݡ
మనం అవకలన సࠬకరߖހऒ  ߰ం࠭ޑ޶   ఆ߯ ఇతࡏల ޳छ .࠭ޑ޶ం߰ ߘలࢡం޳ࠡ ࡽనڿफࡗఆ ࡌ
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ఇవछ   ݟంߘ ڕమన ڴ޶బܽद ࠭ంڒ బޔݡంڝ ࠭࠲ ,޴సం అవకలన సࠬకరߖހऒc1 c1 c1 
߰ం࠭ޑ޶, ఆ߯ ڝ ࠭࠲సం అవకలన   సࠬకరߖހऒ  ߰ం࠭ޑ޶ మ࠾ࡍ ఈ అవకలనc2 
సࠬకరߖހऒ  పࡍషए म޳ࣄ ޴క ఇߘక ,࠭ޑ޶ం߰ ߖ ంబంܿڕ ంۨࡍ ంతం 1 అߘߝ ߖ ఇߩओ ओߧۮ ݦ నߖߖ޳c2
ఈ ޳ࣄम ంతంڴ సంऴగࣕంచవ۪ऐ .
  ఒక పޒࠫࡌ వऴకࡔఖల ܿڕంబం ప࠳ ࡱޢన࣒ ߕࣆऒ ऱࡹޔबࣄࡍ࢑సफృత ప బܽदڒ సࠪనం ړ  ndx mdy i 
ఏߕ޼ ఒక పޒࠫࡌ
వऴకࡔఖల ܿڕంబం ఆࡗफڿనࡽ పߖޢऒ  అంڶకࣆࡍफం࢑ ߘߝ ޴సफృత పࣄࡍबޔలߕޔࠋۮ ߘऒ  కం݄޶ఎం ߘ
మనం   అవకలన సࠬకరހల
म޳ࣄ ړߖసం ఉڝ ంޑలߖ ߘజంڴ చࡍऐ ంచ޶ࡶ మࢗ ࠭࠲ ࠾ࡍళऱడం ޶ࡶ
మ࠾ࡍ ఈ అࣄफతछ म޳ࣄ  ంࡱޑ ఉంܼ࠼  స࠭ۨత࠳న పࣄࡍबޔలࡱۮ ࡹऱܿࠈ అޔ࢓ంߗڒ ޴ ఆచరހతघ క 
పࣄࡍबࡹޔऱ
ఈ పࣄࡍबࡱޔ ఎలऱߩओ ओߩబܽद ఇڒ ࠼ޑ޶ంۮ फߧసంతృ ݢ एࡖ޶మనం ఎ ݡ నऒ ऒߖڜ 
ࡍߖ भషद ఆࡗफڿనࡽ 
ऴܼܐక दࡎల  ߯ ߖ޵ऒ  ऴపయޒऒ भ޳ ం  ఇ޴  ప ऱ࣒  సࠪనం 0 ڒబܽद  ఆࡗफڿనࡽ పޢల ڝసం అవకలన xdx ydy 
సࠬకరࡱހ ఏࠫܽ

 యగల సࠬకరణంydx xdyۯ ࡏ࢘ ࡽࠋయࡍ࢘ ޴ఇ 0 ݟంߘ న࣒ సࠪనం࠳
మ࠾ࡍ  పࢲࡍए y mx x traj ࡱफڕర పం߄࡮࠮ బܽदڒ ߕ సࠪనం ޳ࡶ సࠪనం ࡱࡌ
छ޳ ఒకए ޒऴప ࠾ࡍమ ࡱ࡮࠮ ࡌ छ޳ ఏ ࣊ంట࡛ ࣆࡱޘ ړࡍ   traj޳ࡶ ࡌ

ऒߖ࡮࠮  ఆࡗफڿనڴ ࡽ కࣆۯ ݋फం޴   తࡌछ త ߖ޳ऒ   ంigin޳ంڕࣆޓ 
ࣝప࡛ ࣒࡮ࠓ ࣋ए छ ࡛ न ࠳న࣒ ࣋ए छ ࡛ न ړ సࠪన࠳న ࠡదం ࢗ ߖంటߝ అదృశङ ం ࣆۯफం޴x y c c 
సం అవకలన సࠬకరణం ఏࠫܽx dx ydyڝ పథం ࡽనڿफࡗన ఆ࠳సࠪన ړ  0 ߖ న࣒࠳ ࡏࠬ

సࠪనం 0 ఈ అవకలన సࠬకరߖހऒ  పࡍషए  ydx plus xdy,޴फంࣆࡍ
ఇࡍ࢘ ޴యۯ ࡏ࢘ ࡽࠋయగల సࠬకరణం మړ ࡏࠬ ࠾ࡍ సࠪన࠳న ߖ ߰ంࡏޑ޶c mod xy
సంߪరप ࡱ࢑వల࢘ࣄޓ ߘయంݟ మ޵ ࡏࠬ ࠾ࡍర डచޔరऴڒࣃర ࣝప࡛ ߘ ࣒࡮ࠓ ߰ంࡏޑ޶ సࠜङ లߘ x 
చదర࠳ ߩన࣒

࣋ए छ ࡛ न ړ సࠪనం ఇߩओ  y cڕహరణ޳ం  ఉ޳ంڕࣆޓ కܽࡖమ ݡ
ऒߖࠈంܿڕ ఖలࡔన వऴక޴ంۮ ړߖࠈంܿڕ ޒࠫࡌఈ ఒక ప ࡏࠬ  న࣒ y x࠳ న పవ࡛࠳సࠪన ړ ݟంڝࣆޓ 
࣋ए छ న࠳సࠪన ڕ ࡛
ఆࡗफڿనࡽ పޢలߘ కھߘనం޳ ߖߖ޳ ࡏࠬ  ݟछ छ޳ ࡌ  dx dxڕࠬ ߝంటࢗ फ࣋ۯ ࡏ࢘ ࡌ
న࣒ ࣋ए࠳ న࣒ 2 పవ࡛࠳ छ ࡛ न   వࣆफంߗڒ ޴ పవ࡛ ࠳న࣒ ߘంݟ వࣆफం޴  ࣋ए छ ࡛ xce x ce x y
छ޳ న࠳సࠪన ړ న࣒ 2࠳ బܽद మనంڒ బܽदxy dx dyڒ ࠭ޑ޶ం߰ ߖ ࡌ
1.
47 వऴకࡔఖల ܿڕంړߖࠈ అవకలన సࠬకరణం  ప ऱ࣒  సࠪనం.dy xy  dx ړ0 2 
 ఆࡗफڿనࡽ
పޢల అవకలన సࠬకరణం ࠳న࣒ 0ړ సࠪనం.2xy dy dx 
కएࡅ ߖ ࠭࠲  फࣃށగࡍప ڴ߅࢑  ࠭ మ࠾ࡍx y 
పࢲࡍए న ࣋ए࠳సࠪన ړ న࠳సࠪన ࡱࡌ छ ࡛ न పవ࡛ ఉనऒ  ۲ట ధߕతघ కంڴ ఉంܿం޴.mod x ae mod x a 
ڴबరంࣄ  
సంߪరप ࡱ࢑వ࢘ࣄޓ ߘయంݟ మࡏࠬ ࠾ࡍ ఆࡗफڿనࡽ ऴܼܐక दࡎల ܿڕంߖࠈऒ  ߰ంޑ޶రߖ గమߖంచంݟ x 
సࠪన࠳న

 ఇకए డ ۯరऐ బడ޶ࡶ ఎం޶కం݄ ࠬࡍ࢘ ࡏయࡽࠋझ ओߩనࣄۯ ߖޒపదम ࣋ۯ ࡏ࢘ ߘ  0࠭࠲ ݡ
फࣃڵ࠙ ޜ ࠭ మړ ࠾ࡍ సࠪన࠳న అݞږ ޴ߝ ఒక ऴపޙङ క పࢲࡍए రం మ࠾ࡍ  అసࣄ ࡱసदߖࡹ ࠹ x  0 x 

అߖऒ  వऴకతࡽࠏ ࡱ ఆڒరߩ వऴకతڒ ࡱబܽद
అ࢑ అࣿߖऒ  కޒफࡍంۨనߩओ ऒߖఅ ݡ  ܼంܐంޒऀ  ݋జ సࠪంతర ܼంܐం݋ లߘ కڵ࡯ ఉంܼ࠼ మ࠾ࡍ y 
రपߪబܽद సంڒ
ऒߖ޳వ పࡱ࢑ పవ࡛ x ce  ޴फంࣆఇ ߖ న࠳సࠪన ڕࠬ యడం వలన࢘ࣄޓ  y
࣋ए छ ࡛ न ࣄ ఏࣄ ߕ޼बర࠳న ࢑ࠈ అޙ࠼ ఇߩओ ऒߖڜ మనం ݡ  ఉ޳హరణలڕ వ ऐۧ ࠭
ࡽనڿफࡗఆ ړߖࠈంܿڕ ࣒࡮ࠒࡌߦ బܽदڒ
పޢలߖ   ߘర प࠼ంచంݟ   ࣋ए छ దܽ సమసङ࠴ ޴సࠪనం ఇ ڕ ࡛ ండవ ऴ߱  సమసङࡓ     అ޴ߝkx 
ऒߖలం వదभ అࣿ࠮ एࡍన  సړޑ  ऒߖࠈంܿڕ ల ࡽ  పࡍగణڕࣆޓ ړࡹంܿం޴.y 
  అ߄ङ యం
ऐࡍచ ߘలހయ అవకలన సࠬకరޓ܉స ࡏࠬ ంۨనߩओ z 1 ړࡹగణࡍప ߖ ߤన ఫంࣾ࠳సࠪన ړ  ఆ߯   ݡ z 
 ,ం݄ڕࣆޓ
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ఈ ࠪङ కएࡅ ందړ ߵ  నz࠳సࠪన ړ1 
కएࡅ  z.ݟనంھߘక ߘలޑफల ۨऴڕపం ࢓ࡱߖ ࠾ࡍజ సࠪంతర మޒऀ 

  .
࢐ङ న࠳࢑ధ ޻ఇ ޜ ࣒࡮ࠒࡌߦ ࠭࠲  ऒߖࠪ࠻ ,࠭ࣃۯ 
ఇߩओ మघࠫ ߘߝ ݡ ऒ࡯  అ࢐   ޻ङ ऒߕޔڷݡఅ ߖయమۯ మం࠻ సࠪనం z 1 z ړ దࠬ ߘ
ఏࣾڒక వృޑफ ల ࡅకए  ఒక పܿڕ ޒࠫࡌంړߖࠈ ఆࡗफڿనࡽ  పޢల ڝసం అవకలన సࠬకరߖހऒ  కھߘనంݟ ఒక 
.1 ݋ం࠼ߦ
37 s

 ప ऱ࣒ ం࡮  नࠗ అࡏڷ ߖफం۪ڝంړ ړ  ݟ సࠪనం ߗڒ సࡍए 1ࠪڒ  న࣒࠳ ࠾ࡍమ  ࠪڒ  ࡱ޳ంऴښ ڕల ࡽ 2 0 2 0 2
0 మ࢐ ࠾ࡍङ రࣃ बం 1 ఉߕऒ फޑక వృࣾڒఏ ࠭࠲ ࠾ࡍమ ࠼ ల ܿڕంబం
ఆࡗफڿనࡽ పథం ڝసం అవకలన  సࠬకరߖހऒ  కߕھߘऒ ࠭ అవకలన  సࠬకరߖހऒ  పࡍషए  ߘߝ ߖంచమࡍ
ࠫమघ ऒ࡯  అడగడం ޶ࡶ
అవకలన సࠬకరణం మ࠾ࡍ ۨవరڴ కߠऔ కڡߖڝ ࡽझ औߠڒ ంబం ఈܿڕ  కࡽ శంڒڣర ܿڕంړߖࠈ
అవకలన సࠬకరߖހऒ రߖ   प࠼ంచమߘߝ ߖ ࠫమघ ऒ࡯  అߘڴݟ మ࠾ࡍ
ఆࡗफڿనࡽ   పޢల ڝసం అవకలన సࠬకరߖހऒ  కھߘనమࡏࠬ ߖ అࡏࠬ ,ࡏڴݟ ఏ޾ అ޶ग తంڴ
फࣃ۫ ऒߕంܿڕߘలߕھߘక ߘ࢑వరణ ࡏࠬ ࠾ࡍమ  ࡏ छڵఈ దృ ߘ షయం ڝసం ࠭࠲ ఈ ܌ࡗ ఇకए  ݦ
ఆࣃ࢘ߧफ ࠭
మ࠾ࡍ ఈ ఉపߕङ फࣃڵࣃనڜ ߖށࢩల ऴࣃ ࠭ మ࠾ࡍ త޶పࡍ ఉపߕङ సంߘߝ ࡹ
సޓ܉య అవకలన సࠬకరހలߘ చࡍऐ फࣃ ధనङ ߘ  ࡱ޳࢐
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