
 ਿਵਿਭੰਨ ਸਮੀਕਰਨਾਂ 'ਤੇ ਲੜੀ ਦੇ ਇਸ ਚੌਥੇ ਲੈਕਚਰ ਿਵੱਚ ਿਵਿਦਆਰਥੀਆਂ ਦਾ ਸੁਆਗਤ ਹੈ, 
ਇਸ ਲਈ ਆਉ ਅਸੀ ਂਿਪਛਲੀ ਵਾਰ ਿਕੱਥੇ ਰਕੁੇ ਸੀ ਉਸ ਨਾਲ ਸ਼ੁਰ ੂਕਰੀਏ, ਆਓ ਸਲਾਈਡ ਨੰੂ ਵੇਖੀਏ ਜੋ ਿਕ ਕਸਰਤ ਨੰਬਰ 10 ਹੈ ਿਜੱਥੇ ਅਸੀ ਂਰਿੁਕਆ ਸੀ, ਅਸੀ ਂ ਧੁਰੇ y-
ਨੰੂ ਛੂਹਣ ਵਾਲੇ ਸਾਰੇ ਚੱਕਰਾਂ ਦੇ ਪਿਰਵਾਰ ਨੰੂ ਲ୊ਦੇ ਹਾਂ ਮੂਲ ਅਤੇ ਮ୊ ਤੁਹਾਨੰੂ ਇਹਨਾਂ ਚੱਕਰਾਂ ਨੰੂ ਨੀਲੇ ਪੈੱਨ ਿਵੱਚ ਿਖੱਚਣ ਲਈ ਿਕਹਾ ਹੈ ਅਤੇ ਲਾਲ ਪੈੱਨ ਦੇ ਚੱਕਰਾਂ ਨਾਲ ਵੀ 
ਿਖੱਚੋ ਜੋ ਨੀਲੇ ਚੱਕਰਾਂ ਲਈ ਆਰਥਗੋੋਨਲ ਹਨ ਅਤੇ ਤੁਹਾਡੀ ਤਸਵੀਰ ਨਾਲ ਇਸ ਤਸਵੀਰ ਦੀ ਤੁਲਨਾ ਪୈਡੂ ਅਤੇ ਛੱੁਟੀਆਂ ਦੀ ਿਕਤਾਬ ਦੇ ਪੰਨਾ 635 'ਤੇ ਤਸਵੀਰ ਨਾਲ 
ਕਰਨਾ ਿਦਲਚਸਪ ਹੈ। 
ਇਸ ਲਈ ਸਵਾਲ ਇਹ ਹੈ ਿਕ ਕੀ ਤੁਹਾਡੀ ਤਸਵੀਰ ਰੇਸਿਨਕ ਅਤੇ ਛੱੁਟੀਆਂ ਦੀ ਿਕਤਾਬ 'ਤੇ ਇਸ ਤਸਵੀਰ ਦਾ ਅਨੁਮਾਨ ਲਗਾਉਦਂੀ ਹੈ ਜੋ ਤੁਸੀ ਂਰਸੂੀ ਛੱੁਟੀਆਂ ਦੀ ਿਕਤਾਬ 
ਿਵੱਚ ਦੇਖਦੇ ਹੋ ਇਹ ਤਸਵੀਰ ਹੈ ਜੋ ਇਲੈਕਿਟ୥ਕ ਡਾਈਪੋਲ ਦੇ ਕਾਰਨ ਸਮਰਪੂ ਰਖੇਾਵਾਂ ਅਤੇ ਬਲ ਦੀਆਂ ਰਖੇਾਵਾਂ ਨੰੂ ਦਰਸਾਉਦਂੀ ਹੈ ਅਤੇ ਮੇਰੇ ਕੋਲ ਇਹ ਸਵਾਲ ਹੈ ਡਾਈਪੋਲ
ਦੀ ਲੰਬਾਈ ਛੋਟੀ ਅਤੇ ਛੋਟੀ ਹੁੰਦੀ ਜਾਂਦੀ ਹੈ ਜੋ ਤਸਵੀਰ ਤੁਸੀ ਂਬਣਾਈ ਹੈ ਉਹ ਰੇਸਿਨਕ ਅਤੇ ਛੱੁਟੀਆਂ 'ਤੇ ਲਗਭਗ ਤਸਵੀਰ ਿਬਹਤਰ ਓਕਾ ਹੈ।  ਮੈਨੰੂ ਪੱਕਾ ਪਤਾ ਨਹੀ ਂਹੈy 
ਿਕ ਉਨ୧ਾਂ ਚੱਕਰਾਂ ਦੀ ਸਕੈਿਚੰਗ ਕੀਤੀ ਹੈ ਜਾਂ ਨਹੀ ਂਪਰ ਿਫਰ ਵੀ ਮ୊ ਤੁਹਾਨੰੂ ਿਦਖਾਵਾਂਗਾ ਿਕ ਮੇਰੇ ਕੋਲ ਇੱਥੇ ਕੀ ਹੈ, ਤਾਂ ਆਓ ਵੇਖੀਏ ਹਾਂ ਤਾਂ ਉਥੱੇ ਤੁਸੀ ਂ ਧੁਰੇ ਨੰੂ ਛੂਹਣ ਵਾਲੇ y 
ਨੀਲੇ ਚੱਕਰ ਦੇਖਦੇ ਹੋ ਅਤੇ ਮ୊ ਉਨ୧ਾਂ ਿਵੱਚୌ ਚਾਰ ਬਣਾਏ ਸਨ ਅਤੇ ਮ୊ ਵੀ ਨੀਲੇ ਚੱਕਰਾਂ ਨੰੂ ਸੱਜੇ ਕੋਣਾਂ 'ਤੇ ਕੱਟਦੇ ਹੋਏ ਚਾਰ ਲਾਲ ਚੱਕਰ ਬਣਾਏ ਅਤੇ ਇਹ ਲਾਲ ਚੱਕਰ ਮੂਲ '
ਤੇ ਧੁਰੇ ਦੇ ਸਪਰਸ਼ ਚੱਕਰ ਹਨ ਜੋ ਤੁਹਾਡੇ ਕੋਲ ਇੱਕ ਵਧੀਆ ਤਸਵੀਰ ਹੈ ਅਤੇ ਅਸੀ ਂਅਗਲੇ ਭਾਗ ਿਵੱਚ ਚੱਕਰਾਂ ਦੇ ਇਸ ਦੋ ਪਿਰਵਾਰਾਂ 'ਤੇ ਵਾਪਸ ਆਵਾਂਗੇ। ਇਹ x-
ਲੈਕਚਰ ਲੜੀ ਿਬਲਕੁਲ ਠੀਕ ਹੈ, 
ਇਸ ਲਈ ਹਣੁ ਅਸੀ ਂਉਥੱੇ ਵਾਪਸ ਜਾਂਦੇ ਹਾਂ ਿਜੱਥੇ ਅਸੀ ਂਹਾਂ ਤਾਂ ਆਓ ਚੱਲੀਏ ਤਾਂ ਆਓ ਹਣੁ ਇੱਕ ਹੋਰ ਸਮੱਿਸਆ 'ਤੇ ਿਵਚਾਰ ਕਰੀਏ, ਇਕਾਈ ਰਡੇੀਆਈ ਅਤੇ ਕୈਦਰ 2 
ਕੌਮਾ 0 ਅਤੇ ਘਟਾਓ 2 ਕੌਮਾ 0 ਵਾਲੇ ਦੋ ਚੱਕਰਾਂ 'ਤੇ ਿਵਚਾਰ ਕਰੀਏ। ਚੱਕਰਾਂ ਦੀ ਇਕਾਈ ਦਾ ਘੇਰਾ ਰੇਡੀਅਸ 1 ਹੈ। ਅਤੇ ਕୈਦਰਾਂ ਨੰੂ ਘਟਾਓ 2 ਕੌਮਾ 0 ਅਤੇ 2 ਕੌਮਾ 0 'ਤੇ 
ਰੱਿਖਆ ਿਗਆ ਹੈ। ਤੁਸੀ ਂਆਸਾਨੀ ਨਾਲ ਇਹਨਾਂ ਚੱਕਰਾਂ ਦੀ ਸਮੀਕਰਨ ਨੰੂ ਸਹੀ ਿਲਖ ਸਕਦੇ ਹੋ ਿਕ ਇੱਕ ਚੱਕਰ ਘਟਾਓ 2 ਵਰਗ ਅਤੇ ਵਰਗ ਬਰਾਬਰ 1 ਦਾ ਕੀ x y 
ਹੈ। ਦਜੂੇ ਇੱਕ ਲਈ  ਪਲੱਸ 2 ਵਰਗ ਵਰਗ ਬਰਾਬਰ 1. ਹਣੁ ਪਿਹਲੀ ਸਮੀਕਰਨ ਨੰੂ 0 ਦੇ ਬਰਾਬਰ ਕਾਲ ਕਰੋ ਸਮੀਕਰਨ ਘਟਾਓ 2 x plu  sy s 1 e x 
ਵਰਗ ਜੋੜ ਵਰਗ ਘਟਾਓ 1 ਨੰੂ ਸਰਲਤਾ ਲਈ ਅਤੇ ਦਜੂੇ ਸਮੀਕਰਨ ਪਲੱਸ 2 ਵਰਗ ਘਟਾਓ ਵਰਗ ਘਟਾਓ 1 ਨੰੂ ਕਾਲ ਕਰੀਏ। ਿਕ ਦੇ ਰਪੂ ਿਵੱਚ y s1 x y s2 
ਅਤੇ ਿਫਰ ਆਓ ਅਸੀ ਂਇਸ ਸਮੀਕਰਨ 1.37 ਨੰੂ ਸਲਾਈਡ ਅਤੇ ਿਵੱਚ 0 ਦੇ ਬਰਾਬਰ ਵੇਖੀਏ ਿਜੱਥੇ ਲਾਂਬਡਾ ਇੱਕ ਅਸਲ ਸੰਿਖਆ ਹੈ ਅਤੇ ਿਜਵୈ ਿਕ s1 lambda s2 
ਤੁਸੀ ਂਲਾਂਬਡਾ ਨੰੂ ਬਦਲਦੇ ਹੋ ਤੁਹਾਨੰੂ ਚੱਕਰਾਂ ਦਾ ਇੱਕ ਪਿਰਵਾਰ 1.37 ਿਮਲਦਾ ਹੈ ਇਸਲਈ ਸਮੀਕਰਨ 1.37 ਚੱਕਰਾਂ ਦੇ ਇੱਕ ਪਿਰਵਾਰ ਨੰੂ ਦਰਸਾਉਦਂਾ ਹੈ ਅਤੇ  ਸਵਾਲ ਜੋ 
ਪੁੱਿਛਆ ਿਗਆ ਹੈ ਉਹ ਹੈ ਪਿਰਵਾਰ 1.37 ਲਈ ਪਿਹਲੇ ਕ୥ਮ ਦੇ ਅੰਤਰ ਸਮੀਕਰਨ ਨੰੂ ਲੱਭਣਾ ਹੈ, ਤੁਸੀ ਂਇਸ ਨੰੂ ਿਕਵୈ ਕਰਦੇ ਹੋ ਤੁਸੀ ਂਸਮੀਕਰਨ 1.37 ਲ୊ਦੇ ਹੋ ਅਤੇ ਤੁਸੀ ਂ
ਇਸ ਨੰੂ ਦੇ ਸਬੰਧ ਿਵੱਚ ਵੱਖਰਾ ਕਰਦੇ ਹੋ ਤੁਹਾਨੰੂ ਇੱਕ ਹੋਰ ਸਮੀਕਰਨ ਿਮਲਦੀ ਹੈ ਅਤੇ ਤੁਸੀ ਂਇਹਨਾਂ ਦੋ ਸਮੀਕਰਨਾਂ ਿਵਚਕਾਰ ਲੈਮਡਾ ਨੰੂ ਖਤਮ ਕਰਦੇ ਹੋ ਅਤੇ ਤੁਸੀ ਂx 
ਆਪਣੀ ਿਵਿਭੰਨ ਸਮੀਕਰਨ ਪ୥ਾਪਤ ਕਰੋ ਠੀਕ ਹੈ ਨੀਲੇ ਪੈੱਨ ਨਾਲ ਚੱਕਰ 1.37 ਦਾ ਸਕੈਚ ਕਰੋ ਅਤੇ ਿਫਰ ਕੀ ਕੋਈ ਅਪਵਾਦ ਹੈ ਲਾਂਬਡਾ ਦਾ ਕੋਈ ਿਨਸ਼ਿਚਤ ਮੁੱਲ ਿਜਸ 
ਲਈ ਇਹ ਸਮੀਕਰਨ ਕੋਈ ਚੱਕਰ ਨਹੀ ਂਹੈ, ਲਾਂਬਡਾ ਦਾ ਇੱਕ ਮੁੱਲ ਹੈ ਿਜਸ ਲਈ  1.37 ਇੱਕ ਚੱਕਰ ਨਹੀ ਂਹੈ ਇਹ ਇੱਕ ਹੋਰ ਕਰਵ ਹੈ ਇੱਕ ਸੀਮਤ ਕੇਸ ਹੈ ਿਜਵୈ ਿਕ ਇਹ 
ਸੀਮਤ ਕੇਸ ਕੀ ਹੈ ਤੁਹਾਡੀ ਤਸਵੀਰ ਿਵੱਚ ਸੀਿਮਤ ਕੇਸ ਨੰੂ ਦਰਸਾਉਦਂਾ ਹੈ ਲਾਲ ਪੈੱਨ ਦੇ ਚੱਕਰਾਂ ਨਾਲ ਵੀ ਸਕੈਚ ਕਰੋ ਜੋ ਨੀਲੇ ਚੱਕਰਾਂ ਨੰੂ ਆਰਥੋਗੋਨਲੀ ਤੌਰ 'ਤੇ ਕੱਟਦੇ ਹਨ
ਤਾਂ ਜੋ ਤੁਹਾਨੰੂ ਦਬੁਾਰਾ ਇੱਕ ਸੁੰਦਰ ਤਸਵੀਰ ਿਮਲ ਸਕੇ। ਅਤੇ ਅਗਲੀ ਸਲਾਈਡ ਿਵੱਚ ਤੁਸੀ ਂਉਹਨਾਂ ਸਮੀਕਰਨਾਂ ਨੰੂ ਘਟਾਓ 2 ਵਰਗ ਪਲੱਸ ਵਰਗ ਘਟਾਓ 1 sx y 
ਦੇਖਦੇ ਹੋ ਜਦୌ ਤੁਸੀ ਂਸਧਾਰਨ ਕਰਦੇ ਹੋ ਤਾਂ ਤੁਹਾਨੰੂ ਵਰਗ ਪਲੱਸ ਵਰਗ ਘਟਾਓ ਪਲੱਸ 3 ਿਮਲਦਾ ਹੈ। ਅਤੇ ਵਰਗ ਪਲੱਸ ਵਰਗ ਜੋੜ x y 4x s2 x y 4x 
ਪਲੱਸ 3 ਅਤੇ ਸਮੀਕਰਨ 1.37 ਦਾ ਕੀ ਹੁੰਦਾ ਹੈ।  ਇਸ ਸਲਾਈਡ ਿਵੱਚ ਿਵਸਤਾਰ ਿਵੱਚ ਿਲਿਖਆ ਿਗਆ ਹੈ ਅਤੇ ਤੁਸੀ ਂ ਦੇ ਸਬੰਧ ਿਵੱਚ ਇਸ ਸਮੀਕਰਨ ਨੰੂ ਵੱਖਰਾ ਕਰਦੇx 
ਹੋ, ਤੁਹਾਨੰੂ ਇੱਕ ਹੋਰ ਸਮੀਕਰਨ ਿਮਲਦੇ ਹਨ, ਤੁਹਾਨੰੂ ਦੋ ਸਮੀਕਰਨਾਂ ਿਮਲਦੀਆਂ ਹਨ, ਿਜਸ ਿਵੱਚ ਲਾਂਬਡਾ ਸ਼ਾਮਲ ਹੁੰਦਾ ਹੈ, ਤੁਸੀ ਂਿਸਰਫ਼ ਲਾਂਬਡਾ ਨੰੂ ਖਤਮ ਕਰਦੇ ਹੋ ਅਤੇ 
ਤੁਸੀ ਂਪਿਰਵਾਰ ਲਈ ਆਪਣੀ ਿਵਿਭੰਨ ਸਮੀਕਰਨ ਪ୥ਾਪਤ ਕਰ ਸਕਦੇ ਹੋ, ਕੀ ਤੁਸੀ ਂਇਲੈਕਟ୥ੋਸਟੈਿਟਕਸ ਿਵੱਚ ਸਮਾਨਤਾ ਵਾਲੇ ਕਰਵ ਬਾਰੇ ਸੋਚ ਸਕਦੇ ਹੋ।  ਮ୊ ਤੁਹਾਨੰੂ 
ਰੇਸਿਨਕ ਅਤੇ ਛੱੁਟੀਆਂ ਦੀ ਿਕਤਾਬ ਦੇ ਪੰਨਾ 635 'ਤੇ ਤਸਵੀਰਾਂ 'ਤੇ ਇੱਕ ਸੰਕੇਤ ਿਦੱਤਾ ਹੈ ਹਣੁ ਤੁਹਾਨੰੂ ਚੱਕਰਾਂ ਦਾ ਇੱਕ ਹੋਰ ਪਿਰਵਾਰ ਿਮਿਲਆ ਹੈ ਇਹ ਸਰਕਲ ਇੱਕ 
ਪ୥ਮਾਿਣਤ ਲਾਈਨਾਂ ਹਨ ਚਾਰਜਾਂ ਦੀ ਸੰਰਚਨਾ ਿਵੱਚ ਮ୊ ਚਾਹੁੰਦਾ ਹਾਂ ਿਕ ਤੁਸੀ ਂਇਸ ਬਾਰੇ ਸੋਚੋ ਕੀ ਤੁਹਾਡੀ ਸਰੀਰਕ ਸੂਝ ਤੁਹਾਨੰੂ ਇੱਕ ਸਿਥਤੀ ਬਣਾਉਣ ਿਵੱਚ ਮਦਦ ਕਰਦੀ ਹੈ
ਕੀ ਇਹ ਤੁਹਾਨੰੂ ਚਾਰਜ ਦੇ ਸੈੱਟਅੱਪ ਦੇ ਨਾਲ ਸੈੱਟਅੱਪ ਬਣਾਉਣ ਿਵੱਚ ਮਦਦ ਕਰਦੀ ਹੈ ਿਜਵୈ ਿਕ ਸਮਰਪੂ ਰੇਖਾਵਾਂ ਇਸ ਸਮੀਕਰਨ ਦਆੁਰਾ ਿਦੱਤੀਆਂ ਗਈਆਂ ਹਨ x  
ਵਰਗ ਪਲੱਸ ਵਰਗ ਘਟਾਓ ਪਲੱਸ 3 ਪਲੱਸ ਲ୊ਬਡਾ ਗੁਣਾ ਵਰਗ ਜੋੜ ਵਰਗ ਪਲੱਸ 3 ਬਰਾਬਰ 0। ਮੰਨ ਲਓ ਿਕ ਤੁਸੀ ਂਅਿਜਹੀ ਭੌਿਤਕ ਪ୥ਣਾਲੀ y 4x x y 4x 
ਸਥਾਪਤ ਕਰਨ ਿਵਚ ਸਫਲ ਹੋ ਗਏ ਹੋ ਿਜਸ ਦੇ ਸੰਭਾਵੀ ਵਕਰ ਅਿਭਆਸ 12 ਿਵਚ ਹਨ। eq 
ਇਸ ਲਈ ਇੱਥੇ ਸਮੀਕਰਨ ਦਰਸਾਇਆ ਿਗਆ ਹੈ। ਸਮਤੋਲ ਰੇਖਾਵਾਂ ਹਨ ਬਲ ਦੀਆਂ ਰੇਖਾਵਾਂ ਬਾਰ ੇਕੀ ਜੇ ਤੁਸੀ ਂਪੰਨਾ 635 'ਤੇ ਰੈਸਿਲੰਗ ਛੱੁਟੀਆਂ ਦੀ ਿਕਤਾਬ ਦੀਆਂ 
ਤਸਵੀਰਾਂ ਨੰੂ ਦੇਖਦੇ ਹੋ ਉਹ ਠੋਸ ਰਖੇਾਵਾਂ ਦਆੁਰਾ ਸਮਤੋਲ ਰੇਖਾਵਾਂ ਅਤੇ ਿਬੰਦੀਆਂ ਵਾਲੀਆਂ ਲਾਈਨਾਂ ਦਆੁਰਾ ਬਲ ਦੀਆਂ ਰੇਖਾਵਾਂ ਨੰੂ ਦਰਸਾਉਦਂਾ ਹੈ ਅਤੇ ਤੁਸੀ ਂਪੰਨਾ 635 
'ਤੇ ਉਹਨਾਂ ਤਸਵੀਰਾਂ ਿਵੱਚ ਕੀ ਦੇਖਦੇ ਹੋ? ਿਬੰਦੀਆਂ ਵਾਲੀਆਂ ਰਖੇਾਵਾਂ ਠੋਸ ਰੇਖਾਵਾਂ ਨੰੂ ਸਮਕੋਣਾਂ 'ਤੇ ਕੱਟਦੀਆਂ ਹਨ, ਬਲ ਦੀਆਂ ਰੇਖਾਵਾਂ ਸਮ-ਕੋਣਾਂ ਦੇ ਨਾਲ ਸਮਰਪੂ 
ਰੇਖਾਵਾਂ ਨੰੂ ਕੱਟਦੀਆਂ ਹਨ ਤਾਂ ਸਵਾਲ ਇਹ ਹੈ ਿਕ ਕੀ ਤੁਸੀ ਂਇਹ ਪਤਾ ਲਗਾ ਸਕਦੇ ਹੋ ਿਕ ਕੀ ਹੋਵੇਗਾ?  ਬਲ ਦੀਆਂ ਰੇਖਾਵਾਂ ਬਲ ਦੀਆਂ ਰੇਖਾਵਾਂ ਉਹ ਲਾਲ ਚੱਕਰ t 
ਹੋਣਗੀਆਂ ਜੋ ਤੁਸੀ ਂਿਖੱਚੀਆਂ ਸਨ ਅਤੇ ਸਮਾਨ ਰੇਖਾਵਾਂ ਉਹ ਨੀਲੇ ਚੱਕਰ ਹੋਣਗੀਆਂ ਜੋ ਤੁਸੀ ਂਿਖੱਚੀਆਂ ਸਨ ਠੀਕ ਹੋ ਸਕਦਾ ਹੈ ਿਕ ਇੱਕ ਸੰਕੇਤ ਦੇ ਤੌਰ 'ਤੇ ਮ୊ ਤੁਹਾਨੰੂ ਦੱਸਦਾ
ਹਾਂ ਿਕ ਤੁਹਾਨੰੂ ਸੈੱਟਅੱਪ ਬਾਰ ੇਿਤੰਨ ਅਯਾਮਾਂ ਿਵੱਚ ਸੋਚਣਾ ਚਾਹੀਦਾ ਹੈ ਸੈੱਟਅੱਪ  ਿਤੰਨ ਅਯਾਮੀ ਸਪੇਸ ਿਵੱਚ ਹੋਵੋ ਅਤੇ ਤੁਸੀ ਂਿਤੰਨ ਅਯਾਮੀ ਸਪੇਸ ਿਵੱਚ ਲ୊ਦੇ ਹੋ ਇਹ 
ਬਰਾਬਰੀ ਵਾਲੀ ਸਤ୧ਾ ਹੋਵੇਗੀ ਅਤੇ ਤੁਸੀ ਂਸਤਹ ਨੰੂ ਸਮਤਲ ਦਆੁਰਾ ਕੱਟਦੇ ਹੋ ਅਤੇ ਿਫਰ ਸਮਤਲ ਿਵੱਚ ਤਸਵੀਰ ਨੰੂ ਦੇਖੋ ਜਦୌ ਤੁਸੀ ਂਇੱਕ ਸਤਹ ਲ୊ਦੇ ਹੋ ਅਤੇ xy xy 
ਤੁਸੀ ਂਇਸਨੰੂ ਸਮਤਲ ਨਾਲ ਕੱਟਦੇ ਹੋ ਤੁਹਾਨੰੂ ਪਲੇਨ ਿਵੱਚ ਇੱਕ ਕਰਵ ਪ୥ਾਪਤ ਹੁੰਦਾ ਹੈ, xy xy 
ਇਸ ਲਈ ਤੁਹਾਨੰੂ ਥ୥ੀ ਡਾਇਮੈਨਸ਼ਨਲ ਸਪੇਸ ਿਵੱਚ ਸੈੱਟਅੱਪ ਕਰਨਾ ਚਾਹੀਦਾ ਹੈ ਅਤੇ ਿਫਰ ਪਲੇਨ ਦਆੁਰਾ ਤਸਵੀਰ ਨੰੂ ਕੱਟਣਾ ਚਾਹੀਦਾ ਹੈ ਅਤੇ ਕਰਾਸ ਸੈਕਸ਼ਨ ਨੰੂ xy 
ਦੇਖੋ ਮ୊ ਤੁਹਾਨੰੂ ਜਵਾਬ ਦੇਵਾਂਗਾ ਿਜਸ 'ਤੇ ਜਵਾਬ ਲੱਿਭਆ ਜਾ ਸਕਦਾ ਹੈ।  ਪੰਨਾ 107 ਸਮੱਿਸਆ 2.47 ਦੀ ਿਗ୥ਿਫਥ ਦੀ ਿਕਤਾਬ ਦੀ ਜਾਣ-ਪਛਾਣ ਟ ੂਇਲੈਕਟ୥ੋਡਾਇਨਾਿਮਕਸ
ਦਾ ਤੀਜਾ ਐਡੀਸ਼ਨ ਜੋ 1999 ਿਵੱਚ ਛਿਪਆ ਸੀ, ਿਕਰਪਾ ਕਰਕੇ ਿਕਤਾਬ ਦੇ ਐਡੀਸ਼ਨ ਨੰਬਰ ਵੱਲ ਿਧਆਨ ਿਦਓ ਠੀਕ ਹੈ ਤਾਂ ਇਹ ਇਲੈਕਟ୥ੋਸਟੈਿਟਕਸ ਤୌ ਇੱਕ ਹੋਰ 
ਉਦਾਹਰਣ ਹੈ ਤਾਂ ਇਹ ਕੀ ਹਨ?  ਉਦਾਹਰਨਾਂ ਜੋ ਤੁਹਾਨੰੂ ਿਦਖਾ ਰਹੀਆਂ ਹਨ ਿਕ ਉਹ ਤੁਹਾਨੰੂ ਵਕਰਾਂ ਦੇ ਦੋ ਪਿਰਵਾਰ ਿਦਖਾ ਰਹੇ ਹਨ, ਤੁਹਾਨੰੂ ਇੱਕ ਨੀਲੇ ਚੱਕਰ ਇੱਕ ਨੀਲੇ 
ਚੱਕਰਾਂ ਦਾ ਇੱਕ ਪਿਰਵਾਰ ਅਤੇ ਲਾਲ ਚੱਕਰਾਂ ਦਾ ਇੱਕ ਪਿਰਵਾਰ ਅਤੇ ਲਾਲ ਵਕਰ ਅਤੇ ਨੀਲੇ ਵਕਰ ਇੱਕ ਦਜੂੇ ਨੰੂ ਅੱਗੇ ਵਧਣ ਤୌ ਪਿਹਲਾਂ ਸਹੀ ਕੋਣਾਂ 'ਤੇ ਿਮਲਦੇ ਹਨ, 
ਆਓ ਮ୊ ਤੁਹਾਨੰੂ ਿਤੰਨ ਅਿਭਆਸਾਂ ਿਦੰਦਾ ਹਾਂ ਵਕਰਾਂ ਦੇ ਇੱਕ ਪੈਰਾਮੀਿਟ୥ਕ ਪਿਰਵਾਰ ਦਆੁਰਾ ਸੰਤੁਸ਼ਟ ਿਵਿਭੰਨ ਸਮੀਕਰਨਾਂ ਨੰੂ ਲੱਭਣ ਦੀ ਕੋਿਸ਼ਸ਼ ਕਰਨ 'ਤੇ, ਦੋਨਾਂ 
ਕੋਆਰਡੀਨੇਟ ਧੁਿਰਆਂ ਨੰੂ ਛੂਹਣ ਵਾਲੇ ਪਿਹਲੇ ਚਤੁਰਭੁਜ ਿਵੱਚ ਚੱਕਰਾਂ ਦੇ ਇੱਕ ਪੈਰਾਮੀਟਰ ਪਿਰਵਾਰ ਲਈ ਸਮੀਕਰਨਾਂ ਨੰੂ ਿਲਖੋ ਤਾਂ ਿਕ ਘੇਰੇ ਮਾਇਨਸ ਦੇ ਨਾਲ cx 
ਚੱਕਰਾਂ ਦਾ ਕୈਦਰ ਕੌਮਾ ਕੀ ਹੋਵੇਗਾ? ਪੂਰਾ ਵਰਗ ਜੋੜ ਘਟਾਓ ਪੂਰਾ ਵਰਗ ਬਰਾਬਰ ਵਰਗ ਬਰਾਬਰ ਦੇ ਸਬੰਧ ਿਵੱਚ ਤੁਹਾਨੰੂ ਇੱਕ ਹੋਰ ਸਮੀਕਰਨc c c y c c x 
ਪ୥ਾਪਤ ਹੁੰਦਾ ਹੈ ਇਹਨਾਂ ਦੋ ਸਮੀਕਰਨਾਂ ਦੇ ਿਵਚਕਾਰ ਖਤਮ ਹੁੰਦਾ ਹੈ ਅਤੇ ਤੁਹਾਨੰੂ ਆਪਣੀ ਿਵਿਭੰਨ ਸਮੀਕਰਨ ਸਮੱਿਸਆ ਨੰਬਰ 15 ਿਮਲਦੀ ਹੈ ਤੁਸੀ ਂ ਦੇ ਬਰਾਬਰ c 8x 
ਇੱਕ ਪੈਰਾਬੋਲਾ ਵਰਗ ਨੰੂ ਦੇਖਦੇ ਹੋ ਅਤੇ ਇਸ ਪੈਰਾਬੋਲਾ ਦੇ ਹਰੇਕ ਿਬੰਦ ੂ'ਤੇ ਇੱਕ ਸਪਰਸ਼ ਰਖੇਾ ਹੁੰਦੀ ਹੈ ਅਤੇ ਿਜਵୈ ਿਕ ਇੱਕ ਿਬੰਦ ੂਪੈਰਾਬੋਲਾ ਦੇ ਨਾਲ ਬਦਲਦਾ ਹੈ, y 
ਤੁਹਾਨੰੂ ਲਾਈਨਾਂ ਦਾ ਇੱਕ ਪੈਰਾਮੀਟਰ ਪਿਰਵਾਰ ਿਮਲਦਾ ਹੈ।  ਟ୊ਜ୊ਟ ਰੇਖਾਵਾਂ ਪੈਰਾਬੋਲਾ ਲਈ 
ਇਸ ਲਈ ਤੁਹਾਨੰੂ ਦਬੁਾਰਾ ਟ୊ਜ୊ਟ ਲਾਈਨਾਂ ਦਾ ਇੱਕ ਪੈਰਾਮੀਟਰ ਪਿਰਵਾਰ ਿਮਲ ਿਗਆ ਹੈ ਉਦਾਹਰਨ ਲਈ ਤੁਸੀ ਂਵਰਗ 280 'ਤੇ ਇੱਕ ਿਬੰਦ ੂਲੈ ਸਕਦੇ ਹੋ । ਯਾਦ ਰੱਖੋ ਿਕ 
ਤੁਸੀ ਂਪੈਰਾਮੀਟਰ ਇੱਕ ਪੈਰਾਬੋਲਾ ਿਕਵୈ ਹੈ ਅਤੇ ਿਕੱਥੇ ਟੀ ਇੱਕ ਪੈਰਾਮੀਟਰ ਹੈ ਜੋ ਿਕ ਨਾਲ ਬਦਲਦਾ ਹੈ।  ਅਸਲ ਰੇਖਾ ਅਤੇ ਪੈਰਾਬੋਲਾ ਦੇ ਹਰੇਕ ਿਬੰਦ ੂਲਈ 80 ਵਰਗ ਕੌਮਾ 
280 ਇਸ ਕੇਸ ਿਵੱਚ 2 ਹੈ, ਇਸਲਈ ਤੁਸੀ ਂਵਰਗ ਕੌਮਾ 280 'ਤੇ ਿਬੰਦ ੂ'ਤੇ ਸਪਰਸ਼ ਦੀ ਸਮੀਕਰਨ ਲੱਭਦੇ ਹੋ ਅਤੇ ਤੁਹਾਨੰੂ ਦਆੁਰਾ ਪੈਰਾਮੀਟਰਾਈਜ਼ਡ ਰੇਖਾਵਾਂ ਦਾ ਇੱਕ t 
ਪੈਰਾਮੀਟਰ ਪਿਰਵਾਰ ਿਮਲਦਾ ਹੈ ਅਤੇ ਅੰਤਰ ਪਤਾ ਲੱਗਦਾ ਹੈ। ਇਹਨਾਂ ਲਾਈਨਾਂ ਲਈ ਸਮੀਕਰਨਾਂ ਜੋ ਮ୊ ਤੁਹਾਨੰੂ ਤੀਜੀ ਸਮੱਿਸਆ ਦੇ ਿਰਹਾ ਹਾਂ ਉਹ ਹੈ ਵਕਰਾਂ ਦੀ ਪ୥ਣਾਲੀ 
ਨੰੂ ਦੇਖੋ ਵਰਗ 9 ਪਲੱਸ ਅਤੇ ਵਰਗ 4 ਪਲੱਸ ਬਰਾਬਰ 1। ਤਾਂ ਇੱਥੇ ਕੀ ਪੈਰਾਮੀਟਰ ਹਨ ਤੁਹਾਡੇ ਦਆੁਰਾ ਪ୥ਾਪਤ ਕੀਤੇ ਅਸਲ ਸੰਿਖਆਵਾਂ ਨਾਲୌ  x c y c cc 
ਵੱਖੋ-ਵੱਖਰੇ ਹੁੰਦੇ ਰਿਹੰਦੇ ਹਨ। ਵਕਰਾਂ ਦਾ ਇੱਕ ਪੈਰਾਮੀਟਰ ਪਿਰਵਾਰ ਉਹ ਕੋਿਨਕ ਹਨ ਉਹਨਾਂ ਿਵੱਚୌ ਕੁਝ ਅੰਡਾਕਾਰ ਹਨ ਅਤੇ ਉਹਨਾਂ ਿਵੱਚୌ ਕੁਝ ਹਾਈਪਰਬੋਲਾ ਹਨ ਬੇਸ਼ੱਕ 
ਜੇਕਰ ਮ୊ ਨੰੂ ਘਟਾਓ 100 ਮੰਨਦਾ ਹਾਂ ਤਾਂ ਕੋਈ ਕਰਵ ਨਹੀ ਂਹੈ ਜੋ ਇਸ ਸਮੀਕਰਨ ਨੰੂ ਸੰਤੁਸ਼ਟ ਕਰਦਾ ਹੈ ਇਸਲਈ ਬਹਤੁ ਨੈਗੇਿਟਵ ਨਹੀ ਂਹੋ ਸਕਦਾ। c c 
ਇਸ ਲਈ ਕਹੇ ਮਾਇਨਸ 9 ਤୌ ਅਨੰਤ ਮਾਇਨਸ 9 ਤੱਕ ਦੀ ਇੱਕ ਖਾਸ ਰୈਜ ਲਈ, ਤੁਹਾਨੰੂ ਕੋਿਨਕਾਂ ਦਾ ਇੱਕ ਪਿਰਵਾਰ ਿਮਲਦਾ ਹੈ, ਤੁਹਾਨੰੂ ਕੋਿਨਕਸ ਦਾ ਇੱਕ c 
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ਪੈਰਾਮੀਟਰ ਪਿਰਵਾਰ ਿਮਲਦਾ ਹੈ ਇੱਕ ਹਾਈਪਰਬੋਲਾ ਦੇ ਪਿਰਵਾਰ ਿਵੱਚ ਅੰਡਾਕਾਰ ਦਾ ਪਿਰਵਾਰ ਇਸ ਪਿਰਵਾਰ ਨੰੂ ਕਨਫੋਕਲ ਪਿਰਵਾਰ ਿਕਹਾ ਜਾਂਦਾ ਹੈ ਅਤੇ ਤੁਸੀ ਂਕੀ 
ਕਰਦੇ ਹੋ?  ਕੀ ਤੁਹਾਨੰੂ ਵਕਰਾਂ ਦੇ ਇਸ ਪਿਰਵਾਰ ਦਆੁਰਾ ਸੰਤੁਸ਼ਟ ਿਡਫਰ୊ਸ਼ੀਅਲ ਸਮੀਕਰਨ ਦਾ ਪਤਾ ਲਗਾਉਣਾ ਹੈ ਤਾਂ ਤੁਸੀ ਂ ਦੇ ਸਬੰਧ ਿਵੱਚ ਿਦੱਤੇ ਗਏ ਸਮੀਕਰਨ ਨੰੂ x 
ਦਬੁਾਰਾ ਿਕਵୈ ਵੱਖਰਾ ਕਰਗੋੇ ਤਾਂ ਤੁਹਾਨੰੂ 2 ਉਤੇੱ 9 ਪਲੱਸ ਪਲੱਸ 2 ਡੈਸ਼ ਉਤੱੇ 4 ਪਲੱਸ ਬਰਾਬਰ 0 ਿਮਲੇਗਾ। 2 ਇਹ ਰੱਦ ਕਰ ਦੇਵੇਗਾ ਿਕ ਤੁਹਾਨੰੂ ਅਸਲ x c yy c 
ਸਮੀਕਰਨ ਕੀ ਿਮਲਦਾ ਹੈ ਅਤੇ ਨਵੀ ਂਸਮੀਕਰਨ ਉਹਨਾਂ ਨੰੂ 1 ਤୌ 9 ਪਲੱਸ ਅਤੇ 1 ਤୌ 4 ਪਲੱਸ ਲਈ ਸਮੀਕਰਨਾਂ ਦੇ ਰਪੂ ਿਵੱਚ ਮੰਨਦੀ ਹੈ, ਿਦੱਤੀ ਗਈ ਸਮੀਕਰਨ c c 
ਇੱਕ ਸਲਾਈਡ 'ਤੇ ਪਿਹਲਾਂ ਤୌ ਹੀ ਸਲਾਈਡ 'ਤੇ ਮੌਜੂਦ ਹੈ ਿਜਸਦੀ ਸਮੀਕਰਨ ਹੈ। 9 ਪਲੱਸ ਪਲੱਸ ਦਾ ਵਰਗ 4 ਪਲੱਸ ਬਰਾਬਰ 1 ਉਤੱੇ ਦੇ ਸਬੰਧ ਿਵੱਚ x c y c x 
ਫਰਕ ਕਰਨ ਤୌ ਬਾਅਦ ਤੁਸੀ ਂਇੱਕ ਹੋਰ ਸਮੀਕਰਨ ਪ୥ਾਪਤ ਕਰਦੇ ਹੋ, ਤੁਹਾਨੰੂ 1 ਤୌ 9 ਪਲੱਸ ਅਤੇ 1 ਉਤੇੱ 4 ਪਲੱਸ ਲਈ ਦੋ ਸਮੀਕਰਨਾਂ ਿਮਲੀਆਂ ਹਨ ਇਹਨਾਂ ਦੋਨਾਂc c 
ਸਮੀਕਰਨਾਂ ਨੰੂ ਇੱਕੋ ਸਮୈ ਹੱਲ ਕਰੋ।  1 ਤୌ 9 ਪਲ  ਬਰਾਬਰ ਹੈ ਜੋ ਵੀ 1 ਤੇ 4 ਪਲੱਸ ਬਰਾਬਰ ਹੈ ਜੋ ਵੀ ਿਲਆ ਜਾਵੇ ਪਰਸਪਰ 9 ਪਲੱਸ ਬਰਾਬਰ ਿਕਸੇ ਚੀਜ਼ sc c c 
ਦੇ 4 ਪਲੱਸ ਬਰਾਬਰ ਿਕਸੇ ਚੀਜ਼ ਨੰੂ ਲੈ ਕੇ ਫਰਕ ਦਰੂ ਹੋ ਜਾਂਦਾ ਹੈ ਅਤੇ ਤੁਹਾਨੰੂ ਇੱਕ ਿਡਫਰ୊ਸ਼ੀਅਲ ਸਮੀਕਰਨ ਿਮਲਦਾ ਹੈ ਜੋ ਇਸ ਇੱਕ ਪੈਰਾਮੀਟਰ ਪਿਰਵਾਰ c c 
ਦਆੁਰਾ ਸੰਤੁਸ਼ਟ ਿਵਭੇਦ ਸਮੀਕਰਨ ਹੋਵੇਗਾ ਕੋਿਨਕਸ ਇਹ ਇੱਕ ਬਹਤੁ ਹੀ ਿਦਲਚਸਪ ਅਿਭਆਸ ਹੈ ਿਕਰਪਾ ਕਰਕੇ ਇਸਨੰੂ ਕਰੋ ਿਕਉਿਂਕ ਅਸੀ ਂਇਸ ਸਮੱਿਸਆ 'ਤੇ ਬਹਤੁ 
ਜਲਦੀ ਵਾਪਸ ਆਉਣ ਜਾ ਰਹੇ ਹਾਂ ਠੀਕ ਹੈ ਅਗਲੀ ਗੱਲ ਜੋ ਅਸੀ ਂਕਰਦੇ ਹਾਂ ਉਹ ਹੈ ਆਰਥੋਗੋਨਲ ਟ୥ੈਜੈਕਟਰੀਜ਼ ਜੇਕਰ ਤੁਸੀ ਂਰੈਜ਼ਿਨਕ ਅਤੇ ਛੱੁਟੀਆਂ ਦੀ ਿਕਤਾਬ ਦੇ ਪੰਨਾ 
635 ਵੱਲ ਮੁੜਦੇ ਹੋ, ਿਜਵୈ ਿਕ ਸੁਝਾਅ ਿਦੱਤਾ ਿਗਆ ਹੈ ਿਕ ਤੁਹਾਨੰੂ ਕੁਦਰਤੀ ਤੌਰ 'ਤੇ ਹੇਠਾਂ ਵੱਲ ਲੈ ਜਾਵੇਗਾ। ਸਮਤਲ ਿਵੱਚ ਵਕਰਾਂ ਦੀ ਿਜਓਮੈਿਟ୥ਕਲ ਸੰਰਚਨਾ ਿਜਸਨੰੂ 
ਜਹਾਜ਼ ਿਵੱਚ ਵਕਰਾਂ ਦੀਆਂ ਔਰਥੋਗੋਨਲ ਪ୥ਣਾਲੀਆਂ ਵਜୌ ਜਾਿਣਆ ਜਾਂਦਾ ਹੈ, 
ਇਸ ਲਈ ਜਹਾਜ਼ ਿਵੱਚ ਵਕਰਾਂ ਦੀਆਂ ਔਰਥੋਗੋਨਲ ਪ୥ਣਾਲੀਆਂ ਕੀ ਹਨ , ਉਹ ਜਹਾਜ਼ ਿਵੱਚ ਵਕਰਾਂ ਦੀਆਂ ਦੋ ਪ୥ਣਾਲੀਆਂ ਹਨ ਿਵੱਚ ਵਕਰਾਂ ਦਾ ਇੱਕ ਸਮੂਹ ਅਤੇ c1 c1
ਿਵੱਚ ਹਰ ਵਕਰ ਦਾ ਇੱਕ ਸਮੂਹ ਹਰੇਕ ਕਰਵ ਨੰੂ ਿਵੱਚ ਸੱਜੇ ਕੋਣਾਂ 'ਤੇ ਕੱਟਦਾ ਹੈ ਿਜਵୈ ਿਕ ਤੁਹਾਡੇ ਨੀਲੇ ਚੱਕਰ ਅਤੇ ਤੁਹਾਡੇ ਲਾਲ ਚੱਕਰ ਹਰੇਕ ਨੀਲਾ ਚੱਕਰ ਹਰc2 c2 
ਇੱਕ ਲਾਲ ਚੱਕਰ ਨੰੂ ਆਰਥੋਗੋਨਲੀ ਤੌਰ 'ਤੇ ਪੂਰਾ ਕਰਦਾ ਹੈ ਤਾਂ ਦੋ ਅਿਜਹੀਆਂ ਪ୥ਣਾਲੀਆਂ  ਨੰੂ ਇੱਕ ਦਜੂੇ ਦੇ ਔਰਥੋਗੋਨਲ ਟ୥ੈਜੈਕਟਰੀਆਂ ਿਕਹਾ ਜਾਂਦਾ ਹੈ ਇਸਲਈ ਅਸੀ ਂ
ਕਿਹੰਦੇ ਹਾਂ ਿਕ ਪਿਰਵਾਰ ਵਕਰ ਦੇ ਪਿਰਵਾਰ ਲਈ ਆਰਥੋਗੋਨਲ ਵਕਰਾਂ ਦੀ ਇੱਕ ਪ୥ਣਾਲੀ ਹੈ ਅਤੇ ਇਸਦੇ ਉਲਟ ਵਾਕਾਂਸ਼ ਆਰਥੋਗੋਨਲ ਟ୥ੈਜੈਕਟਰੀਆਂ ਨੰੂ ਇਸ c2 c1 
ਸੰਦਰਭ ਿਵੱਚ ਅਕਸਰ ਵਰਿਤਆ ਜਾਂਦਾ ਹੈ ਅਸੀ ਂਕਿਹੰਦੇ ਹਾਂ ਿਕ ਪਿਰਵਾਰ ਆਰਥੋਗੋਨਲ ਟ୥ੈਜੈਕਟਰੀ ਹੈ ਪਿਰਵਾਰ ਅਤੇ ਇਸ ਦੇ ਉਲਟ ਜਾਂ ਅਸੀ ਂਕਹਾਂਗੇ ਿਕ c2 c1 c1
ਅਤੇ ਇੱਕ ਦਜੂੇ ਦੇ ਆਰਥੋਗੋਨਲ ਟ୥ੈਜੈਕਟਰੀਜ਼ ਹਨ ਉਹ ਇੱਕ ਦਜੂੇ ਲਈ ਆਰਥੋਗੋਨਲ ਹਨ, ਸਾਨੰੂ ਓਰਥਗੋੋਨਲ ਟ୥ੈਜੈਕਟਰੀਆਂ ਦਾ ਅਿਧਐਨ ਿਕਉ ਂਕਰਨਾ ਚਾਹੀਦਾ c2 
ਹੈ ਜੋ ਉਹਨਾਂ ਦੀ ਪਰਵਾਹ ਕਰਦੇ ਹਨ ਕਾਰਨ ਨੰਬਰ ਇੱਕ ਉਹ ਸੁੰਦਰ ਿਜਓਮੈਟਰੀ ਹਮੇਸ਼ਾ ਆਕਰਸ਼ਕ ਹੁੰਦੀ ਹੈ ਉਹ ਸੁੰਦਰ ਚੀਜ਼ਾਂ ਹਨ 
ਇਸ ਲਈ ਇਹ ਕਾਫ਼ੀ ਚੰਗਾ ਕਾਰਨ ਹੈ ਪਰ ਿਜਹੜੇ ਲੋਕ ਯਥਾਰਥਵਾਦੀ ਉਦਾਹਰਣਾਂ ਨੰੂ ਦੇਖਣਾ ਚਾਹੁੰਦੇ ਹਨ ਉਹ ਤਰਲ ਮਕੈਿਨਕਸ ਿਵੱਚ ਿਦਖਾਈ ਿਦੰਦੇ ਹਨ ਉਹ ਪ୥ਕਾਸ਼ 
ਿਵਿਗਆਨ ਿਵੱਚ ਿਦਖਾਈ ਿਦੰਦੇ ਹਨ ਯਾਦ ਕਰਦੇ ਹਨ ਿਕ ਆਪਿਟਕਸ ਿਵੱਚ ਤੁਹਾਨੰੂ ਤਰੰਗ ਮੋਰਚੇ ਿਮਲੇ ਹਨ ਅਤੇ ਤੁਹਾਨੰੂ ਿਕਰਨਾਂ ਿਮਲੀਆਂ ਹਨ ਿਕਰਨਾਂ ਹਮੇਸ਼ਾਂ ਦੋਸਤਾਂ 
ਲਈ ਲੰਬਵਤ ਹੁੰਦੀਆਂ ਹਨ ਇਸਲਈ ਤਰੰਗ ਿਮੱਤਰ ਇੱਕ ਬਣਦੇ ਹਨ ਵਸਤੂਆਂ ਦਾ ਪਿਰਵਾਰ ਅਤੇ ਿਕਰਨਾਂ ਵਸਤੂਆਂ ਦਾ ਇੱਕ ਵੱਖਰਾ ਸਮੂਹ ਬਣਾਉਦਂੀਆਂ ਹਨ ਅਤੇ ਇੱਕ 
ਦੇ ਤੱਤ ਦਜੂੇ ਦੇ ਤੱਤਾਂ ਨੰੂ ਿਰਗ 'ਤੇ ਕੱਟਦੇ ਹਨ। ਕੋਣ ਤਾਂ ਓਰਥਗੋੋਨਲ ਟ୥ੈਜੈਕਟਰੀਆਂ ਕੁਦਰਤੀ ਤੌਰ 'ਤੇ ਆਪਿਟਕਸ ਿਵੱਚ ਿਦਖਾਈ ਿਦੰਦੀਆਂ ਹਨ ਆਰਥੋਗੋਨਲ ht 
ਟ୥ੈਜੈਕਟਰੀਜ਼ ਗਿਣਿਤਕ ਕਾਰਟੋਗ୥ਾਫੀ ਿਵੱਚ ਿਦਖਾਈ ਿਦੰਦੀਆਂ ਹਨ ਕਾਰਟੋਗ୥ਾਫੀ ਕੀ ਹੈ ਇਹ ਨਕਸ਼ਾ ਬਣਾਉਣ ਦਾ ਿਵਿਗਆਨ ਹੈ ਨਕਸ਼ਾ ਬਣਾਉਣ ਦਾ ਿਵਿਗਆਨ ਬਹਤੁ 
ਪੁਰਾਣਾ ਹੈ ਅਤੇ ਇਹ ਬਹਤੁ ਅਮੀਰ ਅਤੇ ਬਹਤੁ ਗਿਣਿਤਕ ਹੈ ਿਫਨਲ୊ਡ ਦੇ ਿਫਨਲ୊ਡ ਦੇ ਕਾਰਟੋਗ୥ਾਫਰ ਕਾਰਟੋਗ୥ਾਫਰ ਉਹ  ਉਹਨਾਂ ਨੇ ਕਾਰਟੋਗ୥ਾਫੀ ਦੇ ਿਵਿਗਆਨ ਿਵੱਚ 
ਇੱਕ ਸ਼ਾਨਦਾਰ ਕੰਮ ਕੀਤਾ ਹੈ ਜੇਕਰ ਤੁਸੀ ਂਕਦੇ ਇੱਕ ਗਲੋਬ ਦੇਿਖਆ ਹੈ ਤਾਂ ਕੀ ਤੁਸੀ ਂਦੇਿਖਆ ਹੈ ਿਕ ਅਕਸ਼ਾਂਸ਼ ਅਤੇ ਲੰਬਕਾਰ ਇੱਕ ਦਜੂੇ ਨੰੂ ਆਰਥੋਗੋਨਲ ਤੌਰ 'ਤੇ ਕੱਟਦੇ 
ਹਨ 
ਇਸ ਲਈ ਅਕਸ਼ਾਂਸ਼ਾਂ ਦਾ ਪਿਰਵਾਰ ਅਤੇ ਲੰਬਕਾਰ ਦਾ ਪਿਰਵਾਰ ਆਰਥੋਗੋਨਲ ਟ୥ੈਜੈਕਟਰੀਆਂ ਦਾ ਇੱਕ ਜੋੜਾ ਬਣਾਉਦਂੇ ਹਨ। ਭੂਗੋਲ ਿਵੱਚ ਆਰਥੋਗੋਨਲ ਟ୥ੈਜੈਕਟਰੀਜ਼ 
ਿਦਖਾਈ ਿਦੰਦੀਆਂ ਹਨ ਅਤੇ ਕੈਲਕੂਲਸ ਭੂਗੋਲ ਿਵੱਚ ਇੱਕ ਮਹੱਤਵਪੂਰਣ ਭੂਿਮਕਾ ਅਦਾ ਕਰਦਾ ਹੈ ਮੈਕਲੇਰੀ ਜੌਹਨ ਮੈਕਲੇਰੀ ਜੀਓਮੈਟਰੀ ਦੀ ਿਕਤਾਬ ਦੇ ਅਿਧਆਇ 8 ਨੰੂ 
ਇੱਕ ਿਵਿਭੰਨ ਿਦ୥ਸ਼ਟੀਕੋਣ ਤୌ ਦੇਖੋ ਅਿਧਆਇ 8 'ਤੇ ਇੱਕ ਅਦਭੁਤ ਿਕਤਾਬ ਹੈ ਜੋ ਤੁਸੀ ਂਦੇਖਦੇ ਹੋ ਿਕ ਕਾਰਟੋਗ୥ਾਫੀ ਬਾਰੇ ਚਰਚਾ ਕੀਤੀ ਜਾ ਰਹੀ ਹੈ ਉਥੱੇ ਕੁਝ ਸੁੰਦਰ 
ਇਿਤਹਾਸਕ ਹਵਾਲੇ ਹਨ ਅਤੇ ਉਹ ਗੱਲ ਕਰਦਾ ਹੈ  ਿਥਊਰਮ ਦੇ ਕੁਝ ਬਾਰੇ ਯੂਲਰ ਤੇ ਵਾਪਸ ਜਾਓ ਅਤੇ 18ਵੀ ਂਅਤੇ 19ਵੀ ਂਸਦੀ ਦੀ ਸ਼ੁਰਆੂਤ ਦੇ ਦੋ ਮਹਾਨ ਮਾਸਟਰਾਂ ਨੇ 
ਪਿਹਲਾਂ ਹੀ ਕਾਰਟੋਗ୥ਾਫੀ ਿਵੱਚ ਯੋਗਦਾਨ ਪਾਇਆ ਹੈ, ਇੱਕ ਹੋਰ ਗਿਣਤ-ਸ਼ਾਸਤਰੀ ਿਜਸਦਾ ਨਾਮ ਕਾਰਟੋਗ୥ਾਫੀ ਦੇ ਿਵਿਗਆਨ ਿਵੱਚ ਪ୥ਗਟ ਹੁੰਦਾ ਹੈ, ਲ୊ਬਰਟ ਹੈ ਜੋ ਇੱਕ 
ਗਿਣਤ-ਸ਼ਾਸਤਰੀ ਵੀ ਹੈ, ਹਣੁ ਅਸੀ ਂਇੱਕ ਖੇਤਰ ਵੱਲ ਵਧਾਂਗੇ। ਗਿਣਤ ਦੇ ਅੰਦਰ ਅਤੇ ਿਵਆਿਖਆ ਕਰੋ ਿਕ ਆਰਥੋਗੋਨਲ ਟ୥ੈਜੈਕਟਰੀਆਂ ਇੱਥੇ ਿਕਵୈ ਿਦਖਾਈ ਿਦੰਦੀਆਂ ਹਨ
ਅਤੇ ਗਿਣਤ ਦੇ ਇਸ ਖੇਤਰ ਨੰੂ ਇੱਕ ਗੁੰਝਲਦਾਰ ਵੇਰੀਏਬਲ ਦੇ ਫੰਕਸ਼ਨਾਂ ਦੀ ਿਥਊਰੀ ਿਕਹਾ ਜਾਂਦਾ ਹੈ ਅਤੇ ਇਹ ਿਵਚਾਰ ਏਰੋਸਪੇਸ ਇੰਜੀਨੀਅਿਰੰਗ ਦਆੁਰਾ ਵਰਤੇ ਜਾਂਦੇ ਹਨ
ਜਿਟਲ ਵੇਰੀਏਬਲਾਂ ਲਈ ਫੰਕਸ਼ਨਾਂ ਦੀ ਿਥਊਰੀ ਐਰਸੋਪੇਸ ਇੰਜੀਨੀਅਰਾਂ ਦਆੁਰਾ ਵਰਤੀ ਜਾਂਦੀ ਹੈ ਤਾਂ ਆਓ ਦੇਖੀਏ  ਗੁੰਝਲਦਾਰ ਵੇਰੀਏਬਲਾਂ ਲਈ ਫੰਕਸ਼ਨਾਂ ਦੇ ਿਸਧਾਂਤ ਤୌ 
ਆਉਣ ਵਾਲੀਆਂ ਕੁਝ ਸਧਾਰਨ ਉਦਾਹਰਣਾਂ , ਮ୊ ਤੁਹਾਨੰੂ ਭਰੋਸਾ ਿਦਵਾਉਦਂਾ ਹਾਂ ਿਕ ਅਸੀ ਂਅਿਜਹੀ ਕੋਈ ਵੀ ਚੀਜ਼ ਨਹੀ ਂਵਰਤਾਂਗੇ ਿਜਸ ਬਾਰੇ ਤੁਸੀ ਂਪਿਹਲਾਂ ਹੀ ਿਕਸੇ ਵੀ ਚੀਜ਼ 
ਤୌ ਜਾਣ ੂਨਹੀ ਂਹੋ, ਿਜਸ ਬਾਰ ੇਮ୊ ਇੱਥੇ ਗੱਲ ਕੀਤੀ ਹੈ , ਤੁਹਾਡੇ 12 ਿਮਆਰੀ ਿਸਲੇਬਸ ਤୌ ਪਰੇ ਹੋ ਜਾਵੇਗਾ , 
ਇਸ ਲਈ ਡਰੋ ਨਾ ਇੱਕ ਗੁੰਝਲਦਾਰ ਵੇਰੀਏਬਲ ਦੇ ਫੰਕਸ਼ਨਾਂ ਦੀ ਿਥਊਰੀ ਤਾਂ ਆਉ ਅਸੀ ਂਇੱਕ ਫੰਕਸ਼ਨ ਲੈ ਲਈਏ  ਇਸ ਨੰੂ ਅਸਲੀ ਅਤੇ ਕਾਲਪਿਨਕ ਭਾਗਾਂ ਿਵੱਚ ਦਰਜਾ 
ਿਦਓ, ਦਾ ਬਰਾਬਰ ਅਤੇ ਿਲਖੋ ਅਤੇ ਇਸ ਤਰ୧ਾਂ ਦੇ ਦੇ ਅਸਲ ਭਾਗ ਕੀ ਹਨ ਨੰੂ ਪਲੱਸ ਦੇ ਰਪੂ ਿਵੱਚ ਿਲਖੋ ਅਤੇ ਤੁਸੀ ਂਇਸਦਾ f z uxy ivxy z f z x iy 
ਵਰਗ ਕਰੋਗੇ ਿਕ ਕਾਲਪਿਨਕ ਉਤੇੱ ਅਸਲ ਭਾਗ ਵਰਗ ਘਟਾਓ ਵਰਗ ਕੀ ਹੈ  ਦਾ ਭਾਗ x y xy 
ਇਸ ਲਈ ਹਣੁ ਅਸੀ ਂਕਰਵ ਦੀ ਪ୥ਣਾਲੀ ਨੰੂ ਵੇਖੀਏ ਬਰਾਬਰ ਸਿਥਰ ਅਤੇ ਬਰਾਬਰ ਸਿਥਰ ਦਜੂੇ ਸ਼ਬਦਾਂ ਿਵੱਚ ਆਓ ਵਰਗ ਘਟਾਓ ਵਰਗ ਬਰਾਬਰ ਅਤੇ u v x y a 

ਬਰਾਬਰ ਨੰੂ ਵੇਖੀਏ ਤਾਂ ਿਫਰ ਤੁਸੀ ਂਇੱਕ ਗੁੰਝਲਦਾਰ ਵੇਰੀਏਬਲ ਦਾ ਇੱਕ ਫੰਕਸ਼ਨ ਲੈ ਰਹੇ ਹੋ ਅਰਥਾਤ ਦਾ ਬਰਾਬਰ ਵਰਗ ਹੈ ਜੋੜ 2 xy b z f z z z x iy 
ਵਰਗ ਇਹ ਅਸਲ ਭਾਗ ਲ୊ਦਾ ਹੈ ਕਾਲਪਿਨਕ ਭਾਗ ਲ୊ਦਾ ਹੈ ਤਾਂ ਵਰਗ ਘਟਾਓ ਵਰਗ ਕੀ ਹੈ ਸੱਜੇ ਅਤੇ ਨੰੂ ਸਿਥਰ ਦੇ uxy bxy uxyx y vxy 2 xy u 
ਬਰਾਬਰ ਸੈੱਟ ਕਰੋ ਅਤੇ ਦੇ ਬਰਾਬਰ ਸੈੱਟ ਕਰ ੋ ਸਿਥਰ, v a 
ਇਸ ਲਈ ਬਰਾਬਰ ਹੈ ਅਤੇ ਬਰਾਬਰ ਹੈ ਕੀ ਹੈ ਵਕਰਾਂ ਦਾ ਇਹ ਪਿਰਵਾਰ ਬਰਾਬਰ ਜੋ ਿਕ ਵਕਰ ਵਰਗ ਘਟਾਓ ਵਰਗ ਬਰਾਬਰ uxy a vxy b uxy a x y a
ਉਹ ਆਇਤਾਕਾਰ ਹਾਈਪਰਬੋਲਾ ਦਾ ਇੱਕ ਪਿਰਵਾਰ ਹੈ ਇਹ ਪਿਰਵਾਰ ਬਰਾਬਰ ਕੀ ਹੈ? ਬਰਾਬਰ ਦਬੁਾਰਾ ਤੁਹਾਨੰੂ ਿਮਲਦਾ ਹੈ ਆਇਤਾਕਾਰ v b 2xy b af 
ਹਾਈਪਰਬੋਲਾ ਦੀ ਮ୊ ਤੁਹਾਨੰੂ ਇਹ ਤਸਦੀਕ ਕਰਨ ਲਈ ਛੱਡਾਂਗਾ ਿਕ ਵਰਗ ਘਟਾਓ ਵਰਗ ਬਰਾਬਰ ਕੱਟਦਾ ਹੈ ਹਾਈਪਰਬੋਲਾ ਤୌ ਬਰਾਬਰ amily x y a xy b 

ਭਾਵ ਜੇਕਰ ਤੁਸੀ ਂਇੱਕ ਿਬੰਦ ੂ ਲ୊ਦੇ ਹੋ ਜੋ ਿਕ ਦੋਵୈ ਵਕਰਾਂ 'ਤੇ ਸਿਥਤ ਹੈ, ਦੀ ਗਣਨਾ ਕਰੋ।  ਿਬੰਦ ੂ 'ਤੇ ਦੋ ਵਕਰਾਂ orthogonally x naught y naught x 
ਦੀਆਂ ਢਲਾਣਾਂ ਢਲਾਣਾਂ ਦਾ ਗੁਣਨਫਲ -1 ਹੈ ਕੈਲਕੂਲਸ ਤੁਹਾਨੰੂ ਦੱਸੇਗਾ ਿਕ ਇਹਨਾਂ ਢਲਾਣਾਂ ਦੀ ਗਣਨਾ ਿਕਵୈ ਕਰਨੀ ਹੈ ਇਹ ਜਾਂਚ x nought y nought 
ਕਰਨ ਲਈ ਿਕ ਇਹ ਦੋ ਕਰਵ ਵਰਗ ਘਟਾਓ ਵਰਗ ਅਤੇ 2 ਦੇ ਬਰਾਬਰ ਹਨ। ਬਰਾਬਰ ਇੱਕ ਦਜੂੇ ਲਈ ਔਰਥੋਗੋਨਲ ਹਨ x y a xy b 
ਇਸ ਲਈ ਇਹ ਤੁਹਾਨੰੂ ਇੱਕ ਆਰਥਗੋੋਨਲ ਟ୥ੈਜੈਕਟਰੀਆਂ ਦੀ ਇੱਕ ਬਹਤੁ ਵਧੀਆ ਉਦਾਹਰਨ ਿਦੰਦਾ ਹੈ ਦੋ ਆਰਥੋਗੋਨਲ ਟ୥ੈਜੈਕਟਰੀਆਂ ਇੱਥੇ ਇੱਕ ਤਸਵੀਰ ਹੈ ਲਾਲ 
ਵਕਰ ਵਕਰ ਬਰਾਬਰ ਅਤੇ ਨੀਲੇ ਵਕਰ ਵਰਗ ਘਟਾਓ ਵਰਗ ਪਿਹਲਾਂ ਤୌ ਬਰਾਬਰ ਹਨ ਤਸਵੀਰ ਿਵੱਚ ਜੋ ਤੁਸੀ ਂਵੇਖਦੇ ਹੋ ਿਕ ਇੰਟਰਸੈਕਸ਼ਨ ਦੇ ਿਬੰਦ ੂ'ਤੇ 2xy b x y 
ਉਹ ਆਰਥੋਗੋਨਲ ਿਦਖਾਈ ਿਦੰਦੇ ਹਨ , ਤਸਵੀਰ ਗਿਣਤ ਦੇ ਲਈ ਕਾਫ਼ੀ ਸਹੀ ਹੈ ਅਤੇ ਇੱਥੇ ਮ୊ ਇੱਕ ਸਟ ੂਦਾ ਧੰਨਵਾਦ ਕਰਨਾ ਚਾਹਾਂਗਾ ਗਿਣਤ ਿਵਭਾਗ ਦੇ dents 
ਆਿਦਿਤਆ ਮਹੇਸ਼ਵਰੀ ਿਜਸ ਨੇ ਇਹ ਤਸਵੀਰ ਿਤਆਰ ਕੀਤੀ ਹੈ ਅਤੇ ਅਗਲਾ ਇੱਕ ਠੀਕ ਹੈ, ਆਓ ਅਸੀ ਂਗੁੰਝਲਦਾਰ ਿਵਸ਼ਲੇਸ਼ਣ ਤୌ ਇੱਕ ਹੋਰ ਉਦਾਹਰਨ ਲਈਏ, ਆਓ 
ਅਸੀ ਂਇੱਕ ਫੰਕਸ਼ਨ ਲ୊ਦੇ ਹਾਂ ਿਜਸ ਤୌ ਘਟਾਓ 0 'ਤੇ ਪਿਰਭਾਿਸ਼ਤ ਕੀਤਾ ਿਗਆ ਹੈ। ਇਹ ਫੰਕਸ਼ਨ ਦਾ ਬਰਾਬਰ ਪਲੱਸ 1 ਕੀ ਹੈ?  'ਤੇ ਇਹ ਫੰਕਸ਼ਨ 0 ਤୌ c f z z z 
ਇਲਾਵਾ ਪੂਰੇ ਗੁੰਝਲਦਾਰ ਸਮਤਲ 'ਤੇ ਪਿਰਭਾਿਸ਼ਤ ਕੀਤਾ ਿਗਆ ਹੈ, ਜਦୌ ਇਹ ਪਿਰਭਾਿਸ਼ਤ ਨਹੀ ਂਕੀਤਾ ਿਗਆ ਹੈ ਤਾਂ ਆਓ ਦੇਖੀਏ ਿਕ ਕੀ ਹੁੰਦਾ ਹੈ ਜਦୌ ਡੋਮੇਨ ਿਵੱਚ z 
ਇੱਕ ਚੱਕਰ ਅਤੇ ਨੰੂ ਟਰੇਸ ਕਰਦਾ ਹੈ। ਪਲੱਸ ਯਾਦ ਰੱਖੋ ਿਕ ਅਸੀ ਂਆਰਗਨ ਪਲੇਨ ਿਵੱਚ ਗੁੰਝਲਦਾਰ r cos t ir sine t so z ir sine t 
ਨੰਬਰਾਂ ਨੰੂ ਿਬੰਦਆਂੂ ਦੇ ਰਪੂ ਿਵੱਚ ਸੋਚ ਰਹੇ ਹਾਂ ਅਤੇ ਤੁਸੀ ਂਗੁੰਝਲਦਾਰ ਸੰਿਖਆਵਾਂ ਦੀ ਇਸ ਿਜਓਮੈਿਟ୥ਕਲ ਪ୥ਤੀਿਨਧਤਾ ਤୌ ਜਾਣ ੂਹੋ ਇਸਲਈ ਮ୊ ਕੰਪਲੈਕਸ ਨੰਬਰ ਨੰੂ z r 

ਕੌਮਾ ਅਤੇ  ਨੰੂ ਬਦਲਣ ਿਦਓ ਤਾਂ ਜੋ ਤੁਸੀ ਂਇੱਕ ਚੱਕਰ ਪ୥ਾਪਤ ਕਰੋ ਡੋਮੇਨ ਿਵੱਚ ਇੱਕ ਚੱਕਰ ਦਾ ਪਤਾ ਲਗਾਉਦਂਾ ਹੈ ਦਾ ਕੀ ਹੁੰਦਾcos t r sine t t z f z 
ਹੈ ਦਾ ਕੀ ਹੁੰਦਾ ਹੈ ਪਲੱਸ ਦਾ ਕੀ ਹੁੰਦਾ ਹੈ ਿਚੱਤਰ ਕਰਵ ਦਾ ਕੀ ਹੁੰਦਾ ਹੈ ਆਓ ਵੇਖੀਏ ਇਹਨਾਂ ਿਚੱਤਰ ਵਕਰਾਂ ਨੰੂ ਸਮਝਣ ਲਈ ਇਹ f r cos t ir sine t 
ਇੱਕ ਮਜ਼ੇਦਾਰ ਅਿਭਆਸ ਹੈ 
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ਇਸ ਲਈ  ਦਾ ਕੀ ਹੈ ਜੇਕਰ ਪਲੱਸ ਹੈ ਤਾਂ ਪਲੱਸ 1 ਤੇ ਪਲੱਸ z f z r cos t ir sine t zr cos t plus ir sine t r cos t 
ਦਾ ਕੀ ਹੈ ਤੁਹਾਨੰੂ ਬੇਸ਼ੱਕ ਗੁੰਝਲਦਾਰ ਸੰਜੋਗ ਜਾਂ ਭਾਜ ਦੀ ਵਰਤୌ ਕਰਨੀ ਪਵੇਗੀ। ਚੀਜ਼ ਨੰੂ ਦਬੁਾਰਾ ਿਲਖੋ ਅਤੇ ਤੁਹਾਨੰੂ ਪਲੱਸ 1 ਉਤੱੇ ir sine t f r r cos t

ਕੌਮਾ ਮਾਇਨਸ 1 ਉਤੇੱ ਿਮਲੇਗਾ ਜੋ ਿਕ ਸਲਾਈਡ ਿਵੱਚ 1.42 ਦੇ ਰਪੂ ਿਵੱਚ ਪ୥ਦਰਿਸ਼ਤ ਹੁੰਦਾ ਹੈ ਤਾਂ ਿਕ ਵੱਖਰਾ ਹੁੰਦਾ ਹੈ ਿਕ ਇਹ 1.42 ਕੀ r r sine t t 
ਦਰਸਾਉਦਂਾ ਹੈ 1.42 ਇੱਕ ਅੰਡਾਕਾਰ ਦਾ ਮਾਪਦੰਡ ਹੈ 1.42 ਇੱਕ ਅੰਡਾਕਾਰ ਨੰੂ ਦਰਸਾਉਦਂਾ ਹੈ  ਿਜਵୈ ਿਕ ਤੁਸੀ ਂਚੰਗੀ ਤਰ୧ਾਂ ਜਾਣਦੇ ਹੋ ਿਕ ਕੌਮਾ cos t b sine t 
ਇੱਕ ਅੰਡਾਕਾਰ ਹੈ ਠੀਕ ਹੈ ਅੰਡਾਕਾਰ ਦੇ ਵੱਡੇ ਧੁਰੇ ਕੀ ਹਨ ਅਰਧ-ਪ୥ਮੁੱਖ ਧੁਰਾ ਪਲੱਸ 1 ਉਤੱੇ ਕੀ ਹੈ ਅਰਧ-ਮਾਮੂਲੀ ਧੁਰੀ ਘਟਾਓ 1 ਉਤੱੇ ਕੀ ਹੈ ਤਾਂ ਇਹ ਹੈ r r r r 
ਅਰਧ-ਪ୥ਮੁੱਖ ਧੁਰੀ ਪਲੱਸ 1 ਉਤੱੇ ਅਤੇ ਅਰਧ-ਮਾਮੂਲੀ ਧੁਰੀ ਘਟਾਓ 1 ਉਤੇੱ ਵਾਲਾ ਇੱਕ ਅੰਡਾਕਾਰ ਅਰਧ-ਪ୥ਮੁੱਖ ਧੁਰੀ ਅਰਧ-ਮਾਮੂਲੀ ਧੁਰੀ ਅਤੇ r r r r 

ਵਰਗ ਦੇ ਬਰਾਬਰ ਇੱਕ ਵਰਗ 1 ਘਟਾਓ ਵਰਗ ਿਵੱਚ ਕੀ ਸਬੰਧ ਹੈ? ਠੀਕ ਹੈ, eccentricity b e 
ਇਸ ਲਈ ਤੁਸੀ ਂਅੰਡਾਕਾਰ ਦੀ ਿਵਸਿਤ୥ਤਤਾ ਦੀ ਗਣਨਾ ਕਰ ਸਕਦੇ ਹੋ ਿਕ ਇਸ ਅੰਡਾਕਾਰ ਦਾ ਬਲ ਕੀ ਹੈ ਤਾਂ ਇੱਕ ਅੰਡਾਕਾਰ ਦਾ ਫੋਸੀ ਕੀ ਹੈ ਇਹ ਕੌਮਾ ਜ਼ੀਰੋ i ae 
ਅਤੇ ਘਟਾਓ ਕੌਮਾ ਜ਼ੀਰ ੋਹੈ ਪਰ ਕੀ ਯਾਦ ਹੈ ਵਰਗ ਬਰਾਬਰ ਇੱਕ ਵਰਗ ਿਵੱਚ 1 ਘਟਾਓ ਵਰਗ ae ae b e 
ਇਸ ਲਈ ਇੱਕ ਵਰਗ ਵਰਗ ਇੱਕ ਵਰਗ ਘਟਾਓ ਵਰਗ ਹੈ ਪਰ ਪਲੱਸ ਕੀ ਹੈ 1 ਉਤੇੱ ਕੀ ਹੈ ਘਟਾਓ 1 ਉਤੱੇ ਤਾਂ ਇੱਕ ਵਰਗ ਘਟਾਓ ਵਰਗ e b ar r br r b 
ਕੀ ਹੈ ਇਹ 4 ਹੈ। 
ਇਸ ਲਈ ਇੱਕ ਵਰਗ ਵਰਗ 4 ਹੈ ਤਾਂ ਹੈ। e ae 2 
ਇਸ ਲਈ ਫੋਸੀ ਜਾਂ ਅੰਡਾਕਾਰ 2 ਕੌਮਾ 0 ਅਤੇ ਘਟਾਓ 2 ਕੌਮਾ 0 ਹਨ। ਇਹ ਬਹਤੁ ਿਦਲਚਸਪ ਹੈ ਿਕਉਿਂਕ ਦਾ ਮੁੱਲ ਭਾਵୈ ਕੋਈ ਵੀ ਿਕਉ ਂਨਾ ਹੋਵੇ ਤੁਹਾਨੰੂ ਇਹ ਸਾਰੇ r 
ਅੰਡਾਕਾਰ ਇੱਕੋ ਿਜਹੇ ਫੋਸੀ ਪ୥ਾਪਤ ਹੁੰਦੇ ਹਨ ਿਜਵୈ ਿਕ ਵੱਖ-ਵੱਖ ਹੁੰਦੇ ਹਨ, ਤੁਹਾਨੰੂ ਅਤੇ ਿਮਲਦਾ ਹੈ ਿਜਸ ਨਾਲ ਤੁਹਾਨੰੂ ਸੰਘਣ ੇਚੱਕਰਾਂ r r cos t ir sine t 
ਦਾ ਪੂਰਾ ਸਮੂਹ ਿਮਲਦਾ ਹੈ ਿਚੱਤਰ ਵਕਰ ਹਨ।  ਸਾਰੇ ਅੰਡਾਕਾਰ ਪਰ ਇਹਨਾਂ ਸਾਰੇ ਅੰਡਾਕਾਰ ਦੇ ਇੱਕੋ ਫੋਸੀ ਹੁੰਦੇ ਹਨ ਉਹਨਾਂ ਨੰੂ ਕਨਫੋਕਲ ਅੰਡਾਕਾਰ ਿਕਹਾ ਜਾਂਦਾ ਹੈ 
ਉਹਨਾਂ ਸਾਿਰਆਂ ਦਾ ਇੱਕੋ ਹੀ ਫੋਸੀ ਹੁੰਦਾ ਹੈ ਇਸਲਈ ਇਸ ਫੰਕਸ਼ਨ 1.41 ਦਾ ਬਰਾਬਰ ਪਲੱਸ 1 ਤੇ ਨੰੂ ਜ਼ੂਕੋਵਸਕੀ ਫੰਕਸ਼ਨ ਿਕਹਾ ਜਾਂਦਾ ਹੈ ਇਸਲਈ f z z z 
ਜ਼ੂਕੋਵਸਕੀ ਫੰਕਸ਼ਨ ਉਹਨਾਂ ਚੱਕਰਾਂ ਨੰੂ ਲ୊ਦਾ ਹੈ ਜੋ ਕୈਦਰ ਿਵੱਚ ਹੁੰਦਾ ਹੈ।  ਜੇਕਰ ਤੁਸੀ ਂਉਸ ਟਰੇਸ ਨੰੂ ਲ୊ਦੇ ਹੋ ਮੂਲ 'ਤੇ ਕୈਦਰ ਵਾਲਾ origin to ellipse z 

ਚੱਕਰ ਦਾ ਿਚੱਤਰ ਇੱਕ ਅੰਡਾਕਾਰ ਦਾ ਪਤਾ ਲਗਾਉਦਂਾ ਹੈ ਪਰ ਅੰਡਾਕਾਰ ਦੇ ਫੋਸੀ ਪਲੱਸ ਘਟਾਓ ਦੋ ਕੌਮਾ ਜ਼ੀਰੋ ਹੁੰਦੇ ਹਨ ਇਸਲਈ ਇਹਨਾਂ ਨੰੂ ਜ਼ੂਕੋਵਸਕੀ sa z f 
ਅੰਡਾਕਾਰ ਿਕਹਾ ਜਾਂਦਾ ਹੈ ਇਸਲਈ ਅਗਲੀ ਸਲਾਈਡ ਇੱਕ ਕਸਰਤ ਹੈ ਜੋ ਮ୊ ਤੁਹਾਡੇ ਲਈ ਫੋਸੀ ਿਨਰਧਾਰਤ ਕਰਨ ਲਈ ਕੀਤੀ ਹੈ।  ਜ਼ੂਕੋਵਸਕੀ ਅੰਡਾਕਾਰ ਦੇ ਉਹ ਕੀ 
ਹਨ 2 ਕੌਮਾ 0 ਅਤੇ ਘਟਾਓ 2 ਕੌਮਾ 0। ਦੇ ਇੱਕ ਮੁੱਲ ਲਈ ਤੁਹਾਨੰੂ ਦੇ ਇੱਕ ਬਹਤੁ ਹੀ ਖਾਸ ਮੁੱਲ ਲਈ ਅੰਡਾਕਾਰ ਪ୥ਾਪਤ ਨਹੀ ਂਹੁੰਦਾ ਜੋ ਮ୊ ਇਸਨੰੂ ਅਗਲੇ ਦਾ r r a 
ਪਤਾ ਲਗਾਉਣ ਲਈ ਤੁਹਾਡੇ 'ਤੇ ਛੱਡਾਂਗਾ। ਇਸੇ ਤਰ୧ਾਂ ਦੀ ਸਮੱਿਸਆ ਨੰੂ ਇੱਕ ਚੱਕਰ ਦੇ ਰਪੂ ਿਵੱਚ ਇੱਕ ਚੱਕਰ ਨੰੂ ਟਰੇਸ ਕਰਨ ਦੇ ਰਪੂ ਿਵੱਚ ਲੈਣ ਦੀ ਬਜਾਏ, ਆਓ ਅਸੀ ਂz 
ਇਹ ਮੰਨ ਲਈਏ ਿਕ ਮੂਲ ਤୌ ਅਨੰਤ ਤੱਕ ਐਰੇ ਨੰੂ ਟਰਸੇ ਕਰਦਾ ਹੈ ਇੱਕ ਸਕਾਰਾਤਮਕ ਧੁਰੇ ਦੇ ਨਾਲ ਇੱਕ ਕੋਣ ਥੀਟਾ ਬਣਾਉਣ ਵਾਲੀ ਰੇ ਨੰੂ ਐਰੇ ਲ୊ਦਾ ਹੈ ਤਾਂ ਤੁਸੀ ਂz x-
ਇਸ ਰ ੇਟੀ ਕੋਸਾਈਨ ਬਾਰੇ ਿਕਵୈ ਸੋਚਦੇ ਹੋ? ਥੀਟਾ ਪਲੱਸ ਇਹ ਸਾਇਨ ਥੀਟਾ ਇਹ ਬਰਾਬਰ ਹੈ ਿਵੱਚ ਥੀਟਾ ਪਲੱਸ ਥੀਟਾ ਤୌ z t cos i sine at a 0 
ਅਨੰਤਤਾ ਿਵੱਚ ਬਦਲਦਾ ਹੈ ਅਤੇ ਥੀਟਾ ਸਿਥਰ ਹੈ ਇਸਲਈ ਮ୊ ਦਾ ਿਚੱਤਰ ਲੱਭਣਾ ਚਾਹੁੰਦਾ ਹਾਂ ਤਾਂ ਦਾ ਪਲੱਸ 1 ਉਤੇੱ ਹੈ  ਅਤੇ ਿਜਵୈ ਿਕ ਬਦਲਦਾ z f z f z z t 
ਹੈ ਅਤੇ ਥੀਟਾ ਿਫਕਸ ਹੁੰਦਾ ਹੈ ਜੋ ਤੁਸੀ ਂਪ୥ਾਪਤ ਕਰਦੇ ਹੋ ਿਕਉਿਂਕ ਿਚੱਤਰ ਿਚੱਤਰ ਨੰੂ ਕਰਵ ਕਰਦਾ ਹੈ  ਵਕਰ ਹਾਈਪਰਬੋਲਾ ਹਨ ਮ୊ ਉਹਨਾਂ ਨੰੂ ਜ਼ੂਕੋਵਸਕੀ ਹਾਈਪਰਬੋਲਾ 
ਕਿਹਣ ਜਾ ਿਰਹਾ ਹਾਂ ਇਹਨਾਂ ਜ਼ੀਕੋਵਸਕੀ ਹਾਈਪਰਬੋਲਾ ਦੇ ਫੋਸੀ ਲੱਭੋ ਇਹ ਅਨੁਮਾਨ ਲਗਾਉਣ ਲਈ ਕੋਈ ਇਨਾਮ ਨਹੀ ਂਹੈ ਿਕ ਉਹ 2 ਕੌਮਾ 0 ਅਤੇ ਘਟਾਓ 2 ਕੌਮਾ 0 
ਹੋਣ ਜਾ ਰਹੇ ਹਨ। ਹਾਈਪਰਬੋਲਾ ਵੀ ਕਨਫੋਕਲ ਹਨ ਅਤੇ ਉਹਨਾਂ ਦਾ ਫੋਸੀ ਸਮਾਨ ਹੈ  ਅੰਡਾਕਾਰ ਇਸਲਈ ਕੋਿਨਕਸ ਦਾ ਪੂਰਾ ਪਿਰਵਾਰ ਕੋਿਨਕਸ ਦਾ ਇੱਕ ਕਨਫੋਕਲ 
ਪਿਰਵਾਰ ਹੈ ਇਹ ਦਰਸਾਉਦਂਾ ਹੈ ਿਕ ਜ਼ੂਕੋਵਸਕੀ ਹਾਈਪਰਬੋਲਾ ਜ਼ੂਕੋਵਸਕੀ ਅੰਡਾਕਾਰ ਨੰੂ ਆਰਥੋਗੋਨਲੀ ਤੌਰ 'ਤੇ ਕੱਟਦਾ ਹੈ ਸਾਨੰੂ ਮੁੜ ਤୌ ਵਕਰਾਂ ਦੀ ਇੱਕ ਆਰਥੋਗੋਨਲ 
ਪ୥ਣਾਲੀ ਲੱਭੀ ਹੈ ਤੁਹਾਨੰੂ ਵਕਰਾਂ ਦੇ ਦੋ ਪਿਰਵਾਰ ਿਮਲੇ ਹਨ ਇੱਕ ਅੰਡਾਕਾਰ ਦਾ ਪਿਰਵਾਰ ਅਤੇ ਹਰ ਇੱਕ ਹਾਈਪਰਬੋਲਾ ਦਾ ਇੱਕ ਪਿਰਵਾਰ  ਅੰਡਾਕਾਰ ਹਰ ਹਾਈਪਰਬੋਲਾ 
ਨੰੂ ਕੱਟ ਦੇਵੇਗਾ ਆਰਥੋਗੋਨਲੀ ਤੌਰ 'ਤੇ ਸਾਡੇ ਕੋਲ ਆਰਥੋਗੋਨਲ ਟ୥ੈਜੈਕਟਰੀਜ਼ ਦਾ ਇੱਕ ਜੋੜਾ ਹੈ ਇਹ ਿਦਲਚਸਪ ਿਕਉ ਂਹੈ ਜਾਂ ਇਹ ਮਹੱਤਵਪੂਰਨ ਿਕਉ ਂਹੈ ਇਹ ਿਦਲਚਸਪ
ਿਕਉ ਂਹੈ ਿਕਉਿਂਕ ਿਜਓਮੈਟਰੀ ਸੁੰਦਰ ਹੈ ਇਹ ਮਹੱਤਵਪੂਰਨ ਹੈ ਿਕਉਿਂਕ ਜ਼ੂਕੋਵਸਕੀ ਨੇ ਏਅਰਫੋਇਲ ਦੇ ਿਨਰਮਾਣ ਿਵੱਚ ਇਸ ਨੰੂ ਲਗਾਇਆ ਹੈ ਇਸਲਈ ਏਰਸੋਪੇਸ 
ਇੰਜੀਨੀਅਿਰਗੰ ਲਈ ਐਪਲੀਕੇਸ਼ਨ ਹਨ ਅਤੇ ਮ୊ ਿਦੱਤਾ  ਤੁਹਾਨੰੂ ਵੈਬਸਾਈਟ ਲਈ ਇੱਕ ਖਾਸ ਿਲੰਕ ਹੈ ਿਜੱਥੇ ਤੁਸੀ ਂਗਲੇਨ ਦਆੁਰਾ ਨਾਸਾ ਦਆੁਰਾ ਇੱਕ ਲੇਖ ਲੱਭ ਸਕਦੇ ਹੋ 
ਖੋਜ ਪ୥ਯੋਗਸ਼ਾਲਾ ਿਜੱਥੇ ਤੁਸੀ ਂਇਸ ਬਾਰੇ ਵੇਰਵੇ ਪ୥ਾਪਤ ਕਰੋਗੇ ਿਕ ਜ਼ੀਕੋਵਸਕੀ ਨੇ ਏਅਰਫੋਇਲ ਦੇ ਿਨਰਮਾਣ ਿਵੱਚ ਇਸ ਨੰੂ ਿਕਵୈ ਵਰਿਤਆ ਹੈ ਹਣੁ ਜ਼ੂਕੋਵਸਕੀ ਫੰਕਸ਼ਨ ਨੰੂ 
ਏਰੋਸਪੇਸ ਇੰਜੀਨੀਅਿਰੰਗ ਤୌ ਇਲਾਵਾ ਇੱਕ ਬਹਤੁ ਹੀ ਵੱਖਰੇ ਖੇਤਰ ਿਵੱਚ ਵੀ ਲਾਗੂ ਕੀਤਾ ਜਾ ਸਕਦਾ ਹੈ ਅਤੇ ਇਹ ਅਗਲੀ ਸਲਾਈਡ ਿਵੱਚ ਹੋਣ ਜਾ ਿਰਹਾ ਹੈ ਪਰ ਮੇਰੇ 
ਆਉਣ ਤୌ ਪਿਹਲਾਂ  ਿਕ ਮ୊ ਗੁੰਝਲਦਾਰ ਫੰਕਸ਼ਨ ਿਥਊਰੀ ਤୌ ਇੱਕ ਹੋਰ ਅਿਭਆਸ ਨੰੂ ਦਬੁਾਰਾ ਦੇਖਣ ਜਾ ਿਰਹਾ ਹਾਂ ਇੱਥੇ ਅਸੀ ਂਇੱਕ ਵੱਖਰਾ ਫੰਕਸ਼ਨ ਲ୊ਦੇ ਹਾਂ ਇੱਕ ਬਹਤੁ ਹੀ 
ਵਧੀਆ ਫੰਕਸ਼ਨ ਤୌ ਤੱਕ ਦੇ ਬਰਾਬਰ ਵਰਗ ਦੇ ਦਆੁਰਾ ਿਦੱਤਾ ਿਗਆ ਹੈ ਜੋ ਦਰਸਾਉਦਂਾ ਹੈ ਿਕ ਹਰੀਜੱਟਲ ਲਾਈਨਾਂ ਦਾ ਿਚੱਤਰ ਪਲੱਸ f c c z z f t ic  
ਇਸ ਲਈ ਆਪਣੇ ਨੰੂ ਠੀਕ ਕਰੋ ਅਤੇ ਨੰੂ ਵੱਖਰਾ ਹੋਣ ਿਦਓ ਤਾਂ ਕੀ ਪਲੱਸ ਟਰੇਸ ਪਲੱਸ ਇੱਕ ਲੇਟਵੀ ਂਲਾਈਨ ਹੈ ਜੋ ਿਬੰਦ ੂ0 ਕਾਮੇ ਿਵੱਚୌ c t t ic t ic c 
ਲੰਘਦੀ ਹੈ ਇਸਲਈ ਜੇਕਰ ਮ୊ ਨੰੂ ਪਲੱਸ ਦੇ ਬਰਾਬਰ ਲ୊ਦਾ ਹਾਂ ਤਾਂ ਇਹ ਵਰਗ ਿਵੱਚ ਕੀ ਹੋਵੇਗਾ। ਵਰਗ ਘਟਾਓ ਵਰਗ ਪਲੱਸ z t ic z be t c 2i dc 
ਤਾਂ ਇਹ ਟਰੇਸ ਆਉਟ ਕੀ ਹੈ ਜਦୌ ਘਟਾਓ ਅਨੰਤ ਤୌ ਪਲੱਸ ਅਨੰਤ ਤੱਕ ਬਦਲਦਾ ਹੈ ਕੀ ਹੁੰਦਾ ਹੈ ਵਕਰ ਵਰਗ ਘਟਾਓ ਵਰਗ ਕੌਮਾ ਉਹ z 20 t c 2tc 
ਪੈਰਾਬੋਲਸ ਹਨ ਇਸ ਪਰਾਬ ਦਾ ਫੋਕਸ ਲੱਭਦੇ ਹਨ  ਅਤੇ ਕੀ ਇਹ ਫੋਕਸ 'ਤੇ ਿਨਰਭਰ ਕਰਦਾ ਹੈ ਤੁਸੀ ਂਉਮੀਦ ਕਰਦੇ ਹੋ ਿਕ ਜਵਾਬ ਨਹੀ ਂਹੋਵੇਗਾ ਅਤੇ ਇਹ ola c 
ਪੈਰਾਬੋਲਾ ਦਾ ਇੱਕ ਕਨਫੋਕਲ ਪਿਰਵਾਰ ਹੋਵੇਗਾ ਪਰ ਿਕਰਪਾ ਕਰਕੇ ਹਣੁ ਜਾਂਚ ਕਰੋ ਿਕ ਅਸੀ ਂਹਰੀਜੱਟਲ ਲਾਈਨਾਂ ਦਾ ਿਚੱਤਰ ਲੈ ਰਹੇ ਹਾਂ, ਆਓ ਅਸੀ ਂਲੰਬਕਾਰੀ ਰੇਖਾਵਾਂ 
ਦੇ ਿਚੱਤਰ ਨੰੂ ਵੇਖੀਏ ਅਤੇ ਜਦୌ ਇਹ  ਅਸਲ ਸੰਿਖਆਵਾਂ ਪਲੱਸ ਉਤੇੱ ਚੱਲਦਾ ਹੈ ਇਹ ਇੱਕ ਲੰਬਕਾਰੀ ਰੇਖਾ ਹੈ ਜੋ ਿਬੰਦ ੂ ਕਾਮੇ 0 ਿਵੱਚୌ ਲੰਘਦੀ ਹੈ। ਇਸਲਈ ਜੇਕਰt a a 
ਮ୊ ਬਰਾਬਰ ਪਲੱਸ ਦੇ ਬਰਾਬਰ ਲ୊ਦਾ ਹਾਂ ਤਾਂ ਦਾ ਵਰਗ ਇੱਕ ਵਰਗ ਘਟਾਓ ਵਰਗ ਪਲੱਸ 2 ਹੁੰਦਾ ਹੈ ਤਾਂ ਜੋ ਆਰਗੂਮ୊ਟ ਿਵੱਚ ਇੱਕ ਿਬੰਦ ੂਹੋਵੇ।  z a z t iat 
ਪਲੇਨ ਅਸੀ ਂਇੱਕ ਵਰਗ ਘਟਾਓ ਟੀ ਵਰਗ ਕੌਮਾ 280 ਨੰੂ ਦੇਖ ਰਹੇ ਹਾਂ ਇਹ ਇੱਕ ਪੈਰਾਬੋਲਾ ਲਈ ਇੱਕ ਪੈਰਾਮੀਟਰਾਈਜ਼ੇਸ਼ਨ ਹੈ ਇੱਕ ਪੈਰਾਬੋਲਾ ਲਈ ਇੱਕ ਪੈਰਾਮੀਿਟ୥ਕ 
ਰਪੂ ਹੈ ਦਬੁਾਰਾ ਇਸ ਪੈਰਾਬੋਲਾ ਨੰੂ ਲੱਭੋ ਇਸ ਪੈਰਾਬੋਲਾ ਦਾ ਫੋਕਸ ਲੱਭੋ ਅਤੇ ਜਾਂਚ ਕਰੋ ਿਕ ਕੀ ਇਹ ਪੈਰਾਬੋਲਾ ਅਗਲੀ ਕਸਰਤ 'ਤੇ ਿਨਰਭਰ ਕਰਦਾ ਹੈ ਿਕ  ਕਸਰਤ 19 ਦੇ 
ਪੈਰਾਬੋਲਸ ਕਸਰਤ ਦੇ ਪੈਰਾਬੋਲਸ ਨੰੂ ਕੱਟਦੇ ਹਨ 20 ਆਰਥਗੋੋਨਲ ਤੌਰ 'ਤੇ ਦਬੁਾਰਾ ਅਸੀ ਂਆਰਥੋਗੋਨਲ ਟ୥ੈਜੈਕਟਰੀਜ਼ ਦਾ ਇੱਕ ਜੋੜਾ ਦੇਖਦੇ ਹਾਂ ਇਸਲਈ ਹਣੁ ਅਸੀ ਂ
ਗੁੰਝਲਦਾਰ ਫੰਕਸ਼ਨ ਿਥਊਰੀ ਤୌ ਿਤੰਨ ਉਦਾਹਰਣਾਂ ਪ୥ਾਪਤ ਕੀਤੀਆਂ ਹਨ ਜੋ ਅਸੀ ਂਿਕਸੇ ਵੀ ਡੀ ਦੀ ਵਰਤୌ ਨਹੀ ਂਕਰਦੇ ਹਾਂ ਗੁੰਝਲਦਾਰ ਫੰਕਸ਼ਨ ਿਥਊਰੀ ਤୌ ਿਵਚਾਰ eep 
ਇੱਕ ਗੁੰਝਲਦਾਰ ਵੇਰੀਏਬਲ ਦੇ ਫੰਕਸ਼ਨਾਂ ਦੀ ਿਥਊਰੀ ਗਿਣਤ ਦੀ ਇੱਕ ਡੰੂਘੀ ਸ਼ਾਖਾ ਹੈ ਪਰ ਅਸੀ ਂਇਹਨਾਂ ਿਵੱਚୌ ਕੋਈ ਵੀ ਨਹੀ ਂਵਰਤ ਰਹੇ ਹਾਂ ਅਸੀ ਂਿਸਰਫ ਉਹਨਾਂ ਚੀਜ਼ਾਂ ਨੰੂ 
ਦੇਖ ਰਹੇ ਹਾਂ ਜੋ ਤੁਹਾਡੇ ਿਸਲੇਬਸ ਿਵੱਚ ਚੰਗੀ ਤਰ୧ਾਂ ਹਨ ਅਰਥਾਤ ਇੱਕ ਗੁੰਝਲਦਾਰ ਸੰਿਖਆ ਦਾ ਵਰਗ ਿਕਵୈ ਕਰਨਾ ਹੈ ਹਰ ਕੋਈ ਜਾਣਦਾ ਹੈ  ਇਹ ਿਕਵୈ ਕਰਨਾ ਹੈ ਿਕ z 
ਉਤੇੱ ਪਲੱਸ 1 ਦੀ ਗਣਨਾ ਿਕਵୈ ਕੀਤੀ ਜਾਵੇ ਅਤੇ ਿਸਰਫ਼ ਗੁੰਝਲਦਾਰ ਗੁਣਾ ਅਤੇ ਗੁੰਝਲਦਾਰ ਭਾਗ ਦੇ ਇਹਨਾਂ ਮੁਢਲੇ ਿਵਚਾਰਾਂ ਦੀ ਵਰਤୌ ਕਰਕੇ ਅਸੀ ਂਔਰਥੋਗੋਨਲ z 
ਟ୥ੈਜੈਕਟਰੀਜ਼ ਦੀਆਂ ਿਤੰਨ ਸੁੰਦਰ ਉਦਾਹਰਣਾਂ ਪ୥ਾਪਤ ਕੀਤੀਆਂ ਹਨ ਠੀਕ ਹੈ ਤਾਂ ਆਓ ਹਣੁ ਦਬੁਾਰਾ ਤਸਵੀਰ ਨੰੂ ਵੇਖੀਏ ਿਕ ਆਿਦਿਤਆ ਨੇ ਇਹ ਤਸਵੀਰਾਂ ਿਤਆਰ ਕੀਤੀਆਂ 
ਹਨ।  ਗਿਣਤ ਦੀ ਵਰਤୌ ਕਰਕੇ ਤੁਸੀ ਂਲਾਲ ਪੈਰਾਬੋਲਸ ਅਤੇ ਨੀਲੇ ਪੈਰਾਬੋਲਸ ਨੰੂ ਵੇਖ ਸਕਦੇ ਹੋ ਤੁਸੀ ਂਉਹਨਾਂ ਨੰੂ ਆਰਥੋਗੋਨਲੀ ਤੌਰ 'ਤੇ ਕੱਟਦੇ ਹੋਏ ਦੇਖ ਸਕਦੇ ਹੋ ਹਰ 
ਨੀਲਾ ਵਕਰ ਹਰ ਲਾਲ ਵਕਰ ਨੰੂ ਕੱਟਦਾ ਹੈ ਅਤੇ ਇੰਟਰਸੈਕਸ਼ਨ ਦੇ ਿਬੰਦ ੂ'ਤੇ ਇੰਟਰਸੈਕਸ਼ਨ ਦਾ ਕੋਣ 90 ਿਡਗਰੀ ਹੁੰਦਾ ਹੈ, ਇਸਲਈ ਿਕਰਪਾ ਕਰਕੇ ਇਸਨੰੂ ਆਪਣੇ ਆਪ 
ਅਜ਼ਮਾਓ ਹਣੁ ਅਿਜਹਾ ਕਰਨਾ ਬਹਤੁ ਮਜ਼ੇਦਾਰ ਹੈ।  ਖਗੋਲ ਿਵਿਗਆਨ ਦੀ ਸੇਵਾ ਿਵੱਚ ਜ਼ੂਕੋਵਸਕੀ ਫੰਕਸ਼ਨ, ਜ਼ੂਕੋਵਸਕੀ ਫੰਕਸ਼ਨ ਦੀ ਵਾਅਦਾ ਕੀਤੀ ਐਪਲੀਕੇਸ਼ਨ ਆਉਦਂੀ
ਹੈ ਆਕਾਸ਼ੀ ਈਕਾਿਨਕਸ ਅਤੇ ਇੱਥੇ ਅਸੀ ਂਬੋਿਲਨ ਦੀ ਿਥਊਰਮ ਨਾਮਕ ਇੱਕ ਬਹਤੁ ਹੀ ਸੁੰਦਰ ਿਥਊਰਮ 'ਤੇ ਆਉਦਂੇ ਹਾਂ ਜੋ ਿਕ 1911 ਤੱਕ ਵਾਪਸ ਜਾਂਦਾ ਹੈ। ਇਹ m  
ਕਮਾਲ ਦੀ ਗੱਲ ਹੈ ਿਕ ਜ਼ੂਕੋਵਸਕੀ ਫੰਕਸ਼ਨ ਆਕਾਸ਼ੀ ਮਕੈਿਨਕਸ ਿਵੱਚ ਐਪਲੀਕੇਸ਼ਨ ਲੱਭਦਾ ਹੈ ਅਤੇ ਉਹ ਜ਼ੂਕੋਵਸਕੀ ਅੰਡਾਕਾਰ ਅਤੇ ਹਾਈਪਰਬੋਲਾ ਬੋਿਲਨ ਦੇ ਪ୥ਮੇਏ ਦੇ 
ਸਬੂਤ ਿਵੱਚ ਿਵਸ਼ੇਸ਼ਤਾ ਦੇਣਗੇ, ਇਹ ਇੱਕ ਪੁਰਾਣਾ ਨਤੀਜਾ ਹੈ।  ਬੋਲਣ ਲਈ ਿਕ ਦਾ ਨਕਸ਼ਾ ਬਰਾਬਰ ਵਰਗ ਦੇ ਬਰਾਬਰ ਗ୥ਿਹਆਂ ਦੀ ਗਤੀ ਦੀਆਂ w f w w 
ਸਮੀਕਰਨਾਂ ਨੰੂ ਇਸ ਸਮੀਕਰਨ ਦਆੁਰਾ ਵਰਗ ਜੋੜ ਕੇ ਬਰਾਬਰ 0 ਿਵੱਚ ਬਦਲਦਾ ਹੈ। ਇਹ ਿਵਿਭੰਨ ਸਮੀਕਰਨ ਤੁਹਾਨੰੂ ਹਣੁ ਤੱਕ ਜ਼ਰਰੂ ਜਾਣ ੂਹੈ ਿਕ d 2 w ds w 
ਇਹ ਨਹੀ ਂਹੈ।  ਅਸਲ ਸਮਾਂ ਇਹ ਮੁੜ- ਸਕੇਲ ਕੀਤਾ ਿਗਆ ਸਮਾਂ ਹੈ ਬੋਿਲਨ ਦੇ ਪ୥ਮੇਏ ਦੇ ਸਬੂਤ ਿਵੱਚ ਜ਼ਕੋਵਸਕੀ ਨਕਸ਼ੇ ਅਤੇ ਜ਼ਕੋਵਸਕੀ ਅੰਡਾਕਾਰ ਿਵਸ਼ੇਸ਼ਤਾ ਬੋਿਲਨs 
ਦੀ ਿਥਊਰਮ ਕਿਹੰਦੀ ਹੈ ਿਕ ਇੱਕ ਬਹਤੁ ਹੀ ਸਪੱਸ਼ਟ ਰਪੂਾਂਤਰਣ ਹੁੰਦਾ ਹੈ ਜੋ ਿਵਿਭੰਨ ਸਮੀਕਰਨਾਂ ਦੀ ਇੱਕ ਬਹਤੁ ਹੀ ਗੁੰਝਲਦਾਰ ਪ୥ਣਾਲੀ ਨੰੂ ਬਦਲਦਾ ਹੈ ਅਰਥਾਤ ਿਵਿਭੰਨ 
ਸਮੀਕਰਨਾਂ ਜੋ ਿਕ ਗਤੀ ਨੰੂ ਿਨਯੰਿਤ୥ਤ ਕਰਦੀਆਂ ਹਨ। ਸੂਰਜ ਦੇ ਆਲੇ ਦਆੁਲੇ ਦੇ ਗ୥ਿਹ ਦੋ ਸਰੀਰ ਦੀ ਸਮੱਿਸਆ ਸੂਰਜ ਅਤੇ ਗ୥ਿਹ ਿਸਰਫ ਇਹ ਦੋ ਸਰੀਰ ਵੱਖੋ-ਵੱਖਰ ੇ
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ਿਸਸਟਮ ਨੰੂ ਕਰਦੇ ਹਨ ਸੂਰਜ ਦੇ ਦਆੁਲੇ ਿਕਸੇ ਗ୥ਿਹ ਦੀ ਗਤੀ ਨੰੂ ਿਨਯੰਤਿਰਤ ਕਰਨ ਵਾਲੀ ਸਮੀਕਰਨ ਨੰੂ ਗ୥ਿਹਆਂ ਦੀ ਗਤੀ ਅਤੇ ਇਸ ਿਵਿਭੰਨ ਸਮੀਕਰਨ ਦਾ ਿਵਕਾਸ 
ਬਰਾਬਰ ਦੇ ਅਨੋਖੇ ਪ୥ਸਾਰਣ ਦਆੁਰਾ ਇਸ ਿਨਰਦੋਸ਼ ਿਦੱਖ ਵਾਲੇ ਿਵਿਭੰਨ ਸਮੀਕਰਨ ਿਵੱਚ ਬਦਿਲਆ ਜਾ ਸਕਦਾ ਹੈ ਅਸਲ ਿਵੱਚ ਿਨਊਟਨ ਿਵੱਚ ਵਾਪਸ ਜਾਂਦਾ ਹੈ ਪਰ 
ਿਵਸ਼ਲੇਸ਼ਣਾਤਮਕ ਰਪੂ ਿਜਸ ਿਵੱਚ ਅਸੀ ਂਹਾਂ  ਿਦੱਤਾ ਿਗਆ ਹੈ ਬੋਿਲਨ ਦੇ ਕਾਰਨ ਹੈ ਤੁਸੀ ਂਆਸਾਨੀ ਨਾਲ ਇਸ ਿਵਚਾਰ ਦੀ ਵਰਤୌ ਕੇਪਲਰ ਦੇ ਗ୥ਿਹ ਗਤੀ ਦੇ ਪਿਹਲੇ ਿਨਯਮ 
ਨੰੂ ਸਾਬਤ ਕਰਨ ਲਈ ਕਰ ਸਕਦੇ ਹੋ, ਕੋਈ ਇਹ ਸਾਬਤ ਕਰ ਸਕਦਾ ਹੈ ਿਕ ਗ୥ਿਹ ਸੂਰਜ ਦੇ ਆਲੇ ਦਆੁਲੇ ਅੰਡਾਕਾਰ ਚੱਕਰਾਂ ਿਵੱਚ ਸੂਰਜ ਦੇ ਨਾਲ ਘੁੰਮਦੇ ਹਨ ਇੱਕ ਫੋਸੀ 
ਕਾਰਨ ਬਹਤੁ ਸਧਾਰਨ ਹੈ ਤੁਸੀ ਂਇਸ ਸਮੀਕਰਨ ਨੰੂ ਆਸਾਨੀ ਨਾਲ ਹੱਲ ਕਰ ਸਕਦੇ ਹੋ।  ਦਆੁਰਾ ਵਰਗ ਜੋੜ ਨਾਲ ਬਰਾਬਰ ਜ਼ੀਰ ੋd2 w ds w 
ਇਸ ਲਈ ਸਾਨੰੂ ਇਸ ਿਵਿਭੰਨ ਸਮੀਕਰਨ ਦਆੁਰਾ ਵਰਗ ਜੋੜ ਨਾਲ ਬਰਾਬਰ 0 ਨੰੂ ਹੱਲ ਕਰਨਾ ਹੋਵੇਗਾ। ਹਣੁ ਤੁਸੀ ਂਦੇਖੋਗੇ ਿਕ ਇੱਕ ਿਮਸ਼ਿਰਤ d2 w ds w w 
ਸੰਿਖਆ ਹੈ ਇਸਦਾ ਅਸਲ ਭਾਗ ਹੈ ਅਤੇ ਇਸਦਾ ਇੱਕ ਕਾਲਪਿਨਕ ਭਾਗ ਹੈ। x y 
ਇਸ ਲਈ ਇਹ ਸਮੀਕਰਨ ਅਸਲ ਿਵੱਚ ਦੋ ਸਮੀਕਰਨਾਂ ਹਨ ਵਰਗ ਜੋੜ ਬਰਾਬਰ 0 ਗੁਣਾ ਵਰਗ ਜੋੜ ਬਰਾਬਰ 0 ਇੱਥੇ d 2 x x ds x d 2 y ds y 
ਸਧਾਰਨ ਹਾਰਮੋਿਨਕ ਮੋਸ਼ਨਾਂ ਦੀਆਂ ਦੋ ਸਮੀਕਰਨਾਂ ਹਨ ਜੋ ਤੁਸੀ ਂਸਿਹ ਕਰਦੇ ਹੋ  ਨੰੂ ਦਾ ਹੋਣ ਲਈ ਹੋਣ ਲਈ ਹੋਰ ਆਮ ਤੌਰ 'ਤੇ uld x s sine cosine s 
ਤੁਸੀ ਂ ਨੰੂ ਅਤੇ ਨੰੂ ਲੈ ਸਕਦੇ ਹੋ ਅਤੇ ਸਾਨੰੂ ਦਾ ਬਰਾਬਰ ਪਲੱਸ ਦਾ ਕੋਸਾਈਨ ਪ୥ਾਪਤ ਕਰਨ ਲਈ ਕੀ ਚਾਹੀਦਾ ਹੈ? x cosine s y b sine s s w s ib 

ਦਾ ਿਜਸ ਨਾਲ ਅਸਲ ਟ୥ੈਜੈਕਟਰੀ ਕੀ ਹੈ ਯਾਦ ਰੱਖੋ ਿਕ ਫੰਕਸ਼ਨ ਦਾ ਬਰਾਬਰ ਹੈ ਵਰਗ ਦਾ ਮੂਲ ਕੋਆਰਡੀਨੇਟ ਸੀ ਗ୥ਿਹ ਦੇ ਗਤੀਸ਼ੀਲ ਿਬੰਦ ੂs sine f w w zz 
ਦਾ ਗਤੀਸ਼ੀਲ ਿਬੰਦ ੂਕੋਆਰਡੀਨੇਟ ਸੀ 
ਇਸ ਲਈ ਦਾ ਵਰਗ ਵਰਗ ਹੋਵੇਗਾ ਤਾਂ ਗ୥ਿਹ ਦੀ ਸਿਥਤੀ  ਦਾ ਵਰਗ ਦਾ ਹੈ ਜੋ ਿਕ ਇੱਕ ਵਰਗ ਹੈ ਵਰਗ ਘਟਾਓ ਵਰਗ ਸਾਇਨ z w s z s w cos s b 
ਵਰਗ ਪਲੱਸ 2 ਅਬੀ ਸਾਈਨਸ ਕਾਰਨ ਹੈ ਤਾਂ ਹਣੁ ਜੇ ਤੁਸੀ ਂ ਦਾ ਅਸਲੀ ਿਹੱਸਾ ਅਤੇ ਦਾ ਕਾਲਪਿਨਕ ਿਹੱਸਾ ਲ୊ਦੇ ਹੋ ਅਤੇ ਿਚੰਨ୧ ਅਤੇ ਕੋਸਾਈਨ ਨੰੂ ਖਤਮ ਕਰਦੇ s z z 
ਹੋ ਤਾਂ ਕੀ ਹੋਵੇਗਾ  ਕੀ ਅਸੀ ਂਦੇਖਦੇ ਹਾਂ ਿਕ ਇਹ ਇੱਕ ਅੰਡਾਕਾਰ ਦੀ ਪੈਰਾਮੀਿਟ୥ਕ ਸਮੀਕਰਨ ਹੈ, 
ਇਸ ਲਈ ਉਦਾਹਰਨ ਲਈ ਇਸ ਅਸਲੀ ਿਹੱਸੇ ਨੰੂ ਦੇ ਵਜୌ ਕਾਲ ਕਰੋ ਕਾਲਪਿਨਕ ਭਾਗ ਨੰੂ ਦੇ ਵਜୌ ਕਾਲ ਕਰੋ ਅਤੇ x s s y 
ਇਸ ਲਈ ਅੰਡਾਕਾਰ ਦੀ ਇਹ ਸਮੀਕਰਨ ਕੀ ਹੈ ਪਿਹਲਾਂ ਸਾਈਨ ਦੇ ਕੋਸਾਈਨ ਨੰੂ ਖਤਮ ਕਰ ੋ ਵਰਗ ਦੇ ਰਪੂ ਿਵੱਚ 2 ਵਰਗ cos s cosine s sine si  n
ਕੋਸਾਈਨ ਸਾਈਨਸ ਕਾਰਨਾਂ ਦੀਆਂ ਸ਼ਰਤਾਂ ਦੇ ਰਪੂ ਿਵੱਚ ਵਰਗ ਪਲੱਸ ਵਰਗ ਬਰਾਬਰ 1 ਦੀ ਵਰਤୌ ਕਰਦੇ ਹਨ ਅਤੇ 2s 2 sine 2s sine 2s cos 2s 
ਤੁਹਾਨੰੂ ਇਹ ਸਮੀਕਰਨ ਅਤੇ ਉਹ ਸਮੀਕਰਨ ਿਮਲਦਾ ਹੈ ਜੋ ਤੁਸੀ ਂ ਘਟਾਓ ਇੱਕ ਵਰਗ ਘਟਾਓ ਵਰਗ ਨੰੂ ਇੱਕ ਵਰਗ ਜੋੜ ਨਾਲ ਵੰਿਡਆ ਹੋਇਆ ਦੇਖਦੇ ਹੋ।  2x b b 
ਪੂਰੇ ਵਰਗ ਦਾ ਵਰਗ ਜੋੜ ਵਰਗ ਨਾਲ ਇੱਕ ਵਰਗ ਵਰਗ 1 ਦੇ ਬਰਾਬਰ ਇਹ ਇੱਕ ਅੰਡਾਕਾਰ ਫੋਸੀ ਹੈ ਿਜਸਦਾ ਫੋਸੀ ਮੂਲ ਿਵੱਚ ਹੈ ਇਹ ਕੋਆਰਡੀਨੇਟ y b 
ਿਜਓਮੈਟਰੀ ਿਵੱਚ ਇੱਕ ਬਹਤੁ ਹੀ ਆਸਾਨ ਅਿਭਆਸ ਹੈ ਅਤੇ ਮ୊ ਤੁਹਾਨੰੂ ਅਿਜਹਾ ਕਰਨ ਦੀ ਬੇਨਤੀ ਕਰਦਾ ਹਾਂ ਤਾਂ ਅਸੀ ਂਇੱਥੇ ਕੀ ਸਾਬਤ ਕੀਤਾ ਹੈ?  ਇਹ ਸਾਬਤ ਕਰਨ 
ਲਈ ਬੋਿਲਨ ਦੇ ਪ୥ਮੇਏ ਦੀ ਵਰਤୌ ਕੀਤੀ ਿਕ ਜੇਕਰ ਸਮੀਕਰਨ ਦੀ ਪਿਰਵਰਿਤਤ ਸਮੀਕਰਨ ਇੱਕ ਅੰਡਾਕਾਰ ਹੈ ਤਾਂ ਸਮੀਕਰਨ ਸਮੀਕਰਨ ਦਾ ਇੱਕ ਵਰਗ ਹੈ w w z w 
ਅਤੇ ਅੰਡਾਕਾਰ ਦਾ ਵਰਗ ਇੱਕ ਹੋਰ ਅੰਡਾਕਾਰ ਹੈ ਿਜਸਦਾ ਫੋਕਸ ਮੂਲ 'ਤੇ ਹੈ ਇਸਲਈ ਦਾ ਸਥਾਨ ਹੈ। ਮੂਲ 'ਤੇ ਇਕ ਫੋਕਸ ਵਾਲਾ ਅੰਡਾਕਾਰ ਹੈ ਅਰਥਾਤ ਕੇਪਲਰz z 
ਦਾ ਪਿਹਲਾ ਿਨਯਮ ਸਥਾਿਪਤ ਕੀਤਾ ਿਗਆ ਹੈ ਠੀਕ ਹੈ ਹਾਲਾਂਿਕ ਬੋਿਲਨ ਦਾ ਪ୥ਮੇਯ ਿਵਿਭੰਨ ਸਮੀਕਰਨਾਂ 'ਤੇ ਇੱਕ ਪ୥ਮੇਯ ਹੈ ਅਸੀ ਂਇਸਨੰੂ ਇੱਥੇ ਸਾਬਤ ਨਹੀ ਂਕਰਾਂਗੇ ਿਕਉਿਂਕ
ਇਹ ਅਸਲ ਿਵੱਚ ਿਸਲੇਬਸ ਿਵੱਚ ਨਹੀ ਂਹੈ ਪਰ ਮ୊ ਿਸਰਫ ਡਬਲਯੂ.  ਤੁਹਾਨੰੂ ਇਹ ਦੱਸਣ ਲਈ ਿਕ ਿਵਿਭੰਨ ਸਮੀਕਰਨਾਂ ਦੀ ਿਥਊਰੀ ਬਾਹਰ ਜਾਂਦੀ ਹੈ ਅਤੇ ਭੌਿਤਕ ant 
ਿਵਿਗਆਨ ਭੌਿਤਕ ਿਵਿਗਆਨ ਖਗੋਲ ਿਵਿਗਆਨ ਕਾਰਟੋਗ୥ਾਫੀ ਏਰੋਸਪੇਸ ਇੰਜਨੀਅਿਰੰਗ ਦੇ ਵੱਖ-ਵੱਖ ਿਹੱਿਸਆਂ ਤੱਕ ਪਹੁੰਚਦੀ ਹੈ ਅਤੇ ਇਹ ਿਥਊਰਮ ਿਨਊਟਨ ਨੰੂ ਪਿਹਲਾਂ
ਹੀ ਜਾਿਣਆ ਜਾਂਦਾ ਸੀ ਅਤੇ ਇਹ ਿਖੱਚ ਦੇ ਦੋਹਰ ੇਿਨਯਮਾਂ ਦੇ ਨਾਂ ਹੇਠ ਚਲਦਾ ਹੈ, ਮ୊ ਨਹੀ ਂਕਰਾਂਗਾ। ਆਕਰਸ਼ਣਾਂ ਦੇ ਇਹਨਾਂ ਦੋਹਰੇ ਿਨਯਮਾਂ ਦਾ ਕੀ ਅਰਥ ਹੈ ਇਸ ਬਾਰੇ 
ਿਵਸਿਤ୥ਤ ਕਰੋ ਿਕ ਅਸੀ ਂਹੇਠਾਂ ਿਦੱਤੀਆਂ ਦੋ ਸਲਾਈਡਾਂ ਿਵੱਚ ਪ୥ਮੇਯ ਬੋਿਲਨ ਦੇ ਕਾਰਨ ਹੈ ਿਜਸ ਿਵੱਚ ਅਸੀ ਂਿਕਹਾ ਹੈ ਿਕ ਮ୊ ਤੁਹਾਨੰੂ ਦੋ ਹਵਾਲੇ ਦੇਣ ਜਾ ਿਰਹਾ ਹਾਂ ਅਤੇ ਇਹ ਦੋ 
ਹਵਾਲੇ ਮਹਾਨ ਮਾਸਟਰਾਂ ਦਆੁਰਾ ਿਲਖੀਆਂ ਿਕਤਾਬਾਂ ਹਨ ਇਹਨਾਂ ਿਵੱਚୌ ਇੱਕ ਹੈ।  ਇੱਕ ਮਹਾਨ ਗਿਣਤ ਸ਼ਾਸਤਰੀ ਅਤੇ ਦਜੂਾ ਇੱਕ ਮਹਾਨ ਭੌਿਤਕ ਿਵਿਗਆਨੀ ਹੈ ਪਿਹਲਾ 
ਇੱਕ ਵੀ ਆਰਨੋਲਡ ਹੈ ਉਸਨੇ ਿਹਊਜੇਨਸ ਬੈਰ ੋਿਨਊਟਨ ਅਤੇ ਹਲਕ ਨਾਮ ਦੀ ਇੱਕ ਿਕਤਾਬ ਿਲਖੀ ਅਤੇ ਅਸੀ ਂਿਨਊਟਨ ਦੀ ਪ୥ਾਪਤੀ ਬਾਰੇ ਗੱਲ ਕਰਕੇ ਲੈਕਚਰ ਦੀ ਇਸ 
ਲੜੀ ਦੀ ਸ਼ੁਰਆੂਤ ਕੀਤੀ ਿਕ ਿਨਊਟਨ ਦੇ ਕੰਮ ਨੇ ਇੱਕ ਅਨੁਭਵੀ ਿਵਿਗਆਨ ਤୌ ਖਗੋਲ ਿਵਿਗਆਨ ਨੰੂ ਬਦਲ ਿਦੱਤਾ। ਇੱਕ ਗਤੀਸ਼ੀਲ ਿਵਿਗਆਨ ਿਵੱਚ ਇਹ ਛੋਟੀ ਿਕਤਾਬ 
ਆਈਜ਼ੈਕ ਬੈਰ ੋਤୌ ਆਧੁਿਨਕ ਖੋਜਾਂ ਤੱਕ ਦੇ ਸਮୈ ਿਵੱਚ ਇੱਕ ਅਨੰਦਮਈ ਯਾਤਰਾ ਹੈ ਿਨਊਟਨ ਦੇ ਿਪ୥ੰਸੀਿਪਆ ਤୌ ਬਾਅਦ ਦੋ ਸਦੀਆਂ ਬਾਅਦ ਿਨਊਟਨ ਤୌ ਬਾਅਦ ਦੇ ਯੱੁਗ ਦੇ ਦੋ
ਸਦੀਆਂ ਤੱਕ ਫੈਲੇ ਖਗੋਲ-ਿਵਿਗਆਨ ਿਵੱਚ  ਸਫ਼ਰ ਸ਼ਨੀ ਦੇ ਿਰੰਗਾਂ ਿਵੱਚ ਿਕਰਕਵੁੱਡ ਗੈਪਸ ਦੀ ਖੋਜ ਦਆੁਰਾ ਅਨੋਖੇ ਆਸਾਨੀ ਨਾਲ ਅੱਗੇ ਵਧਦਾ ਹੈ ਿਜਸ ਿਵੱਚ ਿਨਊਟਨ ਦੇ
ਿਪ୥ੰਸੀਿਪਆ ਿਵੱਚ ਬੀਜਗਿਣਤ ਦੇ ਕਟੋਰੇ ਦੀ ਥੀਓਮੈਟਰੀ ਉਤੇੱ ਕੁਝ ਡੰੂਘੇ ਪ୥ਸਤਾਵਾਂ ਉਤੇੱ ਿਟੱਪਣੀਆਂ ਹੁੰਦੀਆਂ ਹਨ। ਅੰਿਤਕਾ ਉਮਰ 94 ਿਵੱਚ. ਚਰਚਾ ਸਫ਼ਾ 69 'ਤੇ ਸਵਰਗੀ 
ਮਕੈਿਨਕਸ ਦੀਆਂ ਿਜੱਤਾਂ ਦੀ ਿਜਓਮੈਿਟ୥ਕ ਅਤੇ ਸ਼ਾਨਦਾਰ ਹੈ, ਬਦਨਾਮ ਿਤੰਨ-ਸਰੀਰ ਦੀ ਸਮੱਿਸਆ ਿਪਅਰ ਸਾਈਮਨ ਲੈਪਲੇਸ ਦੇ ਯਾਦਗਾਰੀ ਕੰਮ ਅਤੇ ਅੰਤ ਿਵੱਚ 
ਪੋਇਨਕੇਅਰ ਪੋਇਨਕੇਅਰ ਹੈ , ਆਕਾਸ਼ੀ ਮਕੈਿਨਕਸ ਿਵੱਚ ਕ୥ਾਂਤੀਕਾਰੀ ਨਵୈ ਢੰਗਾਂ ਿਵੱਚୌ ਇੱਕ ਦਆੁਰਾ ਿਵਆਿਖਆ ਕੀਤੀ ਗਈ ਹੈ।  ਆਧੁਿਨਕ ਆਕਾਸ਼ੀ ਮਕੈਿਨਕਸ ਿਵੱਚ 
ਸਭ ਤୌ ਮਹੱਤਵਪੂਰਨ ਯੋਗਦਾਨ ਦਸੂਰਾ ਸੰਦਰਭ ਨੋਬਲ ਪੁਰਸਕਾਰ ਜੇਤੂ ਐਸ ਚੰਦਰ ਸ਼ੇਕਰ ਦਆੁਰਾ ਹੈ ਉਸਨੇ ਆਮ ਪਾਠਕਾਂ ਲਈ ਇੱਕ ਿਕਤਾਬ ਿਨਊਟਨ ਦੀ ਿਪ୥ੰਸੀਪੀਆ 
ਿਲਖੀ ਸੀ ਇਸਨੰੂ ਆਕਸਫੋਰਡ ਯੂਨੀਵਰਿਸਟੀ ਪ୥ੈਸ ਦਆੁਰਾ 1996 ਿਵੱਚ ਪ୥ਕਾਿਸ਼ਤ ਕੀਤਾ ਿਗਆ ਸੀ । ਮਹਾਨ ਿਵਦਵਤਾ ਦਾ ਇਹ ਕੰਮ ਸਮੱਗਰੀ ਨਾਲ ਭਰਪੂਰ ਹੈ ਅਤੇ 
ਇਸਦੇ ਬਾਵਜੂਦ  ਿਸਰਲੇਖ ਇਹ ਕੋਈ ਆਸਾਨ ਦਬੁਾਰਾ ਨਹੀ ਂਹੈ ਐਿਡੰਗ ਪਰ ਇਹ ਿਮਹਨਤ ਦੇ ਯੋਗ ਹੈ ਆਮ ਪਾਠਕ ਦਾ ਮਤਲਬ ਆਮ ਆਦਮੀ ਨਹੀ ਂਹੈ ਇਸਦਾ ਮਤਲਬ 
ਹੈ ਿਕ ਤੁਸੀ ਂਿਵਿਦਆਰਥੀ ਜੋ ਇੱਕੋ ਸਮୈ ਕੈਲਕੂਲਸ ਿਸੱਖ ਰਹੇ ਹੋ ਉਹ ਭੌਿਤਕ ਿਵਿਗਆਨ ਿਸੱਖ ਰਹੇ ਹਨ ਉਹ ਰਸਾਇਣ ਿਸੱਖ ਰਹੇ ਹਨ ਉਹ ਭੌਿਤਕ ਿਵਿਗਆਨ ਅਤੇ ਗਿਣਤ 
ਦੇ ਕਾਫ਼ੀ ਿਗਆਨ ਨਾਲ ਲੈਸ ਹਨ ਇਹ ਅਿਜਹੇ ਿਵਿਦਆਰਥੀਆਂ ਲਈ ਹੈ  ਿਕ ਇਹ ਿਕਤਾਬ ਿਲਖੀ ਗਈ ਹੈ ਬੇਸ਼ੱਕ ਇਹ ਿਕਤਾਬ 600 ਪੰਿਨਆਂ ਦੀ ਿਕਤਾਬ ਹੈ ਅਤੇ ਪੰਨਾ 1 
ਤୌ ਪੰਨਾ 600 ਤੱਕ ਨਹੀ ਂਪੜ୧ੀ ਜਾਣੀ ਚਾਹੀਦੀ, ਮ୊ ਤੁਹਾਨੰੂ ਿਸੱਧੇ ਪੰਨਾ 57 'ਤੇ ਜਾਣ ਦੀ ਿਸਫਾਰਸ਼ ਕਰਦਾ ਹਾਂ ਅਤੇ ਤੁਸੀ ਂਕੇਪਲਰ ਦਆੁਰਾ ਗ୥ਿਹਆਂ ਦੀ ਗਤੀ ਦੇ ਿਤੰਨ ਿਨਯਮਾਂ 
ਦੇ ਪੂਰੇ ਸਬੂਤ ਦੇਖੋਗੇ। ਿਨਊਟਨ ਦੇ ਗਤੀ ਦੇ ਿਨਯਮ ਅਤੇ ਇਸਦੇ ਗੁਰਤੂਾਕਰਸ਼ਣ ਦੇ ਿਵਆਪਕ ਿਨਯਮ ਇਸ ਤୌ ਬਾਅਦ ਤੁਸੀ ਂਅਿਧਆਇ ਛੇ ਦੇ ਪੂਰਕ ਨੰੂ ਪੜ୧ਨ ਲਈ ਅੱਗੇ 
ਵਧ ਸਕਦੇ ਹੋ ਿਜੱਥੇ ਉਹ ਗ୥ਿਹਆਂ ਦੇ ਆਕਰਸ਼ਣ ਦੇ ਦੋਹਰੇ ਿਨਯਮਾਂ ਦੀ ਚਰਚਾ ਕਰਦਾ ਹੈ ਅਤੇ ਤੁਸੀ ਂਉਥੱੇ ਬੋਿਲਨ ਦੇ ਪ୥ਮੇਏ ਦਾ ਸਬੂਤ ਵੀ ਦੇਖੋਗੇ ਅਤੇ ਿਫਰ ਤੁਸੀ ਂਅੱਗੇ ਵਧ 
ਸਕਦੇ ਹੋ। ਕੇਪਲਰ ਸਮੀਕਰਨ 'ਤੇ ਸੱਤਵୈ ਅਿਧਆਏ ਅਤੇ ਬੀਜਗਿਣਤ ਜੀਓਮੈਟਰੀ 'ਤੇ ਪ୥ਮੇਯ ਜੋ ਿਕ ਿਨਊਟਨ ਦੇ ਿਪ୥ੰਸੀਿਪਆ ਿਵੱਚ ਸ਼ਾਮਲ ਹੈ, ਮ୊ ਇੱਕ ਮਨਮੋਹਕ ਈ ਦੇ 
ਹਵਾਲੇ ਦਾ ਿਵਰੋਧ ਨਹੀ ਂਕਰ ਸਕਦਾ।  ਐਸ ਚੰਦਰਸ਼ੇਖਰ ਦਾ ਿਨਬੰਧ ਅਤੇ ਿਨਬੰਧ ਿਨਊਟਨ ਦੀ ਪ୥ਿਤਭਾ ਦੀ ਿਮਸ਼ੇਲਐਜਂਲੋ ਨਾਲ ਤੁਲਨਾ ਕਰਦਾ ਹੈ, ਇਸ ਸਲਾਈਡ ਿਵੱਚ 
ਆਈਟਮ ਨੰਬਰ ਿਤੰਨ ਦੇ ਰਪੂ ਿਵੱਚ ਹਵਾਲਾ ਿਦੱਤਾ ਿਗਆ ਹੈ ਚੰਦਰਸ਼ੇਖਰ ਨੇ ਿਪ୥ੰਸੀਪੀਆ ਦੀਆਂ ਿਨਊਟਨ ਦੀਆਂ ਿਲਖਤਾਂ ਦੀ ਿਮਸ਼ੇਲਐਜਂਲੋ ਦੀ ਪୈਿਟੰਗ ਨਾਲ ਜਾਂ ਿਸਸਟੀਨ 
ਚੈਪਲ ਦੀ ਛੱਤ ਦੀ ਤੁਲਨਾ ਕੀਤੀ ਹੈ। ਰਚਨਾਤਮਕਤਾ ਦੇ ਸਭ ਤୌ ਦਰੁਲੱਭ ਪੱਧਰ ਦੇ ਕੰਮਾਂ ਦੇ ਰਪੂ ਿਵੱਚ, ਆਓ ਦੇਖੀਏ ਿਕ ਚੰਦਰਸ਼ੇਕਰ ਦਾ ਕੀ ਕਿਹਣਾ ਹੈ ਮ୊ ਤੁਹਾਨੰੂ ਇਸ 
ਸੁੰਦਰ ਲੇਖ ਿਵੱਚୌ ਇੱਕ ਅੰਸ਼ ਦੇਵਾਂਗਾ ਅਤੇ ਮ୊ ਤੁਹਾਨੰੂ ਇਸ ਿਨਬੰਧ ਨੰੂ ਇਸਦੀ ਸੁੰਦਰ ਸ਼ੈਲੀ ਦੇ ਨਾਲ-ਨਾਲ ਇੱਕ ਿਵਸ਼ਾ- ਵਸਤੂ ਅਤੇ ਪ୥ਮੁੱਖਤਾ ਲਈ ਪੜ୧ਨ ਦੀ ਜ਼ੋਰਦਾਰ 
ਿਸਫਾਰਸ਼ ਕਰਦਾ ਹਾਂ । ਦੋਵୈ ਖੇਤਰਾਂ ਿਵੱਚ ਫ୥ੇਸਕੋ ਮਨੱੁਖੀ ਿਸਰਜਣਾਤਮਕਤਾ ਦੇ ਸਰਵਉਚੱ ਬੇਿਮਸਾਲ ਪ୥ਗਟਾਵੇ ਹਨ ਮ୊ ਇਹਨਾਂ ਬਾਰ ੇਹੋਰ ਨਹੀ ਂਕਿਹਣਾ ਚਾਹੁੰਦਾ ਪਰ ਮ୊ 
ਉਮੀਦ ਕਰਦਾ ਹਾਂ ਿਕ ਇਸ ਨੇ ਤੁਹਾਨੰੂ ਿਨਊਟਨ ਅਤੇ ਮਾਈਕਲਐਜਂਲੋ 'ਤੇ ਿਲੰਗ ਸ਼ੇਕਰ ਦੇ ਇਸ ਲੇਖ ਨੰੂ ਪੜ୧ਨ ਲਈ ਲੁਭਾਇਆ ਹੋਵੇਗਾ, ਆਓ ਹਣੁ ਅਸੀ ਂਆਰਥੋਗੋਨਲ 
ਿਵੱਚ ਿਵਿਭੰਨ ਸਮੀਕਰਨਾਂ ਵੱਲ ਆਉਦਂੇ ਹਾਂ। ਟ୥ੈਜੈਕਟਰੀਜ਼ ਮੰਨ ਲਓ ਿਕ ਸਾਨੰੂ ਕਰਵ ਦਾ ਇੱਕ ਪੈਰਾਮੀਟਰ ਪਿਰਵਾਰ ਿਦੱਤਾ ਿਗਆ ਹੈ ਕੀ ਇਹ ਲੱਭਣਾ ਹਮੇਸ਼ਾ ਸੰਭਵ ਹੈc1 
ਟ୥ੈਜੈਕਟਰੀਜ਼ ਦੀ ਇੱਕ ਆਰਥੋਗੋਨਲ ਪ୥ਣਾਲੀ ਅਸੀ ਂਆਰਥੋਗੋਨਲ ਟ୥ੈਜੈਕਟਰੀਆਂ ਦੇ ਜੋਿੜਆਂ ਦੀਆਂ ਬਹਤੁ ਸਾਰੀਆਂ ਉਦਾਹਰਣਾਂ ਵੇਖੀਆਂ ਹਨ ਪਰ ਹਣੁ ਮ୊ ਤੁਹਾਨੰੂ c2 
ਵਕਰਾਂ ਦਾ ਇੱਕ ਪੈਰਾਮੀਟਰ ਪਿਰਵਾਰ ਿਦੰਦਾ ਹਾਂ ਅਤੇ ਮ୊ ਤੁਹਾਨੰੂ ਪੁੱਛਦਾ ਹਾਂ ਿਕ ਕੀ ਕੋਈ ਔਰਥੋਗੋਨਲ ਟ୥ੈਜੈਕਟਰੀ ਹੈ ਅਤੇ ਇਸ ਸਮੱਿਸਆ ਨੰੂ ਸਮਝਣ ਲਈ ਇਸਨੰੂ ਿਕਵୈ 
ਲੱਿਭਆ ਜਾਵੇ , ਆਓ ਅਸੀ ਂਇਹ ਮੰਨੀਏ ਿਕ  ਕਰਵ ਦੀ ਪ୥ਣਾਲੀ 0 ਦੇ ਬਰਾਬਰ ਪਲੱਸ ਬਰਾਬਰ ਇੱਕ ਿਡਫਰ୊ਸ਼ੀਅਲ ਸਮੀਕਰਨ ਨੰੂ ਜਨਮ ਿਦੰਦੀ ਹੈ । c1 mdx ndy 
ਅਸੀ ਂਉਦਾਹਰਨਾਂ ਵੇਖੀਆਂ ਹਨ ਿਕ ਤੁਹਾਡੇ ਕੋਲ ਇੱਕ ਪੈਰਾਮੀਟਰ ਦੇ ਨਾਲ ਵਕਰਾਂ ਦੀ ਇੱਕ ਪ୥ਣਾਲੀ ਹੈ ਜੋ ਤੁਸੀ ਂਵੱਖ ਕਰਦੇ ਹੋ ਤੁਹਾਨੰੂ ਇੱਕ ਹੋਰ ਸਮੀਕਰਨ ਿਮਲਦੀ ਹੈ c 
ਤੁਸੀ ਂ ਨੰੂ ਦੋ ਸਮੀਕਰਨਾਂ ਿਵਚਕਾਰ ਖਤਮ ਕਰਦੇ ਹੋ ਅਤੇ ਤੁਸੀ ਂ ਿਡਫਰ୊ਸ਼ੀਅਲ ਸਮੀਕਰਨ ਪ୥ਾਪਤ ਕਰੋ ਅਸੀ ਂਇਸ ਤਰ୧ਾਂ ਦੀਆਂ ਬਹਤੁ ਸਾਰੀਆਂ ਉਦਾਹਰਣਾਂ ਦੇਖੀਆਂ ਹਨ c 
ਤਾਂ ਹਣੁ ਮ୊ ਮੰਨਦਾ ਹਾਂ ਿਕ ਇਹ ਹੋ ਿਗਆ ਹੈ ਅਤੇ ਤੁਹਾਨੰੂ ਿਡਫਰ୊ਸ਼ੀਅਲ ਸਮੀਕਰਨ ਪਲੱਸ ਬਰਾਬਰ 0 ਿਮਲ ਿਗਆ ਹੈ। ਹਣੁ ਮ୊ ਤੁਹਾਨੰੂ ਿਪਛਲੇ ਲੈਕਚਰ mdx ndy 
ਿਵੱਚ ਪਿਹਲਾਂ ਹੀ ਦੱਿਸਆ ਸੀ ਿਕ ਇਹ ਿਵਿਭੰਨ ਸਮੀਕਰਨ 1.43 ਹੈ। ਪਿਹਲੀ ਕ୥ਮ ਪ୥ਣਾਲੀ ਦੇ ਪੜਾਅ ਵਕਰਾਂ ਲਈ ਿਵਿਭੰਨ ਸਮੀਕਰਨ ਇਹ ਪਿਹਲੀ ਕ୥ਮ ਪ୥ਣਾਲੀ ਕੀ ਹੈ 
ਿਜਸ ਦੇ ਪੜਾਅ ਵਕਰ ਸਮੀਕਰਨ 1.43 ਹਨ 1.43 ਦਆੁਰਾ ਬਰਾਬਰ ਦਆੁਰਾ ਿਦੱਤੇ ਗਏ ਹਨ ਬਰਾਬਰ ਘਟਾਓ ਵੈਕਟਰ dx dt n y by dt m nxyi 
ਘਟਾਓ ਵਕਰ ਦਾ ਸਪਰਸ਼ ਹੈ ਅਤੇ ਿਕਉਿਂਕ ਔਰਥੋਗੋਨਲ ਟ୥ੈਜੈਕਟਰੀਆਂ ਅਸਲ ਇੱਕ ਲਈ ਆਰਥੋਗੋਨਲ ਹਨ, ਪਿਹਲੇ ਦਾ ਟ୊ਜ୊ਟ ਦਜੂੇ ਲਈ ਇੱਕ ਸਧਾਰਨ mxyj c 
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ਬਣ ਜਾਂਦਾ ਹੈ ਇਸਲਈ ਆਰਥੋਗੋਨਲ ਟ୥ੈਜੈਕਟਰੀਆਂ ਲਈ ਟ୊ਜ୊ਟ ਵੈਕਟਰ ਮਾਈ ਪਲੱਸ ਹੋਣੇ ਚਾਹੀਦੇ ਹਨ।  ਿਜੱਥੇ ਦੋ ਪ୥ਣਾਲੀਆਂ ਦੀਆਂ ਸਪਰਸ਼ਾਂ ਇੱਕ ਦਜੂੇ ਦੇ nj 
ਲੰਬਵਤ ਹੁੰਦੀਆਂ ਹਨ ਇਸਲਈ ਪਿਹਲੀ ਦਾ ਸਪਰਸ਼ ਦਜੂੇ ਲਈ ਸਧਾਰਨ ਹੋਵੇਗਾ ਇਸਲਈ ਆਰਥੋਗੋਨਲ ਟ୥ੈਜੈਕਟਰੀ ਇਸ ਿਸਸਟਮ ਦੇ ਪੜਾਅ ਵਕਰ ਹਨ ਦੇ dx 
ਬਰਾਬਰ ਅਤੇ ਬਾਇ ਬਰਾਬਰ m dy dt n 
ਇਸ ਲਈ  ਆਰਥੋਗੋਨਲ ਟ୥ੈਜੈਕਟਰੀਜ਼ ਲਈ ਿਡਫਰ୊ਸ਼ੀਅਲ ਸਮੀਕਰਨ ਮਾਇਨਸ ਬਰਾਬਰ 0 ਹੈ। ਇਸਲਈ ਕਰਵ ਦੀ ਇੱਕ ਪ୥ਣਾਲੀ ਿਦੱਤੇ ਜਾਣ 'ਤੇ ndx mdy c1 
ਅਸੀ ਂਿਡਫਰ୊ਸ਼ੀਅਲ ਸਮੀਕਰਨ ਪ୥ਾਪਤ ਕਰਦੇ ਹਾਂ ਅਤੇ ਿਫਰ ਅਸੀ ਂਦਸੂਰੀਆਂ ਿਡਫਰ୊ਸ਼ੀਅਲ ਸਮੀਕਰਨਾਂ ਦਆੁਰਾ ਆਰਥੋਗੋਨਲ ਟ୥ੈਜੈਕਟਰੀਆਂ ਪ୥ਾਪਤ ਕਰਦੇ ਹਾਂ, 
ਇਸ ਲਈ ਪਿਹਲਾਂ ਸਾਨੰੂ ਤୌ ਿਦੱਤਾ ਜਾਂਦਾ ਹੈ, ਅਸੀ ਂਿਡਫਰ୊ਸ਼ੀਅਲ ਸਮੀਕਰਨ ਪ୥ਾਪਤ ਕਰਦੇ ਹਾਂ। ਲਈ ਅਤੇ ਿਫਰ ਅਸੀ ਂ ਲਈ ਿਡਫਰ୊ਸ਼ੀਅਲ c1 c1 c1 c2 
ਸਮੀਕਰਨ ਪ୥ਾਪਤ ਕਰਦੇ ਹਾਂ ਇਸ ਿਡਫਰ୊ਸ਼ੀਅਲ ਸਮੀਕਰਨ ਨੰੂ ਹੱਲ ਕਰਦੇ ਹਾਂ ਅਤੇ ਪਿਰਵਾਰ ਪ୥ਾਪਤ ਕਰਦੇ ਹਾਂ ਤਾਂ ਿਕ ਇਹ ਪ୥ਮੇਯ 1 ਹੈ  ਮ୊ ਹਣੇੁ ਿਕਹਾ ਹੈ ਿਕ c2 wh 
ਇਸ ਪ୥ਮੇਏ ਦੇ ਰਪੂ ਿਵੱਚ ਸੰਖੇਪ ਕੀਤਾ ਜਾ ਸਕਦਾ ਹੈ ਜੇਕਰ ਵਕਰਾਂ ਦਾ ਇੱਕ ਪੈਰਾਮੀਟਰ ਪਿਰਵਾਰ ਿਡਫਰ୊ਸ਼ੀਅਲ ਸਮੀਕਰਨ ਪਲੱਸ ਬਰਾਬਰ ਜ਼ੀਰੋ ਦਆੁਰਾ mdx ndy 
ਿਦੱਤਾ ਜਾਂਦਾ ਹੈ ਤਾਂ ਆਰਥੋਗੋਨਲ ਟ୥ੈਜੈਕਟਰੀਜ਼ ਲਈ ਿਡਫਰ୊ਸ਼ੀਅਲ ਸਮੀਕਰਨ ਮਾਇਨਸ ਬਰਾਬਰ ਜ਼ੀਰੋ ਹੈ, ndx mdy i 
ਇਸ ਲਈ ਿਵਆਪਕ ਹਾਲਤਾਂ ਿਵੱਚ ਵਕਰਾਂ ਦਾ ਕੋਈ ਵੀ ਇੱਕ ਪੈਰਾਮੀਟਰ ਪਿਰਵਾਰ ਇੱਕ ਆਰਥਗੋੋਨਲ ਟ୥ੈਜੈਕਟਰੀ ਨੰੂ ਮੰਨਦਾ ਹੈ, ਮ୊ ਿਵਆਪਕ ਸਿਥਤੀਆਂ ਨੰੂ ਮੰਨਦਾ ਹਾਂ 
ਿਕਉਿਂਕ ਸਾਡੇ ਕੋਲ ਅਸਲ ਿਵੱਚ ਿਵਿਭੰਨ ਸਮੀਕਰਨਾਂ ਲਈ ਮੌਜੂਦਗੀ ਦੇ ਿਸਧਾਂਤਾਂ ਦੀ ਚਰਚਾ ਨਹੀ ਂਕੀਤੀ ਗਈ ਹੈ ਅਤੇ ਅਸੀ ਂਨਹੀ ਂਜਾ ਰਹੇ ਹਾਂ ਅਤੇ ਇਹ ਹୌਦ ਦੇ ਿਸਧਾਂਤ 
ਢਕੁਵੀਆਂ ਸਿਥਤੀਆਂ ਿਵੱਚ ਵੈਧ ਹੋਣਗੇ ਪਰ ਿਵਹਾਰਕ ਸਿਥਤੀਆਂ ਿਵੱਚ ਇਹ ਸਿਥਤੀਆਂ ਹਮੇਸ਼ਾਂ ਹੋਣਗੀਆਂ। ਸੰਤੁਸ਼ਟ 
ਇਸ ਲਈ ਹਣੁ ਅਸੀ ਂਇਸ ਨੰੂ ਆਰਥੋਗੋਨਲ ਟ୥ੈਜੈਕਟਰੀਜ਼ ਦੀਆਂ ਕੁਝ ਖਾਸ ਪ୥ਣਾਲੀਆਂ 'ਤੇ ਅਜ਼ਮਾਈਏ ਿਜਨ୧ਾਂ ਦਾ ਅਸੀ ਂਪਿਹਲਾਂ ਸਾਹਮਣਾ ਕੀਤਾ ਹੈ ਬੇਸ਼ੱਕ ਕୈਦਿਰਤ 
ਚੱਕਰਾਂ ਦਾ ਪਿਰਵਾਰ ਕੀ ਹੈ ਿਜਸ ਲਈ ਅਸੀ ਂਇਸ ਨੰੂ ਪਲੱਸ ਬਰਾਬਰ 0 ਿਲਆ ਹੈ ਤਾਂ ਿਡਫਰ୊ਸ਼ੀਅਲ ਸਮੀਕਰਨ ਕੀ ਹਨ? ਆਰਥੋਗੋਨਲ ਟ୥ੈਜੈਕਟਰੀਜ਼ ਲਈxdx ydy 

ਮਾਇਨਸ ਬਰਾਬਰ  0 ਇਹ ਇੱਕ ਪਿਰਵਰਤਨਸ਼ੀਲ ਿਵਭਾਿਜਤ ਸਮੀਕਰਨ ਹੈ ਅਤੇ ਹੱਲ ਬਰਾਬਰ ਜਾਂ ਬਰਾਬਰ ਦੇ ਬਰਾਬਰ ਹਨ ਇਸਲਈydx xdy y mx x my 
ਆਰਥੋਗੋਨਲ ਟ୥ੈਜੈਕਟਰੀਜ਼ ਮੂਲ ਦੇ ਰਾਹੀ ਂਰੇਖਾਵਾਂ ਹਨ ਅਤੇ ਹਰ ਕੋਈ ਜਾਣਦਾ ਹੈ ਿਕ ਇੱਕ ਚੱਕਰ ਿਜਸ ਦਆੁਰਾ ਮੂਲ ਕୈਦਰ ਿਵੱਚ ਇੱਕ ਰਖੇਾ ਨੰੂ ਕੱਟਦਾ ਹੈ ਓਰਥਗੋੋਨਲ 
ਤੌਰ 'ਤੇ ਅਸੀ ਂਲ୊ਦੇ ਹਾਂ।  ਅਗਲਾ ਅਸੀ ਂਹਾਈਪਰਬੋਲਾਜ਼ ਵਰਗ ਘਟਾਓ ਵਰਗ ਬਰਾਬਰ ਲੈ ਲਈਏ ਨੰੂ ਵੱਖ ਕਰੋ ਿਸੱਧਾ ਅਲੋਪ ਹੋ ਜਾਂਦਾ ਹੈ ਤੁਹਾਨੰੂ x y c c x dx 
ਘਟਾਓ ਬਰਾਬਰ 0 ਿਮਲਦਾ ਹੈ ਜੋ ਆਰਥੋਗੋਨਲ ਟ୥ੈਜੈਕਟਰੀਜ਼ ਪਲੱਸ ਬਰਾਬਰ 0 ਲਈ ਿਡਫਰ୊ਸ਼ੀਅਲ ਸਮੀਕਰਨ ਹੈ ਜੋ ਇਸ ਿਡਫਰ୊ਸ਼ੀਅਲ ydy ydx xdy 
ਸਮੀਕਰਨ ਨੰੂ ਹੱਲ ਕਰਦਾ ਹੈ। ਇੱਕ ਵੇਰੀਏਬਲ ਿਵਭਾਿਜਤ ਸਮੀਕਰਨ ਹੈ ਅਤੇ ਤੁਹਾਨੰੂ ਬਰਾਬਰ ਿਮਲਦਾ ਹੈ ਨਾਲ ਪੂਰਨ ਮੁੱਲਾਂ ਨੰੂ ਹਟਾਉਣਾ ਅਤੇ ਤੁਹਾਨੰੂ mod xy c 
ਆਇਤਾਕਾਰ ਹਾਈਪਰਬੋਲਾਸ ਿਮਲਦਾ ਹੈ ਵਰਗ ਘਟਾਓ ਵਰਗ ਬਰਾਬਰ ਦੇ ਬਰਾਬਰ ਹਣੁ ਅਸੀ ਂਇੱਕ ਹੋਰ ਉਦਾਹਰਣ ਲ୊ਦੇ ਹਾਂ x y c c orthogonally 
ਤੁਸੀ ਂਕਰਵ ਬਰਾਬਰ ਦੇ ਇਸ ਇੱਕ ਪੈਰਾਮੀਟਰ ਪਿਰਵਾਰ ਨੰੂ ਲ୊ਦੇ ਹੋ। ਪਾਵਰ ਘਟਾਓ ਵਰਗ ਤੱਕ ਕਰਨ ਲਈ ਆਰਥੋਗੋਨਲ ਟ୥ੈਜੈਕਟਰੀਜ਼ ਲੱਭੋ ਜੋ ਤੁਸੀ ਂਿਸੱਧੇ y x CE 

ਦੇ ਬਰਾਬਰ ਨਾਲ ਵੱਖ ਕਰਦੇ ਹੋ  ਿਜਸ ਤਰੀਕੇ ਨਾਲ ਤੁਸੀ ਂਮਾਇਨਸ 2 ਦੀ ਪਾਵਰ ਮਾਇਨਸ ਵਰਗ ਲਈ ਪ୥ਾਪਤ ਕਰਦੇ ਹੋ ਪਰ ਦੀ ਪਾਵਰ a dx xce x ce 
ਮਾਇਨਸ ਵਰਗ ਹੈ, ਇਸਲਈ ਅਸੀ ਂ ਦਆੁਰਾ ਨੰੂ ਘਟਾਓ 2 ਦੇ ਬਰਾਬਰ ਪ୥ਾਪਤ ਕਰਦੇ ਹਾਂ, ਇਸਲਈ ਕਰਵ 1.47 ਦੇ ਪਿਰਵਾਰ ਲਈ ਅੰਤਰ x y dx dy xy 
ਸਮੀਕਰਨ ਪਲੱਸ 2 ਬਰਾਬਰ ਹੈ।  0 ਤୌ. ਔਰਥੋਗੋਨਲ ਟ୥ੈਜੈਕਟਰੀਜ਼ ਲਈ ਿਵਿਭੰਨ ਸਮੀਕਰਨ ਘਟਾਓ ਬਰਾਬਰ 0 ਹੈ। ਅਸੀ ਂ ਨੰੂ ਦੇdy xydx 2xy dy dx x y 
ਇੱਕ ਫੰਕਸ਼ਨ ਵਜୌ ਮੰਨਾਂਗੇ ਅਤੇ ਏਕੀਿਕ୥ਤ ਹੱਲ ਨੰੂ ਦੀ ਪਾਵਰ ਵਰਗ ਦੇ ਬਰਾਬਰ ਹੈ ਿਜੱਥੇ ਇੱਕ ਸਕਾਰਾਤਮਕ ਸਿਥਰਾਂਕ ਹੈ ਪੂਰਨ ਮੁੱਲ ਅਤੇ ਤੁਹਾਨੰੂmod x ae y a 
ਔਰਥੋਗੋਨਲ ਟ୥ੈਜੈਕਟਰੀਆਂ ਦਾ ਇੱਕ ਪਿਰਵਾਰ ਿਮਲਦਾ ਹੈ ਨੋਟ ਕਰੋ ਿਕ ਬਰਾਬਰ 0 ਇੱਥੇ ਸ਼ਾਮਲ ਨਹੀ ਂਹੈ ਿਕਉਿਂਕ ਅਸੀ ਂ ਨਾਲ ਵੰਡ ਰਹੇ ਹਾਂ ਜਦୌ ਤੁਸੀ ਂਵੇਰੀਏਬਲਾਂ x x 
ਨੰੂ ਵੱਖ ਕਰਨ ਦੀ ਿਵਧੀ ਕਰਦੇ ਹੋ ਅਤੇ ਬਰਾਬਰ 0 ਵੀ ਇੱਕ ਿਵਸ਼ੇਸ਼ ਹੱਲ ਹੈ ਅਤੇ ਸਾਨੰੂ ਿਮਲਦਾ ਹੈ ਇਹ ਸਮਝਣ ਯੋਗ ਹੈ ਿਕਉਿਂਕ ਮੂਲ ਿਸਸਟਮ ਦੇ ਸਾਰ ੇਵਕਰ ਘੰਟੀ ਦੇx 
ਆਕਾਰ ਦੇ ਕਰਵ ਹੁੰਦੇ ਹਨ ਜਦୌ ਉਹ ਧੁਰੀ ਨੰੂ ਕੱਟਦੇ ਹਨ ਤਾਂ ਉਹਨਾਂ ਦੇ ਸਾਰ ੇਸਪਰਸ਼ ਲੇਟਵୈ ਸਪਰਸ਼ ਹੁੰਦੇ ਹਨ ਅਤੇ ਇਸਲਈ ਪੂਰਨ ਮੁੱਲ ਿਮਆਦ ਨੰੂ ਹਟਾਉਣ ਨਾਲy 
ਤੁਹਾਨੰੂ ਦੇ ਬਰਾਬਰ ਦੇਵੇਗਾ। ਦੀ ਪਾਵਰ ਵਰਗ ਿਜੱਥੇ ਕੋਈ ਵੀ ਸਿਥਰ ਖੂਹ ਹੈ ਹਣੁ ਅਸੀ ਂਕੁਝ ਉਦਾਹਰਣਾਂ 'ਤੇ ਆਉਦਂੇ ਹਾਂ ਇਸਲਈ ਵਰਗ ਦੇ c x e y c kx 
ਬਰਾਬਰ ਪੈਰਾਬੋਲਾਸ ਦੇ ਪਿਰਵਾਰ ਲਈ ਆਰਥੋਗੋਨਲ ਟ୥ੈਜੈਕਟਰੀਆਂ ਨੰੂ ਿਨਰਧਾਰਤ ਕਰ ੋਜੋ ਿਕ ਪਿਹਲੀ ਸਮੱਿਸਆ ਹੈ ਦਜੂੀ ਸਮੱਿਸਆ ਨੰੂ ਛੂਹਣ ਵਾਲੇ ਚੱਕਰਾਂ ਦੇ y 
ਪਿਰਵਾਰ 'ਤੇ ਿਵਚਾਰ ਕਰੋ।  ਮੂਲ 'ਤੇ ਧੁਰਾ ਆਰਥੋਗੋਨਲ ਟ୥ੈਜੈਕਟਰੀਜ਼ ਲਈ ਿਵਿਭੰਨ ਸਮੀਕਰਨ ਲੱਭੋ, ਿਧਆਨ ਿਵੱਚ ਰੱਖੋ ਿਕ ਮ୊ ਤੁਹਾਨੰੂ ਿਸਰਫ਼ ਓਰਥੋਗੋਨਲ y 
ਟ୥ੈਜੈਕਟਰੀਜ਼ ਲਈ ਿਵਿਭੰਨ ਸਮੀਕਰਨਾਂ ਨੰੂ ਜੋੜਨ ਲਈ ਿਵਿਭੰਨ ਸਮੀਕਰਨਾਂ ਨੰੂ ਲੱਭਣ ਲਈ ਕਿਹ ਿਰਹਾ ਹਾਂ , ਅਗਲੇ ਅਿਧਆਇ ਿਵੱਚ ਕੀਤਾ ਜਾਵੇਗਾ ਜਦୌ ਤੁਸੀ ਂਸਮਰਪੂ 
ਿਵਿਭੰਨ ਸਮੀਕਰਨਾਂ ਦੀ ਚਰਚਾ ਕਰੋਗੇ ਅਤੇ ਿਫਰ  ਦੇ ਫੰਕਸ਼ਨ ਨੰੂ 1 ਉਤੱੇ ਦੇ ਬਰਾਬਰ ਸਮਝੋ, ਇਸ ਨਕਸ਼ੇ ਦੇ ਹੇਠਾਂ ਲੇਟਵୈ ਅਤੇ ਲੰਬਕਾਰੀ ਰਖੇਾਵਾਂ ਦੇ ਿਚੱਤਰ ਲੱਭੋ z z f 
ਦੇ ਦੇ ਬਰਾਬਰ 1 ਉਤੱੇ ਵਕਰਾਂ ਦਾ ਪਿਰਵਾਰ ਪ୥ਾਪਤ ਕਰੋ ਅਤੇ ਕਸਰਤ 23 ਨਾਲ ਸੰਬੰਿਧਤ ਕਰੋ। ਅਸੀ ਂਪੈਰਾਬੋਲਸ ਨਾਲ ਸਮਾਨ ਅਿਭਆਸ ਕੀਤਾ ਹੈ। ਹਣੁ ਮ୊ z z , 
ਤੁਹਾਨੰੂ ਉਹੀ ਅਿਭਆਸ ਕਰਨ ਲਈ ਕਿਹ ਿਰਹਾ ਹਾਂ ਜੋ ਦੇ ਬਰਾਬਰ 1 ਤੇ ਨਾਲ ਤੁਹਾਨੰੂ ਗੁੰਝਲਦਾਰ ਿਵਸ਼ਲੇਸ਼ਣ ਤୌ ਚੌਥੀ ਉਦਾਹਰਣ ਿਮਲੇਗੀ ਅਤੇ ਆਖਰੀ f z z 
ਸਲਾਈਡ ਅੱਜ ਦੇ ਲੈਕਚਰ ਲਈ ਦੋ ਹੋਰ ਅਿਭਆਸਾਂ ਬਾਰੇ ਹੈ, ਕੋਐਕਸ਼ੀਅਲ ਸਰਕਲਾਂ ਦੇ ਇੱਕ ਪੈਰਾਮੀਟਰ 1.37 ਦੇ ਪਿਰਵਾਰ ਲਈ ਆਰਥੋਗੋਨਲ ਟ୥ੈਜੈਕਟਰੀਜ਼ ਲਈ 
ਿਵਿਭੰਨ ਸਮੀਕਰਨ ਲੱਭੋ ਇੱਕ ਿਬੰਦ ੂ1.37 ਯਾਦ ਰੱਖੋ ਿਕ ਪਲੱਸ ਲ୊ਬਡਾ ਬਰਾਬਰ 0 ਪਰ ਚੱਕਰਾਂ ਦੇ ਕୈਦਰ 2 ਕੌਮਾ 0 ਸਨ  ਅਤੇ ਮਾਇਨਸ 2 ਕੌਮਾ 0 ਅਤੇ s 1 s 2 
ਰੇਡੀਅਸ 1 ਅਤੇ ਸਾਨੰੂ ਕੋਐਕਸ਼ੀਅਲ ਸਰਕਲਾਂ ਦਾ ਇੱਕ ਪਿਰਵਾਰ ਿਮਿਲਆ ਹੈ ਜੋ ਆਰਥੋਗੋਨਲ ਟ୥ੈਜੈਕਟਰੀ ਲਈ ਿਡਫਰ୊ਸ਼ੀਅਲ ਸਮੀਕਰਨ ਲੱਭਦਾ ਹੈ ਮ୊ ਤੁਹਾਨੰੂ 
ਿਡਫਰ୊ਸ਼ੀਅਲ ਸਮੀਕਰਨ ਨੰੂ ਹੱਲ ਕਰਨ ਲਈ ਨਹੀ ਂਕਿਹ ਿਰਹਾ ਹਾਂ ਬਸ ਿਡਫਰ୊ਸ਼ੀਅਲ ਸਮੀਕਰਨ ਪ୥ਾਪਤ ਕਰੋ ਅਤੇ ਅੰਤ ਿਵੱਚ ਮ୊ ਤੁਹਾਨੰੂ ਪੁੱਿਛਆ ਕਨਫੋਕਲ ਕੋਿਨਕਸ ਦਾ
ਪਿਰਵਾਰ ਕਨਫੋਕਲ ਕੋਿਨਕਸ ਦੇ ਇਸ ਪਿਰਵਾਰ ਲਈ ਿਵਿਭੰਨ ਸਮੀਕਰਨ ਿਨਰਧਾਰਤ ਕਰਨ ਅਤੇ ਆਰਥੋਗੋਨਲ ਟ୥ੈਜੈਕਟਰੀਜ਼ ਲਈ ਿਵਿਭੰਨ ਸਮੀਕਰਨਾਂ ਦਾ ਪਤਾ 
ਲਗਾਉਣ ਲਈ ਤੁਸੀ ਂਕੁਝ ਹੈਰਾਨੀਜਨਕ ਵਾਪਰਦਾ ਦੇਖੋਗੇ ਅਤੇ ਮ୊ ਚਾਹੁੰਦਾ ਹਾਂ ਿਕ ਤੁਸੀ ਂਇਸ ਵਰਤਾਰੇ ਲਈ ਸਪੱਸ਼ਟੀਕਰਨ ਲੱਭੋ, ਮੈਨੰੂ ਲੱਗਦਾ ਹੈ ਿਕ ਅਸੀ ਂਅੱਜ ਇੱਥੇ 
ਰਕੁਾਂਗੇ ਅਤੇ  ਅਸੀ ਂਲੈਕਚਰਾਂ ਦੀ ਇਸ ਲੜੀ ਨੰੂ ਜਾਰੀ ਰੱਖਾਂਗੇ ਅਤੇ ਅਗਲੇ ਲੈਕਚਰ ਿਵੱਚ ਮ୊ ਸਮਰਪੂ ਿਵਿਭੰਨ ਸਮੀਕਰਨਾਂ ਬਾਰੇ ਚਰਚਾ ਕਰਾਂਗਾ ਧੰਨਵਾਦ ਤੁਹਾਨੰੂ 
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