
िवभेदक समीकरणांवरील मािलकेतील या चौȚा ʩाƥानात िवȨाȚाōचे ˢागत आहे 
ʉणून आपण मागǉा वेळी िजथे थांबलो होतो ितथून सुŜवात
कŝया ʩायाम Ţमांक 10 आहे ती ˠाइड पाš िजथे आपण थांबलो होतो आपण

अƗाला ˙शŊ करणा̴ या सवŊ वतुŊळांचे कुटंुब घेतो.y-
 मी तुʉाला ही
वतुŊळे िनʨा पेनने काढǻास सांिगतले आिण लाल पेनने िनʨा वतुŊळांना ऑथŖगोनल असलेली वतुŊळे देखील काढǻास सांिगतले
आिण तुमǉा िचũासह या िचũाची तुलना अडाणी आिण सुǥीǉा पुˑकाǉा पृʿ 635 वरील िचũाशी करणे मनोरंजक आहे
ʉणून आधीच उद्धृत केलेला Ůʲ  हे तुमचे
िचũ रेझिनक आिण हॉिलडे बुकवरील या िचũाचे अंदाजे आहे का तुʉी रिशयन हॉिलडेज बुकमȯे जे िचũ पाहत आहात ते िचũ आहे 
समतुʞ
रेषा दशŊवणारे िचũ आहे आिण िवद्युत िȪŬुवामुळे असलेʞा बलाǉा रेषा
आिण मला पडलेला Ůʲ आहे की लांबी  िȪŬुव लहान होतो आिण
तुʉी तयार केलेले िचũ रेझिनक आिण हॉिलडेǉा िचũाचे अंदाजे िचũ
अिधक लहान होते ठीक आहे मला खाũी नाही  इथरने ȑा वतुŊळांचे ˋेिचंग केले आहे पण
तरीही मी तुʉाला येथे माǟाकडे काय आहे ते दाखवीन, चला तर मग तेथे तुʉाला िनळी वतुŊळे

अƗांना ˙शŊ करताना िदसतात मी ȑापैकी चार काढले होते आिण मी सुȠा चार लाल वतुŊळे काढली होती.y 
  िनळी
वतुŊळे  काटकोनात आिण ही लाल वतुŊळं मूळǉा अƗाला ˙शŊ करणारी वतुŊळं आहेत हेx-
एक छान िचũ आहे तुमǉाकडे आिण आʉी या ʩाƥानमालेǉा पुढील भागामȯे वतुŊळांǉा या दोन कुटंुबांकडे परत येऊ.
 
आता आपण िजथे आहोत ितथे परत
जाऊया
 ȑामुळे आता आपण आणखी एका सम˟ेचा िवचार कŝया एकक िũǛा आिण कŐ ū
2 ˢʙिवराम 0 आिण वजा 2 ˢʙिवराम 0 असलेली दोन वतुŊळे िवचारात घेऊया.
 वतुŊळांची िũǛा आहे एकक िũǛा 1 आहे आिण
कŐ ūे येथे आहेत  वजा 2 ˢʙिवराम 0 आिण 2 ˢʙिवराम 0.
 तुʉी या वतुŊळांचे समीकरण सहजपणे िलš शकता.
 
बरोबर एका वतुŊळाचे समीकरण काय आहे

वजा 2 वगŊ अिधक वगŊ समान 1.x y 
   इतर एकासाठी अिधक 2 वगŊ अिधक x y
वगŊ  1.
 आता पिहले समीकरण हे 0 ǉा बरोबरीचे असेल ही अिभʩƅी वजा 2ca  ll s 1 e x 
वगŊ अिधक वगŊ वजा 1 साधेपणासाठी आपण याला ʉणू या आिण दुसरी समीकरणy s1 

अिधक 2 वगŊ अिधक वगŊ वजा 1 याला ʉणू आिण नंतर कŝयाx y s2 
̾ लाइड  आिण    ̓ या समान  ̓ या ̾ लाइडम̡ ये आपण हे समीकरण s1 lambda s2 0 1.

 पाहतो, जेथे लॅ̱ डा ही खरी संƥा आहे आिण37
तु̱ हाला लॅ̱ डा बदलत असताना 1.
37 वतुŊळांचे एक कुटंुब िमळते.

 ȑामुळे समीकरण 1.
37 हे वतुŊळांचे कुटंुब दशŊिवते
आिण जो Ů̻ न िवचारला गेला आहे.
  फॅिमली 1.
37 साठी Ůथम ऑडŊर िडफरŐ िशयल इƓेशन शोधǻासाठी
1.
37 हे कसे करायचे ते तुʉी समीकरण 1.
37 ƽा आिण तुʉी
ते ǉा संदभाŊत वेगळे कराल तुʉाला आणखी एक समीकरण िमळेल आिण तुʉी या दोन समीकरणांमधील लॅɾडा काढून टाकताx 
आिण तुʉाला तुमचे िडफरŐ िशयल इƓेशन ठीक ˋेच िमळेल  िनʨा पेनसह मंडळे 1.
37 आिण
मग अपवाद आहे की लॅɾडाचे काही िविशʼ मूʞ आहे Ǜासाठी हे समीकरण
वतुŊळ नाही तर लॅɾडाचे एक मूʞ आहे Ǜासाठी 1.
37 हे वतुŊळ नाही ते सोम आहे  इतर वŢ एक िलिमिटंगe 
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केस जसे होते तसे ते काय आहे ते िलिमिटंग केस तुमǉा िचũातील िलिमिटंग केस
देखील दशŊवा लाल पेन वतुŊळाने ˋेच करा जे िनळी वतुŊळे ऑथŖगोनीली कापतात
 ȑामुळे तुʉाला पुɎा
एक संुदर िचũ िमळेल आिण पुढील ˠाइडमȯे तुʉाला िदसेल  ते अिभʩƅी वजा 2 वगŊsx 
अिधक वगŊ वजा 1 जेʬा तुʉी सोपे कराल तेʬा तुʉाला वगŊ अिधक वगŊ वजा अिधक 3 िमळेल.y x y 4x 

आिण वगŊ अिधक वगŊ अिधक अिधक 3 आिण समीकरण 1.s2 x y 4x 
37 बȞल काय आहे हे ˠाईडमȯे तपशीलवार िलिहले आहे.

आिण तुʉी हे समीकरण ǉा संदभाŊत वेगळे कराल तर तुʉाला आणखी एक समीकरण िमळेल तुʉालाx 
दोन समीकरणे िमळतील Ǜात लॅɾडा समािवʼ आहे तुʉी फƅ लॅɾडा काढून टाका आिण तुʉाला कुटंुबासाठी तुमचे िभɄ
समीकरण िमळेल तुʉी इलेƃŌ ोːॅिटƛमȯे इİƓपोटेİ̢शयल वŢांचा िवचार कŝ शकता उदाहरणाथŊ
मी तुʉाला एक इशारा िदला आहे रेि˘क आिण हॉिलडेज बुकǉा पृ̽ ठ    वरील िचũे आता635
तुʉाला मंडळांचे आणखी एक कुटंुब िमळाले आहे.
 ही मंडळे 
एका िविशʼ कॉİɈगरेशनǉा समतुʞ रेषा आहेत.
 जसे की तुʉी याचा िवचार कराल तर तुमची
शारीįरक अंतǒाŊन तुʉाला पįरİ̾थती तयार करǻात मदत करते का ते तुʉाला शुʋाǉा सेटअपसह सेटअप तयार करǻास मदत 
करते
जसे की समीकरण रेषा

वगŊ अिधक वगŊ वजा अिधक या समीकरणाने अचूकपणे िदलेʞा आहेत 3 अिधक लॅɾडा गुणा वगŊ अिधक वगŊx y 4x   x y 
अिधक अिधक 3 समान 0.4x 
 समजा तुʉी अशी भौितक Ůणाली सेट करǻात यशˢी झालात की Ǜाचे

संभाʩ वŢ ʩायाम 12 Ůमाणे आहेत.eq 
 ʉणून येथे िचिũत केलेʞा समीकरण
समतुʞ रेषा आहेत ȑाबȞल काय?  बलाǉा रेषा जर तुʉी कुˑीǉा सुǥीǉा
पुˑकातील िचũे पािहलीत तर पृʿ ६३५ वरील समतुʞ रेषा घन रेषांनी आिण बलाǉा रेषा िठपकेदार रेषांनी िचिũत
केʞा आहेत आिण पृʿ ६३५ वरील िठपके असलेʞा रेषा घन रेषांना छेदतात ȑा िचũांमȯे तुʉाला काय िदसते 
काटकोनात बलाǉा रेषा काटकोनात समतुʞ रेषांना छेदतात
ʉणून Ůʲ असा आहे की बलाǉा रेषा बलाǉा रेषा काय असतील हे तुʉी समजू शकता का?  e
ती लाल वतुŊळं असतील जी तुʉी काढलीत आिण समतुʞ रेषा ही िनळी वतुŊळे असतील जी
तुʉी काढलीत ठीक आहे कदािचत एक इशारा ʉणून मी तुʉाला सांगेन की तुʉी सेटअपचा तीन आयामांमȯे िवचार केला पािहजे
सेटअप िũिमतीय जागेत असेल आिण तुʉी  िũिमतीय जागेत ƽा ते
समतुʞ पृʿभाग असतील आिण तुʉी पृʿभागाचे समतल तुकडे कराल आिण नंतर समतल मधील िचũ पाहाxy xy 
जेʬा तुʉी पृʿभाग घेता आिण तुʉी ȑाचे समतलाने तुकडे करता तेʬा तुʉाला मȯे वŢ िमळेलxy xy 
ɘेन तुʉी कŝ नका ʉणून तुʉी िũिमतीय जागेत सेटअप करा आिण नंतर

ɘेनȪारे िचũाचे तुकडे करा आिण Ţॉस सेƕन पहा मी तुʉाला उȅर देईन उȅर िŤिफथǉा पुˑकाǉाxy 
पृʿ 107 सम˟ा 2.
47   वर आढळू शकते.
 इलेƃŌ ोडायनािमƛचा पįरचय
ितसरी आवृȅी जी 1999 मȯे आली होती.
 कृपया
पुˑकाǉा आवृȅी Ţमांकाकडे लƗ Ȩा ठीक आहे,
 ȑामुळे हे इलेƃŌ ोːॅिटƛचे दुसरे उदाहरण आहे
तर ही उदाहरणे तुʉाला काय दाखवत आहेत ते तुʉाला दाखवत आहेत  वŢांचे दोन कुटंुब तुʉाला िमळाले
एक िनळी वतुŊळ िनʨा वतुŊळांचे कुटंुब आिण  लाल वतुŊळांचे एक कुटंुब आिण लाल वŢ
आिण  िनळे वŢ Ůगती करǻापूवŎ एकमेकांना काटकोनात भेटतात मी तुʉाला समाधानी असलेʞा
िभɄ समीकरण शोधǻाचा Ůयȉ करǻासाठी तीन ʩायाम देतो वŢांचे एक पॅरामेिटŌ क कुटंुब 
दोɎी समɋय अƗांना ˙शŊ करणा̴ या पिहʞा चतुथाōश वतुŊळातील एका पॅरामीटर कुटंुबासाठी समीकरणे िलšन
काढा,
 ȑामुळे ˢʙिवराम िũǛा वजाc c cx 

संपूणŊ वगŊ अिधक वजा सह काय असेल  ǉा संदभाŊत संपूणŊ वगŊ समान वगाŊचा फरक कराc y c x c 
तुʉाला आणखी एक समीकरण िमळेल या दोन समीकरणांमधील काढून टाका आिणc 
तुʉाला तुमचा िवभेदक समीकरण सम˟ा Ţमांक 15 िमळेल.
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 तुʉी ǉा बरोबरीचा पॅराबोला ˍेअर पाहता आिण8x y 
या पॅराबोलावरील Ůȑेक िबंदूवर आहे  ˙िशŊका रेषा आिण िबंदू पॅराबोलाǉा बाजूने बदलत असʞाने
तुʉाला रेषांचे एक पॅरामीटर फॅिमली िमळते तुʉाला पॅराबोलाला ˙शŊरेषा िमळते ʉणून तुʉी पुढे गेलात  t
पुɎा ˙शŊरेषेचे एक पॅरामीटर फॅिमली उदाहरणाथŊ तुʉी ˍेअर 280 Ůमाणे एक िबंदू घेऊ शकता
.
 तुʉाला पॅरामीटर हा पॅराबोला कसा आहे हे लƗात ठेवा आिण कुठे हा एक पॅरामीटर आहे जोt 
वाˑिवक रेषेǉा बाजूने बदलतो आिण पॅराबोलाǉा Ůȑेक िबंदूसाठी 80  वगŊ ˢʙिवराम 280 हा या Ůकरणात 2 आहे ʉणून
तुʉाला ˍेअर ˢʙिवराम 280 वरील िबंदूवर ˙िशŊकेचे समीकरण सापडेल आिण
तुʉाला ने पॅरामीटर केलेʞा रेषांचे एक पॅरामीटर फॅिमली िमळेल आिणt 
या रेषांसाठी िवभेदक समीकरणे शोधा तु̱ हाला देणे
ʉणजे वŢांची Ůणाली पाहणे आहे वगाŊचे वगŊ = 9 अिधक अिधक वगŊ 4 अिधक बरोबर 1.x c y c 

तर येथे हे पॅरामीटर काय आहेत ते वाˑिवक संƥांपेƗा बदलत राहतात तुʉालाcc 
वŢांचे एक पॅरामीटर कुटंुब िमळते ते शंकू आहेत काही  ȑांपैकी लंबवतुŊळाकार आहेत आिण ȑांपैकी काही
हायपरबोला आहेत जर मी उणे 100 मानतो तर या समीकरणाचे समाधान करणारी कोणतीही वŢ नाहीc 
ȑामुळे भयंकर ऋणाȏक असू शकत नाही ʉणून ǉा िविशʼ ŵेणीसाठीc c 
उणे  ते ʉणा  उणे  वगळले̵ यावर तु̱ हाला शंकूचे एक कुटंुब िमळेल.9 i nfinity 9
 तु̱ हाला शंकूचे
एक पॅरामीटर फॅिमली िमळते .
 हायपरबोला̓ या कुटंुबातील लंबवतुŊळांचे एक कुटंुब
या कुटंुबाला कॉɈोकल फॅिमली असे ʉणतात आिण तुʉाला काय करावे
लागेल हे िवभेदक समीकरण या कुटंुबाȪारे समाधानी आहे.
  वŢांचे तर
तुʉी ते पुɎा कसे कराल ǉा संदभाŊत िदलेʞा समीकरणामȯे फरक करा तुʉाला काय िमळेल 2 वर 9x x 
अिधक अिधक 2 डॅश वर 4 अिधक बरोबर 0 रȞ करेल तुʉाला काय िमळेल?c yy c the 2 
मूळ समीकरण आिण नवीन समीकरण ȑांना 1 वर 9 अिधक आिण 1c 
वर 4 अिधक साठी समीकरण मानतात, िदलेले समीकरण आधीपासूनच ˠाइडवर ˠाइडवर आहे, तुमǉाकडेc 
9 अिधक वर आिण 4 अिधक वर वगŊ आहे.c y c x 

ǉा संदभाŊत फरक केʞावर 1 ǉा बरोबरीने तुʉाला x 
आणखी एक समीकरण िमळेल तुʉाला 1 वर 9 अिधक आिण 1 वर 4 अिधक ही दोनc c 
समीकरणे एकाच वेळी सोडवा तुʉाला 1 वर 9 अिधक िमळतील जे 1 वर 4 अिधक असेल.c c 
  जे काही आहे ȑाǉा बरोबरीचे आहे
पर˙रसंवाद 9 अिधक समान ƽा.c 
 4 अिधक बरोबर काहीतरी ƽा फरकc 

िनघून जातो आिण तुʉाला एक िवभेदक समीकरण िमळेल जे शंकूǉा या एका पॅरामीटर कुटंुबाȪारे समाधानी होणारे िभɄ समीकरण c 
असेल,
हा एक अितशय मनोरंजक ʩायाम आहे कृपया तो करा कारण  आʉी
लवकरच या सम˟ेकडे परत जाणार आहोत ठीक आहे पुढची गोʼ ʉणजे ऑथŖगोनल टŌ ॅजेƃोरीज जर
तुʉी रेि˘क आिण हॉिलडेज बुकǉा पृ̽ ठ  वर वळलात तर तुʉाला ऑथŖगोनल ʉणून ओळखʞा635
जाणा̴ या िवमानातील वŢांǉा खालील भौिमितक कॉİɈगरेशनकडे नेले जाईल.
  समतल मधील वŢ Ůणाली ʉणजे समतलातील
वŢांǉा ऑथŖगोनल Ůणाली काय आहेत ȑा समतल वŢांǉा दोन Ůणाली
आहेत वŢांचा संच आिण वŢांचा संच Ůȑेक वŢ मधील Ůȑेक वŢ मȯे काटकोनात छेदतो.c1 c2 c1 c2 
 
िनळी वतुŊळं आिण तुमची लाल वतुŊळं Ůȑेक
िनळे वतुŊळ Ůȑेक लाल वतुŊळाला ऑथŖगोनीली भेटतात ʉणून अशा दोन Ůणालीनंा
एकमेकांǉा ऑथŖगोनल टŌ ॅजेƃोरीज ʉणतात ʉणून आʉी ʉणतो  फॅिमली हीc2 
वŢ ǉा कुटंुबासाठी ऑथŖगोनल वŢ Ůणाली आहे आिण ȑाउलट ऑथŖगोनल टŌ ॅजेƃोरीज हा वाƐांश वारंवारc1 
वापरला जातो या संदभाŊत आʉी ʉणतो की कुटंुब हा कुटंुबाचा ऑथŖगोनल ŮƗेप आहेc2 c1 
िकंवा ȑाउलट आʉी ʉणू  आिण हे एकमेकांचे ऑथŖगोनल ŮƗेपण आहेतc1 c2 
ते एकमेकांसाठी ऑथŖगोनल आहेत आपण ऑथŖगोनल ŮƗेपकाचा अɷास का केला पािहजे
Ǜांना ȑांची काळजी आहे कारण Ţमांक एक ते संुदर भूिमती आहेत
नेहमी आकषŊक असतात ȑा संुदर गोʼी आहेत ʉणून ते पुरेसे कारण आहे पण Ǜांना इǅा आहे ȑांǉासाठी
ɢुइड मेकॅिनƛमȯे िदसणारी वाˑववादी उदाहरणे पाहǻासाठी ते ऑिɐƛमȯे िदसतात ते आठवते की ऑिɐƛमȯे
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तुʉाला वेʬ ůंट्स िमळाले आहेत आिण तुʉाला िकरण िमळाले आहेत  िकरण नेहमी िमũांना लंब असतात
ʉणून तरंग िमũ वˑंूचे एक कुटंुब बनवतात आिण िकरण िभɄ संच तयार करतात
एकाǉा वˑू आिण घटक दुस̴याǉा घटकांना काटकोनात छेदतात ȑामुळे
ऑथŖगोनल ŮƗेपण नैसिगŊकįरȑा ऑिɐकमȯे िदसतात  ऑथŖगोनल टŌ ॅजेƃोरीज गिणतीयs 
काटŖŤाफीमȯे िदसतात काटŖŤाफी ʉणजे काय हे नकाशा बनवǻाचे शा˓ आहे नकाशा बनवǻाचे शा˓ खूप
जुने आहे आिण ते खूप समृȠ आिण अितशय गिणती आहे िफनलँडमधील िफिनश काटŖŤाफर काटŖŤाफर यांनी
अभूतपूवŊ काम केले.
 ȑांनी यात महȇपूणŊ योगदान िदले.
  काटŖŤाफीǉा शा˓ाने
जर तुʉी कधी Ƹोब पािहला असेल तर तुमǉा लƗात आले आहे की अƗांश आिण रेखांश
एकमेकांना ऑथŖगोनी पȠतीने कापतात ʉणून अƗांशांचे कुटंुब आिण रेखांशांचे कुटंुब
ऑथŖगोनल टŌ ॅजेƃोरीजची एक जोडी बनवतात ʉणून ऑथŖगोनल टŌ ॅजेƃोरीज भूगोलमȯे िदसतात
आिण कॅʌुलस एक महȇाची भूिमका बजावते  भूगोलातील भूिमका मॅƑेरी जॉनǉा पुˑकातील धडा 8 पहा
मॅƑेरी जॉमेटŌ ी एका िभɄ ̊िʼकोनातून हे धडा 8 वरील एक आʮयŊकारक पुˑक आहे
तुʉाला काटŖŤाफीची चचाŊ होताना िदसते काही संुदर ऐितहािसक संदभŊ आहेत
आिण तो काही ŮमेयांबȞल बोलतो जे यूलरकडे परत जातात  आिण गॉस
18 ʩा आिण सुŜवातीǉा 1 ǉा दोन महान माːसŊ  9ʩा शतकात ȑांनी काटŖŤाफीमȯे आधीच योगदान िदले आहे Ǜांचे नाव
काटŖŤाफीǉा िवǒानात आढळते ते लॅɾटŊ आहे जे एक गिणतǒ देखील आहेत आता आपण गिणतातील एका Ɨेũाकडे जाऊ
आिण येथे ऑथŖगोनल ŮƗेपण कसे िदसतात हे समजावून सांगू आिण गिणताǉा या Ɨेũास ʉणतात.

कॉ̱ɘेƛ ʬेįरएबलǉा फंƕɌचा िसȠांत आिण ही कʙना एरो˙ेस अिभयांिũकीȪारे वापरली
जाते  कॉ̱ɘेƛ ʬेįरएबʤसाठी फंƕɌचा िसȠांत एरो˙ेस अिभयंते वापरतात, ʉणून
आपण काही सोपी उदाहरणे पाšया जी कॉ̱ɘेƛ ʬेįरएबʤǉा फंƕɌǉा िसȠांतातून येतात,
मी तुʉाला खाũी देतो  मी येथे बोललेʞा कोणȑाही गोʼीशी तुʉाला पįरिचत नसलेʞा कोणȑाही गोʼीचा वापर कŝ नका.
 
तुमǉा 12 इयȅेǉा अɷासŢमाǉा पलीकडे जाईल, ȑामुळे
एखाȨा जिटल ʬेįरएबलǉा फंƕɌǉा िसȠांताने घाबŝ नका,
 ȑामुळे वŝन फंƕन घेऊ.c 

ला ǉा Ȫारे िदलेला बरोबर ˍेअर तुʉी ते वाˑिवक आिण काʙिनक भागांमȯे वेगळे कराc z f z z 
चा बरोबर अिधक िलहा आिण ʉणून चा चा खरा भाग कोणता आहेz f z uxy ivxy z f 
ला अिधक असे िलहा आिण तुʉी ȑाचा वगŊ करा.z x iy 

 वाˑिवक भाग चा वगŊ वजाx 
हा काʙिनक भागावर चा वगŊ कोणता आहे ʉणून आता आपण वŢ Ůणाली पाšया y xy u

समान İ̾थरांक  आिण समान İ̾थरांक दुस̴ या शɨात चा वगŊ वजा वगŊv x y 
समान आिण 2 समान पाš या मग तुʉी पुɎा एक जिटल ʬेįरएबलचे फंƕन घेत आहात जसे कीa xy b 

चा बरोबर ˍेअर आहे अिधक ˍेअर हे ƽा  वाˑिवक भाग हा काʙिनक भाग ƽाz z z z x iy uxy bxy 
ʉणजे ˍेअर वजा ˍेअर काय आहे बरोबर आहे आिण uxyx y vxy 2 xy u
समान İ̾थरांकावर सेट करा आिण İ̾थरांकावर सेट कराv 
 ȑामुळे समान आहे आिण समान आहे हेuxy a vxy b 
वŢांचे कुटंुब काय आहे  बरोबर ʉणजे काय आहे वŢ ˍेअर वजा वगŊ समान आहेuxy a x y 

ते आयताकृती हायपरबोलसचे एक कुटंुब आहे  हे कुटंुब बरोबर ʉणजे a v b 2xy
बराबर पुɎा तुʉाला आयताकृती हायपरबोलासचे एक कुटंुब िमळेल मी ते सोडेन  तेb 

वगŊ िम.x 
 पडताळǻासाठी तुʉाला  ˍेअर इƓल हायपरबोला कापतो बरोबर us y a  xy b
ऑथŖगोनली ʉणजे जर तुʉी िबंदू घेतले जे दोɎीx nought y nought 
वŢांवर आहे िबंदूवर दोन वŢांǉा उतारांची गणना करा x nought y nought

गुणाकार  उतार आहे -1 कॅʌुलस तुʉाला सांगेल की या उतारांची गणना कशी करायची हेof the 
तपासǻासाठी ʩुȋɄांची गणना कशी करायची हे तपासǻासाठी हे दोन वŢ ˍेअर वजा ˍेअर समान आिण 2 x y a xy
समान एकमेकांना ऑथŖगोनल आहेत जेणेकŝन तुʉाला खूप छान िमळेल  ऑथŖगोनलb 
टŌ ॅजेƃोरीजचे उदाहरण दोन ऑथŖगोनल टŌ ॅजेƃोरीज येथे एक िचũ आहे लाल वŢ हे
वŢ समान आहेत आिण िनळे वŢ आहेत ˍेअर वजा ˍेअर आधीपासून2xy b x y 
आहे ȑा िचũात तुʉाला िदसत आहे की ते छेदनिबंदूवर िदसत आहेत  ऑथŖगोनल हे
िचũ अगदी अचूक आहे, गिणतामुळे आिण इथे मी 
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गिणत िवभागातील आिदȑ महेʷरी या िवȨाȚाŊचे आभार मानू इİǅतो
Ǜाने हे िचũ तयार केले.

पुढचे ठीक आहे , जिटल िवʶेषणाचे दुसरे उदाहरण  d 
घेऊया Ǜातून उणे ० वर पįरभािषत केलेले फंƕन घेऊ .c 
 हे फंƕन ǉा ǉाz z 
बरोबरी अिधक 1 वर हे फंƕन पूणŊतः  वर पįरभािषत केले आहे.z z 
  İƑʼ समतल 0 िशवाय
जेʬा ते पįरभािषत केलेले नसते तेʬा आपण पाš या की जेʬा ने वतुŊळ अिधक टŌ ेस केलाz r cos t ir sine t 
तेʬा डोमेनमȯे अिधक वर एक वतुŊळ टŌ ेस करते तेʬा लƗात ठेवा की आपण िवचार करत आहोतr cos t ir sine t 
आगŊन समतल िबंदू ʉणून जिटल संƥा संƥा आिण तुʉाला
जिटल संƥांǉा या भौिमतीय Ůितिनिधȕाची मािहती आहे ʉणून मी कॉ̱ɘेƛ नंबर चा िवचार कŝ z 
शकेन  डोमेनमधील एक वतुŊळ

ǉा चे काय होते  चा अिधक काय होते Ůितमा वŢ चे काय होते चला पाŠयाf z f r cos t ir sine t 
या Ůितमा वŢ समजून घेणे हा एक मनोरंजक ʩायाम आहे मग जर असेल तर चा काय आहे  z r cos z f t

मग चा काय आहे  plus ir sine t z r cos t plus ir sine t plus 1 f r cos
वर तुʉाला अथाŊतच कॉ̱ɘेƛ कंजुगेट िकंवा िडनॉिमनेटर वापरावे लागेलt plus ir sine 

आिण गोʼ पुɎा िलहावी लागेल आिण तुʉाला ˢʙिवराम वजा 1 वर वरr cos t r r sine 
1.
42 मȯे दशŊिवले जाईल.
  ˠाइड ʉणून काय बदलते हे 1.t 
42 चे Ůितिनिधȕ करते 1.
42
हे लंबवतुŊळाचे पॅरामीटरायझेशन आहे 1.
42 एक लंबवतुŊळ दशŊिवते कारण
तुʉाला चांगले मािहत आहे की ˢʙिवराम लंबवतुŊळ आहे ठीक आहे लंबवतुŊळाचे Ůमुख अƗ काय आहेतb sine t 
अधŊ-Ůमुख अƗ  वर अिधक 1 आहे वर अधŊ-लघु अƗ वजाr r r r 
1 वर ʉणजे अधŊ-मुƥ अƗ अिधक 1 वर आिण अधŊ-लघु अƗ वजा 1 वर सह लंबवतुŊळ आहे आिण अधŊ-लघु अƗ r r r r r r 
वजा 1 वर

काय आहे  -मुƥ अƗ हा अधŊ-मायनर अƗ आिण िविƗɑपणा r b
वगाŊचा वगŊ 1 वजा वगाŊमȯे होतो ठीक आहे,e 
 ȑामुळे तुʉी लंबवतुŊळाǉा िविƗɑपणाची गणना कŝ शकता या लंबवतुŊळाचे बल काय आहे तर लंबवतुŊळाचे कŐ ūिबंदू काय आहेत i 
ते आहे  ˢʙिवराम शूɊ आिण उणे ˢʙिवराम शूɊae ae 
पण काय लƗात ठेवा वजा ˍेअर मȯे ˍेअर बरोबर ʉणून ˍेअर ae b sq 1 e a   uaed e
ˍेअर एक ˍेअर वजा ˍेअर आहे पण अिधक 1 वर काय आहे वजा 1 वरb r r br 

काय आहे तर ˍेअर वजा ˍेअर काय आहे तो 4 आहे.r b 
 ʉणून वगŊ वगŊ 4 आहेa  e 
 ȑामुळे आहे.ae 2 

 ȑामुळे फोकस
िकंवा लंबवतुŊळ 2 ˢʙिवराम 0 आिण वजा 2 ˢʙिवराम 0 आहेत.
 हे खूप मनोरंजक आहे कारण

चे मूʞ िकतीही असले तरीही तुʉाला समान फोकस िमळतात या सवŊ Ůितमा लंबवतुŊळाकार आहेत  वŢ जसे बदलतात तसेr r 
तुʉाला अिधक िमळेल की तुʉाला एकाŤ वतुŊळांचा संपूणŊ गुǅ िमळेल Ůितमा वŢr cost ir sine t 
सवŊ लंबवतुŊळाकार आहेत परंतु या सवŊ लंबवतुŊळांना एकच फोकस आहे ȑांना कॉɈोकल लंबवतुŊळ ʉणतात ȑा
सवाōचा फोकस समान आहे ʉणून हे कायŊ ǉा 1.z 

ǉा बरोबर अिधक 1 वर याला41   f z z z 
झुको̺ˋी फंƕन असे ʉणतात
 ȑामुळे झुको̺ˋी फंƕन उȋȅीǉा कŐ ū̾थानी कोणते वतुŊळ घेते ते
लंबवतुŊळाकडे जाते जर तुʉी घेतले तर ची Ůितमा उगम̾थानी कŐ ūz z 
असलेले वतुŊळ काढते.
  परंतु लंबवतुŊळाचा कŐ ūिबंदू ɘस वजा आहे  दोन ˢʙिवराम शूɊ
ȑामुळे याला झुको̺ˋी लंबवतुŊळ असे ʉणतात ʉणून पुढील ˠाइड हा एक ʩायाम आहे जो मी
तुमǉासाठी नुकताच केला आहे झुको̺ˋी लंबवतुŊळांचे कŐ ūिबंदू काय आहेत ते 2 ˢʙिवराम 0 आिण उणे 2 ˢʙिवराम
0.
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ǉा एका मूʞासाठी ǉा एका अितशय िवशेष मूʞासाठी लंबवतुŊळ िमळवा, जे r r 
मी तुमǉावर सोडेन ते पुढील समान सम˟ा
शोधǻासाठी ला वतुŊळ ʉणून वतुŊळ ʉणून घेǻाऐवजी हे मूळ पासून अ ॅरे टŌ ेस करते असे गृहीतz z 
धŝया  अनंतासाठी अ ॅरे ƽा  िकरण
धनाȏक अƗासह एक कोन  थीटा बनवतो तर तुʉाला या िकरणाबȞल कसे वाटते x- t
कोसाइन थीटा ɘस इट साइन थीटा हे समान आहे मȯे कॉस थीटा ɘस साइन थीटाz t i 
येथे 0 पासून बदलते  अनंतात आिण थीटा िनिʮत आहे ʉणून मला ची Ůितमा शोधायची आहेz f 
 ȑामुळे z
चा अिधक 1 वर आहे आिण बदलते ʉणून आिण थीटा िनिʮत केला आहे जे तुʉाला Ůितमा वŢ ʉणून िमळेल Ůितमाf z z t 
वŢ हायपरबोलास आहेत मी पाहणार आहे  ȑांना झुको̺ˋी हायपरबोला
ʉणा या  िझको̺ˋी हायपरबोलास चे कŐ ūिबंदू शोधा  अंदाज लावǻासाठी įरझ ते 2 ˢʙिवराम 0 आिण उणे 2 ˢʙिवरामno p 
0 असणार आहेत.
 हायपरबोला देखील कॉɈोकल असतात आिण ȑांचा लंबवतुŊळासारखाच फोकस असतो
 ȑामुळे कॉिनƛचे संपूणŊ
कुटंुब हे शंकूचे एक कॉɈोकल कुटंुब आहे हे दशŊिवते की झुको̺ˋी हायपरबोलास कट करतात
झुको̺ˋी लंबवतुŊळ ऑथŖगोनली पुɎा आʉाला आढळले आहे उह वŢांची एक ऑथŖगोनल Ůणाली
तुʉाला वŢांची दोन कुटंुबे आढळली आहेत एक लंबवतुŊळाचे कुटंुब
आिण हायपरबोलाचे कुटंुब Ůȑेक लंबवतुŊळ Ůȑेक हायपरबोला ऑथŖगोनली कट करेल
आमǉाकडे ऑथŖगोनल ŮƗेपणाची जोडी आहे हे मनोरंजक का आहे िकंवा का आहे  हे महȇाचे आहे
हे मनोरंजक आहे कारण भूिमती संुदर आहे हे महȇाचे आहे कारण झुको̺ˋीने
हे एअरफोइʤǉा बांधकामात वापरले होते
 ȑामुळे एरो˙ेस अिभयांिũकीसाठी अॅİɘकेशɌ आहेत
आिण मी तुʉाला वेबसाइटसाठी एक िविशʼ िलंक िदली आहे िजथे तुʉी
नासा Ȫारे Ƹेन संशोधनाȪारे लेख शोधू शकता  Ůयोगशाळा िजथे तुʉाला िझको̺ˋीने हे एअरफोइʤǉा बांधकामात कसे वापरले याचे 
तपशील 
आता झुकोवमȯे सापडतील  ˋी फंƕन
एरो˙ेस अिभयांिũकी ʩितįरƅ अगदी वेगʨा Ɨेũात देखील लागू केले जाऊ शकते आिण तेच
पुढील ˠाइडमȯे असणार आहे परंतु मी ȑावर येǻापूवŎ मी पुɎा एक ʩायाम पाहणार
आहे  जिटल फंƕन िथअरी पासून येथे आʉी एक घेऊ िभɄ फंƕन पासून पयōत एक अितशय छान फंƕनf  c c 

ǉा Ȫारे ˍेअर बरोबर िदलेले आहे Ɨैितज रेषांची Ůितमा अिधक दाखवतेz f z t ic 
ʉणून तुमचे िनिʮत करा आिण बदलू Ȩा ʉणजे अिधक टŌ ेस ɘस काय आहेc t t ic t ic 
िबंदू 0 ˢʙिवराम मधून जाणारी एक Ɨैितज रेषा, ʉणून जर मी बरोबर घेतले तर चा वगŊ कायc z t plus ic z 
होणार आहे तो ˍेअर वजा वगŊ अिधक असेल तर बदलते तेʬा हे टŌ ेस आउट काय होतेt c 2i dc z 20 
वजा अनंतापासून ते अिधक अनंतापयōत काय होते काय होते वŢ वगŊ वजा वगŊ ˢʙिवराम t c 2tc
ते पॅराबोला आहेत या पॅराबोलाचा फोकस शोधतात आिण हे फोकस वर अवलंबून आहेc 
का उȅर नाही असेल आिण ते कɈोकल कुटंुब असेल  पॅराबोलास
पण िवनवणी आता तपास कŝया आपण Ɨैितज रेषांची Ůितमा घेत आहोत
उɷा रेषांची Ůितमा पाšया ɘस इट जेʬा वाˑिवक संƥांवर धावतो a t a
अिधक ती िबंदू ˢʙिवराम 0 मधून जाणारी अनुलंब रेषा आहे .a 
 ʉणून जर मी घेतले तर  अिधकǉा बरोबरीz 
ते चा वगŊ एक वगŊ वजा वगाŊ अिधक 2 ʉणजे िवतकŊ  समतल िबंदू ʉणूनz t iat 
आʉी चौरस वजा वगŊ ˢʙिवराम 280 पाहत आहोत हे पॅराबोलाचे पॅरामीटरायझेशन आहेt 
तेथे एक पॅरामेिटŌ क फॉमŊ आहे  पॅराबोला पुɎा हा पॅराबोला शोधा या पॅराबोलाचा फोकस शोधा
आिण हा पॅराबोला यावर अवलंबून आहे का ते तपासा पुढील ʩायाम दाखवतो की
ʩायाम 19 ǉा पॅराबोलाने ʩायामाचे पॅराबोला कापले 20 ऑथŖगोनल पुɎा आपʞाला ऑथŖगोनल टŌ ॅजेƃोरीजची जोडी िदसली
ȑामुळे आता आपʞाला तीन िमळाले आहेत कॉ̱ɘेƛ फंƕन िथअरीमधील उदाहरणे आʉी कॉ̱ɘेƛ फंƕन िथअरी मधील
कोणȑाही सखोल कʙना वापरत नाही.
 कॉ̱ɘेƛ ʬेįरएबलǉा फंƕɌचा िसȠांत 
ही गिणताची एक खोल शाखा आहे पण आʉी कोणȑाही ओ वापरत नाही  जर आʉी फƅ
तुमǉा अɷासŢमात असलेʞा गोʼी पाहत आहोत, ʉणजे जिटल संƥेचा वगŊ
कसा करायचा हे Ůȑेकाला मािहत आहे की वर अिधक 1 ची गणना कशी करायची आिणz z 
जिटल गुणाकार आिण जिटल भागाकाराǉा या Ůाथिमक कʙना वापŝन  आʉी ऑथŖगोनल टŌ ॅजेƃोरीजची तीन संुदर उदाहरणे 
िमळवली आहेत.
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ठीक आहे, तर आता आपण
िचũ पाšया  आिदȑने गिणताचा वापर कŝन ही िचũे तयार केली आहेत.
 तुʉाला लाल पॅराबोलस िदसतात
आिण िनʨा पॅराबोलास तुʉी ȑांना छेदतांना पाš शकता.
 Ůȑेक िनळा वŢ Ůȑेक
लाल वŢला छेदतो  छेदनिबंदू आहे छेदनिबंदूचा कोन 90 अंश आहे ʉणून कृपया
ˢतः  हे कŝन पहा हे करणे खूप मनोरंजक आहे ते आता खगोलशा˓ खगोलीय मेकॅिनƛǉा सेवेत झुको̺ˋी फंƕनचे वचन िदलेले
ऍİɘकेशन आले आहे आिण येथे आʉी एका अितशय संुदर Ůमेयाकडे आलो आहोत
1911 ला बॉिलनचे Ůमेय ʉणतात.
 हे उʟेखनीय आहे की झुको̺ˋी फंƕन

खगोलीय मेकॅिनƛमधील ऍİɘकेशɌ आिण ते झुको̺ˋी लंबवतुŊळ आिण हायपरबोलासf  inds 
बोिलनǉा Ůमेयाǉा पुराʩामȯे वैिश̽Ǩीकृत होतील हा बोलोनमुळे जुना पįरणाम आहे की

चा चौरस चा नकाशा Ťहांǉा गतीची समीकरणे या समीकरणात बदलतो  चौरसw w f d 2 w by ds 
अिधक बरोबर 0.w 
 हे िवभेदक समीकरण तुʉाला आȅापयōत नſीच पįरिचत आहे की s
ही खरी वेळ नाही ती įरˋेल केलेली वेळ आहे झुको̺ˋी नकाशा आिण झको̺ˋी लंबवतुŊळ
वैिश̽Ǩ बोिलनǉा Ůमेयाǉा पुराʩात बोिलनचे Ůमेय असे ʉणतात की  हे एक अितशय सु˙ʼ पįरवतŊन आहे
जे िभɄ समीकरणांची एक अितशय İƑʼ Ůणाली बदलते, ʉणजे सूयाŊभोवती
Ťहांची गती िनयंिũत करणारी िभɄ समीकरणे , दोन शरीर सम˟ा सूयŊ
आिण Ťह फƅ या दोन शरीरांǉा गती िनयंिũत करणारी िभɄ समीकरण Ůणाली
सूयाŊभोवतालचा एक Ťह या िनदŖष िदसणा̴ या
िवभेदक समीकरणात ŝपांतįरत होऊ शकतो.
  Ťहांची गती आयन आिण या िवभेदक समीकरणाची उǿांती
हे समतुʞ आहेत ŮȑƗात Ɋूटनकडे परत जातात परंतु Ǜा िवʶेषणाȏक ŝपात आपʞाला िदलेले
आहे ते बोिलनमुळे आहे आपण ही कʙना सहजपणे वापŝन केɘरचा Ťहांǉा
गतीचा पिहला िनयम िसȠ कŝ शकता.
  हे Ťह सूयाŊभोवती लंबवतुŊळाकार
कƗेत िफरतात आिण सूयाŊसोबत एका कŐ ū̾थानी िफरतात हे अगदी सोपे आहे हे समीकरण तुʉी सहजपणे सोडवू शकता

वगŊ अिधक बरोबर शूɊ ʉणून आपʞाला हे िवभेदक समीकरण सोडवावे लागेलd2 w by ds w 
चौरस अिधक हे ० ǉा बरोबरीचे आहे.d2 w by ds  w 

 आता तुʉी पहा ही एक जिटल संƥा आहे ितचा खराw 
भाग आहे आिण ȑात एक काʙिनक भाग आहेx y 
 ȑामुळे हे समीकरण खरोखर दोन समीकरणे आहे d 2 x x

वगŊ अिधक बरोबर 0 ˍेअर ɘस बरोबर 0 अशी दोन समीकरणेds x d 2 y by  ds y 
आहेत साȯा हामŖिनक हालचालीचंी तुʉी ला ची x cos s s s s
असǻासाठी घेऊ शकता आिण ला आिण काय कŝ शकता  आʉाला समजले की आʉाला िमळणे आवʴकx y b sine s s 
आहे

ǉा अिधक ǉा कोसाइनची बरोबरी करते ǛाȪारे मूळ ŮƗेपण काय आहे हे लƗातs s ib sine 
ठेवा की फंƕन चा चा चौरस आहे मूळ िनदőशांक हाf w w zz 
Ťहाǉा गितमान िबंदूचा हलणारा िबंदू समɋय होता
 ȑामुळे असेल  ˍेअर ʉणूनz w 

ǉा ǉा Ťहाची İ̾थती ˍेअरचा आहे जी एक ˍेअर आहे ˍेअर वजा ˍेअर साइन ˍेअर ɘसs z s w cos s b s 
2 अबी सायनस कारणे ʉणून आता जर तुʉी चा वाˑिवक भाग आिण चा काʙिनक भाग घेतलाz z 
आिण काढून टाका  िचɎे आिण कोसाइन मग आपण काय पाहतो हे
लंबवतुŊळाचे पॅरामेिटŌ क समीकरण आहे, उदाहरणाथŊ  या वाˑिवक भागाला चा ʉणून संबोधा, काʙिनकs x 
भागाला चा ʉणून संबोधा आिण मग हे लंबवतुŊळाचे समीकरण काय आहे? चाs y sine 
कोसाइन Ůथम वगŊ िलहा ǉा संदभाŊत 2 cos s cosine s sine sine s s sine 2s 2s sine s sine 2s 
ǉा संदभाŊत
कारणे वगŊ बरोबर 1sine 2s plus cos 2s 
हे समीकरण वापरा आिण तुʉाला हे समीकरण िमळेल  आिण समीकरण ते  तुʉाला वजा ˍेअर वजा वगŊ2x a b 
भागाकार एक ˍेअर अिधक ˍेअर पूणŊ ˍेअर ɘस ˍेअर Ȫारे ˍेअर ˍेअर  1 ǉाb y b 
बरोबरीचा हा एक लंबवतुŊळ फोकस आहे Ǜाचा फोकस मूळ आहे तो समɋयाचा एक अितशय
सोपा ʩायाम आहे  भूिमती आिण मी तुʉाला ते करǻास उद्युƅ करतो ʉणून आʉी येथे काय िसȠ केले आहे
हे िसȠ करǻासाठी आʉी बोिलनचा Ůमेय वापरला की समीकरणाचे ŝपांतįरत समीकरण लंबवतुŊळ असेलw 
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तर समीकरण समीकरणाचा एक वगŊ आहे   आिण लंबवतुŊळाचा वगŊ आहे  दुसरे लंबवतुŊळz w 
Ǜाचे फोकस उȋȅीवर आहे ʉणून चे हे लंबवतुŊळ आहे Ǜात एक फोकस उगम̾थानी आहेz z 
ʉणजे केपलरचा पिहला िनयम ̾थािपत केला गेला आहे ठीक आहे जरी बोिलनचे Ůमेय हे िवभेदक समीकरणांवर एक Ůमेय आहे हे
आपण येथे िसȠ करणार नाही कारण ते  खरच अɷासŢमात नाही पण
मला फƅ तुʉाला सांगायचे आहे की िवभेदक समीकरणांचा िसȠांत िनघून जातो आिण
भौितक िवǒानाǉा िविवध भागांपयōत पोहोचतो भौितकशा˓ खगोलशा˓ काटŖŤाफी एरो˙ेस
इंिजन  आिण हे Ůमेय आधीच Ɋूटनला मािहत होते आिण ते आकषŊणाǉा दुहेरी िनयमांǉा नावाखाली जातेeering 
मी या दुहेरी आकषŊणांǉा िनयमांचा अथŊ काय आहे याचा तपशीलवार वणŊन करणार नाही 
Ǜामȯे आʉी Ůमेय बोिलनमुळे असʞाचे सांिगतले आहे  दोन ˠाईड्स मी तुʉाला
दोन संदभŊ देणार आहे आिण हे दोन संदभŊ महान माːसŊनी िलिहलेली पुˑके आहेत ȑापैकी एक महान
गिणतǒ आहे आिण दुसरा एक महान भौितकशा˓ǒ आहे पिहला ʬी आनŖʒ ȑाने
ह्युजेɌ बॅरो Ɋूटन आिण हʋ नावाचे पुˑक िलिहले होते आिण 
Ɋूटनǉा कायाŊने खगोलशा˓ाचे Ůायोिगक
िवǒानातून डायनॅिमकल िवǒानात ŝपांतर केʞाचे सांगून आʉी ʩाƥानांǉा या मािलकेची सुŜवात केली आहे.
 हे छोटेसे पुˑक 
आयझॅक बॅरोपासून खगोलशा˓ातील आधुिनक शोधांपयōतचा दोन शतकांचा काळातील आनंददायी Ůवास आहे.
  -Ɋूटोिनयन युग दोन
शतके Ɋूटनǉा तȇानंतर ककŊ वुड ǉा शोधाȪारे Ůवास उʟेखनीय सहजतेने Ůगती करतोg 

वरील काहीaps in the rings of saturn  
सखोल Ůˑावांवर भाˈांसह बीजगिणत भूिमती बॉिलंगचे Ůमेय  Ɋूटनǉा िŮİɌिपया  वरील
पįरिशʼ वय 94 मȯे िदसून येते.
 चचाŊ आहे भौिमतीय आिण मोहक
आहे  पृथ̋ य   िकंवा पृ̽ ठावरील  सम˟ा नाही.96 96

िपअर सायमन लॅɘेसची ˝ारकीय कामे आिण शेवटी पॉइनकेअर पोनकेअर ही
खगोलीय यांिũकीमधील Ţांितकारक नवीन पȠती आहेत.
 आधुिनक खगोलीय यांिũकीमधील सवाŊत महȇपूणŊ योगदानकȑाōपैकी एकाने ˙ʼ केले आहे 
.
 दुसरा संदभŊ नोबेल
पाįरतोिषक िवजेते एस चंū शेकर यांनी िलिहला आहे.
  कॉमन रीडर हे
ऑƛफडŊ युिनʬिसŊटी Ůेसने 1996 मȯे Ůकािशत केले होते.
 उǽृʼ िशˈवृȅीचे हे कायŊ सामŤीने समृȠ आहे
आिण शीषŊक असूनही ते वाचणे सोपे नाही    पण सामाɊ
वाचक ʉणजे सामाɊ माणूस नाही याचा अथŊ तुʉी िवȨाथŎ आहात.
  जे एकाच वेळी
कॅʌुलस िशकत आहेत ते भौितकशा˓ िशकत आहेत ते िशकतात  रसायनशा˓ात ȑांना
भौितकशा˓ आिण गिणताचे पुरेसे ǒान आहे.
 अशा िवȨाȚाōसाठी हे पुˑक िलिहले गेले
आहे, अथाŊतच हे पुˑक 600 पृʿांचे पुˑक आहे आिण पृʿ 1 ते पृʿ 600 पयōत वाचू नये अशी
मी िशफारस करतो आपण थेट येथे जा.
  पृʿ ५७ आिण तुʉाला
केɘरने Ɋूटनǉा गतीचे िनयम आिण गुŜȕाकषŊणाचा सावŊिũक
िनयम वापŝन Ťहांǉा गतीǉा तीन िनयमांचे पूणŊ पुरावे िदले आहेत यानंतर तुʉी सहाʩा अȯायातील पįरिशʼ वाचǻासाठी पुढे जाऊ 
शकता िजथे तो
Ťहांǉा आकषŊणाǉा दुहेरी िनयमांची चचाŊ करतो आिण तुʉाला तेथे बोिलनǉा Ůमेयाचा पुरावा
देखील िदसेल आिण नंतर तुʉी केɘर समीकरणावरील सातʩा अȯायात जाऊ शकता आिण बीजगिणत भूिमतीवरील Ůमेय
जो Ɋूटनǉा िŮİɌिपयामȯे समािवʼ आहे, मी स चंūशेखर यांǉा मोहक िनबंधाचा उʟेख करǻास िवरोध कŝ शकत नाही
आिण आहेत Ɋूटनचा Ůितभाशाली िमशेलएंजेलोचा संदभŊess 
या ˠाइडमȯे आयटम Ţमांक तीन ʉणून िदलेला आहे चंūशेखर Ɋूटनǉा लेखनाची तुलना करतात.

िमशेलएंजेलोǉा पŐिटंगसह िŮİɌिपया िकंवा ʬॅिटकन शहरातील िसİːन चॅपलची कमाल मयाŊदा f  
चंūशेकर यांना सजŊनशीलतेǉा सवाŊत दुिमŊळ पातळीची कामे मानतात.
 चंūशेखर
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काय ʉणतात ते पाš या मी तुʉाला या संुदर िनबंधातून फƅ एक उतारा देईन
आिण मी जोरदारपणे  तु̱ हाला हा िनबंध वाच̜ याची िशफारस करतो .
 ̝ या̓ या संुदर शैलीसाठी तसेच
िŮंिसिपया आिण ůे̾ को̕  या दोɎी Ɨेũांतील
मानवी सजŊनशीलतेची उ̝ तम अŮितम अिभ̺ य̋ ती आहेत मला याबȞल अिधक बोलायचे नाही पण मला
आशा आहे की यामुळे तु̱ हाला आकिषŊत केले असेल Ɋूटन आिण मायकेलएंजेलोवरील िलंग शेकरचा हा िनबंध वाचून
आता आपण ऑथŖगोनल टŌ ॅजेƃोरीजमधील िभɄ समीकरणांकडे येऊ या समजा आपʞाला
वŢ चे एक पॅरामीटर फॅिमली िदलेली आहे तर टŌ ॅजेƃोरीजची ऑथŖगोनल िसːम शोधणे नेहमीच शƐ आहे काc1 c2 
आपण जोǰांची अनेक उदाहरणे पािहली आहेत ऑथŖगोनल टŌ ॅजेƃोरीजचे पण आता मी
तुʉाला वŢांचे एक पॅरामीटर कुटंुब देतो आिण मी तुʉाला िवचारतो की ऑथŖगोन आहे का  al trajectory
आिण ही सम˟ा समजून घेǻासाठी ती कशी शोधावी आपण असे गृहीत धŝ की वŢ Ůणाली

एक िवभेदक समीकरण समान 0 ला जɉ देते.c1  mdx plus ndy 
 आʉी उदाहरणे पािहली आहेत की तुʉाला

या पॅरामीटरसह वŢ Ůणाली िमळाली आहे.c   you 
 फरक करा तुʉाला आणखी एक समीकरण िमळेल
तुʉी दोन समीकरणांमधील काढून टाकाल आिण तुʉाला िवभेदक समीकरण िमळेल आʉीc 
अशा Ůकारची असंƥ उदाहरणे पािहली आहेत
 ȑामुळे आता मी असे गृहीत धरले आहे की हे पूणŊ झाले आहे आिण तुʉाला

अिधक समान 0 हे िवभेदक समीकरण िमळाले आहे.mdx ndy 
  मी तुʉाला शेवटǉा लेƁरमȯे आधीच सांिगतले आहे
की हे िवभेदक समीकरण 1.
43 हे फ Ŋː ऑडŊर िसːमǉा फेज वŢांचे िवभेदक समीकरण आहे
ही फ Ŋː ऑडŊर िसːम कोणती आहे Ǜाचे फेज वŢ समीकरण 1.
43 आहेत
1.

Ȫारे बरोबर बरोबर वजा ʬेƃर वजा ही43 dx dt ny dt  m   nxyi mxyj 
वŢ ला ˙िशŊका आहे आिण ऑथŖगोनल टŌ ॅजेƃोरीज मूळǉा ऑथŖगोनलc 
असʞामुळे पिहʞाची ˙िशŊका सामाɊ बनते  दुसरा ʉणून ऑथŖगोनल ŮƗेपकांवरील ˙िशŊका वेƃर

ɘस असणे आवʴक आहे जेथे दोन Ůणाʞांचेmi nj 
˙शŊरेषा एकमेकांना लंब असतात
 ȑामुळे पिहʞाची ˙िशŊका दुस̴ यासाठी सामाɊ असेल ʉणून ऑथŖगोनल ŮƗेपण
या Ůणालीचे फेज वŢ असतात समान आहे आिण Ȫारे ǉा बरोबरीdx by dt m dy d n 
ʉणून ऑथŖगोनल टŌ ॅजेƃोरीजसाठी िवभेदक समीकरण वजा ǉा बरोबरीचे आहे.ndx mdy 0 
 ʉणून वŢ ची Ůणाली िदʞासc1 
आपʞाला िवभेदक समीकरण िमळते आिण नंतर आपʞाला इतर िवभेदक समीकरणाȪारे ऑथŖगोनल ŮƗेपण Ůाɑ होते
ʉणून Ůथम आपʞाला वŝन िदले जाते आपण साठी िवभेदक समीकरणc1 c1 c1 
िमळवतो आिण नंतर आपण साठी िभɄ समीकरण िमळवतो हे िवभेदकc2 
समीकरण सोडवतो आिण कुटंुब िमळवतो जेणेकŝन मी आȅा जे काही सांिगतले ते Ůमेय 1 आहेc2 
हे Ůमेय ʉणून सारांिशत केले जाऊ शकते जर एक  वŢांचे एक मापदंड कुटंुब िवभेदक
समीकरण अिधक समान ◌ शूɊ Ȫारे िदले जाते मग ऑथŖगोनलसाठी िवभेदक समीकरण िदले जातेmdx ndy 
टŌ ॅजेƃोरीज वजा शूɊाǉा समान आहे ʉणून ʩापक पįरİ̾थतीत वŢांचे कोणतेही एक पॅरामीटरndx mdy i 
ऑथŖगोनल ŮƗेपण माɊ करते मी ʩापक पįरİ̾थती ʉणतो कारण आपण  िवभेदक समीकरणांसाठी
अİˑȕाǉा Ůमेयांवर खरोखर चचाŊ केलेली नाही
आिण ही अİˑȕ Ůमेये असतील  योƶ पįरİ̾थतीत वैध आहे परंतु ʩावहाįरक पįरİ̾थतीमंȯे
या अटी नेहमी समाधानी असतील ʉणून आता आपण हे काही
िविशʼ ऑथŖगोनल टŌ ॅजेƃोरीज िसːमवर वापŝन पाš या Ǜाचा आपʞाला सामना करावा लागला आहे.
 अथाŊतच
एकाŤ वतुŊळांचे कुटंुब आहे Ǜासाठी आपण कोणते िवभेदक समीकरण काढले आहे

बरोबर 0 तरit xdx plus ydy 
ऑथŖगोनल टŌ ॅजेƃोरीज वजा बरोबर 0 साठी िवभेदक समीकरणे काय आहेत हे एक वेįरयेबल िवभाǛ समीकरण आहेydx xdy 
आिण उपाय समान िकंवा समान आहेत ʉणून ऑथŖगोनल टŌ ॅजेƃोरीज याy mx x my 
ओळीमंȯे िकंवा मȯे आहेत  आिण Ůȑेकाला मािहत आहे की वतुŊळ कोणȑा मȯभागी आहे िकंवाig 

एक रेषा ओįरिजन ऑथŖगोनली कापते चला आपण पुढची घेऊयाigin  
हायपरबोलास ˍेअर वजा ˍेअर समान चा फरक करा लगेच अ̊ʴx y c c 
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होईल तुʉाला वजा बरोबर 0  िमळेल ऑथŖगोनल ŮƗेपकाचे िवभेदक समीकरण काय आहेx dx ydy 
बरोबर 0 हे िवभेदक समीकरण सोडवाydx plus xdy 

जे एक वेįरयेबल िवभाजीत समीकरण आहे आिण तुʉाला बरोबर mod xy c
िमळेल  िनरपेƗ मूʞे काढून टाका आिण तुʉाला आयताकृती हायपरबोलास िमळतील चौरस वजाx 

ˍेअर ǉा बरोबरीचे ऑथŖगोनली आता आपण दुसरे घेऊ.y c 
  उदाहरण तुʉी
वŢांचे हे एक पॅरामीटर फॅिमली ƽा.

वगŊ हा आहे x y 
ʉणून आपʞाला ने वजा 2 बरोबर िमळते ȑामुळेdx xy dy 
वŢ 1.
47 ǉा कुटंुबासाठी अिधक 2 िकती आहे  बरोबर 0.dy xy dx 
 ऑथŖगोनल
टŌ ॅजेƃोरीजचे िवभेदक समीकरण वजा ǉा बरोबरीचे आहे.2xy dy dx 0 
 आपण ला चे कायŊ मानू आिण समाकिलत कŝयाx y 
समाधान हे ǉा घात वगाŊǉा बरोबर आहेत जेथे एक धन आहे  सततmod x ae y a 
िनरपेƗ मूʞ काढून टाका आिण तुʉाला ऑथŖगोनल टŌ ॅजेƃोरीजचे एक कुटंुब िमळेल हे लƗात ठेवा की बरोबर 0x 
येथे समािवʼ नाही कारण जेʬा तुʉी ʬेįरएबʤचे िवभƅ करǻाची पȠत करता तेʬा आʉी ने भाग करतोx 
आिण बरोबर 0 हा देखील एक िवशेष उपाय आहे आिण  आʉाला समजले की ते समजǻासारखे आहे कारणx 
मूळ Ůणालीचे सवŊ वŢ हे बेल आकाराचे वŢ आहेत
ȑांना अƗ कापʞावर सवŊ ˙िशŊका आडʩा ˙िशŊका असतात आिणy 
 ȑामुळे पįरपूणŊ
मूʞ पद काढून टाकʞाने तुʉाला ǉा बरोबर िमळेल  पॉवर ce x x y
वगŊ आहे जेथे ही İ̾थर िवहीर आहे आता आपण काही उदाहरणांवर आलो आहोत c 
ʉणून पॅराबोलस y
ǉा कुटंुबासाठी वगाŊǉा बरोबरीचे ऑथŖगोनल ŮƗेपण िनधाŊįरत करा ही पिहली सम˟ा आहे दुसरी Ůो  ɰेम ʉणजेkx 
मूळǉा अƗाला ˙शŊ करणा̴ या वतुŊळांǉा कुटंुबाचा िवचार करा .y 
 ऑथŖगोनल टŌ ॅजेƃोरीजसाठी िवभेदक समीकरण शोधा,
मी तुʉाला फƅ िवभेदक समीकरणे
एकिũत करणा̴या ऑथŖगोनल ŮƗेपकासाठी िवभेदक समीकरणे शोधǻास सांगत आहे.
  धडा जेʬा
तुʉी एकसंध िवभेदक समीकरणांवर चचाŊ कराल आिण नंतर ǉा फंƕनचा िवचार करा 1 वर ǉा समानz z 
आडʩा आिण उɷा रेषांǉा Ůितमा शोधा या नकाशाखाली ǉा 1 वर वरz z 
वŢांचे कुटंुब िमळवा आिण ʩायाम 23 शी संबंिधत  आʉी पॅराबोलास बरोबर असाच ʩायाम
केला आहे आता मी तुʉाला चा बरोबर 1 वर असाच ʩायाम करǻास सांगत आहे.f z z 
 तुʉाला
जिटल िवʶेषणातून येणारे चौथे उदाहरण िमळेल आिण शेवटची ˠाइड
आजǉा ʩाƥानासाठी आणखी दोन ʩायामांची आहे.
  समाƗीय वतुŊळाǉा एका पॅरामीटर कुटंुबासाठी ऑथŖगोनल ŮƗेपकाचे िवभेदक समीकरण शोधा 
एक िबंदू 1.
37 लƗात ठेवा की s
1 अिधक बरोबर 0 पण वतुŊळांची कŐ ūे 2 ˢʙिवराम 0 आिण वजा 2 ˢʙिवरामlambd  2 
0 आिण िũǛा 1 होती आिण आʉाला समाƗीय वतुŊळांचे एक कुटंुब िमळाले 
आहे.
 ऑथŖगोनल ŮƗेपकासाठी िवभेदक समीकरण शोधǻासाठी मी तुʉाला िवभेदक समीकरण सोडवǻास सांगत नाही.

िवभेदक समीकरण आिण शेवटी कॉɈोकल कॉिनƛचे कुटंुब मी
तुʉाला या कॉɈोकल कॉिनƛǉा कुटंुबासाठी िवभेदक समीकरण ठरवायला सांिगतले आिण
ऑथŖगोनल ŮƗेपकाचे िवभेदक समीकरण शोधले तर तुʉाला काहीतरी आʮयŊकारक
घडताना िदसेल आिण तुʉी ˙ʼीकरण शोधावे अशी माझी इǅा आहे या घटनेसाठी मला वाटते आज आपण येथे थांबू
आिण ʩाƥानांची ही मािलका पुढे चालू ठेवू आिण पुढील ʩाƥानात मी
एकसंध िभɄ समीकरणांवर चचाŊ करेन धɊवाद Pru

tor
@
IIT
K




