
 ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ׹െളുׯറിتു׺ ഈ പരآരയിെല നാലാമെ؋ ْപഭാഷണ؋ിേല്ׯ 
വിദّാർ،ികെള സٔാഗതം െചുؗുإ, അതിനാൽ കഴി؁ തവണ നിർ؋ിയിട്؋ നി്ؗ ആരംഭിׯാം, 
വّായാമം നآർ 10 ആയ ൈسഡിേല്ׯ േനാׯാം, അവിെട ഞ׹ൾ അ؋ײിൽ ُ١ർശിؗുׯ എبാ y-
സർׯിളുകളുെടയും കുടുംബെ؋ എടുുؗുׯ .  ഉ؍വം , ഈ വൃ׹؋ൾ നീല േപനയിൽ വരയ്ׯാനും 
നീല വൃ׹؋ൾ്ׯ ഓർേ؋ാഗണൽ ആയ ചുവؗ േപന വൃ׹؋ൾ െകാ؇് വരയ്ׯാനും ഞാൻ 
നി׹േളാട് ആവശّെؚ؂ു , നി׹ളുെട ചിْതവുമായി ഈ ചിْതം ഇതിനകം ഉؑരി׺ റزിക്, േഹാളിേഡസ് 
പുُകٝ؋ിന്െറ 635 േപജിെല ചിْതവുമായി താരതമّം െചؗുإത് രസകരമാണ്. അതിനാൽ നി׹ളുെട 
ചിْതം െറസ് നിׯിെലയും േഹാളിേഡസ് ബുׯിെലയും ഈ ചിْതെ؋ ഏകേദശം കണׯാുؗുׯേ؇ാ 
എؗതാണ് റഷّൻ അവധിׯാല പുُകٝ؋ിൽ നി׹ൾ കാണുؗ ചിْതം , ഒരു ഇലക്ْടിക് ദٔിْധുവം 
മൂലമു؇ാകുؗ ഈകٔിേപാ؂ൻഷّൽ ൈലനുകളും ബലേരഖകളും ചിْതീകരിؗുׯ ചിْതമാണ്, 
എനിتുׯ േചാദّം ഇ׹െനയാണ് ദٔിْധുവ؋ിന്െറ നീളം െചറുതാകുകയും െചറുതാകുകയും 
െചുؗുإ, നി׹ൾ സൃഷ് ടി׺ ചിْതം െറസ് നിׯിലും േഹാളിേഡയിലും ഉت ചിْതെ؋ ഏകേദശം 
കണׯാുؗുׯ. ആ സർׯിളുകളുെട സ്െക׺ിംഗ് നട؋ിേയാ എ്ؗ എനി്ׯ ഉറؚിب, എؓായാലും y 
എന്െറ പׯൽ എന്െറ പׯൽ ഉتത് ഞാൻ നി׹ൾ്ׯ കാണിു׺തരാം, അെത നമു്ׯ േനാׯാം , 
അതിനാൽ നീല വൃ׹؋ൾ അ؋ײിൽ ُ١ർശിؗുׯത് നി׹ൾ കാണുؗു, അവയിൽ നാെല؉ം y 
ഞാൻ വര׺ി؂ു؇് , ഞാനും നീല വൃ׹؋െള വലത് േകാണിൽ മുറി്׺ നാല് ചുവؗ വൃ׹؋ൾ വരു׺ , 
ഈ ചുവؗ സർׯിളുകൾ ഉ؍വرാനتു؋ അ؋ײിന് െതാ؂ുകിടؗുׯ സർׯിളുകളാണ് , അത്x-
നി׹ളുെട പׯലുت ഒരു നب ചിْതമാണ് , അടു؋ ഭാഗ്؋ ഞ׹ൾ ഈ ര؇് സർׯിളുകളുെട 
കുടുംബ׹ളിേല്ׯ മട׹ിവരും  ഈ ലعർٗ സീരീസ് എبാം ശരിയാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ഇേؚാൾ 
നأൾ എവിെടയാെണ്ؗ തിരിെക വരാം, അതിനാൽ നമു്ׯ േപാകാം, ഇേؚാൾ നമു്ׯ മെئാരു ْപٍ٠ം 
പരിഗണിׯാം യൂണി്ئ േറഡിയിയും െസന്റർ 2 േകാമ 0 ഉം ൈമനസ് 2 േകാമ 0 ഉം ഉت ര؇് 
സർׯിളുകൾ പരിഗണിുׯക. സർׯിളുകൾ്ׯ യൂണി്ئ ആരം ഉ؇് ആരം 1 ആണ് കൂടാെത േകْؕ׹ൾ 
ൈമനസ് 2 േകാമ 0, 2 േകാമ 0 എؗിവയിൽ رാപി׺ിരിുؗുׯ. നി׹ൾ്ׯ ഈ സർׯിളുകളുെട 
സമവാകّം എളുؚ؋ിൽ എഴുതാം , ൈമനസ് 2 ചതുരവും ചതുരവും തുലّമായ 1 സർׯിളുകളിൽ x y 
ഒؗിന്െറ സമവാകّം എؓാണ്. മെئാؗിന് ؛സ് 2 സ്കٔയർ ؛സ്  സ്കٔയർ സമം 1. ഇേؚാൾ x  sy 
ആദّെ؋ സമവാകّം ന് തുലّം എؗ പദْപേയാഗം ൈമനസ് 2 സ്കٔയർ ؛സ് സ്കٔയർ s 1 0 e x y 
ൈമനസ് 1 എ്ؗ വിളിׯാം നമു്ׯ അതിെന ലാളിതّ؋ിന് എؗും മെئാരു പദْപേയാഗം ؛സ് 2 s1 x 
സ്കٔയർ ؛സ് സ്കٔയർ ൈമനസ് 1 എؗും വിളിׯാം  അത് ആയി؂് നമു്ׯ ഈ സമവാകّം 1.37 y s2 
എؗ ൈسഡിെല ؛സ് ന് തുലّമായി േനാׯാം, ഇവിെട ലാംഡ ഒരു യഥാർ، s1 lambda s2 0 
സംഖّയാണ് , നി׹ൾ ലാംഡെയ മാുئേآാൾ നി׹ൾ്1.37 ׯ സർׯിളുകളുെട ഒരു കുടുംബം ലഭിുׯം, 
അതിനാൽ 1.37 എؗ സമവാകّം സർׯിളുകളുെടയും ഒരു കുടുംബെ؋യും ْപതിനിധീകരിുؗുׯ .  
കുടുംബ؋ിന്െറ 1.37 എؗ ആദّ ഓർഡർ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം കെ؇ു؋ക എؗതാണ് 
േചാദിׯെؚ؂ േചാദّം, നി׹ൾ അത് എ׹െന െചإണം 1.37 എؗ സമവാകّം എടുുׯക, മായി x 
ബؖെؚ؂് അതിെന േവർതിരിുׯക, നി׹ൾ്ׯ ഒരു സമവാകّം കൂടി ലഭിുׯകയും ഈ ര؇് 
സമവാകّ׹ൾׯിടയിലുت ലാംഡ ഇبാതാുׯകയും െചുؗുإ. നി׹ളുെട ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം 
േനടുക ശരി നീല േപന ഉപേയാഗി1.37 ്׺ സർׯിളുകൾ വരയ്ുׯക , തുടർ്ؗ ഒരു അപവാദമുേ؇ാ 
ലാംഡയുെട ഒരു നിحിത മൂലّം ഈ സമവാകّം വൃ؋മب , അതിന് ലാംഡയുെട ഒരു മൂലّമു؇്.  1.37 ഒരു
സർׯിളب, അത് മേئെത׸ിലും വْകമാണ് , അതുേപാെല തെؗ പരിമിതെؚടുؗു؋ േകസ് എؓാണ് , 
നി׹ളുെട ചിْത؋ിെല ലിമിئിംഗ് േകസ് ചൂ؇ിׯാണിുׯക , നീല വൃ׹؋െള ഓർേ؋ാഗണായി 
മുറിؗുׯ ചുവؗ േപന വൃ׹؋ൾ െകാ؇് വരയ്ുׯക, 
അ׹െന നി׹ൾ്ׯ വീ؇ും മേനാഹരമായ ഒരു ചിْതം ലഭിുׯം. അടു؋ ൈسഡിൽ ൈമനസ് 2 sx 
സ് കٔയർ ؛സ് സ് കٔയർ ൈമനസ്  എؗിവ നി׹ൾ ലളിതമാുׯേآാൾ നി׹ൾ്ׯ സ് കٔയർ ؛സ് y 1 x y
സ് കٔയർ ൈമനസ് ؛സ്  ലഭിുׯം. കൂടാെത സ് കٔയർ ؛സ് സ് കٔയർ ؛സ് ؛സ് 4x 3 s2 x y 4x 3, 
സമവാകّം 1.37 എؗിവയും കാണാം.  ഈ ൈسഡിൽ വിശദമായി എഴുതിയിരിുؗുׯ , നി׹ൾ ഈ 
സമവാകّെ؋ മായി േവർതിരിുؗുׯ, നി׹ൾ്ׯ ഒരു സമവാകّം കൂടി ലഭിുׯം, നി׹ൾ്ׯ ലാംഡ x 
ഉൾെؚടുؗ ര؇് സമവാകّ׹ൾ ലഭിുׯം, നി׹ൾ ലാംഡെയ ഒഴിവാുׯം , കുടുംബ؋ിനായുت 
നി׹ളുെട ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം നി׹ൾ്ׯ ലഭിുׯം , ഉദാഹരണ؋ിന് ഇലക്േْടാزാئി٧عിെല 
ഇകٔിേപാ؂ൻഷّൽ കർവുകൾ നി׹ൾ്ׯ ചിؓിׯാനാകുേമാ? െറസ് നിׯിന്െറയും േഹാളിേഡസ് 
ബുׯിന്െറയും േപജ് 635-െല ചിْത׹ളിേല്ׯ ഞാൻ നി׹ൾ്ׯ ഒരു സൂചന നൽകി, ഇേؚാൾ നി׹ൾ്ׯ 
മെئാരു സർׯിളുകൾ ലഭി׺ി؂ു؇് ചാർജുകളുെട േകാൺഫിഗേറഷനിൽ നി׹ൾ ഇതിെനുׯറി്׺ 
ചിؓിׯണെമ്ؗ ഞാൻ ആْഗഹിുؗുׯ, ഒരു സാഹചരّം നിർأിׯാൻ നി׹ളുെട ശാരീരിക 
അവേബാധം നി׹െള സഹായിുؗുׯേ؇ാ , ഈ സമവാകّം എؗ സമവാകّം കൃതّമായി നൽകുؗ x 
ചാർജുകളുെട ഒരു സ׽ീകരണേ؋ാെട ഒരു സ׽ീകരണം നിർأിׯാൻ ഇത് നി׹െള സഹായിുؗുׯ 
സ് കٔയർ ؛സ് സ് കٔയർ ൈമനസ് ؛സ്  ؛സ് ലാംഡ തവണ സ് കٔയർ ؛സ് സ് കٔയർ ؛സ് y 4x 3 x y 4x 
 ൽׯരെമാരു ഫിസി؋അ تസ് 3 0 ന് തുലّമാണ് . വّായാമം 12-െല ഇക് െപാ؂ൻഷّൽ കർവുകൾ ഉ؛
സിزം സ׽ീകരിؗുׯതിൽ നി׹ൾ വിജയിു׺െവ്ؗ കരുതുക. അതിനാൽ ഇവിെട 
ചിْതീകരി׺ിരിؗുׯ സമവാകّം ഈകٔിേപാ؂ൻഷّൽ ൈലനുകളാണ് നി׹ൾ 635-ാം േപജിെല ഗുُിٝ 
അവധിׯാല പുُകٝ؋ിെല ചിْത׹ൾ േനാׯിയാൽ, ബല؋ിന്െറ വരകെളുׯറി്׺ എ്ؓ പറയും, 
അേؐഹം ഈകٔിേപാ؂ൻഷّൽ ൈലനുകെള േസാളിഡ് ൈലനുകളാലും ബല؋ിന്െറ വരകെള േഡാ؂് 
െചᅃٝ വരകളാലും ചിْതീകരിുؗുׯ, േപജ് 635 െല ആ ചിْത׹ളിൽ നി׹ൾ എؓാണ് കാണുؗത്  േഡാ؂് 
ഇ؂ േരഖകൾ ഖരേരഖകെള വലത് േകാണിൽ വിഭജിുؗുׯ , ബല؋ിന്െറ േരഖകൾ വലത് 
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േകാണുകളിൽ സമതٔേരഖകെള വിഭജിുؗുׯ, അതിനാൽ ടി എؓായിരിുׯെമ്ؗ നി׹ൾ്ׯ 
കെ؇؋ാനാകുേമാ എؗതാണ് േചാദّം. ബലേരഖകൾ നി׹ൾ വര׺ ആ ചുവؗ വൃ׹؋ളായിരിുׯം 
ബലേരഖകൾ , നി׹ൾ വര׺ നീല വൃ׹؋ളായിരിുׯം ഇകٔിേപാ؂ൻഷّൽ ൈലനുകൾ, ഒരുപേײ 
ഒരു സൂചനയായി ഞാൻ നി׹ൾ്ׯ നൽകാം , സ׽ീകരണെ؋ ْതിമാന؋ിൽ നി׹ൾ ചിؓിׯണം  
ْതിമാന സ് െപയ് സിൽ ആയിരിുׯക , നി׹ൾ ْതിമാന സ് െപയ് സിൽ എടുുׯക, അത് സമതുലിതമായ 
ْപതല׹ളായിരിുׯം, നി׹ൾ ഉപരിതലെ؋ തലം ഉപേയാഗി്׺ മുറിുׯക, തുടർ്ؗ നി׹ൾ ഒരു xy 
ഉപരിതലെമടുുׯേآാൾ തല؋ിെല ചിْതം േനാുׯക , നി׹ൾ അതിെന തലം ഉപേയാഗി്׺ xy xy 
മുറിുׯക നി׹ൾ്ׯ െ؛യിനിൽ ഒരു കർവ് ലഭിുؗുׯ അേب, അതിനാൽ നി׹ൾ ْതിമാന رല്؋xy 
സ׽ീകരണം നട؋ണം , തുടർ്ؗ െ؛യിൻ ഉപേയാഗി്׺ ചിْതം മുറിുׯക, േْകാസ് െസײനിൽ xy 
േനാുׯക , ഉ؋രം കെ؇؋ാൻ കഴിയുؗ ഉ؋രം ഞാൻ നി׹ൾ്ׯ തരാം  േപജ് 107 ْപٍ٠ം 2.47 
ഇലക് േْടാൈഡനാമിക് സിേലتുׯ ْഗിഫി؋ിന്െറ പുُകٝ ആമുഖം -ൽ ْപതّײെؚ؂ മൂؗാം 1999
പതി്ؚ ദയവായി പുُകٝ؋ിന്െറ പതി്ؚ നآർ ْശؑിുׯക, അതിനാൽ ഇത് ഇലക് േْടാزാئിക് സിൽ 
നിؗുت മെئാരു ഉദാഹരണമാണ്, അതിനാൽ ഇവ എെؓാെׯയാണ് നി׹ൾ ര؇് വളവുകളുെട 
കുടുംബ׹െള കാണിുؗുׯെവ്ؗ കാണിؗുׯ ഉദാഹരണ׹ൾ, നി׹ൾ്ׯ ഒരു നീല വൃ׹؋ളും 
നീല വൃ׹؋ളുت ഒരു കുടുംബവും ചുവؗ വൃ׹؋ളുت ഒരു കുടുംബവും ചുവؗ വളവുകളും നീല 
കർവുകളും പരُ١രം വലത് േകാണിൽ ക؇ുമു؂ുؗു, പുേരാഗമിؗുׯതിന് മു്آ ഞാൻ നി׹ൾ്ׯ മൂ്ؗ 
വّായാമ׹ൾ നൽകെ؂ വْക׹ളുെട ഒരു പാരാമീئർ കുടുംബം തൃلിٝെؚടുؗു؋ ഡിഫറൻഷّൽ 
സമവാകّം കെ؇؋ാൻ ْശമിുׯേآാൾ, ര؇് േകാർഡിേന്ئ അ׹ײളിലും ُ١ർശിؗുׯ ആദّെ؋ 
കٔാْഡന്റിെല ഒരു പരാമീئർ കുടുംബ؋ിന്െറ വൃ׹؋ളുെട സമവാകّ׹ൾ എഴുതുക, 
അ׹െന േകാമ സി സർׯിളുകളുെട േകْؕം എؓായിരിുׯം ൈമനസ് ദൂര؋ിൽ c cx 
എؓായിരിുׯം  മുഴുവൻ ചതുരവും ൈമനസ് മുഴുവൻ ചതുരവും തുലّമാണ് സ്കٔയർ c y c c 
ഡിഫറൻേഷ്ّئ മായി ബؖെؚ؂് നി׹ൾ്ׯ ഒരു സമവാകّം കൂടി ഈ ര؇് x 
സമവാകّ׹ൾׯിടയിലുت ഇبാതാുׯക, നി׹ൾ്ׯ നി׹ളുെട ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ ْപٍ٠ c 
നآർ 15 ലഭിുׯം, നി׹ൾ ന് തുലّമായ ഒരു പരാേബാള സ്കٔയർ േനാുׯകയും ഈ 8x y 
പരാേബാളയിെല ഓേരാ ബിؕുവിലും ഒരു ടാൻെജന്റ് ൈലൻ ഉ؇് , പരാേബാളയ് െׯാؚം ഒരു േപായിന്റ് 
വّതّാസെؚടുؗതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ ലഭിؗുׯ ഒരു പാരാമീئർ ഫാമിലി ൈലനുകൾ ലഭിുׯം.  
പരാേബാളയിേലتുׯ ടാൻെജന്റ് ൈലനുകൾ, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ വീ؇ും ടാൻെജന്റ് 
ൈലനുകളുെട ഒരു പാരാമീئർ ഫാമിലി ലഭിു׺ , ഉദാഹരണ؋ിന് സ്കٔയർ 280-ൽ നി׹ൾ്ׯ ഒരു 
േപായിന്റ് എടുׯാം. നി׹ൾ പാരാമീئർ ഒരു പരാേബാളയും എവിെടയാണ് എؗത് ഒരു പരാമീئറും t 
എ്ؗ ഓർുׯക. പരാേബാളയുെട ഓേരാ േപായിന്റിനും 80 സ്കٔയർ േകാമ 280 ഈ സാഹചരّ؋ിൽ 2 
ആണ്, അതിനാൽ സ്കٔയർ േകാമ 280 െല േപായിന്റിെല ടാൻെജന്റിന്െറ സമവാകّം നി׹ൾ 
കെ؇ു؋കയും െകാ؇് പാരാമീئർ െചᅃٝ ൈലനുകളുെട ഒരു പാരാമീئർ ഫാമിലി ലഭിുׯകയും t 
ഡിഫറൻഷّൽ കെ؇ു؋കയും െചുإം.  ഈ വരികൾتുׯ സമവാകّ׹ൾ ഞാൻ നി׹ൾ്ׯ 
നൽകുؗ മൂؗാമെ؋ ْപٍ٠ം , കർവുകളുെട സിزം േനാുׯക എؗതാണ്  വളവുകളുെട ഒരു പരാമീئർ 
കുടുംബം അവ േകാണുകളാണ് , അവയിൽ ചിലത് ദീർഘവൃ׹؋ളും അവയിൽ ചിലത് 
ൈഹؚർേബാളുകളുമാണ് , തീർ׺യായും ഞാൻ ൈമനസ് 100 ആുׯകയാെണ׸ിൽ, ഈ c 
സമവാകّെ؋ തൃلിٝെؚടുؗു؋ ഒരു വْകവും ഇب, അതിനാൽ ഭയാനകമായ െനഗئീവ് ആയിരിׯിب c 
ൈമനസ് 9 മുതൽ ഇൻഫിനിئി ൈമനസ് 9 വെരയുت സിയുെട ഒരു നിحിത പരിധി്ׯ, നി׹ൾ്ׯ 
േകാണിുׯകളുെട ഒരു കുടുംബം ലഭിുؗുׯ, നി׹ൾ്ׯ ഒരു പരാമീئർ കുടുംബം ലഭിുؗുׯ.  ഈ 
കർവുകളുെട കുടുംബം തൃلിٝെؚടുؗു؋ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം നി׹ൾ കെ؇േ؋؇തുേ؇ാ, 
അതിനാൽ നി׹ൾ അത് എ׹െന വീ؇ും െചإണം , നൽകിയിരിؗുׯ സമവാകّെ؋ മായി x 
എ׹െന േവർതിരിׯാം ?  നി׹ൾ്ׯ യഥാർ، സമവാകّം ലഭിؗുׯത് 2 റؐാുׯം, പുതിയ സമവാകّം 
അവെയ 1-ന് 9 ؛സ് സി, 1-ന് 4 ؛സ് സി എؗിവയുെട സമവാകّ׹ളായി കണׯാുؗുׯ, തؗിരിؗുׯ 
സമവാകّം ൈسഡിെല ൈسഡിൽ ഇതിനകം തെؗ എؗ സമവാകّം ഉ؇് 9 നും യും വർ״വും 4 x c y 
സ്  c 1 x sc؛ ന് 9-1  ുؗുׯഒരു സമവാകّം  കൂടി ലഭി ׯൾ്׹ാൾ നിآേുׯസ് സമം മായി േവർതിരി؛
എؗത് 1-ൽ 4 ؛സ് എؗതിന് തുലّമാണ് , പരُ١രമു؛ 9 تസ് സി എെؓ׸ിലും എടു؋ാലും 4 ؛സ് c c 
എെؓ׸ിലും തുലّമാണ് , വّതّാസം േപാകുേآാൾ നി׹ൾ്ׯ ഒരു ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം c 
ലഭിുׯം, അത് ഈ ഒരു പാരാമീئർ കുടുംബം തൃلിٝെؚടുؗു؋ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّമായിരിുׯം . 

ഇത് വളെര രസകരമായ ഒരു വّായാമമാണ്, കാരണം ഞ׹ൾ ഈ ْപശ് ന؋ിേല്ׯ വളെര േവഗം conics 
മട׹ാൻ േപാകുؗു, ശരി, അടു؋തായി ഞ׹ൾ െചേإ؇ത് ഓർേ؋ാഗണൽ പാതകളാണ്, നി׹ൾ 
െറസ് നിׯിന്െറയും അവധിׯാല പുُകٝ؋ിന്െറയും േപജ് -േല്ׯ തിരിയുകയാെണ׸ിൽ, നി׹ൾ 635
സٔാഭാവികമായും ഇനിؚറയുؗവയിേല്ׯ നയിׯെؚടും വിമാന؋ിെല വളവുകളുെട ജّാമിതീയ 
ْകമീകരണം വിമാന؋ിെല വളവുകളുെട ഓർേ؋ാഗണൽ സി׹زൾ എؗറിയെؚടുؗു, അതിനാൽ 
വിമാന؋ിെല വളവുകളുെട ഓർേ؋ാഗണൽ സി׹زൾ എെؓാെׯയാണ്, അവ തല؋ിെല ര؇് 
വളവുകളുെട സംവിധാന׹ളാണ് വളവുകളുെട ഒരു കൂ؂ം ഓേരാ വളവുകളും ഓേരാ c1 c1 c2 
വളവുകളും നി׹ളുെട നീല വൃ׹؋ൾ േപാെലയുت വലത് േകാണുകളിൽ െല ഓേരാ c2 
വْകെ؋യും വിഭജിുؗുׯ , നി׹ളുെട ചുവؗ സർׯിളുകൾ ഓേരാ നീല വൃ؋വും ഓേരാ ചുവؗ 
വൃ؋െ؋യും ഓർേ؋ാഗണലായി ക؇ുമു؂ുؗു, 
അ׹െന അ؋രം ര؇് സി׹زൾ  അവെയ പരُ١രം ഓർേ؋ാഗണൽ പാതകൾ എ്ؗ വിളിുؗുׯ , 
അതിനാൽ എؗത് കർവുകളുെട കുടുംബ؋ിന് ഓർേ؋ാഗണൽ വൃ؋ാകൃതിയിലുت c2 
വْക׹ളുെട ഒരു സംവിധാനമാെണ്ؗ ഞ׹ൾ പറയുؗു , തിരിു׺ം ഓർേ؋ാഗണൽ ْടജعറٚികൾ എؗ 
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പദْപേയാഗം പതിവായി ഉപേയാഗിؗുׯ ഈ സؕർഭ؋ിൽ കുടുംബം എؗത് ഓർേ؋ാഗണൽ c2 
പാതയാെണ്ؗ ഞ׹ൾ പറയുؗു. കുടുംബം ഉം തിരിു׺ം അെ׸بിൽ ഉം ഉം പരُ١രം c1 c1 c2 
ഓർേ؋ാഗണൽ പാതകളാെണ്ؗ ഞ׹ൾ പറയും, അവ പരُ١രം ഓർേ؋ാഗണൽ  ആണ് അതിനാൽ 
അത് മതിയായ കാരണമാണ്, എؗാൽ റിയലിزിക് ഉദാഹരണ׹ൾ കാണാൻ ആْഗഹിؗുׯവർ്ׯ അവ
ഒപ് ئിക് സിൽ ദൃശّമാകും, അവ ഒപ് ئിക് സിൽ നി׹ൾ്ׯ േവവ് ْഫ؇ുകൾ ലഭിു׺െവؗും നി׹ൾ്ׯ 
കിരണ׹ൾ ലഭിു׺െവؗും കിരണ׹ൾ എبായ്േؚാഴും സുഹൃׯു؋ൾ്ׯ ലംബമാെണؗും അതിനാൽ
സുഹൃׯു؋െള തരംഗമാൂׯ വസ് തുׯളുെട കുടുംബവും കിരണ׹ളും വّതّസ് തമായ ഒരു കൂ؂ം 
വُٝു  ht  ുؗുׯിൽ വിഭജി״െള റി׹ാؗിന്െറ മൂലകئൾ മെ׹ളായി മാറുؗു, ഒؗിന്െറ മൂലകׯ
േകാണുകൾ അതിനാൽ ഒപ്ئിക് സിൽ സٔാഭാവികമായും ഓർേ؋ാഗണൽ പാതകൾ കാണെؚടുؗു, 
ഗണിതശാസ്ْത കാർേ؂ാْഗഫിയിൽ ഓർേ؋ാഗണൽ പാതകൾ ْപതّײെؚടുؗു, എؓാണ് 
കാർേ؂ാْഗഫി ഇത് ഭൂപടനിർأാണ؋ിന്െറ ശാസ്ْതമാണ്, ഭൂപടനിർأാണ ശാസ്ْതം വളെര 
പഴׯമുتതാണ് , ഇത് വളെര സؗآവും ഗണിതപരവുമാണ്  നി׹ൾ എേؚാെഴ׸ിലും ഒരു േ׷ാബ് 
ക؇ി؂ുെ؇׸ിൽ അവർ കാർേ؂ാْഗാഫി ശാസ്ْത؋ിന് ഗണّമായ സംഭാവന നൽകിയി؂ു؇്, 
അײാംശ׹ളും േരഖാംശ׹ളും പരُ١രം ഓർേ؋ാഗണായി മുറിؗുׯത് നി׹ൾ ْശؑി׺ി؂ുേ؇ാ, 
അതിനാൽ അײാംശ׹ളുെട കുടുംബവും േരഖാംശ കുടുംബവും ഒരു േജാടി ഓർേ؋ാഗണൽ പാതകൾ
ഉ؇ാുؗുׯ ഭൂമിശാസ്ْത؋ിൽ ഓർേ؋ാഗണൽ പാതകൾ ْപതّײെؚടുؗു, ഭൂമിശാസ്ْത؋ിൽ 
കാൽുׯലസ് ഒരു ْപധാന പ്׸ വഹിുؗുׯ.   ചില സിؑാؓ׹െള കുറി18 ്׺-ആം നൂئാ؇ിെലയും 
19-ആം നൂئാ؇ിന്െറ തുട؋ׯിെലയും ര؇് മഹ؋ായ ഗുരുؘׯാെര കുറി്׺ ഊളറിേല്ׯ 
തിരിു׺േപായി അവർ ഇതിനകം തെؗ കാർേ؂ാْഗാഫി്ׯ സംഭാവന നൽകിയി؂ു؇് , കാർേ؂ാْഗാഫി 
ശാസ്ْത؋ിൽ കാണെؚടുؗ മെئാരു ഗണിതശാസ്ْത׾െന ലാംെബർ؂് എ്ؗ വിളിുؗുׯ, അേؐഹം 
ഒരു ഗണിതശാസ്ْത׾ൻ കൂടിയാണ്. ഗണിതശാസ്ْത؋ിനുتിൽ ഇവിെട എ׹െനയാണ് 
ഓർേ؋ാഗണൽ പാതകൾ ْപതّײെؚടുؗത് എ്ؗ വിശദീകരിുׯക   .  സ׸ീർ؉മായ 
േവരിയബിളുകൾׯായുت ഫംഗ് ഷനുകളുെട സിؑാؓ؋ിൽ നി്ؗ വരുؗ ചില ലളിതമായ 
ഉദാഹരണ׹ൾ ഞാൻ നി׹ൾ്ׯ ഉറؚുനൽകുؗു , നി׹ൾ്ׯ ഇതിനകം പരിചിതമبാ؋ ഒؗും ഞാൻ 
ഇവിെട സംസാരി׺െതാؗും നി׹ളുെട 12 زാൻേഡർഡ് സിലബസിന് അؚുറേׯ്؋ േപാകും, ◌ിനാൽ ഭ 
 െؚടരുത്  ഒരു േകാം٧്ع؛ േവരിയബിളിന്െറ ഫംഗ് ഷനുകളുെട സിؑാؓം, അതിനാൽ നമു്ׯ മുതൽ c c
വെരയുت ഒരു ഫംഗ്ഷൻ എടുׯാം , ന്െറ നൽകിയത് സ്കٔയർഡ് യു െസപയ്്ׯ തുലّമാണ്  ഇത് z f z 
യഥാർ،വും സാ׸ൽؚികവുമായ ഭാഗ׹ളായി േറ്ئ െചുإക യുെട ഭാഗം അതിനാൽ സമം xy u 
 ാം സ്കٔയർ ൈമനസ് സ്കٔയർ v x yׯാരു രീതിയിൽ േനാئവും മെ׸ിരാر വും സമം׸ിരാر
തുലّം സമം എؗിവ േനാׯാം, അതിനാൽ നി׹ൾ വീ؇ും ഒരു സ׸ീർ؉ േവരിയബിളിന്െറa, 2 xy b 
ഒരു ഫംഗ്ഷൻ എടുുؗുׯ. അതായത് ന്െറ ന്െറ സമചതുരം എؗത് ؛സ് ചതുരം ആണ്, z f z z x iy 
അത് യഥാർ، ഭാഗം എടുുؗുׯ സാ׸ൽؚിക ഭാഗം എടുുׯക, അേؚാൾ എؓാണ് uxy bxy uxyx 
സ്കٔയർ ൈമനസ് സ്കٔയർ, എؓാണ് വലത്, എؗത് رിരാ؋׸ിന് തുലّവും y vxy 2 xy u v 
തുലّമായി സ׽മാുׯക  ഒരു رിരാ׸ം അതിനാൽ തുലّം തുലّം എؓാണ് ഈ uxy a, vxy b 
വളവുകളുെട കുടുംബം തുലّമാണ്, അതായത് വളവുകൾ എؓാണ് ചതുരം ൈമനസ് ചതുരം uxy x y 
തുലّം അവർ ചതുരാകൃതിയിലുت ൈഹؚർേബാളുകളുെട ഒരു കുടുംബമാണ്, എؓാണ് ഈ a 
കുടുംബം തുലّമാണ് സമം വീ؇ും നി׹ൾ്ׯ ലഭിുׯം  ദീർഘചതുരാകൃതിയിലുت v b 2xy b af 
ൈഹؚർേബാളാസിന്െറ അമിലി, സ്കٔയർ ൈമനസ് സ്കٔയർ , ൈഹؚർേബാളെയ േല്ׯ x y xy b 
എؗതിന് തുലّമാണ് എ്ؗ പരിേശാധിׯാൻ ഞാൻ അത് നി׹ൾ്ׯ വി؂ുതരുؗു , അതായത് നി׹ൾ 
ഒരു േപായിന്റ് എടുുׯകയാെണ׸ിൽ അതായത് ര؇് വളവുകളിലും ഉتത് x Naught y Nough , 
കണׯാുׯക  ബിؕുവിെല ര؇് വളവുകളുെട ചരിവുകൾ അب ചരിവുകളുെട x Naught y 
ഗുണനഫലം -1 കാൽുׯലസ് ഈ ചരിവുകൾ എ׹െന കണׯാׯാം എ്ؗ നി׹േളാട് പറയും , ഈ ര؇് 
വളവുകൾ സ്കٔയർ ൈമനസ് സ്കٔയർ എ, 2 എؗിവയ്്ׯ തുലّമാേണാ എ്ؗ പരിേശാധിׯാൻ x y 
െഡറിേവئീവുകൾ എ׹െന കണׯാׯാം എ്ؗ. സമം പരُ١രം ഓർേ؋ാഗണൽ ആണ്, xy b 
അതിനാൽ ഇത് നി׹ൾ്ׯ ഒരു ഓർേ؋ാഗണൽ പാതകളുെട വളെര നب ഉദാഹരണം നൽകുؗു ര؇് 
ഓർേ؋ാഗണൽ പാതകൾ ഇതാ ഒരു ചിْതം ചുവؗ വളവുകൾ തുലّമാണ് നീല വളവുകൾ 2xy b , x 
സ്കٔയർ ൈമനസ് സ്കٔയർ ഇതിനകം തെؗ നി׹ൾ കാണുؗ ചിْത؋ിൽ , കവലയിൽ അവ y 
ഓർേ؋ാഗണൽ ആയി കാണെؚടുؗു , ഗണിതശാസ്ْത؋ിന് നؕി, ചിْതം വളെര കൃതّമാണ് , ഇവിെട 
ഒരു ുزവിന് നؕി പറയാൻ ഞാൻ ആْഗഹിുؗുׯ  ഈ ചിْതം സൃഷ് ടി׺ ഗണിതശാസ്ْത വിഭാഗ؋ിെല 
ആദിതّ മേഹശٔരി , അടു؋ത് ശരി , സ׸ീർ؉മായ വിശകലന؋ിൽ നി്ؗ നമു്ׯ മെئാരു ഉദാഹരണം 
എടുׯാം, അതിൽ നി്ؗ ൈമനസ് 0-ൽ നിർവചി׺ിരിؗുׯ ഒരു ഫംഗ്ഷൻ എടുׯാം . ؛സ് 1 ന് c z 
തുലّമായ ന്െറ ഈ ഫംഗ്ഷൻ എؓാണ്? ന് േമൽ ഈ ഫംഗ്ഷൻ സ׸ീർ؉മായ തലം മുഴുവനും z z- 
നിർവചിׯെؚ؂ിരിുؗുׯ, അത് നിർവചി׺ി؂ിبാ؋േؚാൾ 0-ൽ ഒഴിെക, ഒരു വൃ؋ം യും z r cos t ir

യും െْടയ് സ് െചുإേآാൾ എؓാണ് സംഭവിؗുׯെത്ؗ നമു്ׯ േനാׯാം, അതിനാൽ sine t 
െഡാെമയ് നിെല ഒരു സർׯിൾ െْടയ് സ് െചുؗുإ കൂടാെത , ഞ׹ൾ സ׸ീർ؉മായ z r cos t 
സംഖّകെളയാണ് അർഗൻ തല؋ിെല ബിؕുׯളായി പരിഗണിؗുׯെതؗും സ׸ീർ؉ സംഖّകളുെട 
ഈ ജّാമിതീയ ْപാതിനിധّം നി׹ൾ്ׯ പരിചിതമാെണؗും അതിനാൽ എനി്ׯ എؗ സ׸ീർ؉ z 
സംഖّെയ ആയി കണׯാׯാം.  വّതّാസെؚടെ؂, r cos t comma r sine t t 
അ׹െന നി׹ൾ്ׯ ഒരു സർׯിൾ ലഭിؗുׯതിന് െഡാെമയ ്നിെല ഒരു വൃ؋െ؋ z 
അടയാളെؚടുുؗു؋, ന്െറ ന് എ്ؓ സംഭവിുؗുׯ, ന്െറ എؓാണ് ؛സ് f z r cost f ir sine t 
ഇേമജ് കർവിന് എ്ؓ സംഭവിുؗുׯ, ഈ ഇേമജ് കർവുകൾ മനشിലാؗുׯതിനുت രസകരമായ ഒരു 
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വّായാമമാെണ്ؗ നമു്ׯ േനാׯാം 
അ׹െന  ؛സ് ആെണ׸ിൽ, ന്െറ എؓാണ്?  കാരّം മാئിെയഴുതുക, z r cos t ir sine t z f 
ൈسഡിൽ 1.42 ആയി ْപദർശിؚി׺ിരിؗുׯ േؘൽ േകാസ് ടി േകാമ ൈമനസ് 1 ന് ؛സ് r sine t r r r 
1 ലഭിുׯം , 
അ׹െന വّതّാസെؚടുؗതിനാൽ ഇത് 1.42 ْപതിനിധീകരിؗുׯത് 1.42 ഒരു ദീർഘവൃ؋؋ിന്െറ t 
പാരാമീئൈറേസഷൻ 1.42 ഒരു ദീർഘവൃ؋െ؋ ْപതിനിധീകരിുؗുׯ  നി׹ൾ്ׯ നؗായി 
അറിയാവുؗതുേപാെല, ഒരു േകാസ് ടി േകാമ ബി ൈസൻ ടി ഒരു ദീർഘവൃ؋മാണ് , അർؑ-േമജർ 
അײം ദീർഘവൃ؋؋ിന്െറ ْപധാന അײം ഏതാണ്, അർؑ-േമജർ അײം ؛സ് 1 ആണ് r r 
എؓാണ് െസമി-ൈമനർ അײം ൈമനസ് 1 ആണ് r r 
അ׹െന അത് അർؑ-േമജർ അײം ؛സ് 1 ഉت ഒരു ദീർഘവൃ؋ം, അർؑ-ൈമനർ അײം r r 
ൈമനസ് 1-ന് എؗിവയിൽ അർؑ-േമജർ അײം െസമി-ൈമനർ അײവും ഉത്േകْؕത വർ״വും r b 
തأിലുت ബؖം എؓാണ്? ശരി, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ ദീർഘവൃ؋؋ിന്െറ ഉത്േകْؕത 
കണׯാׯാം , ഈ ദീർഘവൃ؋؋ിന്െറ ശװി എؓാെണ്ؗ അേؚാൾ ഒരു ദീർഘവൃ؋؋ിന്െറ 
േകْؕഭാഗ׹ൾ എെؓാെׯയാണ്, അത് േകാമ പൂജّവും ൈമനസ് േകാമ പൂജّവുമാണ്, എؗാൽ ae ae 

എؗത് ഓർുׯക സ്കٔയർ 1 ൈമനസ് ഇ സ്കٔയറിേല്ׯ തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഒരു ചതുരം ae b e 
ചതുരം ൈമനസ് സ്കٔയർ ആണ് എؗാൽ എؓാണ് ؛സ്  1 ന് ന് ൈമനസ് 1 ന് എؓാണ്, b ar r br r 
ഒരു ചതുരാകൃതിയിലുت ൈമനസ് വർ״ം എؓാണ്, അത് 4 ആണ്. അതിനാൽ ഒരു ചതുരം ചതുരം 4b e 
ആണ്, അതിനാൽ ആണ് 2. അതിനാൽ അെ׸بിൽ ദീർഘവൃ؋ം 2 േകാമ 0 ഉം ൈമനസ് 2 േകാമae foci 
0 ഉം ആണ്. ഇത് വളെര രസകരമാണ്, കാരണം ന്െറ മൂലّം എْതയായാലും നി׹ൾ്ׯ ഒേര േഫാസി r 
ലഭിുؗുׯ ഈ എبാ ദീർഘവൃ׹؋ളും ഈ ഇേമജ് കർവുകെളبാം വّതّാസെؚടുേآാൾ നി׹ൾ്ׯ r 

യും യും ലഭിുׯം, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ ഒരു കൂ؂ം േകْؕീകൃത വൃ׹؋ൾ r cos t ir sine t 
ലഭിുׯം .  എبാ ദീർഘവൃ׹؋ളും എؗാൽ ഈ ദീർഘവൃ׹؋ൾെبׯാം ഒേര േഫാസി ഉ؇്, അവെയ
േകാൺേഫാׯൽ ദീർഘവൃ׹؋ൾ എ്ؗ വിളിുؗുׯ, അവയ് െبׯാം ഒേര േഫാസി ഉ؇്, അതിനാൽ 
ഈ ഫംഗ് ഷൻ ന്െറ  ؛സ്  ന് തുലّമായ  എഫ്, സുേകാവ് സ് കി ഫംഗ് ഷൻ എ്ؗ വിളിുؗുׯ, z 1 1 1.41
അതിനാൽ സുേകാവ് സ് കി ഫംഗ് ഷൻ ഏത് േകْؕ؋ിൽ വൃ׹؋െള എടുുؗുׯ നി׹ൾ ആ െْടᅃ٧ ്z 
എടുുׯകയാെണ׸ിൽ ദീർഘവൃ؋ം മുതൽ ഉ؍വം  സർׯിൾ ഉദഭ്വرാന്؋ മധّഭാഗتു؋ sa z 
ന്െറ ചിْതം ഒരു ദീർഘവൃ؋െ؋ അടയാളെؚടുുؗു؋, എؗാൽ ദീർഘവൃ؋؋ിന്െറ േകْؕഭാഗം 
ൈമനസ് ര؇് േകാമ പൂജّമാണ്, അതിനാൽ ഇവെയ സുേകാവ്ُ ിٕ ദീർഘവൃ׹؋ൾ എ്ؗ വിളിുؗുׯ, 
അതിനാൽ അടു؋ ൈسഡ് നി׹ൾׯായി ഞാൻ െചᅃٝ ഒരു വّായാമമാണ് േഫാസി നിർ؉യിؗുׯത്  
സുേകാവ് സ് കി ദീർഘവൃ؋ാകൃതിയിലുتത് എؓാണ്  േകാമ  ഉം ൈമനസ്  േകാമ  ഉം. ന്െറ ഒരു 2 0 2 0 r 
മൂലّ؋ിന് നി׹ൾ്ׯ ന്െറ ഒരു ْപേതّക മൂലّ؋ിന് ദീർഘവൃ؋ം ലഭിׯിب, അത് അടു؋തായി r 
ക؇ുപിടിׯാൻ ഞാൻ അത് നി׹ൾ്ׯ വിടാം െന ഒരു സർׯിളായി എടുؗുׯതിനുപകരം a z 
സമാനമായ ْപശ് നം , ഉ؍വം മുതൽ അനؓതയിേലتുׯ െْടയ് സ് അേറ ഒരു േപാസിئീവ് അײം z x-
ഉت ഒരു ആംഗിൾ തീئ ഉ؇ാؗുׯ കിരണെ؋ എടുുؗുׯെവ്ؗ നമു്ׯ അനുമാനിׯാം, അതിനാൽ 
ഈ േറ ടി േകാൈസനിെനുׯറി്׺ നി׹ൾ എ׹െന ചിؓിുؗുׯ തീ؛ ئസ് ഇ്ئ ൈസൻ തീئ ഇത് z 
ഈٔׯൽ ئി ഇൻ േകാസ് തീ؛ ئസ് ഐ ൈസൻ തീئ എؗത് 0 മുതൽ അനؓത വെര at 
വّതّാസെؚടുؗു, തീئ ഫി٧عഡ് ആയതിനാൽ ന്െറ ഇേമജ് കെ؇؋ണം, അതിനാൽ ന്െറ z z f 
എؗത് ؛സ് 1 ആണ്  കൂടാെത വّതّാസെؚടുകയും ചിْതം ْപതി׻ായെയ വളയുേآാൾ നി׹ൾ്ׯ z t 
ലഭിؗുׯത് തീر ئിരെؚടുകയും െചുؗുإ കർവുകൾ ൈഹؚർേബാളുകളാണ്, ഞാൻ അവെയ 
സുേകാവ്ُ ിٕ ൈഹؚർേബാളകൾ എ്ؗ വിളിׯാൻ േപാകുؗു , ഈ സിേׯാവ്ُിٕ ൈഹؚർേബാളകളുെട 
േകْؕം കെ؇ؗു؋ത് അവ 2 േകാമ 0 ഉം ൈമനസ് 2 േകാമ 0 ഉം ആകുെമ്ؗ ഊഹിؗുׯതിന് 
സأാന׹െളാؗുമിب. ൈഹؚർേബാളകളും േകാൺേഫാׯൽ ആണ്, അവയ്്ׯ അേത േഫാസി ഉ؇് 
ദീർഘവൃ؋ാകൃതിയിലുتതിനാൽ, േകാണിുׯകളുെട മുഴുവൻ കുടുംബവും േകാൺേഫാׯൽ 
കുടുംബമാണ്, സുേׯാവ്ُിٕ ൈഹؚർേബാളാസ് സുേׯാവ്ُിٕ ദീർഘവൃ׹؋െള ഓർേ؋ാഗണലായി 
വീ؇ും മുറിു׺െവ്ؗ കാണിുؗുׯ, ഞ׹ൾ ര؇് വളവുകളുെട ഒരു ഓർേ؋ാഗണൽ സിزം 
കെ؇؋ി , ഒരു ദീർഘവൃ؋ാകൃതിയിലുت കുടുംബവും ൈഹؚർേബാളുകളുെട കുടുംബവും നി׹ൾ
കെ؇؋ി  ദീർഘവൃ؋ം ഓേരാ ൈഹؚർേബാളെയയും   ഓർേ؋ാഗണൽ ആയി മുറിുׯം  നി׹ൾ്ׯ 
െവബ് ൈസئിനായുت ഒരു ْപേതّക ലി്׸, അവിെട നി׹ൾ്ׯ നാസ ദി െ׷ൻ വഴി ഒരു േലഖനം 
കെ؇؋ാനാകും റിസർ്׺ ലേബാറ؂റിയിൽ , എയർേഫായിലുകളുെട നിർأാണ؋ിൽ സിേׯാവ്ُിٕ 
ഇത് എ׹െന ഉപേയാഗിു׺ എؗതിന്െറ വിശദാംശ׹ൾ നി׹ൾ കെ؇ു؋ം, ഇേؚാൾ സുേׯാവ്ُിٕ 
ഫംഗ്ഷൻ എയ് േറാസ് േപസ് എ؀ിനീയറിംഗ് ഒഴിെക വളെര വّതُّമٝായ ഒരു േമഖലയിലും 
ْപേയാഗിׯാൻ കഴിയും, അതാണ് അടു؋ ൈسഡിൽ ഉ؇ാകാൻ േപാകുؗത്, പേײ ഞാൻ 
വരുؗതിനുമു്آ  സ׸ീർ؉മായ ഫംഗ് ഷൻ സിؑാؓ؋ിൽ നി്ؗ ഞാൻ വീ؇ും ഒരു വّായാമം കൂടി 
േനാׯാൻ േപാകുകയാണ്, ഇവിെട ഞ׹ൾ മെئാരു ഫംഗ് ഷൻ എടുുؗുׯ, മുതൽ വെരയുت വളെര c c 
നب ഫംഗ് ഷൻ എؗത് സ് കٔയറിന് തുലّമായ ആണ് നൽകുؗത് തിരحീന േരഖകളുെട ചിْതം f z z t 
 സ് ic c t t ic؛ അേؚാൾ ,ക, വّതّാസെؚടെ؂ുׯളുെട ശരിയാ׹അതിനാൽ നി  ുؗുׯസ് കാണി؛
െْടᅃ٧ ്  ീന േരഖയാണ്, t icحസ് എؗത് േപായിന്റ ്0 േകാമയിലൂെട കടؗുേപാകുؗ ഒരു തിര؛
അതിനാൽ ഞാൻ ؛സ് ഐസി്ׯ തുലّമായ എടു؋ാൽ അത് സ്കٔയർ ആകാൻ േപാകുؗത് t z z 
എؓാണ്  സ് കٔയർ ൈമനസ് സ് കٔയർ ؛സ് ആകുക, t c 2i dc 
അ׹െന  ൈമനസ് അനؓതയിൽ നി്ؗ ؛സ് അനؓതയിേല്ׯ മാറുേآാൾ എؓാണ് ഈ െْടയ് സ് z 20
ഔ؂്, എؓാണ് സംഭവിؗുׯത് കർവ് സ് കٔയർ ൈമനസ് സി സ് കٔയർ േകാമ അവ t 2tc 
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പരാേബാളകളാണ് ഈ പരാബിന്െറ േഫാׯസ് കെ؇ؗു؋ത്  ഓല , ഈ േഫാׯസ് സിെയ 
ആْശയി׺ിരിുؗുׯേവാ , ഉ؋രം ഇب എؗായിരിുׯം , അത് പരാേബാളകളുെട ഒരു കൺേഫാׯൽ 
ഫാമിലി ആയിരിുׯെമ്ؗ നി׹ൾ ْപതീײിുؗുׯ, പേײ ദയവായി ഇേؚാൾ അേനٔഷിുׯക 
തിരحീനമായ വരകളുെട ചിْതം ഞ׹ൾ എടുുؗുׯ ലംബ വരകളുെട ചിْതം കൂടി േനാׯാം. t 
യഥാർ، സംഖّകൾ്ׯ മുകളിലൂെട ْപവർ؋ി؛ ുؗുׯസ് അത് ഒരു േകാമ 0 എؗ ബിؕുവിലൂെട a 
കടؗുേപാകുؗ ഒരു ലംബ േരഖയാണ്. അതിനാൽ ഞാൻ എؗത് ഒരു ؛സിന് തുലّമാണ് z 
എടുുׯകയാെണ׸ിൽ, അത് സ്കٔയർ ഒരു സ്കٔയർ ൈമനസ് സ്കٔയർ ؛സ് 2 ആണ്.  തലം z t iat 
നأൾ േനാؗുׯത് ചതുരാകൃതിയിലുت ൈമനസ് ടി സ്കٔയർ േകാമ 280 ആണ്, ഇത് ഒരു 
പരാേബാളയ്്ׯ ഒരു പാരാമീئൈറേസഷനാണ്, ഒരു പരാേബാളയ്്ׯ ഒരു പാരാമീْടിക് രൂപമു؇്, ഈ 
പരവലയെ؋ വീ؇ും കെ؇ു؋ക, ഈ പരവലയം ഈ പരവലയ؋ിന്െറ േഫാׯസ് കെ؇ു؋ക, ഈ 
പരവലയം അടു؋ വّായാമ േഷാെയ ആْശയി׺ിരിുؗുׯേ؇ാ എ്ؗ പരിേശാധിുׯക  
വّായാമ؋ിന്െറ പരാേബാളകൾ 19 വّായാമ؋ിന്െറ പരാേബാളകെള മുറിുׯക 20 
ഓർേ؋ാഗണലായി വീ؇ും നأൾ ഒരു േജാടി ഓർേ؋ാഗണൽ പാതകൾ കാണുؗു, അതിനാൽ 
ഇേؚാൾ സ׸ീർ؉മായ ْപവർ؋ന സിؑാؓ؋ിൽ നി്ؗ മൂ്ؗ ഉദാഹരണ׹ൾ നമു്ׯ ലഭിു׺, ഞ׹ൾ 
ഒؗും ഉപേയാഗി׺ി؂ിب. സ׸ീർ؉മായ ഫംഗ്ഷൻ സിؑാؓ؋ിൽ നിؗുت ആശയ׹ൾ eep 
സ׸ീർ؉മായ േവരിയബിളിന്െറ ْപവർ؋ന സിؑാؓം ഗണിതശാസ്ْത؋ിന്െറ ഒരു ആഴ؋ിലുت 
ശാഖയാണ്, എؗാൽ ഞ׹ൾ അവെയാؗും ഉപേയാഗിؗുׯിب , നി׹ളുെട സിലബസിലുت കാരّ׹ൾ
മാْതമാണ് ഞ׹ൾ േനാؗുׯത്, അതായത് എبാവർുׯം അറിയാവുؗ ഒരു സ׸ീർ؉ സംഖّ എ׹െന 
വർ״ീകരിׯാം  അത് എ׹െന െചإാം, ന് മുകളിൽ ؛സ് 1 എ׹െന കണׯാׯാം , സ׸ീർ؉മായ z- z 
ഗുണന؋ിന്െറയും സ׸ീർ؉ വിഭജന؋ിന്െറയും ഈ ْപാഥമിക ആശയ׹ൾ ഉപേയാഗി്׺ നമു്ׯ 
ഓർേ؋ാഗണൽ പാതകളുെട മൂ്ؗ മേനാഹരമായ ഉദാഹരണ׹ൾ ലഭിു׺ , അതിനാൽ നമു്ׯ വീ؇ും 
ചിْതം േനാׯാം ആദിതّ ഈ ചിْത׹ൾ സൃذി׺ത്  ഗണിതശാസ്ْതം ഉപേയാഗി്׺ നി׹ൾ ചുവؗ 
പരാേബാളകളും നീല പരാേബാളകളും കാണുؗു, അവ ഓർേ؋ാഗണായി വിഭജിؗുׯത് ഓേരാ നീല 
വْകവും ഓേരാ ചുവؗ കർവിെനയും വിഭജിുؗുׯ, കവലയുെട േപായിന്റിൽ കവലയുെട േകാൺ 90 
ഡിْഗിയാണ്, അതിനാൽ ഇത് സٔയം പരീײിു׺േനാൂׯ , ഇേؚാൾ ഇത് െചؗുإത് വളെര രസകരമാണ്  
േജّാതിശാസ്ْത؋ിന്െറ േസവന؋ിൽ സുേׯാവ്ُിٕ ഫംഗ്ഷൻ സുേׯാവ്ُിٕ ഫംഗ്ഷന്െറ വാ؋ٞػ 
ْപേയാഗം വരുؗു.  ഇവിെട നأൾ 1911-േലتുׯ േബാളിൻ സിؑാؓം എؗ വളെര echanics , 
മേനാഹരമായ ഒരു സിؑാؓ؋ിേല്ׯ വരുؗു . സുേകാവ്ُ ിٕ ഫംഗ്ഷൻ ആകാശ െമׯാനി٧عിെല 
ْപേയാഗ׹ൾ കെ؇ുؗു؋ എؗത് ْശേؑയമാണ് , സുേׯാവ്ُിٕ ദീർഘവൃ׹؋ളും 
ൈഹؚർേബാളുകളും േബാളിൻ സിؑാؓ؋ിന്െറ െതളിവായി അവതരിؚിുׯം, ഇത് ഒരു പഴയ 
ഫലമാണ്.  സ്കٔയറിനു തുലّമായ യുെട ഭൂപടം , ْഗഹ ചലന؋ിന്െറ സമവാകّ׹െള w w d 2 w, ds 
സ് കٔയർ, എؗിവ  യ് ്ׯ തുലّമായി ഈ സമവാകّമാׯി മാുؗുئ. ഈ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം w 0
തീർ׺യായും നി׹ൾ്ׯ ഇേؚാൾ പരിചിതമാണ്  ത؏മയം ഇത് പുനഃْകമീകരിׯെؚ؂ സമയമാണ്, 
േബാലിൻ സിؑാؓ؋ിന്െറ െതളിവിെല സുേׯാവ്ُിٕ ഭൂപടവും സാേׯാവ്ُിٕ 
ദീർഘവൃ؋ാകൃതിയിലുت സവിേശഷതയും േബാളിൻ സിؑാؓം പറയുؗത്, വളെര സ׸ീർ؉മായ 
ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ׹െള രൂപാؓരെؚടുؗു؋ വളെര വّװമായ ഒരു പരിവർ؋നം 
ഉെ؇ؗാണ്, അതായത് , ചലനെ؋ നിയْؓിؗുׯ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ׹ൾ സൂരّെന 
ചുئിؚئിയുت ْഗഹ׹ൾ ര؇് ശരീരവും സൂരّെനയും ْഗഹവും ഈ ര؇് വُٝു ٝ ളും വّതُّׯ
സംവിധാനമാണ് സൂരّനുചുുئം ഒരു ْഗഹ؋ിന്െറ ചലനെ؋ നിയْؓിؗുׯ ഒരു സമവാകّം , 
ْഗഹ׹ളുെട ചലനവും ഈ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ؋ിന്െറ പരിണാമവും ْശേؑയമായ 
സംേْപײണ؋ിലൂെട ഈ നിَളٕ׸മായി കാണെؚടുؗ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّമായി 
രൂപാؓരെؚടു؋ാം .  െക؛റിന്െറ ْഗഹചലന؋ിന്െറ ആദّ നിയമം െതളിയിׯാൻ ഈ ആശയം 
നി׹ൾ്ׯ എളുؚ؋ിൽ ഉപേയാഗിׯാവുؗതാണ് േബാളിൻ കാരണം , ْഗഹ׹ൾ സൂരّേനാെടാؚം 
ദീർഘവൃ؋ാകൃതിയിലുت ْഭമണപഥ؋ിൽ സൂരّെന ചുുؗുئെവ്ؗ െതളിയിׯാൻ കഴിയും , കാരണം
വളെര ലളിതമാണ് ഈ സമവാകّം നി׹ൾ്ׯ എളുؚ؋ിൽ പരിഹരിׯാൻ കഴിയും  d2 w , ds 
സ് കٔയർ, എؗിവ പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ നأൾ ഈ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം w d2 w 
െകാ؇് സ് കٔയർ ؛സ്  ന് തുലّമായി പരിഹരിേׯ؇തു؇്. ഇേؚാൾ ഒരു സ׸ീർ؉ ds w 0 w 
സംഖّയാെണ്ؗ നി׹ൾ കാണുؗു, അതിന് യഥാർ، ഭാഗമു؇് അതിന് ഒരു സാ׸ൽؚിക ഭാഗം x, y 
ഉ؇്. അതിനാൽ ഈ സമവാകّം യഥാർ،؋ിൽ ര؇് സമവാകّ׹ളാണ് ചതുരം ؛സ് d 2 x by ds x 
തുലّം 0 ചതുരം ؛സ് ന് തുലّം, നി׹ൾ സഹകരി്׺ ലളിതമായ ഹാർേമാണിക് d 2 y , ds y 0 
ചലന׹ളുെട ര؇് സമവാകّ׹ളു؇് എؗതിെന േകാസ് ഓഫ ്ൈസനാׯി ൈസൻ ഓഫ് x 
ൈസനാׯിയാൽ കൂടുതൽ െപാതുെവ നി׹ൾ്ׯ എؗത് ഒരു േകാൈസൻ ആയും എؗത് ബി x y 
ൈസൻ ആയും എടുׯാം , നമു്ׯ എ്ؓ കി؂ും ന്െറ ലഭിׯണെമ׸ിൽ ؛സ് ഐബി്ׯ തുലّമാണ്s w s 
 ഇതിന്െറ യഥാർ، പാത എؓാെണ്ؗ ഓർുׯക, ചതുര؋ിന് തുലّമായ യുെട ഫംഗ്ഷൻ w w w 
ചതുര؋ിന് തുലّമാെണ്ؗ ഓർأിുׯക, യഥാർ، േകാർഡിേന്ئ ْഗഹ؋ിന്െറ ചലിؗുׯ zz 
ബിؕുവിന്െറ ചലിؗുׯ േപായിന്റ് േകാർഡിേനുئകളാണ്, അതിനാൽ എؗത് സ്കٔയർ ആകും z w 
അതിനാൽ ْഗഹ؋ിന്െറ رാനം  ന്െറ എؗത് യുെട ആണ്, അത് ഒരു ചതുരാകൃതിയിലുت s z s w 

സ്കٔയർ ൈമനസ് സ്കٔയർ ൈസൻ സ്കٔയർ ؛സ് 2 കാരണമാകുؗു, അതിനാൽcos s b s abi sinus 
നി׹ൾ ന്െറ യഥാർ، ഭാഗവും ന്െറ സാ׸ൽؚിക ഭാഗവും എടു്؋ അടയാള׹ളും z z 
േകാൈസനുകളും ഒഴിവാׯിയാൽ പിെؗ എ്ؓ  ഇത് ഒരു ദീർഘവൃ؋؋ിന്െറ പാരാെമْടിക് 
സമവാകّമാെണ്ؗ നأൾ കാണുؗുേ؇ാ, ഉദാഹരണ؋ിന്, ഈ യഥാർ، ഭാഗെ؋ ന്െറ എ്ؗ x x 
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വിളിുׯക, സാ׸ൽؚിക ഭാഗെ؋ ന്െറ എ്ؗ വിളിുׯക, അതിനാൽ ദീർഘവൃ؋؋ിന്െറ ഈ s y 
സമവാകّം എؓാണ് ൈസനിന്െറ േകാൈസൻ ഇبാതാുׯക എ്ؗ ആദّം എഴുതുക cos 
ചതുരാകൃതിയിലുت േകാൈസന്െറ അടിرാന؋ിൽ 2 ൈസൻ സ്കٔയർ പദ׹ളുെട s s si  n 
േകാൈസൻ ൈസനസ് കാരണ׹ൾ ന്െറ അടിرാന؋ിൽ ചതുരം ؛സ് 2s 2 sine 2s sine 2s cos 
സ്കٔയർ ന് തുലّമായ സമവാകّം ഉപേയാഗിുؗുׯ, നി׹ൾ്ׯ ഈ സമവാകّവും ൈമനസ് 2s 1 2x 
ഒരു സ്കٔയർ ൈമനസ് വർ״െ؋ ഒരു ചതുരം ؛സ് െകാ؇് ഹരി׺ാൽ നി׹ൾ കാണുؗ b b 
സമവാകّവും ലഭിുׯം.  സൂآർ؉ ചതുരവും വർ״വും 1 ന് തുലّമായ ഒരു ചതുരാകൃതിയിലുت y b 
സ്കٔയർ ഉപേയാഗി്׺ വർ״ീകരി׺ത്, ഇത് ഒരു ദീർഘവൃ؋ാകൃതിയിലുت േഫാസിയാണ്, ഇതിന്െറ 
േകْؕഭാഗം ഉ؍വرാന؋ാണ്, ഇത് േകാർഡിേന്ئ ജّാമിതിയിൽ വളെര എളുؚമുت വّായാമമാണ്, 
ഇത് െചإാൻ ഞാൻ നി׹േളാട് അഭّർ،ിുؗുׯ, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഇവിെട എؓാണ് െതളിയി׺ത് w 
സമവാകّ؋ിന്െറ രൂപാؓരെؚ؂ സമവാകّം ഒരു ദീർഘവൃ؋മാെണ׸ിൽ സമവാകّം z w 
സമവാകّ؋ിന്െറ ഒരു ചതുരമാെണؗും ദീർഘവൃ؋؋ിന്െറ വർ״ം മെئാരു 
ദീർഘവൃ؋മാെണؗും െതളിയിׯാൻ േബാളിൻ സിؑാؓം ഉപേയാഗിു׺  ഒരു ദീർഘവൃ؋മാണ് 
ഉ؍വ؋ിൽ ഒരു േഫാׯസ് ഉت ഒരു ദീർഘവൃ؋ം, അതായത് െക؛റുെട ആദّ നിയമം ശരിയാെണ്ؗ 
 ഒരു تു׺റിുׯെള׹എؗിരുؗാലും േബാളിൻ സിؑാؓം ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ ,െؚ؂ുׯാപിر
സിؑാؓമാെണ׸ിലും ഞ׹ൾ അത് ഇവിെട െതളിയിׯിب, കാരണം അത് ശരിുׯം സിലബസിൽ 
ഇെ׸بിലും ഞാൻ ഇേؚാൾ തെؗ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ׹ളുെട സിؑാؓം ഫിസിׯൽ സയൻസ് 
ഫിസിക് സ് അസ് േْടാണമി കാർേ؂ാْഗഫി എയ് േറാസ് േപസ് എ؀ിനീയറിംഗിന്െറ വിവിധ 
ഭാഗ׹ളിേല്ׯ വّാപിുׯെമؗും ഈ സിؑാؓം നّൂ؂ന് േനരെ؋ തെؗ അറിയാമായിരുؗുെവؗും 
ഇത് ഇര؂ ആകർഷണ നിയമ׹ളുെട േപരിലാണ് േപാകുؗെതؗും നി׹േളാട് പറയാൻ ഉറു്آ പറയുؗു. 
ആകർഷണ׹ളുെട ഈ ഇര؂ നിയമ׹ൾ എؓാണ് അർ،മാؗുׯത് എ്ؗ ഞ׹ൾ ْപُാٝവി׺ 
വിശകലന രൂപ؋ിലുت സിؑാؓം േബാലിൻ മൂലമാെണ്ؗ ഇനിؚറയുؗ ര؇് ൈسഡുകളിൽ 
വിശദീകരിുׯക, ഞാൻ നി׹ൾ്ׯ ര؇് റഫറൻസുകൾ നൽകാൻ േപാകുؗു , ഈ ര؇് റഫറൻസുകളും 
മഹാൻമാർ എഴുതിയ പുُകٝ׹ളാണ് അവയിെലാ്ؗ  ഒരു മിക׺ ഗണിതശാസ്ْത׾നും മെئാരാൾ 
മിക׺ ഭൗതികശാസ്ْത׾നുമാണ്, ഒؗാമൻ വി ആർേനാൾഡ് ഹّൂജൻസ് ബാേരാ നّൂ؂ൺ ആൻഡ് 
ഹൾ്ׯ എؗ േപരിൽ ഒരു പുُകٝം എഴുതി  , നّൂ؂ന്െറ സൃذി േജّാതിശാസ്ْതെ؋ ഒരു അനുഭവ 
ശാസ്ْത؋ിൽ നി്ؗ മാئിമറി׺ നّൂ؂ന്െറ േന؂െുׯ؋റി്׺ സംസാരിു׺െകാ؇ാണ് ഞ׹ൾ ഈ 
ْപഭാഷണ പരآര ആരംഭി׺ത്. ഒരു ചലനാ؎ക ശാസ്ْത؋ിേലتുׯ ഈ െചറിയ പുُകٝം ഐസ്ׯ 
ബാേരാ മുതൽ ആധുനിക കെ؇؋ലുകൾ വെരയുت കാലഘ׹؂ളിലൂെടയുت ആനؕകരമായ 
യാْതയാണ് നّൂേ؂ാണിയൻ കാലഘ؋؂ിനു േശഷമുت ര؇് നൂئാ؇ുകൾ നീ؇ുനിൽؗുׯ 
േജّാതിശാസ്ْത؋ിൽ, നّൂ؂ന്െറ ْപിൻസിؚിയയ്്ׯ േശഷം ര؇് നൂئാ؇ുകൾ നീ؇ുനിൽؗുׯ 
േജّാതിശാസ്ْത؋ിൽ  , ശനിയുെട വളയ׹ളിെല കിർ്ׯ വുഡ് വിടവുകൾ കെ؇ؗു؋തിലൂെട, 
ബീജഗണിത ബൗളിംഗ് ജിേയാമ؋ിൽ നّൂ؂ന്െറ ْപിൻസിؚിയയിെല ചില ആഴ؋ിലുت 
നിർേؐശ׹ളുെട വّാഖّാന׹േളാെട യാْത വളെര അനായാസമായി പുേരാഗമിുؗുׯ. അനുബؖം 
വയ്ش -ൽ . -ാം േപജിെല കുْപസിؑമായ മൂ്ؗ-ശരീര ْപശ് നമായ പിയർ ൈസമൺ ലാേ؛സിന്െറ 94 69
ُ٣ാരക സൃذികളും ഒടുവിൽ േപായിൻെകയർ േപായിൻെകയറും സٔർ״ീയ െമׯാനി٧عിെല 
വി؛വകരമായ പുതിയ രീതികളാണ്.  ആധുനിക ഖേഗാള െമׯാനി٧عിെല ഏئവും ْപധാനെؚ؂ 
സംഭാവനകൾ ര؇ാമെ؋ പരാമർശം േനാബൽ സأാന േജതാവായ ചْؕേശׯർ ആണ് അേؐഹം 
നّൂ؂ന്െറ ْപിൻസിؚിയ എؗ പുُകٝം സാധാരണ വായനׯാർׯായി എഴുതി 1996 ൽ ഓക്സ്േഫാർഡ് 
യൂണിേവٌ٧ിئി ْപ്ش ْപസിؑീകരിു׺. മഹ؋ായ സ്േകാളർഷിؚിന്െറ ഈ കൃതി ഉتട؋ׯിൽ 
സؗآമാണ്.  തലെ؂്ׯ അത് എളുؚമുت കാരّമب അ؅ിംഗ് എؗാൽ സാധാരണ വായനׯാരൻ 
സാധാരണׯാരെന അർ،മാؗുׯിب, അതിനർ،ം നി׹ൾ ഒേരസമയം കാൽുׯലസ് പഠിؗുׯ 
വിദّാർ،ികൾ അവർ ഭൗതികശാസ്ْതം പഠിുؗുׯ അവർ രസതْؓം പഠിുؗുׯ, അവർ്ׯ 
ഭൗതികശാസ്ْത؋ിലും ഗണിത؋ിലും മതിയായ അറിവ് ഉ؇്, ഇത് അ؋രം വിദّാർ،ികൾ്ׯ 
േവ؇ിയുتതാണ് ഈ പുُകٝം എഴുതിയത് തീർ׺യായും 600 േപജുت പുُകٝമാണ് , േപജ് 1 മുതൽ േപജ് 
600 വെര േരഖീയമായി വായിׯാൻ പാടിب , േപജ് 57 േല്ׯ േനരി؂് േപായി െക؛ർ ഉപേയാഗി്׺ ْഗഹ 
ചലന؋ിന്െറ മൂ്ؗ നിയമ׹ളുെട പൂർ؉മായ െതളിവുകൾ നി׹ൾ്ׯ കാണാൻ ഞാൻ ശുപാർശ 
െചുؗുإ നّൂ؂ന്െറ ചലന നിയമ׹ളും അതിന്െറ സാർവْതിക ഗുരുതٔാകർഷണ നിയമവും 
ഇതിനുേശഷം നി׹ൾ്ׯ ആറാം അധّായ؋ിേലتുׯ അനുബؖം വായിׯാൻ േപാകാം, അവിെട 
അേؐഹം ْഗഹ ആകർഷണ؋ിന്െറ ഇര؂ നിയമ׹െളുׯറി്׺ ചർ׺ െചുؗുإ, അവിെട നി׹ൾ്ׯ 
േബാളിൻ സിؑാؓ؋ിന്െറ െതളിവ് കാണാം , തുടർ്ؗ നി׹ൾ്ׯ മുേؗാ؂് േപാകാം  നّൂ؂ന്െറ 
ْപിൻസിؚിയയിൽ അട׹ിയിരിؗുׯ െക؛ർ സമവാകّെ؋യും ബീജഗണിത ജّാമിതിെയുׯറിتു׺ 
സിؑാؓെ؋യും കുറിتു׺ ഏഴാം അധّായ؋ിേല്ׯ, ആകർഷകമായ ഇ-െയ ഉؑരിؗുׯത് എനി്ׯ 
എതിർׯാൻ കഴിയിب.  എസ് ചْؕേശഖറിന്െറ േലഖനവും നّൂ؂ന്െറ ْപതിഭെയ ൈമׯലാ؀േലായുെട 
ْപതിഭയുമായി താരതമّെؚടുുؗു؋.   സർ״ാ؎കതയുെട ഏئവും അപൂർവമായ തല؋ിലുت 
സൃذികൾ എؗ നിലയിൽ ചْؕേശഖറിന് എؓാണ് പറയുؗെത്ؗ നമു്ׯ േനാׯാം, ഈ മേനാഹരമായ 
ഉപനّാസ؋ിൽ നി്ؗ ഒരു ഉؑരണി ഞാൻ നി׹ൾ്ׯ തരാം , കൂടാെത ഈ േലഖനം അതിന്െറ 
മേനാഹരമായ ൈശലിുׯം അതിന്െറ ഉتട؋ׯിനും ْപിൻസിؚിയയ്ുׯം ഉتട؋ׯിനും േവ؇ി 
വായിׯാൻ ഞാൻ നി׹െള ശװമായി ശുപാർശ െചുؗുإ . ര؇് േമഖലകളിെലയും െْഫസ്േകാകൾ 
മനുഷّന്െറ സർ״ാ؎കതയുെട പരേമാؗത ْപകടന׹ളാണ്, ഇവെയുׯറി്׺ കൂടുതൽ പറയാൻ ഞാൻ 
ആْഗഹിؗുׯിب, പേײ നّൂ؂െനയും ൈമׯലാ؀േലാെയയും കുറിتു׺ െജൻഡർ േഷׯറിന്െറ ഈ 
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േലഖനം വായിׯാൻ ഇത് നി׹െള േْപരിؚിു׺െവ്ؗ ഞാൻ ْപതീײിുؗുׯ, ഇേؚാൾ നമു്ׯ 
ഓർേ؋ാഗണലിെല വّതُّ ٝസമവാകّ׹ളിേല്ׯ വരാം ْടാക്ئറികൾ നമു്ׯ ഒരു പാരാമീئർ ഫാമിലി 
കർവുകൾ നൽകിയി؂ുെ؇്ؗ കരുതുക, അത് കെ؇؋ാൻ എേؚാഴും സാധّമാേണാ പാതകളുെട c1 
ഒരു ഓർേ؋ാഗണൽ സിزം േജാഡി ഓർേ؋ാഗണൽ പാതകളുെട നിരവധി ഉദാഹരണ׹ൾ ഞ׹ൾc2 
ക؇ി؂ു؇്, എؗാൽ ഇേؚാൾ ഞാൻ നി׹ൾ്ׯ ഒരു പാരാമീئർ ഫാമിലി കർവുകൾ നൽകുؗു, ഒരു 
ഓർേ؋ാഗണൽ പാതയുേ؇ാ എ്ؗ ഞാൻ നി׹േളാട് േചാദിുؗുׯ , ഈ ْപٍ٠ം മനസിലാׯാൻ അത് 
എ׹െന കെ؇؋ാം എ്ؗ നമു്ׯ ഊഹിׯാം .  എؗ കർവുകളുെട സിزം ഒരു ഡിഫറൻഷّൽ c1 
സമവാകّ؋ിന് കാരണമാകുؗു ؛സ് ന് തുലّമാണ്. നി׹ൾ്ׯ എؗ പരാമീئർ ഉت mdx ndy 0 c 
കർവുകളുെട ഒരു സിزം ലഭി׺തിന്െറ ഉദാഹരണ׹ൾ ഞ׹ൾ ക؇ി؂ു؇്. അ؋ര؋ിലുت നിരവധി
ഉദാഹരണ׹ൾ ഞ׹ൾ ക؇ിت؂ു ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം േനടുക, അതിനാൽ ഇത് െചᅃٝുെവ്ؗ 
ഞാൻ അനുമാനിുؗുׯ , നി׹ൾ്0 ׯ ന് തുലّമായ ؛സ് എؗ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം mdx ndy 
നി׹ൾ്ׯ ലഭിു׺െവ്ؗ ഇേؚാൾ ഞാൻ കഴി؁ ْപഭാഷണ؋ിൽ നി׹േളാട് പറ؁ി؂ു؇് ഈ 
ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം 1.43 ഒരു ഫ്ز ഓർഡർ സി؋زിന്െറ േഫസ് കർവുകൾׯായുت 
ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം എؓാണ് ഈ ഫ്ز ഓർഡർ സിزം, അതിന്െറ േഫസ് കർവുകൾ സമവാകّം 
1.43 ആണ്, 1.43 ന് തുലّമാണ് ന്െറ ൈമനസ് ന് തുലّമാണ് െവക്ئർ ൈമനസ് dx, dt , n y dt m nxyi 

വْക׹ൾ േല്ׯ ടാൻജന്റ് ആണ് , ഓർേ؋ാഗണൽ ْടാജعറٚികൾ ഒറിജിനൽ ഒؗിന് mxyj c 
ഓർേ؋ാഗണൽ ആയതിനാൽ ആദّേ؋തിേലتുׯ ടാൻെജന്റ് ര؇ാമേ؋തിന് േനാർമൽ ആകും 
അതിനാൽ ഓർേ؋ാഗണൽ ْടാജعറٚികളിേലتുׯ ടാൻെജന്റ് െവക്ئറുകൾ ؛സ് ആയിരിׯണം mi 

ഇവിെട ര؇് സി׹زളിേല١ُ تുׯർശന׹ൾ പരُ١രം ലംബമായതിനാൽ ആദّേ؋തിേലتുׯ nj 
ُ١ർശം മെئാؗിന് സാധാരണമായിരിുׯം, അതിനാൽ ഓർേ؋ാഗണൽ പാതകൾ ഈ സി؋زിന്െറ 
ഘ؂ം വളവുകളാണ് ന് തുലّവും ന് തുലّവുമാണ് . ഓർേ؋ാഗണൽ പാതകൾتുׯ dx dt d dt 
ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം ൈമനസ് ന് തുലّമാണ്. അതിനാൽ വْക׹ളുെട ഒരു സിزം ndx mdy 0 C1 
നൽകിയാൽ നമു്ׯ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം ലഭിുׯം , തുടർ്ؗ മتുئവരുെട ഡിഫറൻഷّൽ 
സമവാകّം ഉപേയാഗി്׺ ഓർേ؋ാഗണൽ പാതകൾ േനടുؗു, അതിനാൽ ആദّം നമു്ׯ ൽ നി്ؗ c1 c1 
നൽകുؗു. എؗതിനായി ഞ׹ൾ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം േനടുകയും നുت ഡിഫറൻഷّൽ c1 c2-
സമവാകّം ഈ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം പരിഹരി്׺ ഫാമിലി േനടുകയും െചുؗുإ, c2 
അ׹െന അത് ْപേമയം 1 ആണ്  എؓായാലും ഞാൻ ഇേؚാൾ പറ؁ത് ഈ സിؑാؓമായി wh 
സംْഗഹിׯാം , വളവുകളുെട ഒരു പരാമീئർ കുടുംബം ؛സ് എؗ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം mdx ndy 
നൽകിയാൽ , ഓർേ؋ാഗണൽ പാതകളുെട ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം ൈമനസ് പൂജّ؋ിന് ndx mdy 
തുലّമാണ് i 
അ׹െന വിശാലമായ സാഹചരّ׹ളിൽ കർവുകളുെട ഏെത׸ിലും ഒരു പരാമീئർ കുടുംബം ഒരു 
ഓർേ؋ാഗണൽ പാതെയ അംഗീകരിുؗുׯ, കാരണം ഞാൻ വിശാലമായ വّവرകൾ പറയുؗു, 
കാരണം ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ׹ൾׯായുت അُിٝതٔ സിؑാؓ׹ൾ നأൾ ചർ׺ െചؗുإിب , 
ഞ׹ൾ േപാകുؗിب , ഈ അُിٝതٔ സിؑാؓ׹ൾ അനുേയാജّമായ സാഹചരّ׹ളിൽ 
സാധുവായിരിുׯം, എؗാൽ ْപാേയാഗിക സാഹചരّ׹ളിൽ ഈ വّവرകൾ എبായ്േؚാഴും 
നിലനിൽുׯം. സംതൃപ് തമായതിനാൽ ഇേؚാൾ നമു്ׯ ഇത് പരീײിു׺േനാׯാം , ഞ׹ൾ ആദّം 
േനരി؂ത് േകാൺെസൻْടിക് സർׯിളുകളുെട കുടുംബമാണ്, അതിനുت ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം xdx
 ാഗണൽ ydy 0؋ൾ ഓർേ׹സ് ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ എؓാണ് ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ؛
പാതകൾ്ׯ ൈമനസ് തുലّമാണ്  0 ഇെതാരു േവരിയബിൾ േവരിയബിൾ സമവാകّമാണ്, ydx xdy 
പരിഹാര׹ൾ ന് അെ׸بിൽ തുലّമാണ് , അതിനാൽ ഓർേ؋ാഗണൽ പാതകൾ y mx x 
ഉ؍വ؋ിലൂെടയുت വരികളാണ്, കൂടാെത ഉ؍വ േകْؕ؋ിലൂെടയുت ഒരു വൃ؋ം ഉ؍വ؋ിലൂെട 
ഒരു േരഖെയ ഒറിജിനൽ ആയി മുറിുؗുׯെവ്ؗ എبാവർുׯം അറിയാം.  അടു؋ത് നമു്ׯ 
ൈഹؚർേബാളാസ് എടുׯാം സ്കٔയർ ൈമനസ് സ്കٔയർ തുലّമായ ഡിഫറൻേഷ്ّئ സി ഉടൻ x y c 
അْപതّײമാകും നി׹ൾ്ׯ ൈമനസ് ന് തുലّമാണ് , ഓർേ؋ാഗണൽ പാതകളുെട x dx ydy 0 
ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം ؛സ് ന് തുലّമാണ് ഈ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം ydx xdy 0 
പരിഹരിുׯക േവരിയബിൾ േവരിയബിൾ സമവാകّമാണ് , നി׹ൾ്ׯ േകവല മൂലّ׹ൾ നീׯം 
െചؗുإതിനായി ന് തുലّമായ േമാഡ് ലഭിുׯം, നി׹ൾ്ׯ ചതുരാകൃതിയിലുت c xy 
ൈഹؚർേബാളുകൾ ലഭിുׯം ചതുരം ൈമനസ് ചതുരം എؗതിന് തുലّമാണ്, ഇേؚാൾ നമു്ׯ x y c 
മെئാരു ഉദാഹരണം എടുׯാം. പവർ ൈമനസ് സ്കٔയറിൽ നി്ؗ എؗതിന് തുലّമായ െകാ؇് x dx dx 
നി׹ൾ അതിെന േവർതിരിؗുׯ ഓർേ؋ാഗണൽ പാതകൾ കെ؇ു؋ക നി׹ൾ്ׯ ൈമനസ് 2 xce 
പവർ ൈമനസ് സ്കٔയർ ലഭിുؗുׯ, എؗാൽ പവർ ൈമനസ് സ്കٔയർ ആണ്, അതിനാൽ x ce x y 
നമു്ׯ ൈമനസ് 2 ന് തുലّമായ െകാ؇് ലഭിുؗുׯ, അതിനാൽ 1.47 വളവുകളുെട xy dx dy 
കുടുംബ؋ിന്െറ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം ؛സ് 2 ആണ്  0 മുതൽ 0 വെര . ഓർേ؋ാഗണൽ dy xydx 
പാതകളുെട ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം ൈമനസ് ആണ് സൂآർ؉ മൂലّം നി׹ൾ്2 ׯxy dy dx  
ലഭിുؗുׯ , ഓർേ؋ാഗണൽ പാതകളുെട ഒരു കുടുംബം നി׹ൾ്ׯ ലഭിുؗുׯ, ന് തുലّമായത് x 0 
ഇവിെട ഉൾെؚടു؋ിയി؂ിب, കാരണം നി׹ൾ േവരിയബിളുകൾ േവർതിരിؗുׯ രീതി െചുإേآാൾ 
ഞ׹ൾ െകാ؇് ഹരിുؗുׯ, കൂടാെത 0 ന് തുലّമായ ഒരു ْപേതّക പരിഹാരമാണ് , ഞ׹ൾ്ׯ x x 
ലഭിുؗുׯ യഥാർ، സി؋زിന്െറ എبാ വളവുകളും മണിയുെട ആകൃതിയിലുت 
വളവുകളാെണؗത് മനشിലാׯാവുؗേതയുൂت, കാരണം അവ അײം മുറിുׯേآാൾ y 
അവയ് െبׯാം സ് പർശകമായ തിരحീന സ് പർശക׹ളു؇് , അതിനാൽ േകവല മൂലّ പദ؋ിന്െറ 
നീׯം െചؗുإത് നി׹ൾ്ׯ ന് തുലّം നൽകും പവർ സ് കٔയർ, അവിെട എؗത് رിരമായ x- e y c 
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കിണറാണ്, ഇേؚാൾ നأൾ ര؇് ഉദാഹരണ׹ളിേല്ׯ വരുؗു, അതിനാൽ സ് കٔയറിന് തുലّമായ kx 
പരാേബാളകളുെട കുടുംബ؋ിന്െറ ഓർേ؋ാഗണൽ പാതകൾ നിർ؉യിുׯക , അതാണ് ആദّെ؋ 
ْപശ് നം ര؇ാമെ؋ ْപശ് നം സ് പർശിؗുׯ സർׯിളുകളുെട കുടുംബം പരിഗണിുׯക.  
ഉ؍വرാനتു؋ അײം ഓർേ؋ാഗണൽ ْടാعറٚികൾׯായുت ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം y 
കെ؇ു؋ക, ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ׹െള സമനٔയിؚിؗുׯ ഓർേ؋ാഗണൽ പാതകളുെട 
ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ׹ൾ കെ؇؋ാൻ മാْതേമ ഞാൻ നി׹േളാട് ആവശّെؚടുകയുൂت  ന് 1 ന് z 
തുലّമായ ഫംഗ്ഷൻ പരിഗണിുׯക, ഈ മാؚിന് കീഴിലുت തിരحീനവും ലംബവുമായ വരകളുെട 
ചിْത׹ൾ കെ؇ു؋ക ന് തുലّമാണ് ഇേؚാൾ ഞാൻ നി׹േളാട് ഇേത വّായാമം െചإാൻ f z 1 
ആവശّെؚടുകയാണ് അവസാന ൈسഡ് ഇؗെ؋ ْപഭാഷണ؋ിനായുت ര؇് വّായാമ׹െള  
കുറിتു׺താണ്  കൂടാെത ൈമനസ് 2 േകാമ 0, േറഡിയസ് 1 എؗിവ ഞ׹ൾ്ׯ ലഭിു׺, ഏകപײീയ 
വൃ׹؋ളുെട ഒരു കുടുംബം ഓർേ؋ാഗണൽ ْടാജക്ئറിയുെട ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം കെ؇؋ി, 
ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം പരിഹരിׯാൻ ഞാൻ നി׹േളാട് ആവശّെؚടുؗിب , ഡിഫറൻഷّൽ 
സമവാകّവും ഒടുവിൽ േകാൺേഫാׯൽ േകാനിുׯകളുെട കുടുംബവും േനടുക. േകാൺേഫാׯൽ 
േകാണിുׯകളുെട ഈ കുടുംബ؋ിന്െറ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം നിർ؉യിؗുׯതിനും 
ഓർേ؋ാഗണൽ പാതകളുെട ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം കെ؇ؗു؋തിനും അതിശയകരമായ 
എെؓ׸ിലും സംഭവിؗുׯത് നി׹ൾ കാണും, ഈ ْപതിഭാസ؋ിന് നി׹ൾ ഒരു വിശദീകരണം 
കെ؇؋ാൻ ഞാൻ ആْഗഹിുؗുׯ, ഞ׹ൾ ഇؗേׯ്؋ ഇവിെട നിർു؋െമ്ؗ ഞാൻ കരുതുؗു. 
ഞ׹ൾ ഈ ْപഭാഷണ പരآര തുടരും, അടു؋ ْപഭാഷണ؋ിൽ ഞാൻ ഏകതാനമായ ഡിഫറൻഷّൽ 
സമവാകّ׹െളുׯറി്׺ ചർ׺ െചുإം നؕി നി׹ൾ 
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