
अंतर समीकरणो ंपर ŵंृखला मŐ इस चौथे ʩाƥान मŐ छाũो ंका ˢागत करते हœ 
तो चिलए शुŝ करते हœ जहां हम िपछली बार Ŝके थे
आइए ˠाइड देखŐ जो अɷास संƥा 10 है जहां हमने Ŝका है हम

अƗ को छूने वाले सभी मंडिलयो ंके पįरवार को लेते हœ।y-
 मœने आपको इन
वृȅो ंको नीले पेन मŐ बनाने के िलए कहा था और लाल पेन से वृȅ भी खीचंने के िलए कहा था जो नीले वृȅो ंके िलए ओथŖगोनल हœ
और आपकी तˢीर के साथ इस िचũ की तुलना करना िदलच˙ है, देहाती और छुिǥयो ंकी िकताब के पृʿ 635 पर िचũ के साथ
पहले से ही उद्धृत िकया गया है
 इसिलए Ůʲ  Ɛा आपका िचũ
इस तˢीर को रेसिनक और हॉिलडे की िकताब पर अनुमािनत करता है   ŝसी छुिǥयो ंकी िकताब मŐ आप जो िचũ देखते हœ वह 
एक िवद्युत िȪŬुव के कारण समिवभव रेखाओ ंऔर बल की रेखाओ ंको दशाŊने वाला िचũ है
और मेरे पास जो Ůʲ है वह लंबाई की लंबाई के बराबर है  िȪŬुव छोटा हो जाता है और
आपके Ȫारा बनाया गया िचũ छोटा हो जाता है रेसिनक और छुǥी पर िचũ का अनुमान लगाता है
बेहतर ठीक है मुझे यकीन नही ंहै िक कौन  ईथर ने उन मंडिलयो ंका ˋेिचंग िकया था, लेिकन वैसे भी मœ आपको िदखाऊंगा
िक मेरे पास मेरे पास Ɛा है, तो चलो हाँ देखते हœ, तो वहाँ आप नीले वृȅो ंको छूते Šए देखते हœ

अƗ मœने उनमŐ से चार को खीचंा था और मœने चार लाल वृȅ भी खीचें थे  नीलेy 
वृȅ समकोण पर और ये लाल वृȅ मूल पर अƗ के ˙शŊरेखा वाले वृȅ हœx-
जो आपके पास एक अǅी तˢीर है और हम इस ʩाƥान ŵंृखला के अगले भाग मŐ मंडिलयो ंके इन दो पįरवारो ंपर वापस आएंगे,
ठीक है,
 इसिलए  अब आइए हम वापस उस जगह पर जाएं जहां
हम हœ तो चिलए अब एक और सम˟ा पर िवचार करते हœ   इकाई िũǛा और कŐ ūो ंके साथ दो मंडलो ंपर िवचार करŐ
2 अʙिवराम 0 और शूɊ से 2 अʙिवराम 0।
 मंडलो ंमŐ इकाई िũǛा िũǛा 1 है और
कŐ ūो ंको रखा गया है  ऋण 2 अʙिवराम 0 और 2 अʙिवराम 0.
 आप आसानी
से इन मंडिलयो ंके समीकरण को िलख सकते हœ ठीक एक मंडल का समीकरण Ɛा है

घटा 2 वगŊ और वगŊ बराबर 1.x y 
  दूसरे के िलए जमा 2 वगŊ जमा x y
वगŊ  बराबर 1.
 अब पहला समीकरण बराबर 0 एƛŮेशन माइनस 2ca  ll s 1 e x 
ˍेडŊ ɘस ˍेडŊ माइनस 1, आइए हम इसे सरलता के िलए   कहते हœ और दूसरा एƛŮेशनy s1 

ɘस 2 ˍेडŊ ɘस ˍेडŊ माइनस 1 चलो इसे कहते हœ और िफर चलो  हमx y s2 
इस समीकरण 1.
37 को ˠाइड ɘस लै̱̭डा मŐ देखते हœ 0 के बराबर जहां लै̱̭डा एक वाˑिवक संƥा है और जैसा िकs1 s2 
आप लै̱̭डा बदलते हœ, आपको मंडिलयो ंका एक पįरवार िमलता है 1.
37
 इसिलए समीकरण 1.
37 मंडिलयो ंके एक पįरवार का Ůितिनिधȕ करता है
और जो Ůʲ पूछा गया है वह है  पįरवार के िलए पहले Ţम के अंतर समीकरण को खोजने के
िलए 1.
37 अǅी तरह से आप इसे कैसे करते हœ आप समीकरण 1.
37 लेते हœ और आप
इसे एƛ के संबंध मŐ अलग करते हœ, आपको एक और समीकरण िमलता है और आप इन दो समीकरणो ंके बीच लै̱̭डा को खȏ करते
हœ और आपको अपना अंतर समीकरण िमलता है ठीक ˋेच  नीले पेन के साथ 1.
37 और
िफर कोई अपवाद है , लै̱̭डा का एक िनिʮत मूʞ है िजसके िलए यह समीकरण एक
सकŊ ल नही ंहै, लै̱̭डा का एक मान है िजसके िलए 1.
37 एक सकŊ ल नही ंहै यह सोम है  ई अɊ वŢ एक सीिमत
मामला है जैसा िक यह था िक सीिमत मामला Ɛा है अपनी तˢीर मŐ सीिमत मामले को इंिगत करŐ
लाल पेन सकŊ ल के साथ भी ˋेच करŐ  जो नीले सकŊ ल को ऑथŖगोनली काटते हœ तािक आपको िफर
से एक संुदर तˢीर िमल जाए और अगली ˠाइड मŐ आप देखŐ  वे एƛŮेशन माइनस 2 ˍेडŊsx 
ɘस ˍेडŊ माइनस 1 जब आप सरल करते हœ तो आपको िमलता है ˍेडŊ ɘस ˍेडŊ माइनस ɘस 3y x y 4x 
और ˍैयर ɘस ˍेडŊ ɘस ɘस 3 और समीकरण 1.s2 x y 4x 
37 के बारे मŐ इस ˠाइड मŐ िवˑार से िलखा गया है।
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और आप इस समीकरण को अलग करते हœ एƛ के संबंध मŐ आपको एक और समीकरण िमलता है आपको
लै̱̭डा से जुड़े दो समीकरण िमलते हœ आप बस लै̱̭डा को खȏ करते हœ और आप पįरवार के िलए अपना अंतर समीकरण Ůाɑ करते
हœ Ɛा आप इलेƃŌ ोːैिटƛ मŐ समिवभव वŢो ंके बारे मŐ सोच सकते हœ उदाहरण के िलए
मœने आपको एक संकेत िदया था रेज़िनक और हॉिलडे बुक के पृʿ 635 पर िचũ अब
आपको मंडिलयो ंका एक और पįरवार िमल गया है ये मंडिलयां
शुʋो ंके एक िनिʮत िवɊास की सुसİǍत संभािवत रेखाएं हœ िजɎŐ मœ चाहता šं  जैसा िक आप इस बारे मŐ सोचते हœ, Ɛा आपका
शारीįरक अंतǒाŊन आपको एक İ̾थित बनाने मŐ मदद करता है Ɛा यह आपको एक सेटअप बनाने मŐ मदद करता है जो
शुʋो ंके एक सेट के साथ आता है जैसे िक समिवभव रेखाएं िबʋुल इस समीकरण Ȫारा दी जाती
हœ वगŊ ɘस वगŊ शूɊ से ɘस  3 ɘस लै̱̭डा टाइʈ ˍायर ɘस वाई ˍायरx y 4x x 
ɘस ɘस 3 बराबर 0।4x 
 मान लीिजए िक आप एक ऐसी भौितक Ůणाली को ̾थािपत करने मŐ सफल होते हœ िजसका
ईक संभािवत वŢ ʩायाम 12 के ŝप मŐ 
हœ।
  बल की रेखाएँ यिद आप कुʱी की छुिǥयो ंमŐ िचũों
को देखते हœ पृʿ 635 पर पुˑक वह ठोस रेखाओ ंȪारा समिवभव  रेखाओ ंऔर िबंदु रेखाओ ंȪारा बल की रेखाओ ंको दशाŊता है
और आप उन िचũो ंमŐ Ɛा देखते हœ पृʿ 635 पर िबंदीदार रेखाएँ ठोस
रेखाओ ंको काटती हœ  समकोण पर बल की रेखाएं समकोण के साथ समिवभव रेखाएं काटती हœ
इसिलए Ůʲ यह है िक Ɛा आप यह पता लगा सकते हœ िक बल की रेखाएं बल की रेखाएं Ɛा होगंी  ई
वे लाल वृȅ होगें िजɎŐ आपने खीचंा था और समिवभव रेखाएं नीले वृȅ होगंी िजɎŐ
आपने ठीक िकया था शायद एक संकेत के ŝप मŐ मœ आपको बता दंू िक आपको तीन आयामो ंमŐ सेटअप के बारे मŐ सोचना चािहए
सेटअप तीन आयामी ̾थान मŐ होगा और आप  िũिवमीय ̾थान मŐ ले लो यह
समिवभव सतह होगी और आप सतह को समतल से काटते हœ और िफरxy 
जब आप सतह लेते हœ तो समतल मŐ िचũ को देखते हœ और समतल से काटते हœ आपको मŐ एक वŢ िमलता हैxy xy xy 
िवमान नही ंहै तो आपको तीन आयामी अंतįरƗ मŐ सेटअप करना चािहए और िफर

िवमान Ȫारा िचũ को टुकड़ा करना चािहए और Ţॉस सेƕन को देखना चािहए, मœ आपको उȅर दंूगा िजसका उȅर िŤिफथ की xy 
पुˑक के
पृʿ 107 सम˟ा 2.
47 पर पाया जा सकता है।
  इलेƃŌ ोडायनािमƛ
का पįरचय तीसरा संˋरण जो 1999 मŐ Ůकािशत Šआ था कृपया
पुˑक के संˋरण संƥा पर ȯान दŐ  ठीक है तो यह इलेƃŌ ोːैिटƛ से एक और उदाहरण है
तो ये उदाहरण Ɛा हœ जो आपको िदखा रहे हœ िक वे आपको िदखा रहे हœ  आपको िमले वŢो ंके दो पįरवार
नीले वृȅ नीले वृȅो ंका पįरवार और लाल वृȅो ंका पįरवार और लाल वŢ
और नीले वŢ Ůगित से पहले समकोण पर एक-दूसरे से िमलते हœ, आइए मœ आपको
अंतर समीकरण खोजने की कोिशश पर तीन अɷास देता šं Ȫारा संतुʼ  वŢो ंका एक पैरामीिटŌ क पįरवार पहले चतुथाōश मŐ वृȅों
के एक पैरामीटर पįरवार के िलए समीकरणो ंको िलखता है, दोनों
समɋय अƗो ंको ˙शŊ करता है, तो वृȅो ंका कŐ ū Ɛा होगा अʙिवराम िũǛा घटा के साथ Ɛाc c cx c  
संपूणŊ वगŊ जोड़ घटा के संबंध मŐ पूरा वगŊ बराबर वगŊ का अंतर हैy c  x c 
आपको एक और समीकरण िमलता है इन दो समीकरणो ंके बीच को समाɑ करŐ  औरc 
आपको अपनी अंतर समीकरण सम˟ा संƥा 15 िमलती है आप के बराबर एक परवलय वगŊ को देखते हœ और8x y 
इस परवलय पर Ůȑेक िबंदु पर है  एक ˙शŊरेखा रेखा और एक िबंदु के ŝप मŐ परवलय के साथ बदलता रहता है
आपको रेखाओ ंका एक पैरामीटर पįरवार िमलता है   परवलय की ˙शŊरेखा रेखाएं िमलती हœ, तािक आप जा सकŐ   t
िफर से ˙शŊरेखा रेखाओ ंका एक पैरामीटर पįरवार उदाहरण के िलए आप वगŊ 280 के ŝप मŐ एक िबंदु ले सकते हœ
।
 याद रखŐ िक आप कैसे पैरामीटर एक परवलय हœ और जहां एक पैरामीटर है जोt 
वाˑिवक रेखा के साथ बदलता रहता है और परवलय के Ůȑेक िबंदु के िलए 80  वगŊ अʙिवराम 280 इस मामले मŐ 2 है, इसिलए
आप वगŊ अʙिवराम 280 पर िबंदु पर ˙शŊरेखा के समीकरण का पता लगाते हœ और
आपको Ȫारा पįरचािलत रेखाओ ंका एक पैरामीटर पįरवार िमलता है औरt 
इन पंİƅयो ंके िलए अंतर समीकरण ढंूढते हœ , तीसरी सम˟ा जो मœ šं  आपको
देना है, वŢो ंकी Ůणाली को देखŐ वगŊ Ȫारा 9 जमा जमा चुकता 4 जमा बराबर 1.x c y c 

तो यहाँ Ɛा पैरामीटर हœ वाˑिवक संƥाओ ंपर अलग-अलग रहता है आपकोcc 
वŢो ंका एक पैरामीटर पįरवार िमलता है, वे शंकु हœ कुछ  उनमŐ से कुछ दीघŊवृȅ हœ और उनमŐ से कुछ

Pru
tor
@
IIT
K



अितपरवलय हœ यिद मœ को माइनस 100 लेता šं तो कोई वŢ नही ंहै जो इसc 
समीकरण को संतुʼ करता है
 इसिलए बŠत नकाराȏक नही ंहो सकता हैc 
 इसिलए की एक िनिʮत सीमा केc 
िलए माइनस 9 से अनंत माइनस 9 को बाहर रखा गया है आपको शंकुओ ंका एक पįरवार िमलता है जो आपको िमलता हैi  
शंकुओ ंका एक पैरामीटर पįरवार हाइपरबोला के पįरवार मŐ दीघŊवृȅ का एक पįरवार
इस पįरवार को एक मुखर पįरवार कहा जाता है और इस पįरवार से संतुʼ अंतर समीकरण को खोजने के िलए आपको Ɛा करना होगा 
तो
आप इसे िफर से कैसे करते हœ िदए गए समीकरण को िफर से अलग करते हœ के संबंध मŐ आपको 2 बटा 9 Ɛा िमलेगाx x 
ɘस ɘस 2 डैश बटा 4 जमा बराबर 0   2 आपको जो िमलता है उसे रȞ कर देगाc yy c 
मूल समीकरण और नया समीकरण उɎŐ 1 बटा 9 जमा और 1 बटा 4 जमा के समीकरण के ŝप मŐ मानते हœc c 
िदया गया समीकरण पहले से ही ˠाइड पर ˠाइड पर है, आपके पास समीकरण वगŊx 
बटा 9 जमा जमा चुकता 4 जमा है  बराबर 1 के संबंध मŐ अंतर करने के बाद आपकोc y c x 
एक और समीकरण िमलता है, आपको दो समीकरण िमलते हœ 1 बटा 9 जमा और 1 बटा 4 जमा इन दोc c 
समीकरणो ंको एक साथ हल करते हœ आपको 1 बटा 9 ɘस िमलता है जो 1 बटा 4 जमा के बराबर होता है  जो कुछ भी बराबर हैc c 
ʩुǿम 9 ɘस सी को िकसी चीज़ के बराबर लŐ 4 ɘस सी के बराबर कुछ अंतर लŐ
सी दूर हो जाता है और आपको एक अंतर समीकरण िमलता है जो िक
इस एक पैरामीटर पįरवार Ȫारा संतुʼ अंतर समीकरण होगा यह एक बŠत ही िदलच˙ अɷास है कृपया इसे करŐ  Ɛोिंक
हम जʗ ही इस सम˟ा पर लौटने वाले हœ ठीक है अगली चीज़ जो हम करते हœ वह है ओथŖगोनल टŌ ैजेƃोįरज़ यिद
आप रेसिनक और हॉिलडे बुक के पृʿ 635 की ओर मुड़ते हœ, जैसा िक सुझाव िदया गया है िक आप ˢाभािवक ŝप से ɘेन
मŐ वŢो ंके िनɻिलİखत Ǜािमतीय िवɊास के िलए नेतृȕ करŐ गे, िजसे ऑथŖगोनल के ŝप मŐ जाना जाता है।
  िवमान मŐ वŢो ंकी Ůणाली तो िवमान मŐ वŢ के
ऑथŖगोनल िसːम Ɛा हœ वे िवमान मŐ वŢ की दो Ůणािलयां हœ, वŢो ंका
एक सेट और घटता का एक सेट मŐ Ůȑेक वŢ मŐ Ůȑेक वŢc1 c2 c1 c2 
को समकोण पर Ůितǅेद करता है   नीले वृȅ और आपके लाल वृȅ Ůȑेक
नीला वृȅ Ůȑेक लाल वृȅ से ओथŖगोनल ŝप से िमलते हœ
 इसिलए दो ऐसी Ůणािलयो ंको
एक दूसरे के ओथŖगोनल ŮƗेपवŢ कहा जाता है,
 इसिलए हम कहते हœ  िक पįरवार वŢो ंके पįरवार के िलए ओथŖगोनल वŢो ंकी एक Ůणालीc2 
है और इसके िवपरीत वाƐांश ऑथŖगोनल ŮƗेपवŢ अƛरc1 
इस संदभŊ मŐ उपयोग िकया जाता है हम कहते हœ िक पįरवार पįरवार के िलए ऑथŖगोनल ŮƗेपवŢ हैc2 c1 
और इसके िवपरीत या हम कहŐगे  और एक दूसरे के ओथŖगोनल टŌ ैजेƃरी हœc1 c2 
वे एक दूसरे के िलए ऑथŖगोनल हœ हमŐ ऑथŖगोनल टŌ ैजेƃोįरयो ंका अȯयन Ɛो ंकरना चािहए
जो उनकी परवाह करते हœ कारण नंबर एक वे संुदर Ǜािमित हœ
हमेशा आकषŊक होते हœ वे संुदर चीजŐ हœ
 इसिलए यह पयाŊɑ कारण है लेिकन जो लोग चाहते हœ उनके िलए  यथाथŊवादी उदाहरण देखने के िलए
वे ūव यांिũकी मŐ िदखाई देते हœ वे Ůकािशकी मŐ िदखाई देते हœ याद करते हœ िक Ůकािशकी मŐ
आपको तरंग मोचाŊ िमला है और आपको िकरणŐ िमली हœ िकरणŐ हमेशा िमũो ंके लंबवत होती हœ
इसिलए तरंग िमũ वˑुओ ंका एक पįरवार बनाते हœ और िकरणŐ एक अलग सेट बनाती हœ
वˑुओ ंऔर एक के तȕ दूसरे के तȕो ंको समकोण पर काटते हœ इसिलए
ऑथŖगोनल ŮƗेपवŢ ˢाभािवक ŝप से ऑिɐक मŐ िदखाई देते हœ ऑथŖगोनल ŮƗेपवŢ गिणतीय काटŖŤाफी मŐ िदखाई देते हœ
काटŖŤाफी Ɛा है यह मानिचũ बनाने का िवǒान है जो नƕा बनाने का िवǒान बŠत
पुराना है और यह बŠत समृȠ और बŠत गिणतीय है
िफनलœड के काटŖŤाफर िफ़नलœड के काटŖŤाफर ने एक अभूतपूवŊ माũा मŐ काम िकया है िजसमŐ उɎोनें महȕपूणŊ योगदान िदया है  
काटŖŤाफी का िवǒान
यिद आपने कभी Ƹोब देखा है तो आपने देखा है िक अƗांश और देशांतर एक दूसरे को लंबवत ŝप से काटते
हœ
 इसिलए अƗांशो ंका पįरवार और देशांतरो ंका पįरवार
ऑथŖगोनल ŮƗेपवŢ की एक जोड़ी बनाते हœ
 इसिलए ऑथŖगोनल ŮƗेपवŢ भूगोल मŐ िदखाई देते हœ
और कैलकुलस एक महȕपूणŊ भूिमका िनभाता है  भूगोल मŐ भूिमका मैƑेरी जॉन मैƑेरी ǛोमेटŌ ी की पुˑक के अȯाय 8
को एक अंतर ̊िʼकोण से देखŐ अȯाय 8 पर एक अद्भुत पुˑक है
आप देखते हœ िक काटŖŤाफी पर चचाŊ हो रही है  कुछ संुदर ऐितहािसक संदभŊ हœ
और वह कुछ Ůमेयो ंके बारे मŐ बात करता है जो यूलर पर वापस जाते हœ।

Pru
tor
@
IIT
K



  और
18वी ंऔर Ůारंिभक 1 .
 के दो महान  आकाओ ंको गॉस करŐ   9वी ंशताɨी उɎोनें पहले से ही काटŖŤाफी मŐ योगदान िदया है एक और गिणतǒ िजसका नाम
काटŖŤाफी के िवǒान मŐ िदखाई देता है लैɾटŊ है, जो एक गिणतǒ भी है, अब हम गिणत के Ɨेũ मŐ आगे बढ़Ő गे
और समझाएंगे िक ऑथŖगोनल टŌ ैजेƃोįरयां यहां कैसे िदखाई देती हœ और गिणत के इस Ɨेũ को कहा जाता है
एक जिटल चर के कायŘ का िसȠांत और इस िवचार का उपयोग एयरो˙ेस इंजीिनयįरंग Ȫारा िकया जाता है
जिटल चर के िलए कायŘ के िसȠांत का उपयोग एयरो˙ेस इंजीिनयरो ंȪारा िकया जाता है, इसिलए
आइए कुछ सरल उदाहरणो ंको देखŐ जो जिटल चर के िलए कायŘ के िसȠांत से आते हœ,
मœ आपको िवʷास िदलाता šं िक हम करŐ गे  ऐसी िकसी भी चीज़ का उपयोग न करŐ  िजसे आप पहले से पįरिचत नही ंहœ, िजसके
बारे मŐ मœने यहाँ बात की है, Ɛा उह आपके 12वी ंकƗा के पाǬŢम से आगे िनकल जाएगा, इसिलए
जिटल चर के कायŘ के िसȠांत से डरŐ  नही,ं तो चिलए से एक फ़ंƕन लेते हœ।c f 

के Ȫारा िदए गए के िलए बराबर वगŊ है आप इसे वाˑिवक और काʙिनक भागो ंमŐ िवभािजत करतेz f c z z 
हœ का बराबर ɘस औरz f uxy ivxy 
 इसिलए के का वाˑिवक भाग Ɛा हैz f 

को ɘस के ŝप मŐ िलखŐ और आप इसे वगाŊकार करŐ    वाˑिवक भाग चुकता माइनसz x iy x 
वगŊ जो काʙिनक भाग से तक है, तो अब हम वŢो ंकी Ůणाली को देखते हœ जो आपy xy 

İ̾थर के बराबर हœ  और दूसरे शɨो ंमŐ İ̾थरांक के बराबर है आइए हम वगŊ घटाकर देखŐ वगŊv x y 
बराबर और 2 बराबर तो िफर से आप एक जिटल चर का एक फलन ले रहे हœ अथाŊत्a xy b 

के बराबर वगŊ है जोड़ वगŊ इसे ले लो  वाˑिवक भाग काʙिनकf  z z z x iy uxy 
भाग लेता है तो चुकता ऋण Ɛा है   चुकता Ɛा है दाएँ और bxy uxyx y vxy 2 xy u
को İ̾थर के बराबर सेट करŐ  और को İ̾थरांक के बराबर सेट करŐv 
 इसिलए बराबर और बराबर यहuxy a vxy b 
वŢो ंका पįरवार Ɛा है  बराबर वह है जो वŢ हœ चुकता ऋण चुकता बराबर हैuxy a x y 

वे आयताकार अितपरवलय का एक पįरवार हœ यह पįरवार Ɛा है बराबर जो िक a v b 2xy
बराबर है िफर से आपको आयताकार का एक पįरवार िमलता है हाइपरबोला मœ इसे छोड़ दँूगा  आपको सȑािपत करने के िलएb 
िक चुकता िमनट  ˍेडŊ ए के बराबर होता है , हाइपरबोला को के बराबर मŐ काटता है,x us y xy b 
यानी यिद आप एक िबंदु लेते हœ नॉट जो िक दोनो ंक̺सŊ पर İ̾थत होताx n n y n 
है, दो क̺सŊ के ढलान की गणना करता है िब̢दु पर का उȋाद नही ंx naught y 
होता है  ढलान है -1 कैलकुलस आपको बताएगा िक इन ढलानो ंकी गणना कैसे
करŐ  डेįरवेिटव की गणना कैसे करŐ  यह जांचने के िलए िक ये दो वŢ वगŊ माइनस वगŊ बराबर और 2 x y a xy
बराबर एक दूसरे के िलए ऑथŖगोनल हœ तािक आपको एक बŠत अǅा देता है  एक ओथŖगोनलb 
ŮƗेप पथ का उदाहरण दो ओथŖगोनल ŮƗेपवŢ यहां एक िचũ है लाल वŢ
वŢ बराबर हœ और नीले वŢ चुकता ऋण चुकता िचũ मŐ पहले से ही के बराबर हœ2xy b x y 
जो आप देखते हœ िक चौराहे के िबंदु पर वे Ůतीत होते हœ  ऑथŖगोनल
िचũ मैथमैिटका के िलए काफी सटीक है और यहां मœ गिणत िवभाग
के एक छाũ आिदȑ
माहेʷरी को धɊवाद देना चाहता šं िजɎोनें इस िचũ को बनाया है।

अगला वाला ठीक है, आइए हम जिटल िवʶेषण से एक और उदाहरण लेते हœ  d 
आइए हम एक फ़ंƕन लेते हœ, िजसमŐ से सी माइनस 0 पर पįरभािषत िकया गया है ।
 यह फ़ंƕन Ɛा है के बराबरf z 
से ɘस 1 बटा यह फ़ंƕन संपूणŊ ŝप से   पर पįरभािषत िकया गया है  जिटल तल की यह 0 को छोड़करz z 
जब इसे पįरभािषत नही ंिकया जाता है तो देखते हœ िक Ɛा होता है जब एक सकŊ ल को टŌ ेस करता है z r cos t plus ir 
sine t
 so z

डोमेन एक सकŊ ल को टŌ ेस करता है याद रखŐ िक हम सोच रहे हœin r cos t plus ir sine t 
आगŊन ɘेन मŐ िबंदुओ ंके ŝप मŐ जिटल संƥा संƥाएं और आप जिटल संƥाओ ंके इस Ǜािमतीय Ůितिनिधȕ से पįरिचत हœ,
इसिलए मœ जिटल संƥा को आर कॉस टी कॉमाz 
आर साइन टी के ŝप मŐ सोच सकता šं और इसे अलग-अलग होने दŐ  तािक आपको एक सकŊ ल िमल सके।
 डोमेन मŐ एक वृȅ

के का Ɛा होता है का Ɛा होता है छिव वŢ का Ɛा होता है आइए देखते हœz f r f r cos t plus ir sine t 
िक इन छिव वŢो ंको समझने के िलए यह एक मनोरंजक अɷास है तो का Ɛा है यिद है  z f z r cos t

तो का Ɛा है plus ir sine t z f r cos t plus ir sine t plus 1
आपको िनिʮत ŝप से जिटल संयुƵ या हर का उपयोग करना
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होगा और चीज़ को िफर से िलखना होगा और आपको ɘस 1 बटा अʙिवराम माइनस 1 अपॉन साइन िमलेगाr r cos t r 
जो िक 1.
42 के ŝप मŐ ŮदिशŊत होता है  ˠाइड करŐ  तािक िभɄ हो, यह 1.t 
42 Ɛा दशाŊता है 1.
42
एक दीघŊवृȅ का मानकीकरण है   1.
42 एक दीघŊवृȅ का Ůितिनिधȕ करता है जैसा िक
आप अǅी तरह से जानते हœ िक एक अʙिवराम है एक दीघŊवृȅ है ठीक है दीघŊवृȅ के Ůमुख अƗ Ɛा हœt  
अधŊ-Ůमुख अƗ  है ɘस 1 बटा अधŊ-लघु अƗ Ɛा है घटाr r r 
1 बटा तो यह अधŊ-Ůमुख अƗ के साथ एक दीघŊवृȅ है ɘस 1 बटा और अधŊ-लघु अƗ माइनस 1 बटाr r r r 

अधŊ के बीच संबंध Ɛा है  -Ůमुख अƗ अधŊ-लघु अƗ और िवलƗणता r b
वगŊ एक वगŊ के बराबर 1 ऋण चुकता ठीक है,e 
 इसिलए आप दीघŊवृȅ की िवलƗणता की गणना कर सकते हœ िक इस दीघŊवृȅ का बल i
Ɛा है, तो दीघŊवृȅ का फ़ोकस Ɛा है यह एई है  कॉमा ज़ीरो और माइनस एई कॉमा ज़ीरो
लेिकन एई Ɛा है याद रखŐ एक चुकता के बराबर 1 ऋण ई चुकताb sq  
 इसिलए एक चुकता ई
चुकता एक चुकता ऋण बी चुकता है लेिकन एआर जमा 1 बटा आर Ɛा है बीआर ऋण 1 बटा आर
Ɛा है तो एक चुकता ऋण Ɛा है ख चुकता यह 4 है तो ए  चुकता ई चुकता 4 है तो एई 2 है।

 इसिलए फॉसी
या दीघŊवृȅ 2 अʙिवराम 0 और ऋण 2 अʙिवराम 0 हœ।
 यह बŠत िदलच˙ है Ɛोिंक कोई फकŊ  नही ंपड़ता िक
आर का मूʞ Ɛा है, आपको एक ही फॉसी िमलता है ये सभी इन सभी छिवयो ंको दीघŊवृȅ करते हœ  वŢ के ŝप मŐ िभɄ होता हैr 
आपको िमलता है िक आपको संकŐ िūत वृȅो ंका एक पूरा गुǅा िमलता है, छिव वŢr cos t plus ir sine t 
सभी दीघŊवृȅ होते हœ लेिकन इन सभी दीघŊवृȅो ंमŐ समान फ़ॉसी होते हœ िजɎŐ कॉ̢फ़ोकल दीघŊवृȅ कहा जाता है, इन
सभी का फ़ॉसी समान होता है
 इसिलए यह फ़ंƕन  1.

के बराबर ɘस 1 बटा को फ़ंƕन कहा जाता है,41 f z z z zukowski 
इसिलए फ़ंƕन वृȅ लेता है जो मूल मŐ कŐ ū कोzukowski 
दीघŊवृȅ मŐ ले जाता है यिद आप लेते हœ एक वृȅ का पता लगाता है मूल मŐ कŐ ū के साथ की छिव z z f
एक दीघŊवृȅ का पता लगाती है  लेिकन दीघŊवृȅ का फॉसी है ɘस माइनस  दो अʙिवराम शूɊ इसिलए
इɎŐ एक ज़ुको̺ˋी दीघŊवृȅ कहा जाता है,
 इसिलए अगली ˠाइड एक ʩायाम है जो मœने अभी
आपके िलए िकया है िक ज़ुको̺ˋी के कŐ ū का िनधाŊरण करŐ  दीघŊवृȅ वे 2 अʙिवराम 0 और शूɊ से 2 अʙिवराम Ɛा
हœ।

के एक मान के िलए आप नही ंकरते हœ। r 
के एक बŠत ही िवशेष मान के िलए एक दीघŊवृȅ Ůाɑ नही ंहोता है, r 

िजसे मœ 
एक वृȅ का पता लगाने के ŝप मŐ को एक वृȅ के ŝप मŐ लेने के बजाय एक समान सम˟ा का पता लगाने के िलए इसे आपके पास z 
छोड़ दँूगा   मान लेते हœ िक मूल से सरणी का पता लगाताz 
है  अनंत तक सरणी लेने के िलए िकरण
एक सकाराȏक एƛ-अƗ के साथ एक कोण थीटा बना रही है तो आप इस िकरण के बारे मŐ कैसे सोचते हœ टी
कोसाइन थीटा ɘस यह साइन थीटा है यह जेड के बराबर है जो िक कॉस थीटा ɘस आई साइन थीटा मŐ
0 से िभɄ होता है।
  अनंत तक और थीटा तय हो गई है
 इसिलए मœ की छिव खोजना चाहता šंz f 
 इसिलए का z f

ɘस 1 बटा है और जैसे ही बदलता है और थीटा तय हो जाता है िक आपको छिव वŢ के ŝप मŐ Ɛा िमलती है छिवz z t 
वŢ हाइपरबोला हœ मœ जा रहा šं  उɎŐ ज़ुको̺ˋी हाइपरबोलस कहते हœ इन
िज़को̺ˋी हाइपरबोलस नो पी के फ़ॉसी का पता लगाएं  अनुमान लगाने के िलए राइज़ वे 2 कॉमा 0 और माइनस 2 कॉमा 0 होने जा रहे 
हœ
।
 हाइपरबोला भी क̢फ़ोकल होते हœ और उनके पास दीघŊवृȅ के समान फ़ॉसी होते हœ,
 इसिलए कॉिनƛ का पूरा
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पįरवार कॉिनƛ का एक क̢फ़ोकल पįरवार है, यह दशाŊता है िक ज़ुकोवˋी हाइपरबोलस
ज़ुको̺ˋी दीघŊवृȅ ओथŖगोनल ŝप से िफर से हमने उह वŢो ंकी एक ओथŖगोनल Ůणाली
को पाया है आपने वŢो ंके दो पįरवार पाए हœ दीघŊवृȅ का एक पįरवार
और हाइपरबोला का एक पįरवार Ůȑेक दीघŊवृȅ Ůȑेक अितपरवलय को ऑथŖगोनल ŝप से काट देगा हमारे
पास ऑथŖगोनल ŮƗेपवŢ की एक जोड़ी है यह िदलच˙ Ɛो ंहै या Ɛो ंहै  यह महȕपूणŊ है
यह िदलच˙ है Ɛोिंक Ǜािमित संुदर है यह महȕपूणŊ है Ɛोिंक ज़ुकोवˋी ने
इसे एयरफ़ॉइल के िनमाŊण मŐ िनयोिजत िकया है
 इसिलए एयरो˙ेस इंजीिनयįरंग के िलए आवेदन हœ
और मœने आपको वेबसाइट के िलए एक िनिʮत िलंक िदया है जहां आप Ƹेन įरसचŊ Ȫारा नासा Ȫारा एक लेख ढंूढ सकते हœ।

Ůयोगशाला जहां आपको इस बात का िववरण िमलेगा िक िज़को̺ˋी
ने इसे एयरफ़ॉइʤ के िनमाŊण मŐ कैसे िनयोिजत िकया, अब ज़ुको  ˋी फ़ंƕन को
एयरो˙ेस इंजीिनयįरंग के अलावा एक बŠत ही अलग Ɨेũ मŐ भी लागू िकया जा सकता
है और अगली ˠाइड मŐ यही होने जा रहा है लेिकन इससे पहले िक मœ उस पर आऊं मœ एक और अɷास को िफर से देखने जा रहा šं
जिटल फ़ंƕन िसȠांत से यहां हम एक लेते हœ अलग-अलग फ़ंƕन एक बŠत अǅा फ़ंƕन f

से के बराबर के Ȫारा िदया गया है, यह दशाŊता है िक Ɨैितज रेखाओ ं की छिवc c z z f t plus ic 
इसिलए अपने को ठीक करŐ  और को अलग-अलग होने दŐ  तो टŌ ेस Ɛा हैc t t plus ic t plus ic 
िबंदु 0 अʙिवराम से गुजरने वाली एक Ɨैितज रेखा
 इसिलए यिद मœ के बराबर को ɘस मŐ ले जाऊं जो चुकता होने वाला है तोz t ic z 
यह चुकता ऋण चुकता जमा होने जा रहा है, तो यह पता Ɛा है जब बदलता हैt c 2i dc z 20 
माइनस इनिफिनटी से ɘस इनिफिनटी Ɛा होता है Ɛा होता है वŢ टी ˍायर माइनस सी ˍायर कॉमा 2टीसी
वे परवलय हœ इस परवलय का फोकस ढंूढते हœ और Ɛा यह फोकस इस पर िनभŊर करता है िक आप Ɛा उʃीद करते हœ
िक उȅर नही ंहोगा और वह एक कॉɈोकल पįरवार होगा  परवलय का
लेिकन दलील  अब जांच करŐ  िक हम Ɨैितज रेखाओ ंकी छिव ले रहे हœ
आइए हम लंबवत रेखाओ ंकी छिव को देखŐ एक ɘस यह जब वाˑिवक संƥाओ ंपर चलता है t a
ɘस यह एक लंबवत रेखा है जो   िबंदु से होकर गुजरती है एक अʙिवराम 0.

 इसिलए यिद मœ लेता šं  एक ɘस के बराबरz 
यह Ɛा है चुकता एक चुकता ऋण चुकता + 2 तो तकŊ  तल मŐ एक िबंदु के ŝप मŐz t iat 
हम एक वगŊ ऋण वगŊ अʙिवराम 280 देख रहे हœ यह एक परवलय के िलए एक मानकीकरणt 
है एक के िलए एक पैरामीिटŌ क ŝप है  परवलय को िफर से ढंूढŐ  इस परवलय का फोकस ढंूढŐ
और जांच करŐ  िक Ɛा यह परवलय एक पर िनभŊर करता है अगले अɷास से पता चलता है िक
ʩायाम 19 के परवलय ʩायाम के परवलय को काटते हœ 20 ऑथŖगोनल ŝप से िफर से हम ऑथŖगोनल ŮƗेपवŢ की एक जोड़ी देखते
हœ
 इसिलए अब हमने तीन Ůाɑ िकए हœ जिटल कायŊ िसȠांत से उदाहरण हम
जिटल कायŊ िसȠांत से िकसी भी गहरे िवचारो ंका उपयोग नही ंकरते हœ एक जिटल चर के कायŘ का िसȠांत
गिणत की एक गहरी शाखा है, लेिकन हम िकसी भी ओ का उपयोग नही ंकर रहे हœ  च िक हम केवल
उन चीजो ंको देख रहे हœ जो आपके पाǬŢम के भीतर अǅी तरह से हœ, अथाŊत् एक सİʃŵ संƥा का वगŊ कैसे करŐ
हर कोई जानता है िक यह कैसे करना है िक कैसे ɘस 1 बटा की गणना करना है और केवलz z 
जिटल गुणा और जिटल िवभाजन के इन Ůाथिमक िवचारो ंका उपयोग करके  हमने
ओथŖगोनल टŌ ैजेƃोįरयो ंके तीन संुदर उदाहरण Ůाɑ िकए हœ ठीक है तो अब हम िचũ को देखŐ
िफर से आिदȑ ने इन िचũो ंको बनाया है गिणत का उपयोग करके आप लाल परवलय
और नीले परवलय को देख सकते हœ आप उɎŐ Ůितǅेद करते Šए देख सकते हœ ऑथŖगोनल ŝप से Ůȑेक नीला वŢ Ůȑेक
लाल वŢ को काटता है और  Ůितǅेदन का िबंदु चौराहे का कोण 90 िडŤी है
 इसिलए कृपया
इसे ˢयं आज़माएं यह करना बŠत मज़ेदार है िक अब
ज़ुको̺ˋी फ़ंƕन का वादा िकया गया अनुŮयोग आता है   ज़ुकोवˋी फ़ंƕन 
खगोल िवǒान खगोलीय यांिũकी की सेवा मŐ है और यहां हम एक बŠत ही संुदर Ůमेय पर आते हœ
बोिलन का Ůमेय कहा जाता है जो 1911 मŐ वापस चला जाता है।
 यह उʟेखनीय है िक ज़ुको̺ˋी फ़ंƕन

आकाशीय यांिũकी मŐ अनुŮयोगो ंको शािमल करता है और उन ज़ुको̺ˋी इिलɛ और हाइपरबोलस कोf  
बोिलन के Ůमेय के Ůमाण मŐ िदखाया जाएगा यह बोलन के कारण एक पुराना पįरणाम है िक केw 
बराबर वगŊ का नƕा Ťहो ंकी गित के समीकरणो ंको इस समीकरण मŐ बदल देता है  चुकताw d 2 w by ds 
ɘस डɲू बराबर 0.
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 यह अंतर समीकरण िनिʮत ŝप से अब तक आपके िलए िनिʮत ŝप से पįरिचत है िक
एस वाˑिवक समय नही ंहै, यह एक पुनिवŊŢय समय है, 
बोिलन के Ůमेय के Ůमाण मŐ ज़ुको̺ˋी मानिचũ और ज़को̺ˋी इिलɛ की िवशेषता बोिलन के Ůमेय का कहना है िक वहाँ  एक बŠत ही
˙ʼ पįरवतŊन है
जो अंतर समीकरणो ंकी एक बŠत ही जिटल Ůणाली को बदल देता है, अथाŊत् अंतर
समीकरण जो सूयŊ के चारो ंओर Ťहो ंकी गित को िनयंिũत करते हœ, दो शरीर सम˟ा सूयŊ
और Ťह केवल इन दो िनकायो ंकी गित को िनयंिũत करने वाले अंतर समीकरण की Ůणाली
सूयŊ के चारो ंओर एक Ťह को उʟेखनीय टŌ ांसिमस Ȫारा इस िनदŖष िदखने वाले अंतर समीकरण मŐ बदला जा सकता है
आयन Ťहो ंकी गित और इस िवभेदक समीकरण का िवकास
समान है वाˑव मŐ Ɋूटन पर वापस जाता है, लेिकन िजस िवʶेषणाȏक ŝप मŐ हमŐ िदया गया
है वह बोिलन के कारण है आप आसानी से इस िवचार का उपयोग कर सकते हœ केɘर के Ťह गित के पहले िनयम को सािबत करने के 
िलए
कोई भी सािबत कर सकता है  िक Ťह अǷाकार कƗाओ ंमŐ सूयŊ के चारो ंओर चſर लगाते हœ,
िजसमŐ से िकसी एक फोकस पर सूयŊ होता है कारण बŠत सरल है आप इस
समीकरण को वगŊ और बराबर शूɊ को आसानी से हल कर सकते हœd2 w ds w 
 इसिलए हमŐ इस अंतर समीकरण को हल करना होगा

ब चुकता जमा बराबर 0.d2 w ds  w 
 अब आप देखते हœ िक एक सİʃŵ संƥा है इसका वाˑिवकw 
भाग है और इसका एक काʙिनक भाग हैx y 
 इसिलए यह समीकरण वाˑव मŐ दो समीकरण बटाd 2 x 

वगŊ जोड़ बराबर 0 ब  चुकता + बराबर 0ds x d 2 y ds y 
सरल हामŖिनक गितयो ंके दो समीकरण हœ िजɎŐ आप ले सकते हœ का होने के िलए अिधक सामाɊ ŝप सेx cos of sy s 
आप को कोसाइन और को और Ɛा कर सकते हœ  हमŐ िमलता है हमŐ x s y b sine s s .
 का Ůाɑ करने की आवʴकता हैw 
एस ɘस आईबी साइन के कोसाइन के बराबर होता है, िजससे मूल ŮƗेपवŢ Ɛा है याद रखŐ
िक फ़ंƕन का बराबर वगŊ है, मूल िनदőशांक थाw f w zz 
, Ťह के गितमान िबंदु के िनदőशांक थे,
 इसिलए होगा  चुकताz w 
 इसिलए के Ťहs 

की İ̾थित चुकता का है जो एक वगŊ है माइनस चुकता साइन चुकता ɘसz s w cos s b s 
साइनस का कारण बनता है तो अब यिद आप के वाˑिवक भाग और के काʙिनक भाग को लेते हœ2 abi z z 

और समाɑ करते हœ  संकेत और कोसाइन तब हम Ɛा देखते हœ िक यह
एक दीघŊवृȅ का पैरामीिटŌ क समीकरण है, उदाहरण के िलए इस वाˑिवक भाग को का काʙिनकs x 
भाग का कहते हœ औरy y 
 इसिलए दीघŊवृȅ का यह समीकरण Ɛा है Ǜा की कोǛा
पहले कोǛा के संदभŊ मŐ वगŊ िलखŐ 2 Ǜा चुकता कोǛा साइनस केcos s s s 2s 2 
संदभŊ मŐ साइन के संदभŊ मŐ कारण समीकरण का उपयोग करŐ  वगŊ ɘस वगŊ के बराबर है और आपको2s sine 2s cos 2s 1 
यह समीकरण िमलता है  और समीकरण िक  आप देखते हœ घटा एक चुकता ऋण चुकता2x b 
एक चुकता जोड़ चुकता पूरे वगŊ से िवभािजत   + चुकता एक चुकता चुकताb y b 
1 के बराबर है यह एक दीघŊवृȅ है   िजसका नाभ मूल मŐ है यह समɋय मŐ एक बŠत हीfoci 
आसान अɷास है  Ǜािमित और मœ आपसे ऐसा करने का आŤह करता šं,
 इसिलए हमने यहां Ɛा सािबत िकया है, हमने यह
सािबत करने के िलए बोिलन के Ůमेय का उपयोग िकया है िक यिद समीकरण का ŝपांतįरत समीकरण एक दीघŊवृȅ हैw w 
तो समीकरण समीकरण का एक वगŊ है और दीघŊवृȅ का वगŊ है  एक अɊ दीघŊवृȅz w 
िजसका फोकस मूल पर है
 इसिलए का ̾थान एक दीघŊवृȅ है िजसका एक फोकस मूल पर हैz 
अथाŊत् केɘर का पहला िनयम ̾थािपत िकया गया है ठीक है, हालांिक बोिलन का Ůमेय अंतर समीकरणो ंपर एक Ůमेय
है, हम इसे यहां सािबत नही ंकरŐ गे Ɛोिंक यह  वाˑव मŐ पाǬŢम मŐ नही ंहै, लेिकन
मœ आपको केवल यह बताना चाहता šं िक िवभेदक समीकरणो ंका िसȠांत 
भौितक िवǒान के िविभɄ भागो ंतक पŠंच जाता है और भौितक िवǒान खगोल िवǒान काटŖŤाफी एयरो˙ेस
इंजन तक पŠंच जाता है।
  ईįरंग और यह Ůमेय Ɋूटन को पहले से ही ǒात था और यह आकषŊण के दोहरे िनयमो ंके नाम से जाना जाता है,
मœ इस बारे मŐ िवˑार से नही ंबताऊंगा िक आकषŊण के इन दोहरे िनयमो ंका Ɛा मतलब है िवʶेषणाȏक ŝप
िजसमŐ हमने कहा है िक Ůमेय िनɻिलİखत मŐ बोिलन के कारण है।
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 दो ˠाइड मœ आपको दो संदभŊ देने जा रहा šं
और ये दो संदभŊ महान आचायŘ Ȫारा िलखी गई पुˑकŐ  हœ, उनमŐ से एक महान
गिणतǒ है और दूसरा एक महान भौितक िवǒानी है पहला वी अनŖʒ है उसने
हाइजेɌ बैरो Ɋूटन और हʋ नामक एक पुˑक िलखी है और  हमने Ɋूटन की उपलİɩ के बारे मŐ बात करके ʩाƥान की इस ŵंृखला
की शुŜआत
की िक Ɋूटन के कायŊ ने खगोल िवǒान को एक अनुभवजɊ
िवǒान से एक गितशील िवǒान मŐ बदल िदया, यह छोटी सी पुˑक इसहाक बैरो से खगोल िवǒान मŐ आधुिनक खोजो ंतक के समय के 
माȯम से एक आनंदमय याũा है, 
जो दो शताİɨयो ंके बाद फैली Šई है  -Ɋूटोिनयन युग
Ɋूटन के िसȠांत के दो सिदयो ंबाद िककŊ वुड जी की खोज के माȯम से याũा उʟेखनीय आसानी से
आगे बढ़ती है  Ɋूटन के िसȠांत मŐ कुछ गहरे Ůˑावो ंपर िटɔिणयो ंके साथ शिन के छʟे मŐ 
एपीएस बीजगिणतीय Ǜािमित पर गŐदबाजी की Ůमेय
पįरिशʼ आयु 94 मŐ Ůकट होती है।
 चचाŊ पृʿ 69 पर खगोलीय यांिũकी की िवजयी Ǜािमतीय और सुŜिचपूणŊ है 
।
 कुƥात तीन-शरीर सम˟ा
िपयर साइमन लैपलेस के ˝ारकीय काम और अंत मŐ पॉइनकेयर 
खगोलीय यांिũकी मŐ Ţांितकारी नए तरीके हœ आधुिनक खगोलीय यांिũकी के िलए सबसे महȕपूणŊ
योगदानकताŊओ ंमŐ से एक Ȫारा दूसरा संदभŊ नोबेल
पुरˋार िवजेता चंū शेखर का है, उɎोनें इसके िलए Ɋूटन के िसȠांत की एक पुˑक िलखी थी।
  आम पाठक यह
ऑƛफोडŊ यूिनविसŊटी Ůेस 1996 Ȫारा Ůकािशत िकया गया था।
 महान छाũवृिȅ का यह काम सामŤी मŐ समृȠ है
और शीषŊक के बावजूद इसे पढ़ना आसान नही ंहै, लेिकन यह Ůयास के लायक है िक आम
पाठक का मतलब आम आदमी से नही ंहै इसका मतलब है िक आप छाũ  जो समवतŎ
गिणत सीख रहे हœ वे भौितकी सीख रहे हœ वे सीख रहे हœ सीख रहे हœ रसायन िवǒान मŐ वे
भौितकी और गिणत के पयाŊɑ ǒान से लैस हœ यह ऐसे छाũो ंके िलए है िक यह पुˑक िलखी गई
है, बेशक यह पुˑक 600 पेज की िकताब है और पेज 1 से पेज 600 तक नही ंपढ़ी जानी चािहए।

मœ आपको सीधे जाने की सलाह देता šं  पृʿ 57 और आप 
Ɋूटन के गित के िनयमो ंऔर
गुŜȕाकषŊण के इसके सावŊभौिमक िनयम का उपयोग करके केɘर Ȫारा Ťहो ंकी गित के तीन िनयमो ंके पूणŊ Ůमाण देखते हœ, इसके बाद 
आप अȯाय छह के पूरक को पढ़ने के िलए आगे बढ़ सकते हœ जहां वह
Ťहो ंके आकषŊण के दोहरे िनयमो ंपर चचाŊ करता है।
 और आप वहां बोिलन के Ůमेय का Ůमाण भी देखŐगे
और िफर आप केɘर समीकरण पर अȯाय सात पर जा सकते हœ और बीजगिणतीय Ǜािमित पर Ůमेय
जो Ɋूटन के िसȠांत मŐ िनिहत है मœ एस चंūशेखर के एक आकषŊक िनबंध को उद्धृत करने का िवरोध नही ंकर सकता
और िनबंध की तुलना करता है Ɋूटन की Ůितभा और माइकल एंजेलो का संदभŊ
इस ˠाइड मŐ आइटम नंबर तीन के ŝप मŐ िदया गया है चंūशेखर Ɋूटन के लेखन की तुलना करते हœ।

एफ माइकल एंजेलो की पŐिटंग के साथ िŮंिसपल या वेिटकन िसटी मŐ िसİːन चैपल की छत
चंūशेखर इɎŐ रचनाȏकता के सबसे दुलŊभ ˑर के कायŘ के ŝप मŐ मानते हœ आइए
देखŐ िक चंūशेखर का Ɛा कहना है, मœ आपको इस खूबसूरत िनबंध का एक अंश दंूगा
और मœ ̊ढ़ता से  आपको इस िनबंध को पढ़ने की सलाह देते हœ इसकी संुदर शैली के साथ-साथ एक ऐसी
सामŤी के िलए िजसे िŮंिसपल और ůेˋो दोनो ंही Ɨेũों
मŐ मानव रचनाȏकता की सवŖǄ नायाब अिभʩİƅ हœ मœ इनके बारे मŐ अिधक नही ंकहना चाहता, लेिकन मुझे
आशा है िक इसने आपको लुभाया है Ɋूटन और माइकल एंजेलो पर जŐडर शेकर के इस िनबंध को पढ़कर
अब हम िवभेदक समीकरणो ंपर आते हœ ऑथŖगोनल टŌ ैजेƃोįरयो ंमŐ मान लीिजए िक हमŐ
वŢो ंका एक पैरामीटर पįरवार िदया गया है Ɛा यह हमेशा संभव है िक ŮƗेपवŢ का एक ऑथŖगोनल िसːम खोजना संभव हैc1 c2 
हमने जोड़े के कई उदाहरण देखे हœ ओथŖगोनल ŮƗेपवŢ के लेिकन अब मœ
आपको घटता का एक पैरामीटर पįरवार देता šं और मœ आपसे पूछता šं िक Ɛा कोई ऑथŖगोन है  अल ŮƗेपवŢ
और इस सम˟ा को समझने के िलए इसे कैसे खोजŐ मान लŐ िक वŢ की Ůणालीc1 
एक अंतर समीकरण ɘस को जɉ देती है   के बराबर 0.mdx ndy 
 हमने ऐसे उदाहरण देखे हœ िजɎŐ आपको
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पैरामीटर के साथ वŢो ंकी एक Ůणाली िमली है अंतर आप एक और समीकरण Ůाɑ करते हœc   
आप दो समीकरणो ंके बीच सी को खȏ करते हœ और आपको अंतर समीकरण िमलता है हमने
उस तरह के कई उदाहरण देखे हœ,
 इसिलए अब मœ मानता šं िक यह िकया गया है और आपको
अंतर समीकरण एमडीएƛ ɘस एनडीआई 0 के बराबर िमल गया है।
 मœने आपको िपछले लेƁर मŐ पहले ही बता िदया था
िक यह िडफरŐ िशयल इƓेशन 1.
43 एक फ Ŋː ऑडŊर िसːम के फेज क̺सŊ के िलए िडफरŐ िशयल इƓेशन है,
यह फ Ŋː ऑडŊर िसːम Ɛा है िजसका फेज क̺सŊ इƓेशन 1.
43 है,
1.

बटा बराबर बटा Ȫारा िदया गया है  बराबर माइनस वेƃर माइनस 43 dx dt ny dt m   nxyi mxyj
, वŢ की ˙शŊरेखा है और चंूिक ओथŖगोनल टŌ ैजेƃोįरयां मूल के ओथŖगोनल हœ, इसिलएc 
˙शŊरेखा पहले के िलए एक सामाɊ बन जाती है  दूसरा
 इसिलए ऑथŖगोनल ŮƗेपवŢ के ˙शŊरेखा वैƃर
मील ɘस एनजे होना चािहए जहां दो Ůणािलयो ंके
˙शŊरेखा एक दूसरे के लंबवत हœ
 इसिलए पहले के ˙शŊक दूसरे के िलए सामाɊ होगें
 इसिलए ऑथŖगोनल ŮƗेपवŢ
इस Ůणाली के चरण वŢ हœ Ȫारा  बराबर और बटा बराबर के बराबर है, इसिलएdx dt m dy dt n 
ओथŖगोनल टŌ ैजेƃोįरयो ंके िलए िडफरŐ िशयल इƓेशन    माइनस बराबर 0 है।ndx mdy 

 इसिलए क̺सŊ की एक Ůणाली को देखते Šएc1 
हम िडफरŐ िशयल इƓेशन Ůाɑ करते हœ और िफर हम अɊ िडफरŐ िशयल इƓेशन Ȫारा ऑथŖगोनल टŌ ैजेƃोįरयां Ůाɑ करते हœ।

इसिलए पहले हमŐ से िदया जाता है, हम के िलए अंतर समीकरण Ůाɑ करते हœc1 c1 c1 
और िफर हम के िलए अंतर समीकरण Ůाɑ करते हœ, इस अंतर समीकरण को हल करतेc2 
हœ और पįरवार Ůाɑ करते हœ,c2 
 इसिलए Ůमेय 1 जो कुछ भी मœने अभी कहा है उसे
इस Ůमेय के ŝप मŐ संƗेिपत िकया जा सकता है यिद एक पैरामीटर घटता का पįरवार अंतरa  
समीकरण ɘस बराबर शूɊ Ȫारा िदया जाता है िफर   ऑथŖगोनल के िलए अंतर समीकरणmdx ndy 
ŮƗेपवŢ एनडीएƛ शूɊ से शूɊ के बराबर है,
 इसिलए ʩापक पįरİ̾थितयो ंमŐ कोई भी एक पैरामीटर
वŢ का पįरवार एक ओथŖगोनल ŮƗेपवŢ ˢीकार करता है मœ ʩापक İ̾थित कहता šं Ɛोिंक हम
वाˑव मŐ अंतर समीकरणो ंके िलए अİˑȕ Ůमेय पर चचाŊ नही ंकर रहे हœ और हम नही ंजा रहे हœ
और ये अİˑȕ Ůमेय होगें उपयुƅ पįरİ̾थितयो ंमŐ माɊ है लेिकन ʩावहाįरक İ̾थितयो ंमŐ
ये शतŒ हमेशा संतुʼ रहŐगी
 इसिलए अब हम इसे
ऑथŖगोनल टŌ ैजेƃोįरयो ंकी कुछ िविशʼ Ůणािलयो ंपर आजमाते हœ, िजनका हमŐ सबसे पहले सामना करना पड़ा,
संकŐ िūत वृȅो ंके पįरवार हœ   इसके िलए हमने जो अंतर समीकरण
िनकाला है।
  यह ɘस बराबर 0 तो ऑथŖगोनल टŌ ैजेƃोįरयो ंके िलए अंतर समीकरण Ɛा हœxdx ydy 

घटा बराबर से 0 यह एक चर िवयोǛ समीकरण हैydx xdy 
और समाधान बराबर या बराबर हœ  y mx x 
 इसिलए ऑथŖगोनल टŌ ैजेƃोįरयां
मूल के माȯम से रेखाएं हœ  और हर कोई जानता है िक एक वृȅ िकस कŐ ū से होकर जाता है or  igin
मूल के माȯम से एक रेखा को ओथŖगोनल ŝप से काटता है   आइए हम अगला लेते हœ
हाइपरबोला वगŊ माइनस वगŊ बराबर अंतर करŐ  सीधे गायब हो जाता हैx y c c 
आपको माइनस बराबर 0   Ůाɑ होता है ऑथŖगोनलx dx ydy 
ŮƗेप पथ के िलए अंतर समीकरण  बराबर 0 इस अंतर समीकरण को हल करŐydx plus xdy 
जो एक चर िवयोǛ समीकरण है और आपको के बराबर िमलता है,c mod xy 
िनरपेƗ मान हटाते हœ और आपको आयताकार हाइपरबोलस िमलते हœ सद˟ो ंको वगŊ घटाकरx 

वगŊ को ऑथŖगोनली के बराबर काटकर अब हम एक और लेते हœ  उदाहरण के िलए आपy c 
वŢो ंके इस एक पैरामीटर पįरवार को लेते हœ के बराबर से पावर माइनस ˍेडŊ कोy ce x 
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खोजŐ ऑथŖगोनल टŌ ैजेƃोįरयो ंको आप इसे अलग करते हœ डाई Ȫारा के बराबर सीधे आपको िमलता हैdx 
माइनस 2 से पावर माइनस ˍेडŊ लेिकन सीई टू पावर माइनस  चुकता हैxce x x y 
इसिलए हमŐ बटा माइनस 2 के बराबर िमलता हैdy dx xy 
 इसिलए वŢो ंके पįरवार के िलए अंतर समीकरण
1.
47 है जो डाई ɘस 2 है  के बराबर।xy dx 0 
 ऑथŖगोनल टŌ ैजेƃोįरयो ंके िलए अंतर समीकरण

घटा बराबर 0 है।2xy dy dx 
 हम को के एक फ़ंƕन के ŝप मŐ मानŐगे और एकीकृतx y 
करŐ गे समाधान मॉड बराबर से घात के बराबर हœ वगŊ जहां एक सकाराȏक है  िनरंतरx ae y a 
िनरपेƗ मान को हटा दŐ  और आपको ऑथŖगोनल ŮƗेपवŢ का एक पįरवार िमलता है, ȯान दŐ  िक के बराबर 0x 
को यहां शािमल नही ंिकया गया है Ɛोिंक जब आप चर को अलग करने की िविध करते हœ तो हम से िवभािजत होते हœx 
और के बराबर 0 भी एक िवशेष समाधान होता है और  हमŐ लगता है िक यह समझ मŐ आता है Ɛोिंकx 
मूल Ůणाली के सभी वŢ घंटी के आकार के वŢ हœ,
जब वे अƗ को काटते हœ तो उन सभी मŐ ˙शŊरेखा Ɨैितज ˙शŊरेखा होती है औरy 
 इसिलए िनरपेƗ
मान पद को हटाने से आपको के बराबर िमलेगा।ce x 
  शİƅ y
चुकता जहाँ कोई भी İ̾थर कुआँ है अब हम कुछ उदाहरणो ंपर आते हœc 
इसिलए परवलय के पįरवार के िलए ऑथŖगोनल ŮƗेपवŢ िनधाŊįरत करŐ  y
बराबर वगŊ के िलए यह पहली सम˟ा है   दूसरी समथŊक  kx blem
मूल ŝप से अƗ को छूने वाले मंडिलयो ंके पįरवार पर िवचार करता है ऑथŖगोनल ŮƗेपवŢ के िलए अंतर समीकरण का पता लगाएं,y 
मœ आपको केवल यह खोजने के िलए कह रहा šं िक िवभेदक समीकरणो ंको
एकीकृत करने वाले ऑथŖगोनल ŮƗेपवŢ के िलए अंतर समीकरण अगले मŐ िकए जाएंगे।
  अȯाय जब
आप सजातीय अंतर समीकरणो ंपर चचाŊ करते हœ और िफर के फ़ंƕन पर 1 बटा पर िवचार करते हœ, तो इस मानिचũ के z f z 
अंतगŊत
Ɨैितज और लंबवत रेखाओ ंकी छिवयो ंको खोजŐ के 1 बटा के बराबरz z 
वŢो ंका पįरवार Ůाɑ करŐ  और संबंिधत को ʩायाम से संबंिधत करŐ ।
  हमने पैराबोलस के साथ एक समान अɷास
िकया है अब मœ आपको वही करने के िलए कह रहा šं के के साथ 1 बटा के बराबर ʩायाम आपकोz f z 
जिटल िवʶेषण से आने वाला चौथा उदाहरण िमलेगा और अंितम ˠाइड
आज के ʩाƥान के िलए लगभग दो और अɷास है  समाƗीय सकŊ ल 
के एक पैरामीटर पįरवार के िलए ऑथŖगोनल ŮƗेपवŢ के िलए अंतर समीकरण खोजŐ एक िबंदु 1.
37 याद रखŐ िक एस
1 ɘस लै̱̭ड  2 के बराबर 0 लेिकन वृȅो ंमŐ कŐ ū 2 अʙिवराम 0 और ऋण 2 अʙिवराम
0 और िũǛा 1 है और हमŐ समाƗीय मंडिलयो ंका एक पįरवार िमला है 
, ऑथŖगोनल ŮƗेपवŢ के िलए अंतर समीकरण खोजŐ मœ आपको अंतर समीकरण को हल करने के िलए नही ंकह रहा šं
बस Ůाɑ करŐ   िडफरŐ िशयल इƓेशन और अंत मŐ कɈोकल कॉिनƛ का पįरवार मœने
आपको कॉɈोकल कॉिनƛ के इस पįरवार के िलए िडफरŐ िशयल इƓेशन िनधाŊįरत करने के िलए कहा और
ऑथŖगोनल के िलए िडफरŐ िशयल इƓेशन का पता लगाने के िलए आपको कुछ अद्भुत िदखाई देगा
और मœ चाहता šं िक आप एक ˙ʼीकरण खोजŐ इस घटना के िलए मुझे लगता है िक हम
आज के िलए यहां ŜकŐ गे और हम ʩाƥान की इस ŵंृखला को जारी रखŐगे और अगले ʩाƥान मŐ मœ
समŝप अंतर समीकरणो ंपर चचाŊ कŝंगा धɊवाद Pru
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