
િવભેદક સમીકરણો પરની Ԛેણીમાંના આ ચોથા յયા՚યાનમાં િવԾાથӯઓનું չવાગત છે 
તો ચાલો આપણે છેճલી વખતે ԧાં રોકાયા હતા તેની સાથે શԁઆત
કરીએ ચાલો չલાઇડ જોઈએ જ ેકસરત નંબર 10 છે ԧાં આપણે રોԞા હતા અમે મૂળ પર

અԟને չપશӪતા તમામ વતુӪળોના પિરવારને લઈએ છીએ અને  મӱ તમને આy-
વતુӪળો વાદળી પેનથી દોરવા અને લાલ પેન સાથે દોરવા કՑું હતંુ જ ેવાદળી વતુӪળો માટે ઓથӷગોનલ હોય છે
અને તમારા િચԋ સાથે આ િચԋની તુલના ગામઠી અને રӽઓ પુչતકના પՌૃ 635 પરના િચԋ સાથે કરવી રસԐદ
છે
 તેથી ԐՇ  શું તમાԀં િચԋ
રસેિનક અને હોિલડેઝ બુક પરના આ િચԋનું અનુમાન કર ેછે જ ેિચԋ તમે રિશયન રӽઓ પુչતકમા ંજુઓ છો
તે િચԋ છે જ ેઇિՄપોટેિլશયલ રખેાઓ અને ઇલેિ՘ટӬ ક િՀԎુવને કારણે બળની રખેાઓ દશાӪવે છે
અને મારી પાસે જ ેԐՇ છે તે છે  િՀԎુવ નાનો અને નાનો બને છે
કે તમે જ ેિચԋ બનાյયું છે તે રનેીક અને રӽ પરના િચԋનું અનુમાન કર ેછે.

ઠીક છે મને ખાતરી નથી કે શું  ઈથર ેતે વતુӪળોનું չકેિચંગ કયુӭ છે પરંતુ કોઈપણ રીતે હંુ
તમને અહી ંબતાવીશ કે મારી પાસે મારી પાસ ેશું છે, તો ચાલો જોઈએ હા, તો ըયા ંતમે અԟને չપશӪતા વાદળી વતુӪળો જોશો જેy 
મӱ તેમાથંી ચાર દોયાӪ હતા અને મӱ ચાર લાલ વતુӪળો પણ દોયાӪ હતા.
  વાદળી
વતુӪળો  કાટખૂણો પર અને આ લાલ વતુӪળો મૂળ પરના અԟના չપશӪક વતુӪળો છેx-
જ ેતમારી પાસે એક સરસ િચԋ છે અને અમે આ յયા՚યાન Ԛેણીના આગળના ભાગમા ંવતુӪળોના આ બે પિરવારો પર પાછા આવીશું.
 
હવે ચાલો આપણે ԧાં છીએ ըયા ંપાછા
જઈએ તો ચાલો હવે બીӾ સમչયાનો િવચાર કરીએ.
 એકમ િԋԧા અને કેլԍો
2 અճપિવરામ 0 અને ઓછા 2 અճપિવરામ 0 સાથ ેબે વતુӪળોને իયાનમાં લઈએ.
 વતુӪળોમાં એકમ િԋԧા છે િԋԧા 1 છે અને
કેլԍો પર મૂકવામાં આવે છે.
  બાદબાકી 2 અճપિવરામ 0 અને 2 અճપિવરામ 0.
 તમે
આ વતુӪળોના સમીકરણને સરળતાથી લખી શકો છો.
 એક વતુӪળનું સમીકરણ શું છે

ઓછા 2 વગӪ વԱા વગӪ બરાબર 1.x y 
  અլય એક માટે વԱા 2 વગӪ વԱા x y
વગӪ  બરાબર 1.
 હવે સીએ  Ԑથમ સમીકરણ બરાબર 0 છે સમીકરણ ઓછા 2ll s 1 e x 
չՄેર વԱા չՄેર ઓછા 1 ચાલો આપણે તેને સરળતા માટે કહીએ અને બીӾ સમીકરણy s1 

વԱા 2 չՄેર વԱા չՄેર માઈનસ 1 ચાલો તેને કહીએ અને પછી ચાલો  અમેx y s2 
չલાઇડ વԱા લેձબડા ની બરાબર 0 માં આ સમીકરણ 1.s1 s2   
37 જોઈએ ԧાં લેձબડા એ વાչતિવક સ՚ંયા છે અને જમે
તમે લેձબડામાં ફેરફાર કરો છો તેમ તમને વતુӪળોનું કુટંુબ 1.
37 મળે છે જથેી સમીકરણ 1.
37 વતુӪળોના કુટંુબનું Ԑિતિનિધըવ કર ેછે
અને જ ેԐՇ પૂછવામાં આյયો છે તે છે  કુટંુબ 1.
37 માટે Ԑથમ ԃમના િવભેદક સમીકરણ શોધવા
માટે, તમે તે કેવી રીતે કરો છો તમે સમીકરણ 1.
37 લો છો અને તમે
તેને ના સંદભӪમા ંઅલગ કરો છો, તમને વધુ એક સમીકરણ મળે છે અને તમે આ બે સમીકરણો વ՞ચે લેձબડાને દૂર કરોx 
છો અને તમને તમાԀં િવભેદક સમીકરણ ઠીક չકેચ મળે છે  વતુӪળો 1.
37 વાદળી પેન સાથે અને
પછી ըયા ંકોઈ અપવાદ છે લેձબડાનું ચોԜસ મճૂય છે જનેા માટે આ સમીકરણ
વતુӪળ નથી ըયા ંલેձબડાનું એક મૂճય છે જનેા માટે 1.
37  વતુӪળ નથી તે સોમ છે  અլય વԃ એક િલિમિટંગe 
કેસ જમે કે તે શું છે જથેી તે િલિમિટંગ કેસ શું છે તમારા િચԋમા ંિલિમિટંગ કેસને
પણ લાલ પેન વતુӪળો વડે չકેચ કરો જ ેવાદળી વતુӪળોને ઓથӷગોનલી કાપી નાખે છે જથેી તમને ફરીથી
એક સંુદર િચԋ મળે અને આગળની չલાઇડમાં તમે જુઓ  તે સમીકરણો માઈનસ 2 չՄેરsx 
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વԱા չՄેર માઈનસ 1 ԧાર ેતમે સરળ કરો ըયાર ેતમને મળશ ે չՄેર વԱા չՄેર ઓછા વԱા 3.y x y 4x 

અને չՄેર વԱા չՄેર વԱા વԱા 3 અને સમીકરણ 1.s2 x y 4x 
37 િવશે શું છે તે આ չલાઈડમાં િવગતવાર લખવામાં આյયું છે.

અને તમે આ સમીકરણને ના સંદભӪમા ંઅલગ કરો છો તમને વધુ એક સમીકરણx 
મળે છે તમને લેձબડા સાથ ેસંકળાયેલા બે સમીકરણો મળે છે તમે ખાલી લેձબડાને દૂર કરો છો અને તમે તમારા
પિરવાર માટે તમારા િવભેદક સમીકરણ મેળવી શકો છો, શું તમે ઇલ՘ેટӬ ોչટેિટ՘સમાં સમકԟ વણાકંો િવશે િવચારી શકો છો ઉદાહરણ 
તરીકે
મӱ તમને એક સંકેત આխયો છે રસેિનક અને હોિલડેઝ બુક ના પજે 635   પરના િચԋો હવે
તમને વતુӪળોનો બીજો પિરવાર મմયો છે.
 આ વતુӪળો
એક ચોԜસ ԁપરખેાંકનના ચાજӯસની સમકԟ રખેાઓ છે.
 જમે કે તમે આ િવશે િવચારો છો, શું તમારી
શારીિરક અંતԥાӪન તમને પિરિչથિતનું િનમાӪણ કરવામાં મદદ કર ેછે કે શું તે તમને ચાજӪના સેટઅપ સાથ ેસેટઅપ બનાવવામાં મદદ કર ે
છે
જમે કે
આ સમીકરણ વગӪ વԱા વગӪ ઓછા વԱા Հારા સમકԟ રખેાઓ બરાબર આપવામાં આવે છે  3 વԱા લેձબડા ગુէռા x y 4x x 
ચોરસ વԱા વગӪy 
વԱા વԱા 3 બરાબર 0.4x 
 ધારો કે તમે એવી ભૌિતક િસչટમ સેટ કરવામાં સફળ થાવ કે જનેા

સંભિવત વણાંકો કસરત 12 માં છે.eq 
 તો અહી ંદશાӪવવામાં આવેલ સમીકરણ એ
સમીકરણ રખેાઓ છે જ ેિવશે શું છે?  બળની રખેાઓ જો તમે કુչતીની રӽઓ પુչતકમાનંા િચԋો જુઓ તો
પૃՌ 635 પર તે નԜર રખેાઓ Հારા સમકԟ રખેાઓ અને ટપકાવંાળી રખેાઓ Հારા બળની
રખેાઓ દશાӪવે છે અને પՌૃ 635 પર ડોટેડ રખેાઓ નԜર રખેાઓને છેદે છે તે િચԋોમાં તમે શું જુઓ છો
જમણા ખૂણો પર બળની રખેાઓ સમકԟ રખેાઓને કાટખૂણે છેદે છે
તેથી ԐՇ એ છે કે શું તમે સમӾ શકો છો કે બળની રખેાઓ બળની રખેાઓ શું હશે?  e
તે લાલ વતુӪળો હશે જ ેતમે દોયાӪ હતા અને સમકԟ રખેાઓ એ વાદળી વતુӪળો હશે જે
તમે દોયાӪ હતા કદાચ એક સંકેત તરીકે હંુ તમને જણાવી દઉં કે તમાર ેԋણ પિરમાણમાં સેટઅપ િવશે િવચારવું
જોઈએ  સેટઅપ િԋ-પિરમાણીય જ՛યામા ંહશે અને તમે  િԋ-પિરમાણીય અવકાશમાં લો તે
સમકԟ સપાટીઓ હશે અને તમે સપાટીને խલેન Հારા չલાઇસ કરો છો અને પછીxy 
ԧાર ેતમે સપાટી લો છો ըયાર ે խલેનમાં િચԋ જુઓ અને તમે તેને խલેન વડે չલાઇસ કરો છો તમને મા ંવળાંક મળે છેxy xy xy 
խલેન તમે નથી,
 તેથી તમાર ેિԋ-પિરમાણીય જ՛યામા ંસેટઅપ કરવું જોઈએ અને પછી

խલેન Հારા િચԋને չલાઇસ કરો અને ԃોસ િવભાગ જુઓ હંુ તમને જવાબ આપીશ જવાબ  િԆિફથના પુչતકનાxy 
પૃՌ 107 સમչયા 2.
47 પર મળી શકે છે.
 ઇલે՘ટӬ ોડાયનેિમ՘સનો પિરચય
ԋીӾ આવૃિԱ જ ે1999માં આવી હતી, કૃપા કરીને
પુչતકની આવૃિԱ નંબર પર իયાન આપો ઠીક છે તો આ ઇલ՘ેટӬ ોչટેિટ՘સનું બીજંુ ઉદાહરણ
છે તો આ ઉદાહરણો તમને બતાવે છે કે તેઓ તમને બતાવી રՑાં છે વԃના બે કુટંુબો તમને મմયાં
એક વાદળી વતુӪળો વાદળી વતુӪળોનો પિરવાર અને  લાલ વતુӪળોનો પિરવાર અને લાલ વણાંકો
અને  વાદળી વણાકંો Ԑગિત કરતા પહેલા એકબીӽને કાટખૂણે મળે છે, ચાલો હંુ તમને
િવભેદક સમીકરણ શોધવાનો Ԑયાસ કરવા માટે ԋણ કવાયત આપીશ.
 વણાકંોનું એક પેરામેિટӬ ક કુટંુબ બંને સંકલન અԟોને չપશӪતા Ԑથમ ચતુથાӭશમા ંવતુӪળોના
એક પિરમાણ કુટંુબ માટે સમીકરણો લખો 
જથેી વતુӪળો અճપિવરામ નું કેլԍ શું હશે માઈનસc c cx 

સમԆ વગӪ વԱા ઓછા સાથ ેશું હશે  ના સંદભӪમા ંઆખો ચોરસ સમાન વગӪનો તફાવત કરો,c y c x c 
તમને વધુ એક સમીકરણ મળે છે.
  એક չપશӪરખેા અને એક િબંદુ પેરાબોલાની સાથ ેબદલાય છે તેમ
તમને રખેાઓનો એક પિરમાણ પિરવાર મળે છે તમને પરબોલાની չપશӪરખેા રખેાઓ મળે છે જથેી તમે આગળ વધો  t
ફરીથી չપશӪરખેાઓનું એક પિરમાણ કુટંુબ ઉદાહરણ તરીકે તમે չՄેર 280 પર એક િબંદુ લઈ શકો છો.
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યાદ રાખો કે તમે કેવી રીતે પેરામીટર પેરાબોલા છે અને ԧાં એ એક પિરમાણ છે જેt 
વાչતિવક રખેા સાથે બદલાય છે અને પેરાબોલાના દરકે િબંદુ માટે 80  વગӪ અճપિવરામ 280 આ િકչસામાં 2 છે તેથી
તમે չՄેર અճપિવરામ 280 પર િબંદુ પર չપશӪકનું સમીકરણ 
શોધી શકો છો અને તમને ટી Հારા પિરમાિણત રખેાઓનો એક પિરમાણ પિરવાર મળે છે અને
આ રખેાઓ માટે િવભેદક સમીકરણો શોધો ԋીӾ સમչયા જ ેહંુ છંુ  તમને આપવાનો અથӪ એ
છે કે વԃની િસչટમ જુઓ ચોરસ બાય 9 વԱા વԱા વગӪ બાય 4 વԱા બરાબર 1.x c y c 

તો અહી ં શું છે તે વાչતિવક સ՚ંયાઓ પર બદલાય છે.cc 
 
તેમાંથી અંડાકાર છે અને તેમાંથી કેટલાક
અિતશય છે અલબԱ જો હંુ ને માઈનસ 100 માનું છંુ તો ըયા ંકોઈ વળાંક નથી જ ેઆ સમીકરણને સંતોષે છેc 
તેથી ભયંકર રીતે નકારાԵક હોઈ શકતો નથી.c 

 તેથી ની ચોԜસ Ԛેણી માટે કહોc 
ઓછા 9 થી માઈનસ 9 બાકાત તમને કોિનકનું કુટંુબ મળે છે  તમને કોિનકનું એક પિરમાણ કુટંુબ મળે i  nfinity 
છે  હાયપરબોલાસના
પિરવારમા ંએિલխસનું કુટંુબ આ કુટંુબને કોլફોકલ કુટંુબ કહેવાય છે અને 
આ કુટંુબ Հારા સંતુՋ િવભેદક સમીકરણ શોધવા માટે તમાર ેશું કરવું પડશે  વણાંકોનું
 તેથી તમે તેને ફરીથી કેવી રીતે કરશો 

ના સંદભӪમા ંઆપેલ સમીકરણને અલગ કરો 2 પર 9x x 
વԱા વԱા 2 ડેશ પર 4 વԱા બરાબર 0 એ 2 રદ કરશે તમે શું મેળવશો?c yy c 
મૂળ સમીકરણ અને નવા સમીકરણ તેમને 1 પર 9 વԱા અને 1c 
પર 4 વԱા માટેના સમીકરણો તરીકે ગણે છે, આપેલ સમીકરણ չલાઇડ પરની չલાઇડ પર પહેલેથી જ છે, તમારી પાસેc 
4 વԱા પર 9 વԱા વԱા વગӪનું સમીકરણ છે.c c y 

ના સંદભӪમા ંતફાવત કયાӪ પછી 1 બરાબર છે તમને x 
વધુ એક સમીકરણ મળે છે તમને 1 બાય 9 વԱા અને 1 બાય 4 વԱા માટે બેc c 
સમીકરણો મմયા છે આ બે સમીકરણો એકસાથે ઉકેલો તો તમને 1 બાય 9 વԱા મેળવો જ ે1 બાય 4 વԱા હોય તે ગમે તે હોય  c c 
ગમે તે બરાબર છે
પારչપિરક 9 વԱા સમાન કોઈ વչતુને લો 4 વԱા સમાન કોઈ વչતુ લોc c 

તફાવત દૂર ӽય છે અને તમને એક િવભેદક સમીકરણ મળે છે જ ેc 
કોિન՘સના આ એક પિરમાણ પિરવાર Հારા સંતુՋ િવભેદક સમીકરણ હશે તે ખૂબ જ રસԐદ કસરત છે કારણ કે કૃપા કરીને તે કરો  
અમે
આ સમչયા પર ખૂબ જ ટંૂક સમયમાં પાછા જઈશું ઠીક છે આગળની વչતુ ઓથӷગોનલ
ટӬ ેજકેટરીઝ છે જો તમે રસેિનક અને હોિલડેઝ બુકના 635 પՌૃ તરફ વળો છો.
 સમતલમાં વણાકંોની Ԑણાલીઓ
શું છે
 તેથી સમતલમાં વણાકંોની ઓથӷગોનલ Ԑણાલીઓ શું છે તે સમતલમાં વણાંકોની બે Ԑણાલીઓ
છે વણાંકોનો સમૂહ અને વણાંકોનો સમૂહ માંc1 c2 c1 
દરકે વળાંક મા ંદરકે વળાંકને જમણા ખૂણા પર છેદે છે.c2 
 વાદળી વતુӪળો અને તમારા લાલ વતુӪળો દરકે
વાદળી વતુӪળ દરકે લાલ વતુӪળને ઓથӷગોનલ રીતે મળે છે જથેી આવી બે Ԑણાલીઓને એકબીӽના ઓથӷગોનલ ટӬ ેજ՘ેટોરીઝ કહેવામાં
આવે છે 
તેથી અમે કહીએ છીએ  કે કુટંુબ એ વણાકંો ના કુટંુબ માટે ઓથӷગોનલ વણાંકોની એક િસչટમ છેc2 c1 
અને તેનાથી િવપરીત વાԞ ઓથӷગોનલ ટӬ ેજકેટӬ ીઝનો વારંવાર
ઉપયોગ થાય છે આ સંદભӪમા ંઆપણે કહીએ છીએ કે કુટંુબ એ કુટંુબ માટે ઓથӷગોનલ માગӪ છેc2 c1 
અથવા તેનાથી ઊલટંુ કહીએ છીએ  અને એ એકબીӽના ઓથӷગોનલ ટӬ ેજકેટӬ ીઓ છેc1 c2 
તેઓ એકબીӽ માટે ઓથӷગોનલ છે, શા માટે આપણે ઓથӷગોનલ  ટӬ ેજકેટӬ ીઝનો અհયાસ કરવો જોઈએ
જ ેતેમના િવશે իયાન આપે છે કારણ નંબર એક તેઓ સુંદર ભૂિમિત
હંમેશા આકષӪક છે તેઓ સુંદર વչતુઓ છે જથેી તે પયાӪՃ કારણ છે પરંતુ જઓે ઈ՞છે છે તેમના માટે  વાչતવવાદી ઉદાહરણો જોવા 
માટે
તેઓ Ԑવાહી િમકેિન՘સમાં દેખાય છે જ ેતેઓ ઓિխટ՘સમાં દેખાય છે તે યાદ કરો કે ઓિխટ՘સમાં
તમને તરંગનો મોરચો મմયો છે અને તમને િકરણો મմયા છે  િકરણો હંમેશા િમԋોને લંબԁપ હોય છે
તેથી તરંગ િમԋો વչતુઓનું એક કુટંુબ બનાવે છે અને િકરણો એક અલગ સમૂહ બનાવે છે
એકના પદાથӷ અને તըવો બીӽના તըવોને કાટખૂણે છેદે છે તેથી
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ઓથӷગોનલ ટӬ ેજકેટોરીઝ ઓિխટકમાં કુદરતી રીતે દેખાય છે  ઓથӷગોનલ ટӬ ેજકેટӬ ીઓ ગાિણિતકs 
કાટӷԆાફીમાં દેખાય છે કાટӷԆાફી શું છે તે નકશા બનાવવાનું િવԥાન છે નકશા બનાવવાનું િવԥાન ઘણંુ
જૂનું છે અને તે ખૂબ જ સમૃԺ અને ગાિણિતક છે 
િફનલેլડના િફનલેլડના કાટӷԆાફર કાટӷԆાફરોએ અસાધારણ કામ કયુӭ છે જમેાં તેઓએ નોધંપાԋ યોગદાન આխયું છે  કાટӷԆાફીનું 
િવԥાન
જો તમે Ԟારયે કોઈ ՛લોબ જોયો હોય તો તમે નોիંયું છે કે અԟાંશો અને રખેાંશ
એકબીӽને ઓથӷગોનલ રીતે કાપી નાખે છે જથેી અԟાંશોનો પિરવાર અને રખેાંશનો પિરવાર
ઓથӷગોનલ ટӬ ેજકેટӬ ીઝની જોડી બનાવે છે
 તેથી ઓથӷગોનલ ટӬ ેજકેટӬ ીઓ ભૂગોળમાં દેખાય છે
અને કેճԞુલસ એક મહըવપૂણӪ ભૂિમકા ભજવે છે.
  ભૂગોળમાં ભૂિમકાઓ 
એક િવભેદક ӿિՋકોણથી મે̔ લેરી ՠહોન મે̔ લેરી ભૂિમિતના પુչતકના Ԑકરણ 8 પર જુઓ   Ԑકરણ 8 પરનું એક અժભુત પુչતક છે
તમે જુઓ છો કે કાટӷԆાફીની ચચાӪ કરવામા ંઆવી રહી છે જમેાં કેટલાક સુંદર ઐિતહાિસક સંદભӷ છે
અને તે કેટલાક Ԑમેય િવશે વાત કર ેછે જ ેયુલર પર પાછા ӽય છે  અને
18મી અને શԁઆતના 1 ના બે મહાન માչટસӪ ગૉસ  9મી સદીના તેઓ પહેલેથી જ કાટӷԆાફીમાં યોગદાન આપી ચԞૂા છે અլય એક 
ગિણતશાՅી કે જનંુે નામ
કાટӷԆાફીના િવԥાનમા ંદેખાય છે તે લેձબટӪ  છે જ ેગિણતશાՅી પણ છે હવે આપણે ગિણતના ԟેԋમા ંઆગળ
વધીશું  અને સમӽવીશું કે ઓથӷગોનલ ટӬ ેજકેટӬ ીઓ અહી ંકેવી રીતે દેખાય છે અને ગિણતના આ ԟેԋને કહેવામાં આવે છે.

જિટલ ચલના કાયӷના િસԺાંત અને આ િવચારોનો ઉપયોગ એરોչપેસ એિլજિનયિરંગ Հારા કરવામાં આવે છે
જિટલ ચલો માટેના કાયӷનો િસԺાંત એરોչપેસ એિլજિનયરો Հારા ઉપયોગમાં લેવાય છે તેથી
ચાલો આપણે કેટલાક સરળ ઉદાહરણો જોઈએ જ ેજિટલ ચલો માટેના કાયӷના િસԺાંતમાથંી આવતા
હંુ તમને ખાતરી આપું છંુ કે  એવી કોઈ પણ વչતુનો ઉપયોગ કરશો નહી ંકે જનેાથી તમે પહેલાથી જ પિરિચત ન હોવ એવી કોઈ પણ 
વչતુનો ઉપયોગ કરશો નહી ં
જ ેમӱ અહી ંવાત કરી છે તે તમારા 12 ધોરણના અհયાસԃમથી આગળ જશે તેથી
જિટલ ચલના કાયӷના િસԺાંતથી ગભરાશો નહી,ં
 તેથી ચાલો માથંી ફં՘શન લઈએ.c 

ને ના Հારા આપવામાં આવેલ બરાબર չՄેડӪ  તમે તેને વાչતિવક અને કાճપિનકc z f z z 
ભાગોમા ંિવભાિજત કરો નો બરાબર વԱા લખો અનેz f z uxy ivxy 
 તેથી ના ના વાչતિવક ભાગ શું છેz f 

ને વԱા તરીકે લખો અને તમે તેને ચોરસ કરો   વાչતિવક ભાગ નો વગӪ ઓછાz x iy x
નો વગӪ ના કાճપિનક ભાગ પર શું છે તો હવે ચાલો વણાંકોની િસչટમ જોઈએ.y xy 

અને બીӽ શկદોમાં બરાબર િչથર છે ચાલો જોઈએ չՄેર ઓછા չՄેરv x y 
બરાબર અને 2 બરાબર તો ફરી તમે એક જિટલ ચલનું ફં՘શન લઈ રՑા છો જમે કેa xy b 

ની બરાબર չՄેર છે વԱા չՄેર તે લો  વાչતિવક ભાગ એ કાճપિનક ભાગ લોf z z z x iy uxy bxy 
તો չՄેર માઈનસ չՄેર શું છે બરાબર અને સેટ કરો નીuxyx y vxy 2 xy u  
બરાબર છે અને સેટ એ અચલની બરાબર છે જથેી બરાબર અને બરાબર એ વળાંકોનું આ કુટંુબ શું છેv uxy a vxy b 

બરાબર એટલે શું છે વણાંકો ચોરસ ઓછા ચોરસ બરાબરuxy a x y 
છે તેઓ લંબચોરસ અિતપરવલાઓનું કુટંુબ છે આ કુટંુબ બરાબર કે a v b 2xy
બરાબર છે ફરીથી તમને લંબચોરસ હાઇપરબોલાસનું કુટંુબ મળશ ેહંુ તેને છોડીશb 
તે વગӪ િમિનટ ચકાસવા માટે તમને  չՄેર બરાબર એ હાયપરબોલાને ની બરાબર ઓથӷગોનલી કાપી નાખે x us y a xy b  
છે એટલે
કે જો તમે િબંદુ લો છો જ ેબંને વળાંકો પર આવેલું છે તે િબંદુ પરx nought y nought x nought y nought 
બે વળાંકોના ઢોળાવની ગણતરી 
કરો.
  ઢોળાવ છે -1 કેճԞુલસ તમને જણાવશે કે આ ઢોળાવની ગણતરી કેવી રીતે કરવી  ડેિરવેિટյસની ગણતરી કેવી રીતે કરવી
તે ચકાસવા માટે કે આ બે વણાંકો չՄેર ઓછા չՄેર બરાબર અને 2 x y a xy
બરાબર એકબીӽ સાથે ઓથӷગોનલ છે જથેી તમને ખૂબ સરસ લાગે છેb 
ઓથӷગોનલ  ટӬ ેજકેટӬ ીઝ બે ઓથӷગોનલ ટӬ ેજકેટરીઝનું ઉદાહરણ અહી ંલાલ વણાંકો છે
વԃ બરાબર અને વાદળી વણાંકો છે չՄેર માઈનસ չՄેર બરાબર2xy b x y 
િચԋમા ંપહેલાથી જ છે જ ેતમે જુઓ છો કે આંતરછેદના િબંદુએ તેઓ દેખાય છે  ઓથӷગોનલ
િચԋ એકદમ સચોટ છે આભાર ગિણત અને અહી ંહંુ 
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ગિણત િવભાગના એક િવԾાથӯ આિદըય મહેՊરીનો આભાર յયԝ કરવા માંગુ છંુ
જમેણે આ િચԋ બનાյયું  આગળનું ઠીક છે ચાલો જિટલ િવՉેષણમાથંી બીજંુ ઉદાહરણd 
લઈએ ચાલો એક ફં՘શન લઈએ જમેાંથી સી માઈનસ 0 પર յયા՚યાિયત કરવામાં આવે છે.

નું આ ફંકશન શું છે  z z
બરાબર વԱા 1 પર આ ફં՘શન સમԆ પર પર յયા՚યાિયત થયેલ છે જિટલ સમતલનું તે 0 િસવાયz z 
ԧાર ેતે յયા՚યાિયત ન હોય ըયાર ેચાલો જોઈએ કે ԧાર ે વતુӪળ નેz r cost plus ir sine t 
ટӬ ેસ કર ેછે ըયાર ેડોમેનમાં એક વતુӪળ ને ટӬ ેસ કર ેછે ըયાર ેયાદ રાખો કે આપણે િવચારી રՑા છીએr cost plus ir sine t 
અગӪન խલેનમાં પોઈլટ તરીકે જિટલ સ՚ંયાઓ અને તમે
જિટલ સં՚યાઓના આ ભૌિમિતક Ԑિતિનિધըવથી પિરિચત છો
 તેથી હંુ જિટલ સ՚ંયા ને અճપિવરામ તરીકે િવચારી શકંુz r cost r sine t 
અને બદલાઈ શકંુ જથેી તમને ટӬ ેસનું વતુӪળ મળે  ડોમેનમાં એક વતુӪળ શું થાયt z 
છે ના સાથ ેશું થાય છે ઇમજે કવӪનું શું થાય છે ચાલો જોઈએz f f r cos t plus ir sine t , 
આ ઇમજે વԃને સમજવા માટે તે એક મનોરંજક કવાયત છે જથેી જો હોય તો નું શું છે  z r cos z f t
વԱા પછી નો શું છે  ir sine t z r cos t plus ir sine t plus 1 f r cos

પર તમાર ેઅલબԱ જિટલ સંયોજક અથવા છેદનો ઉપયોગ કરવોt plus ir sine 
પડશે અને વչતુને ફરીથી લખવી પડશે અને તમને અճપિવરામ પર મળશે પર r cos t r plus 1 r sine r
1.
42 તરીકે દશાӪવવામાં આવશે આ 1.
42 શું દશાӪવે છે તે બદલાય છે 1.
42
એ અંડાકારનું પિરમાણ છે 1.
42 એક અંડાકારનું Ԑિતિનિધըવ કર ેછે કારણ કે
તમે સારી રીતે ӽણો છો કારણ કે અճપિવરામ સાઈન એ એક અંડાકાર છે ઠીક છેb t 
અધӪ-મ՚ુય અԟના મુ՚ય અԟ શું છે  પર વԱા 1 એ અધӪ-માઈનોર અԟ માઈનસr r r 
1 પર શું છેr 
 તેથી તે અધӪ-મ՚ુય અԟ સાથે લંબગોળ છે વԱા 1 પર અને અધӪ-ગૌણ અԟ ઓછા 1 પરr r r 

અધӪ વ՞ચેનો સંબંધ શું છે  -મ՚ુય અԟ અધӪ-ગૌણ અԟ અને િવલԟણતા r b
વગӪ બરાબર એક વગӪ 1 ઓછા વગӪ બરાબર છેe 
 તેથી તમે લંબગોળની િવષમતા ની ગણતરી કરી શકો છો આ અંડાકારનું બળ i
શું છે તો અંડાકારનું કેլԍ શું છે તે છે  અճપિવરામ શլૂય અને ઓછા અճપિવરામ શլૂયae ae 
પરંતુ શું છે યાદ રાખો չՄેરને 1 ઓછા չՄેરમાં બરાબર છેae b sq  a e 
 તેથી એક չՄેર e
չՄેર એ չՄેડӪ  ઓછા չՄેર છે પરંતુ શું છે խલસ 1 પર શું છે ઓછા 1 પર b r ar r br r
શું છે તો શું չՄેર ઓછા չՄેર છે તે 4 છે.b 

 તેથી વગӪ અને વગӪ 4 છેa  
 તેથી છે.ae 2 

 તેથી ફોસી
અથવા અંડાકાર 2 અճપિવરામ 0 અને ઓછા 2 અճપિવરામ 0 છે.
 આ ખૂબ જ રસԐદ છે કારણ કે

નું મճૂય ગમે તેટલું હોય તો પણ તમને સમાન ફોસી મળે છે આ બધી છબીઓ લંબગોળ છે  વણાંકો જમે બદલાય છે તેમr r 
તમને મળે છે કે તમને સંકેિլԍત વતુӪળોનો આખો સમૂહ મળે છે.r cost plus ir sine t 
 ઇમજે વԃ
બધા લંબગોળ હોય છે પરંતુ આ બધા લંબગોળો સમાન ફોસી ધરાવે છે તેમને કોլફોકલ એિલխસ કહેવામાં આવે છે તેઓ
બધા સમાન ફોસી ધરાવે છે
 તેથી આ કાયӪ ની 1.z 

ની બરાબર વԱા 1 પર એ41   f z z z 
ઝુકોવչકી ફં՘શન કહેવાય છે
 તેથી ઝુકોવչકી ફં՘શન એવા વતુӪળો લે છે કે જ ેમૂળના કેլԍમાં
હોય તો તે લંબગોળ તરફ લઈ ӽય છે જો તમે તે લો છો કે મૂળ પર કેլԍ સાથે વતુӪળને ટӬ ેસ કર ેછે ની છબી z z f
એક અંડાકારને ટӬ ેસ કર ેછે  પરંતુ લંબગોળનું કેլԍ વԱા ઓછા છે  બે અճપિવરામ શլૂય
 તેથી આને
ઝુકોવչકી એિલխસ કહેવામાં આવે છે જથેી આગળની չલાઇડ એ એક કવાયત છે જ ેમӱ હમણાં
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જ તમારા માટે કરી છે ઝુકોյչકી એિલխસનું કેլԍિબંદુ િનધાӪિરત કર ેછે કે તેઓ 2 અճપિવરામ 0 અને ઓછા 2 અճપિવરામ
0 શું છે.

ના એક મճૂય માટે ના એક ખૂબ જ િવિશՋ મૂճય માટે એક લંબગોળ મેળવો કે જે r r 
એક વતુӪળને ટӬ ેસ કરવા માટે ને વતુӪળ તરીકે લેવાને બદલે સમાન સમչયાને સમજવા માટે હંુ તેને તમારા પર છોડી દઈશ.z 
 ચાલો ધારીએ કે મૂળમાંથી એરનેે ટӬ ેસ કર ેછેz 
ઇિլફિનટી ટેક અર ે   િકરણ
એ ધન અԟ સાથે કોણ  થીટા બનાવે છે તો તમે આ િકરણ િવશે કેવી રીતે િવચારો છો x- t
કોસાઇન થીટા વԱા તે સાઇન થીટા તે બરાબર મા ંકોસ થીટા વԱા સાઇન થીટાz t i 
એ 0 થી બદલાય છે  અનંત સુધી અને થીટા િનિՆત છે.

 તેથી હંુ ની છબી શોધવા માંગુ છંુz f 
 તેથી ની z f

વԱા 1 પર છે અને જમે બદલાય છે અને થીટા િનિՆત છે જ ેતમે મેળવો છો કારણ કે ઇમજે વણાકંો ઇમજેz z t 
વણાંકો હાઇપરબોલાસ છે હંુ ӽઉં છંુ  તેમને ઝુકોવչકી હાઇપરબોલાસ કહો કે આ િઝકોવչકી હાઇપરબોલાસ નો ફોસી શોધો
અનુમાન લગાવવા માટેના િરઝ તેઓ 2 અճપિવરામ 0 અને ઓછા 2 અճપિવરામ
0 હશે.
 હાયપરબોલાસ પણ કોլફોકલ છે અને તેઓનો લંબગોળો જવેો જ ફોસી છે
 તેથી કોિનકનો આખો
પિરવાર કોિનકનો કોլફોકલ પિરવાર છે તે દશાӪવે છે કે ઝુકોવչકી હાઇપરબોલાસ
ઝુકોյչકી એિલխસ ઓથӷગોનલલી ફરીથી અમને મળી છે  ઉહ વԃની એક ઓથӷગોનલ િસչટમ
તમને વળાંકોના બે પિરવારો મմયા છે એક
અંડાકારનું કુટંુબ અને હાયપરબોલાસનું એક કુટંુબ  દરકે અંડાકાર દરકે હાયપરબોલાને ઓથӷગોનલલી કાપી નાખશે અમારી
પાસે ઓથӷગોનલ ટӬ ેજકેટӬ ીઝની જોડી છે આ શા માટે રસԐદ છે અથવા શા માટે છે  આ મહըવપૂણӪ છે
તે રસԐદ છે કારણ કે ભૂિમિત સુંદર છે.
 તે મહըવપૂણӪ છે કારણ કે ઝુકોવչકીએ એરફોઇલના િનમાӪણમા ંઆનો ઉપયોગ કયӷ
હતો જથેી એરોչપેસ એિլજિનયિરંગ માટે એિխલકેશનો છે
અને મӱ તમને વેબસાઇટ માટે ચોԜસ િલંક આપી છે ԧાં તમે
નાસા Հારા ՛લેન સંશોધન Հારા એક લેખ શોધી શકો છો  લેબોરટેરી ԧાં તમને ઝુકોવչકીએ એરફોઇճસના િનમાӪણમા ંઆનો ઉપયોગ
કેવી રીતે કયӷ તેની િવગતો 
હવે ઝુકોવમાં મળશ ે չકી ફં՘શનને
એરોչપેસ એિլજિનયિરંગ િસવાયના ખૂબ જ અલગ ԟેԋમા ંપણ લાગુ કરી શકાય છે અને તે જ
આગળની չલાઇડમાં હશે પરંતુ હંુ તેના પર આવું તે પહેલાં હંુ જિટલ ફં՘શન િથયરીમાંથી ફરી એક વધુ કવાયત જોવા જઈ રՑો છંુ.
 
અલગ ફંકશન થી સુધીનું એક ખૂબ જ સરસ ફં՘શનf c c 

ના Հારા બરાબર չՄેર આપવામા ંઆյયું છે બતાવે છે કે આડી રખેાઓ વԱા ની છબી છેz f z z t ic 
તેથી તમારા ને ઠીક કરો અને ને અલગ થવા દોc t 
 તેથી વԱા ટӬ ેસ વԱા શું છેt ic t ic 
િબંદુ 0 અճપિવરામ માથંી પસાર થતી એક આડી રખેા,c 
 તેથી જો હંુ બરાબર લઉં તો વԱા શું չՄેરz t ic z 
થશે તે չՄેર ઓછા չՄેડӪ  વԱા હશે તો ԧાર ે બદલાય ըયાર ેઆ ટӬ ેસ આઉટ શું છેt c 2i dc z 20 
માઇનસ અનંતથી વԱા અનંત સુધી શું થાય છે તે વળાંક չՄેડӪ  ઓછા વગӪ અճપિવરામ છેt c 2tc 
તે પેરાબોલાસ છે આ પેરાબોલાનું ફોકસ શોધે છે અને શું આ ફોકસ પર આધાર રાખે છે કે તમે અપԟેા કરો છોc 
કે જવાબ ના હશે અને તે કլફોકલ ફેિમલી હશે  પેરાબોલાસની
પરંતુ િવનંતી હવે તપાસ કરીએ કે આપણે આડી રખેાઓની છબી લઈ રՑા છીએ
ચાલો આપણે ઊભી રખેાઓની ઈમજે જોઈએ.

વԱા ԧાર ે વાչતિવક સ՚ંયાઓ પર ચાલે છે a t a 
વԱા તે એક ઊભી રખેા છે જ ેિબંદુ અճપિવરામ 0માંથી પસાર થાય છે.a 

 તેથી જો હંુ લઈશ  વԱાનીz 
બરાબર તે չՄેડӪ  એક չՄેર ઓછા չՄેર વԱા 2 છેz t iat 
 તેથી દલીલ խલેનમાં એક િબંદુ તરીકે
આપણે չՄેર ઓછા չՄેડӪ  અճપિવરામ 280 જોઈ રՑા છીએ આ પેરાબોલા માટેનું પેરામીટરાઈઝેશન છેt 
ըયા ં માટે પેરામેિટӬ ક ફોમӪ છે  પેરાબોલા ફરીથી આ પેરાબોલાને શોધો આ પેરાબોલાનું ફોકસ શોધોa 
અને તપાસો કે શું આ પેરાબોલાસ પર આધાર રાખે છે તે પછીની કવાયત બતાવે છે કે
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յયાયામ 19 ના પેરાબોલાસ કસરતના પેરાબોલાસને કાપે છે 20 ઓથӷગોનલ રીતે ફરીથી આપણે ઓથӷગોનલ ટӬ ેજકેટӬ ીઝની જોડી 
જોઈએ છીએ
તેથી હવે આપણે ԋણ મેળյયા છે જિટલ ફં՘શન િથયરીના ઉદાહરણો આપણે
જિટલ ફં՘શન િથયરીમાંથી કોઈપણ ઊંડા િવચારોનો ઉપયોગ કરતા નથી.
 જિટલ ચલના કાયӷનો િસԺાંત
એ ગિણતની ઊંડી શાખા છે.
 પરંતુ અમે કોઈપણ ઓ નો ઉપયોગ કરતા નથી.

કે અમે ફԝ  f 
તે જ બાબતો જોઈ રՑા છીએ જ ેતમારા અհયાસԃમમાં સારી રીતે છે એટલે કે જિટલ સ՚ંયાનો વગӪ
કેવી રીતે કરવો તે દરકે յયિԝ ӽણે છે કે કેવી રીતે વԱા 1 પર ની ગણતરી કેવી રીતે કરવી અને માԋz z 
જિટલ ગુણાકાર અને જિટલ ભાગાકારના આ Ԑાથિમક િવચારોનો ઉપયોગ કરીને  અમે ઓથӷગોનલ ટӬ ેજકેટોરીઝના ԋણ સુંદર 
ઉદાહરણો મેળյયા છે.
 
ઠીક છે તો ચાલો હવે િચԋ જોઈએ
ફરી આિદըયએ આ િચԋો 
બનાյયા છે.
  આંતરછેદનો િબંદુ છે આંતરછેદનો ખૂણો 90 િડԆી છે
 તેથી કૃપા
કરીને આ ӽતે અજમાવી જુઓ તે કરવું ખૂબ જ રમӾુ છે કે હવે ખગોળશાՅના અવકાશી િમકેિન՘સની સવેામાં
ઝુકોવչકી ફં՘શન ઝુકોવչકી ફં՘શનનો વચન આપેલ એિխલકેશન આવે છે અને અહી ંઅમે એક ખૂબ જ સંુદર Ԑમેય પર આવીએ છીએ
બોિલનનું Ԑમેય કહેવાય છે જ ે1911 સુધી ӽય છે.
 તે નોધંપાԋ છે કે ઝુકોવչકી ફં՘શન

આકાશી િમકેિન՘સમાં ઈլեસ એխલીકેશનો અને તે ઝુકોવչકી એિલխસ અને હાયપરબોલાસ બોિલનના Ԑમેયના પુરાવામાં f  
દશાӪવશે તે 
બોલોનને કારણે જૂનું પિરણામ છે કે બરાબર ચોરસનો નકશોw w 
Ԇહોની ગિતના સમીકરણોને આ સમીકરણ બાય મા ંԁપાંતિરત કર ેછે  չՄેરd 2 w ds 
વԱા બરાબર 0.w 
 આ િવભેદક સમીકરણ હવેથી તમને ચોԜસપણે પિરિચત છે કે s
એ વાչતિવક સમય નથી તે િરչકેલ કરલે સમય છે ઝુકોյչકી નકશો અને ઝકોյչકી એિલխસ ફીચર બોિલનના
Ԑમેયના પુરાવામાં બોિલનનું Ԑમેય કહે છે કે ըયા ં એક ખૂબ જ չપՋ ԁપાંતર છે
જ ેિવભેદક સમીકરણોની ખૂબ જ જિટલ િસչટમને ԁપાંતિરત કર ેછે એટલે કે િવભેદક
સમીકરણો કે જ ેસૂયӪની ફરતે Ԇહોની ગિતને સચંાિલત કર ેછે .
 બે શરીરની સમչયા સૂયӪ
અને Ԇહ માԋ આ બે સչંથાઓની ગિતને સંચાિલત કરતી િવભેદક સમીકરણની િસչટમ
સૂયӪની આસપાસના Ԇહને આ િનદӷષ દેખાતા િવભેદક સમીકરણમાં
નોધંપાԋ ટӬ ાլસિમસ Հારા ԁપાંતિરત કરી શકાય છે  Ԇહોની ગિતનો આયન અને આ િવભેદક
સમીકરણની ઉըԃાંિત વાչતવમા ંլયૂટન પર પાછી ӽય છે, પરંતુ જ ેિવՉેષણાԵક չવԁપમા ંઅમને આપવામાં આյયું
છે તે બોિલનને કારણે છે તમે આ િવચારનો સરળતાથી ઉપયોગ કરી શકો છો કેխલરનો Ԇહોની ગિતનો Ԑથમ િનયમ
સાિબત કરવા માટે  Ԇહો સૂયӪની ફરતે લંબગોળ Ԕમણકԟામાં સયૂӪની ફરતે ફર ેછે 
તે કારણ ખૂબ જ સરળ છે તમે આ
સમીકરણ બાય չՄેર વԱા બરાબર શլૂય Հારા હલ કરી શકો છોd2 w ds w 
 તેથી આપણે આ િવભેદક સમીકરણ

ને Հારા હલ કરવું પડશે  વગӪ વԱા બરાબર 0.d2 w ds w 
 હવે તમે જુઓ એ એક જિટલ સં՚યા છે જનેો વાչતિવકw 
ભાગ છે અને તેમાં કાճપિનક ભાગ છેx y 
 તેથી આ સમીકરણ ખરખેર બે સમીકરણો છે બાયd 2 x 

વગӪ વԱા બરાબર 0 બાય  չՄેડӪ  વԱા બરાબર 0 ըયા ંબે સમીકરણોds x d 2 y ds y 
છે સરળ હામӷિનક ગિતના બે સમીકરણો છે જ ેતમે લઈ શકો છો ને ની હોઈ વધુ સામાլય રીતેx cos of s sine 
તમે ને અને ને લઈ શકો છો અને શું કરવું  અમને મળે છે કે અમને મેળવવાની જԁર છેx cosine s y b sine s s 

ના વԱા ના કોસાઈન બરાબર છે જમેાં મૂળ બોલ શું છે યાદ રાખોs s ib sine 
કે ફં՘શન નું બરાબર ચોરસ છે મૂળ કોઓિડӪનેટ એ Ԇહના મૂિવંગ પોઈլટનો મૂિવગં પોઈլટw f w zz 
કોઓિડӪનેգસ હતો
 તેથી એ હશે  વગӪ છેz w 
 તેથી ના Ԇહs 
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ની િչથિત ચોરસનો છે જ ેએક વગӪ છે չՄેડӪ  ઓછા չՄેર չՄેર વԱાz s w cos s b sine s 
2 એબી સાઇનસ કારણ બને છે
 તેથી હવે જો તમે નો વાչતિવક ભાગ અને નો કાճપિનક ભાગ લોz z 
અને કાઢી નાખો  િચՏો અને કોસાઈլસ તો પછી આપણે શું જોઈએ છીએ કે આ
અંડાકારનું પેરામેિટӬ ક સમીકરણ છે
 તેથી ઉદાહરણ તરીકે આ વાչતિવક ભાગને ના તરીકે કૉલ કરો અને કાճપિનકs x 
ભાગને ના તરીકે કૉલ કરો અનેs y 
 તેથી આ અંડાકારનું સમીકરણ શું છે? સાઈનનો કોસાઈન
સૌԐથમ કોસાઈન સાઈન չՄેડӪ  લખો કોસાઈન 2s s 2s 2
સાઈનસ ની ԍિՋએ કારણો 2s 
અને સમીકરણ કે  તમે જુઓ છો કે ઓછા ચોરસ બાદબાકી ચોરસ2x a b 
ભાગાકાર એક વગӪ વԱા વગӪ આખો વગӪ વԱા વગӪ એક વગӪ વગӪb y b 
1 ની બરાબર આ એક લંબગોળ ફોસી છે જનંુે ફોસી મૂળ પર છે તે સંકલનમાં ખૂબ જ
સરળ કસરત છે  ભૂિમિત અને હંુ તમને તે કરવા િવનંતી કԀં છંુ તો અમે અહી ંશું સાિબત કયુӭ છે અમે
બોિલનના Ԑમેયનો ઉપયોગ કરીને સાિબત કયુӭ છે કે જો સમીકરણનું પિરવિતӪત સમીકરણ એિલխસ છેw 
તો સમીકરણ એ સમીકરણનો ચોરસ છે અને અંડાકારનો વગӪ છે  અլય અંડાકારz w 
જનેું ફોકસ મૂળ પર છે
 તેથી નું չથાન એ મૂળ પર એક ફોકસ ધરાવતંુ લંબગોળ છેz 
એટલે કે કેխલરનો Ԑથમ કાયદો չથાિપત કરવામા ંઆյયો છે.
 ઠીક છે, જો કે બોિલનનું Ԑમેય િવભેદક સમીકરણો પરનું Ԑમેય છે
અમે તેને અહી ંસાિબત કરીશું નહી ંકારણ કે તે  ખરખેર અհયાસԃમમાં નથી પરંતુ
હંુ તમને માԋ એટલું કહેવા માગંુ છંુ કે િવભેદક સમીકરણોનો િસԺાંત બહાર ӽય છે અને
ભૌિતક િવԥાનના િવિવધ ભાગો સુધી પહોચેં છે ભૌિતક િવԥાન ખગોળશાՅ કાટӷԆાફી એરોչપેસ
એլӾન  અને આ Ԑમેય լયુટનને પહેલેથી જ ӽણીતો હતો અને તે આકષӪણના િՀ િનયમોના નામ હેઠળ ӽય છેeering 
, હંુ િવչતરણ કરીશ નહી ંકે આકષӪણોના આ િՀ કાયદાનો અથӪ શું થાય છે તે િવՉેષણાԵક չવԁપમાં
જમેાં આપણે Ԑમેય બોિલનને કારણે છે તેમ જણાյયું છે.
 બે չલાઇեસ હંુ તમને બે સંદભӷ આપવા જઈ રՑો છંુ
અને આ બે સંદભӷ મહાન માչટસӪ Հારા લખાયેલા પչુતકો છે જમેાંથી એક મહાન
ગિણતશાՅી છે અને બીજો એક મહાન ભૌિતકશાՅી છે Ԑથમ એક વી
આનӷճડ છે તેણે Ցજુլેસ બેરો լયૂટન અને હճક નામનું પչુતક લ՚યું હતું અને  અમે լયૂટનની િસિԺ િવશે વાત કરીને յયા՚યાનોની આ 
Ԛેણીની શԁઆત કરી છે
કે լયૂટનના કાયӪએ ખગોળશાՅને Ԑયોગમૂલક
િવԥાનમાથંી ગિતશીલ િવԥાનમા ંપિરવિતӪત 
કયુӭ છે -լયુટોિનયન યુગ બે
સદીઓ પછી լયુટનના િસԺાંતને અનુસરીને કકӪવુડ Ӿની શોધ Հારા નોધંપાԋ સરળતા સાથે Ԑવાસ આગળ
વધે છે  aps in the rings of saturn 
બીજગિણતીય ભૂિમિત બોિલંગના Ԑમેય પર լયૂટનના િԐિլસિપયામાંના કેટલાક ઊંડા Ԑչતાવો પર ભાոય સાથે
પિરિશՋ વય 94 માં દેખાય છે.
 ચચાӪ એ છે કે ભૌિમિતક રીતે ભૌિમિતક અને ભյય
છે  આકાશી િમકેિન՘સનો િવજય - ԋણ અથવા 96   પՌૃ પર સમչયા નથી
િપયર િસમોન લેխલેસના չમારક કાયӷ અને અંતે પોઈનકેર પોઈનકેર એ
આકાશી િમકેિન՘સમાં ԃાંિતકારી નવી પԺિતઓ છે જ ેઆધુિનક અવકાશી િમકેિન՘સમાં સૌથી નોધંપાԋ યોગદાનકતાӪઓ પૈકીના એક

Հારા સમӽવવામાં આવી છે.
 બીજો સદંભӪ નોબેલ
પાિરતોિષક િવજતેા એસ ચંԍ શેકર Հારા છે તેમણે એક પչુતક լયૂટનના પીિરન માટે લ՚યું હતું.
  સામાլય વાચક તે
ઓ՘સફોડӪ  યુિનવિસӪટી Ԑેસ Հારા 1996 મા ંԐકાિશત કરવામા ંઆյયું હતું.
 મહાન િશոયવૃિԱનું આ કાયӪ સામԆીથી સમԺૃ છે
અને શીષӪક હોવા છતાં તે સરળ વાંચન 
નથી.
 જઓે એકસાથે
કેճԞુલસ શીખે છે તેઓ ભૌિતકશાՅ શીખે છે તેઓ શીખે છે રસાયણશાՅમા ંતેઓ
ભૌિતકશાՅ અને ગિણતના પૂરતા ԥાનથી સԤ છે.
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 તે આવા િવԾાથӯઓ માટે છે કે આ પુչતક
લખવામાં આյયું છે, અલબԱ આ પુչતક 600 પાનાનું પુչતક છે અને પૃՌ 1 થી પૃՌ 600 સુધી વાંચવું જોઈએ નહી,ં
હંુ તમને સીધો જ જવાની ભલામણ કԀં છંુ.
  પՌૃ 57 અને તમે 
լયુટનના ગિતના િનયમો અને તેના
ગુԀըવાકષӪણના સાવӪિԋક િનયમનો ઉપયોગ કરીને કેխલર Հારા Ԇહોની ગિતના ԋણ િનયમોના સંપૂણӪ પુરાવા જોશો આ પછી તમે 
Ԑકરણ છની પૂરક વાંચવા આગળ વધી શકો છો ԧાં તે
Ԇહોના આકષӪણના િՀ િનયમોની ચચાӪ કર ેછે.
 અને તમે ըયા ંબોિલનના Ԑમેયનો પુરાવો પણ જોશો
અને પછી તમે કેխલર સમીકરણ અને બીજગિણત ભૂિમિત પરના Ԑમેય પર સાતમા ંԐકરણ તરફ આગળ વધી શકો છો 
જ ેլયૂટનના િસԺાંતમા ંસમાયેલ છે હંુ સ ચԍંશેખરના મોહક િનબંધને ટાકંવાનો Ԑિતકાર કરી શકતો નથી.
 આ չલાઇડમાં આઇટમ નંબર ԋણ તરીકે િમશેલ એլજલેોની સાથે լયૂટનની Ԑિતભાનો સંદભӪ આપવામાં આյયો છે ચԍંશેખર լયૂટનના
લખાણોની સરખામણી કર ેછે.

િમશેલ એլજલેોની પેઇિլટંગ સાથનેું િԐિլસિપયા અથવા વેિટકન શહેરમા ંિસչટીન ચેપલની ટોચમયાӪદાf  
ચંԍશેકર આને સજӪનાԵકતાના સૌથી દુલӪભ չતરના કાયӷ તરીકે માને છે, ચાલો
જોઈએ કે ચԍંશેખર શું કહે છે હંુ તમને આ સુંદર િનબંધમાંથી ફԝ એક અવતરણ આપીશ
અને હંુ ભારપૂવӪક  તમને આ િનબંધ વાંચવાની ભલામણ 
કԀં છંુ.
 լયુટન અને િમશેલ એլજલેો પર િલંગ શેકરનો આ િનબંધ વાંચીને
હવે ચાલો ઓથӷગોનલ ટӬ ેજકેટӬ ીઝમા ંિવભેદક સમીકરણો પર આવીએ ધારો કે આપણને
વળાંક નું એક પિરમાણ કુટંુબ આપવામા ંઆવે છે, શું તે હંમેશા શԞ છે કે ઓથӷગોનલ િસչટમ  ની ટӬ ેજકેટӬ ીઝની શોધ કરવી c1 c2 
હંમેશા શԞ છે.
 
ઓથӷગોનલ ટӬ ેજકેટӬ ીઝની પરંતુ હવે હંુ તમને
વળાંકોનું એક પિરમાણ કુટંુબ આપું છંુ અને હંુ તમને પૂછંુ છંુ કે શું ઓથӷગોન છે  al trajectory
અને આ સમչયાને સમજવા માટે તેને કેવી રીતે શોધવી ચાલો ધારીએ કે વણાકંો c1
એક િવભેદક સમીકરણ વԱા સમાન 0 ને જլમ આપે છે.mdx ndy 
 અમે ઉદાહરણો જોયા છે કે તમારી
પાસે પિરમાણ સાથ ેવણાંકોની િસչટમ છે.
 તફાવત કરો તો તમને વધુ એક સમીકરણ મળે છે
તમે બે સમીકરણો વ՞ચે કાઢી નાખો છો અને તમને િવભેદક સમીકરણc 
મળે છે અમે તે Ԑકારના અસ՚ંય ઉદાહરણો જોયા છે
 તેથી હવે હંુ માનું છંુ કે આ થઈ ગયું છે અને તમને
િવભેદક સમીકરણ વԱા બરાબર 0 મմયું છે.mdx ndy 
 હવે  મӱ તમને છેճલા લે՘ચરમાં પહેલેથી જ કՑું હતંુ
કે આ િવભેદક સમીકરણ 1.
43 એ Ԑથમ ԃમ િસչટમના તબԜાના વણાંકો માટેનું િવભેદક સમીકરણ છે
આ Ԑથમ ԃમ િસչટમ શું છે જનેા તબԜાના વણાંકો સમીકરણ 1.
43 છે તે
1.

Հારા બાય બરાબર છે.43 dx dt ny 
  માઈનસ વ՘ેટર માઈનસ એm   nxyi mxyj 
વણાંકો માટે չપશӪક છે અને ઓથӷગોનલ ટӬ ેજકેટӬ ીઓ મૂળ એક માટે ઓથӷગોનલc 
હોવાથી Ԑથમનો չપશӪક સામાլય બને છે  બીજંુ જથેી ઓથӷગોનલ ટӬ ેજકેટӬ ીઝના ટેլજլેટ વ՘ેટસӪ

હોવા જોઈએ ԧાં બે િસչટમનાmi plus nj 
չપશӪક એકબીӽને લંબ હોય છે
 તેથી Ԑથમનો չપશӪક અլય માટે સામાլય હશે
 તેથી ઓથӷગોનલ ટӬ ેજ՘ેટરીઓ
આ િસչટમના તબԜા વԃ છે Հારા બરાબર  અને બાય ની બરાબર તેથીdx dt m dy d n 
ઓથӷગોનલ ટӬ ેજકેટӬ ીઝ માટે િવભેદક સમીકરણ ઓછા બરાબર 0 છે.ndx mdy 

 તેથી વԃ ની િસչટમ આપવામાં આવે તોc1 
આપણે િવભેદક સમીકરણ મેળવીએ છીએ અને પછી આપણે અլય િવભેદક સમીકરણ Հારા ઓથӷગોનલ ટӬ ેજકેટોરીઝ મેળવીએ છીએ

Pru
tor
@
IIT
K



તેથી પહેલા આપણને માંથી આપવામાં આવે છે આપણે માટે િવભેદક સમીકરણ મેળવીએ છીએc1 c1 c1 
અને પછી આપણે માટે િવભેદક સમીકરણ મેળવીએ છીએ અને આ િવભેદક સમીકરણને હલ કરીએ છીએc2 
અને કુટંુબ મેળવીએ છીએ જથેી મӱ હમણાં જ ેકՑું તે Ԑમેય 1 છે તેc2 
આ Ԑમેય તરીકે સારાંશ આપી શકાય જો એક વણાંકોનું એક પિરમાણ એ િવભેદક
સમીકરણ વԱા બરાબર શૂլય Հારા આપવામાં આવે છે અને પછી ઓથӷગોનલ માટે િવભેદક સમીકરણmdx ndy 
ટӬ ેજકેટરીઝ એ માઈનસ બરાબર શլૂય છે ndx mdy i
 તેથી յયાપક પિરિչથિતઓમાં વԃનું કોઈપણ એક પિરમાણ
એક ઓથӷગોનલ ટӬ ેજ՘ેટરી કબૂલ કર ેછે હંુ յયાપક પિરિչથિતઓ કહંુ છંુ કારણ કે આપણે િવભેદક સમીકરણો
માટે અિչતըવના Ԑમેયની ખરખેર ચચાӪ કરી નથી અને આપણે જઈ રՑા નથી
અને આ અિչતըવ Ԑમેયો હશે  યો՛ય પિરિչથિતઓમાં માլય છે પરંતુ յયવહાિરક પિરિչથિતઓમાં
આ શરતો હંમેશા સંતુՋ થશ.ે

 તેથી હવે ચાલો આપણે આને અમુક
ચોԜસ Ԑણાલીઓ ઓથӷગોનલ ટӬ ેજકેટોરીઝ પર અજમાવીએ કે જ ેઆપણે સૌԐથમ અનુભવી છે તે
સંકેિլԍત વતુӪળોનું કુટંુબ છે જ ેઆપણે મેળյયા ંછે તે માટેનું િવભેદક સમીકરણ શું છે.

તે વԱા બરાબર 0 છે તોxdx ydy 
ઓથӷગોનલ ટӬ ેજકેટӬ ીઝ ઓછા બરાબર 0 માટે િવભેદક સમીકરણો શું છે તે એક ચલ િવભાિજત સમીકરણ છેydx xdy 
અને ઉકેલો બરાબર અથવા બરાબર છે y mx x my ,
 તેથી ઓથӷગોનલ
ટӬ ેજકેટӬ ીઝ લાઇન અથવા માં છે  અને દરકે յયિԝ ӽણે છે કે એક વતુӪળ કયા કેլԍ Հારા અથવાig 

મૂળમાંથી એક રખેાને ઓથӷગોનલ રીતે કાપે છે ચાલો હવે પછીની એક લઈએ ચાલો આપણે લઈએigin 
હાયપરબોલાસ չՄેડӪ  ઓછા չՄેર બરાબર ભેદ કરો સી સીધો અӿնય થઈ ӽય છેx y c 
તમને ઓછા બરાબર 0  મળે છે ઓથӷગોનલ ટӬ ેજકેટӬ ીઝ માટે િવભેદક સમીકરણ શું છેx dx ydy 

વԱા બરાબર 0 આ િવભેદક સમીકરણ હલ કરોydx xdy 
જ ેએક ચલ િવભાિજત સમીકરણ છે અને તમને બરાબર નીmod xy c 
િનરપેԟ િકંમતો દૂર કરો અને તમને લંબચોરસ અિતપરબોલાસ મળે છે.
 ઉદાહરણ તરીકે
તમે આ એક પિરમાણ કુટંુબને લો.

નો વગӪ છે x y 
તેથી આપણને વડે ઓછા 2 મળે છેdx xy 
 તેથી વԃ 1.
47 ના કુટંુબ માટે િવભેદક સમીકરણ
એ વԱા 2 શું છે  બરાબર 0.dy xy dx 
 ઓથӷગોનલ ટӬ ેજકેટӬ ીઝ માટે િવભેદક સમીકરણ

માઈનસ બરાબર 0 છે.2xy dy dx 
 આપણે ને ના કાયӪ તરીકે ગણીશું અનેx y 
ઉકેલો એ ની ઘાત વગӪ છે ԧાં ધન છે  િનરંતરmod x ae y a 
િનરપેԟ મૂճયને દૂર કરો અને તમને ઓથӷગોનલ ટӬ ેજકેટોરીઝનું કુટંુબ મળે છે એ નોધં કરો કે બરાબર 0x 
અહી ંસમાવેલ નથી કારણ કે ԧાર ેતમે ચલોને અલગ કરવાની પԺિત કરો છો ըયાર ેઅમે Հારા ભાગી રՑા છીએx 
અને બરાબર 0 એ પણ ખાસ ઉકેલ છે અને  અમે સમӾએ છીએ કે તે સમӾ શકાય તેવું છે કારણx 
કે મૂળ િસչટમના તમામ વણાંકો ઘંટડીના આકારના વણાકંો છે
ԧાર ેતેઓ અԟને કાપી નાખે છે ըયાર ેતે બધામાં չપશӪક આડી չપશӪક હોય છે અનેy 
 તેથી સંપૂણӪ
મճૂય શկદને દૂર કરવાથી તમને ની બરાબર મળશે  પાવર ce x x y
չՄેડӪ  ԧાં કોઈપણ િչથર કૂવો છે હવે આપણે કેટલાક ઉદાહરણો પર આવીએ છીએc 
જથેી વગӪના સમાન પેરાબોલાસના પિરવાર માટે ઓથӷગોનલ ટӬ ેજકેટӬ ીઓ નԜી કરો kx 
જ ેԐથમ સમչયા છે બીӾ તરફ  կલેમ એ છે
કે મૂળમાં અԟને չપશӪતા વતુӪળોના પિરવારને իયાનમાં લો ઓથӷગોનલ  ટӬ ેજકેટોરીઝ માટે િવભેદક સમીકરણ શોધો,y 
իયાનમાં રાખો કે હંુ તમને માԋ િવભેદક સમીકરણોને
એકીકૃત કરતી ઓથӷગોનલ  ટӬ ેજકેટӬ ીઝ માટેના િવભેદક સમીકરણો શોધવાનું કહી રՑો છંુ.
  Ԑકરણ ԧારે
તમે સӽતીય િવભેદક સમીકરણો પર ચચાӪ કરો છો અને પછી ના ફં՘શનને իયાનમાં લો 1z 
પર ની આડી અને ઊભી રખેાઓની છબીઓ શોધો આ નકશા હેઠળ ની 1 પર પર 1z z z 
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વԃનું કુટંુબ મેળવો અને કસરત 23 સાથે સંબંિધત કરો  અમે
પેરાબોલાસ સાથે સમાન કસરત કરી છે હવે હંુ તમને 1 પર ની સાથ ેસમાન કસરત કરવા માટે કહંુ છંુ તમનેz z 
જિટલ િવՉેષણમાથંી ચોથું ઉદાહરણ મળશે અને છેճલી չલાઇડ
આજના յયા՚યાન માટે વધુ બે કસરતો િવશે છે.
  એક િબંદુ 1.
37 
ના એક પિરમાણ પિરવાર માટે ઓથӷગોનલ ટӬ ેજકેટોરીઝ માટે િવભેદક સમીકરણ શોધો એક િબંદુ 1.
37 યાદ રાખો કે s
1 વԱા લેձબડી  2 સમાન 0 તરીકે પરંતુ વતુӪળોમાં કેլԍો 2 અճપિવરામ 0 અને ઓછા 2 અճપિવરામ
0 અને િԋԧા 1 હતા અને અમને સમԟીય વતુӪળોનો એક પિરવાર મմયો છે 
જ ેઓથӷગોનલ ટӬ ેજ՘ેટરી માટે િવભેદક સમીકરણ શોધે છે હંુ તમને િવભેદક સમીકરણ ઉકેલવા માટે કહી રՑો નથી.

િવભેદક સમીકરણ અને છેճલે કોլફોકલ શંકુցુપનું કુટંુબ મӱ
તમને કોլફોકલ શંકુցુપના આ કુટંુબ માટે િવભેદક સમીકરણ નԜી કરવા કՑું અને
ઓથӷગોનલ ટӬ ેજકેટોરીઝ માટે િવભેદક સમીકરણ શોધવા માટે તમને કંઈક અժભુત થતું જોવા મળશે
અને હંુ ઈ՞છંુ છંુ કે તમે સમજૂતી શોધો આ ઘટના માટે મને લાગે છે કે અમે આજ ેમાટે અહીં
રોકાઈશું અને અમે Ԑવચનોની આ Ԛેણી ચાલુ રાખીશું.
 અને પછીના લે՘ચરમાં હંુ
સӽતીય િવભેદક સમીકરણોની ચચાӪ કરીશ, આભાર 
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