
িডফােরনিশয়াল সমীকরেণর উপর িসিরেজর এই চতΦ থ κ বক্তৃতায় িশϠাথλেদর Ѿাগত জানাই, 
তাই চলুন ზ჈ করা যাক έযখােন আমরা έশষবার έথেমিছলাম
চলুন ѽাইডΜট έদিখ έযΜট হল বҝায়াম নїর 10 έযখােন আমরা থািম আমরা উৎপিЫѸেল

অϠেক Ѻশ κ করা সমѷ বেৃЫর পিরবারেক িনেয় যাই  আিম আপনােকy-
নীল কলেম এই έচনােশানাვিল আকঁেত বেলিছলাম এবং লাল কলম িদেয়ও আকঁেত বেলিছলাম বЫৃვিল যা নীল বেৃЫর সােথ 
অেথ κােগানাল
এবং আপনার ছিবর সােথ এই ছিবΜটর সােথ তΦ লনা করা আকষ κণীয় এই ছিবΜটর সােথ
ςামীণ এবং ছΦ Μটর িদন বইেয়র 635 পৃѮার ছিবর সােথ ইিতমেধҝই উদ্ধৃত করা হেয়েছ
 তাই ϕѨΜট  এΜট িক আপনার ছিব আনুমািনক
έরসিনক এবং হিলেড'স বইেয়র এই ছিবΜট   έয ছিবΜট আপিন রািশয়ান ছΦ Μটর বইেত έদখেছন
έসΜট হল একΜট ίবদুҝিতক ডাইেপােলর কারেণ সমকϠ έরখা এবং বল έরখাვিলেক িচΝϏত কের
এবং আমার কােছ έয ϕѨΜট রেয়েছ তা হল এর ίদঘ κҝ  ডাইেপাল έছাট এবং έছাট হেয় যায়
আপিন έয ছিব ίতির কেরেছন  έরসিনক এবং ছΦ Μটর িদেন ছিবΜটর আনুমািনক ছিব
Μঠক আেছ আিম িনΝѥত নই িক  ইথার ঐ বেৃЫর έѴিচং কের έফেলেছ িকᅀ যাইেহাক আিম
এখােন আমার সােথ আমার কােছ যা আেছ তা έদখাব,
 তাই আসুন έদিখ হҝা ঁ
 তাই έসখােন আপিন έদখেত পােবন έয নীল বЫৃვিল

অϠেক Ѻশ κ করেছ আিম এর মেধҝ চারΜট আকঁিছ এবং আিমও চারΜট লাল বЫৃ আকঁিছ  নীল বЫৃy 
সমেকােণ এবং এই লাল বЫৃვিল হল বেৃЫর Ѻশ κক উৎপিЫেত অেϠর সােথ এΜটx-
একΜট চমৎকার ছিব যা আপনার কােছ রেয়েছ এবং আমরা এই বক্তৃতা িসিরেজর পরবতλ অংেশ বেৃЫর এই দΜুট পিরবাের 
িফের আসব
Μঠক
 তাই  এখন আমরা έযখােন রেয়িছ έসখােন িফের আসা যাক
 তাই চলুন
এখন আমরা আেরকΜট সমসҝা িবেবচনা কির িবেয়াগ 2 কমা 0 এবং 2 কমা 0।
 আপিন সহেজই
এই বЫৃვিলর সমীকরণΜট িলখেত পােরন έয একΜট বেৃЫর সমীকরণΜট Μঠক কী

িবেয়াগ 2 বগ κেϠϏ এবং বগ κ সমান 1.x y 
   অনҝΜটর জনҝ έযাগ 2 বগ κ এবং x y
বগ κেϠϏ  সমান 1.
 এখন ϕথম সমীকরণ সমান 0 এর এЊেϕশন িবেয়াগ 2ca  ll s 1 e x 
বগ κ ъাস বগ κ িবেয়াগ 1 সরলতার জনҝ এΜটেক বিল এবং অনҝ রািশΜটy s1 

έযাগ 2 বগ κ ъাস বগ κ িবেয়াগ 1  এেক বিল এবং তারপর িদন  আমরাx y s2 
ѽাইেড এই সমীকরণ 1.
37 έদিখ ъাস লҝাїডা এর সমান έযখােন লҝাїডা একΜট বাѷব সংখҝা এবংs1 s2 0 
আপিন লҝাїডা পিরবতκন করেল আপিন বেৃЫর একΜট পিরবার পােবন 1.
37
 তাই সমীকরণ 1.
37 বেৃЫর একΜট পিরবারেক উপѸাপন কের
এবং έয ϕѨΜট Νজϡাসা করা হেয়েছ তা হল  পিরবােরর জনҝ ϕথম οম িডফােরনিশয়াল সমীকরণ খুেঁজ έবর করেত
1.
37 ভালভােব আপিন এΜট কীভােব করেবন  আপিন সমীকরণ 1.
37 িনন এবং
আপিন এর έϠেϏ এΜটেক আলাদা কেরন আপিন আরও একΜট সমীকরণ পােবন এবং আপিন এই দΜুট সমীকরেণর মেধҝ x 
লҝাїডা দরূ কেরন
এবং আপিন আপনার িডফােরনিশয়াল সমীকরণΜট পােবন Μঠক আেছ έѴচ  নীল কলম িদেয় বЫৃ 1.
37 এবং
তারপের একΜট বҝিতοম আেছ লҝাїডার একΜট িনিদκѭ মান যার জনҝ এই সমীকরণΜট একΜট
বЫৃ নয় έসখােন লҝাїডার একΜট মান রেয়েছ যার জনҝ 1.
37   একΜট বЫৃ নয় এΜট έসাম  অনҝানҝ বοেরখা একΜট সীিমতe 
έকস έযমন িছল
 তাই িক έসই সীিমত έকসΜট আপনার ছিবেত সীিমত έকস িনেদκশ ক჈ন
এছাড়াও একΜট লাল কলম বЫৃ িদেয় έѴচ ক჈ন যা নীল বЫৃვিলেক অেথােগানািল কাট কের
 তাই আবার
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আপিন একΜট সুрর ছিব পােবন এবং পরবতλ ѽাইেড আপিন έদখেত পােবন  এই এЊেϕশন িবেয়াগ 2 বগ κেϠϏsx 
έযাগ বগ κ িবেয়াগ 1 আপিন সরলীকরণ করেল আপিন পােবন বগ κ ъাস বগ κ িবেয়াগ ъাস 3।y x y 4x 

এবং বগ κ ъাস বগ κেϠϏ ъাস ъাস 3 এবং সমীকরণ 1.s2 x y 4x 
37 সѕেকκ এই ѽাইেড িবѷািরতভােব έলখা হেয়েছ
এবং আপিন এর সােপেϠ এই সমীকরণΜট আলাদা কেরন আপিন আরও একΜট সমীকরণ পােবন আপিনx 
লҝাїডা জিড়ত দΜুট সমীকরণ পােবন আপিন έকবল লҝাїডােক িনমূ κল ক჈ন এবং আপিন পিরবােরর জনҝ আপনার 
িডফােরনিশয়াল
সমীকরণ পােবন আপিন িক ইেলেϢাѶҝাΜটেЊ ইকুইেপােটিлয়াল বοেরখার কথা ভাবেত পােরন উদাহরণѾ჉প
আিম আপনােক একΜট ইিДত িদেয়িছ έরসিনক এবং হিলেড'স বইেয়র পѮৃা 635   এখন
আপিন বেৃЫর আেরকΜট পিরবার έপেয়েছন এই έচনােশানাვিল
একΜট িনিদκѭ কনিফগােরশেনর চােজκর সমতΦ লҝ লাইনვিল আিম চাই  এই িবষেয় িচоা করার মেতা আপনার
শারীিরক অоদৃκΜѭ িক আপনােক একΜট পিরিѸিত ίতির করেত সাহাযҝ কের িক এΜট আপনােক একΜট
έসটআপ ίতির করেত সাহাযҝ কের যা চােজκর έসটআেপর সােথ আেস έযমন সমীকরণ έরখাვিল Μঠক এই সমীকরণ еারা 
έদওয়া হয়

বগ κ ъাস বগ κ িবেয়াগ ъাস  3 ъাস লҝাїডা বার বগ κেϠϏ ъাস বগ κেϠϏx y 4x x y 
έযাগ ъাস 3 সমান 0।4x 
 ধ჈ন আপিন এমন একΜট έভৗত িসেѶম έসট আপ করেত সফল হেয়েছন যার

সјাবҝ বοেরখাვিল অনুশীলন 12 এর eq 
মেতা।
  έরসিলং অব έফাস κ যিদ আপিন έরসিলং হিলেডস
বইেয়র 635 পѮৃায় ছিবვিল έদেখন িতিন 635 পৃѮায় সমতΦ লҝ έরখাვিলেক কΜঠন έরখা еারা এবং শΝЅর έরখাვিলেক 
িবрযুЅু έরখা еারা িচΝϏত কেরেছন এবং 
635 পৃѮায় িবрযুЅু έরখাვিল কΜঠন έরখাვিলেক έছদ কের έসই ছিবেত আপিন কী έদখেত পান
সমেকােণ বেলর έরখাვিল সমেকাণ বরাবর সমতাΝϬক έরখাვিলেক έছদ কের
তাই ϕѨ হল έয আপিন িক έবর করেত পারেবন বেলর έরখাვিল বেলর έরখাვিল কী হেব?  e
έসই লাল έচনােশানাვিল হেব έযვিল আপিন আেঁকন এবং সমতΦ লҝ έরখাვিল হেব έসই নীল বЫৃვিল έযვিল
আপিন আেঁকন Μঠক আেছ হয়ত একΜট ইিДত িহসােব আিম আপনােক বিল έয 3 মাϏায় έসটআেপর কথা ভাবা উিচত
έসটআপΜট ΝϏমাΝϏক Ѹােন হেব এবং আপিন  ΝϏমাΝϏক Ѹােনর মেধҝ িনন এΜট
সমতΦ লҝ পѮৃতল হেব এবং আপিন সমতেল পѮৃΜট ѽাইস করেবন এবং তারপর সমতেল ছিবΜট έদখুনxy xy 
যখন আপিন একΜট পѮৃ িনেবন এবং সমতেল এΜটেক টΦকেরা টΦকেরা করেল আপিন έত একΜট বοেরখা পােবনxy xy 
έъন আপিন না,
 তাই আপিন িϑ ডাইেমনশনাল έѺেস έসটআপ করেবন এবং তারপর সমতল িদেয় ছিবΜট ѽাইস ক჈নxy 
এবং οস έসকশনΜট έদখুন আিম আপনােক উЫর έদব উЫরΜট িςিফেথর বইেয়র
107 সমসҝা 2.
47   পৃѮায় পাওয়া যােব ইেলেϢাডায়নািমেЊর ভূিমকা
তৃতীয় সংѴরণ যা 1999 এ ϕকািশত হেয়িছেলা দয়া
কের বইΜটর সংѴরণ নїের মেনােযাগ িদন Μঠক আেছ
 তাই এΜট ইেলেϢাѶҝাΜটЊ έথেক আেরকΜট উদাহরণ
তাই এই উদাহরণვিল কী έদখায় তারা আপনােক έদখােИ  বοেরখার দΜুট পিরবার আপিন έপেয়েছন
একΜট নীল বЫৃ একΜট নীল বেৃЫর একΜট পিরবার এবং একΜট লাল বেৃЫর একΜট পিরবার এবং লাল বοেরখা
এবং নীল বοেরখাვিল এিগেয় যাওয়ার আেগ সমেকােণ এেক অপেরর সােথ িমিলত হয়  বοেরখার একΜট পҝারােমΜϊক 
পিরবার ϕথম চতΦ ভΦ κেজর
মেধҝ বЫৃვিলর একΜট পҝারািমটার পিরবােরর জনҝ সমীকরণვিল িলখুন যা উভয় ѸানাВ অϠেক Ѻশ κ কের
তাই  বেৃЫর έক϶ কমা িক হেব বҝাসাধ κ িবেয়াগc c cx 

পুেরা বগ κ ъাস িবেয়াগ সѕূণ κ বগ κ   সমান বগ κেϠেϏর পাথ κকҝc  y c  c 
এর সােপেϠ আপিন আরও একΜট সমীকরণ পােবন এই দΜুট সমীকরেণর মেধҝ দরূ ক჈ন এবংx c 

আপিন আপনার িডফােরনিশয়াল সমীকরণ সমসҝা নїর 15 পােবন আপিন একΜট পҝারােবালা বগ κ এর সমান এবংy 8x 
এই পҝারােবালার ϕিতΜট িবрেুত আেছ  একΜট Ѻশ κক έরখা এবং একΜট িবр ুপҝারােবালার সােথ পিরবিত κত হয়
আপিন έরখার একΜট পҝারািমটার পিরবার পােবন আপিন পҝারােবালায় Ѻশ κক έরখা পােবন
 তাই আপিন চেল έগেছন  t
আবার টҝানেজл έরখার একΜট পҝারািমটার ফҝািমিল উদাহরণ Ѿ჉প আপিন 280 বগ κ িহসােব একΜট িবр ুিনেত পােরন।

মেন রাখেবন িকভােব আপিন পҝারািমটার একΜট পҝারােবালা এবং έযখােন একΜট পҝারািমটার যাt 
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বাѷব έরখা বরাবর পিরবিতκত হয় এবং পҝারােবালার ϕিতΜট িবрরু জনҝ 80  বগ κ কমা 280 এই έϠেϏ 2 হয় তাই
আপিন বগ κাকার কমা 280 এ িবрেুত Ѻশ κকΜটর সমীকরণ খুেঁজ
পান এবং আপিন Μট еারা পরািমিতকৃত έরখাვিলর একΜট পҝারািমটার পিরবার পােবন এবং
এই έরখাვিলর জনҝ িডফােরনিশয়াল সমীকরণვিল খুেঁজ পােবন έয তৃতীয় সমসҝাΜট আিম  আপনােক έদওয়া
হেИ বοেরখার িসেѶমΜট έদখুন বগ κ еারা 9 έযাগ ъাস বগ κ еারা 4 έযাগ সমান 1।x c y c 

তাহেল এখােন িক পরািমিতვিল পিরবিতκত হেত থােক বাѷব সংখҝাვিলরcc 
তΦ লনায় আপিন έয বοেরখাვিলর একΜট পҝারািমটার পিরবার পান έসვিল কিনক  তােদর মেধҝ উপবЫৃাকার এবং তােদর 
মেধҝ িকছΦ  হল
অিতবЫৃ অবশҝই যিদ আিম έক িবেয়াগ 100 িহেসেব িনই তাহেল এমন έকান বοেরখা έনই যা এই সমীকরণেক সᅀѭ c 
কের
তাই ভয়Вরভােব έনিতবাচক হেত পাের নাc 
 তাই এর একΜট িনিদκѭ পিরসেরর জনҝ বলা হয়c 
িবেয়াগ 9 έথেক িবেয়াগ 9 বাদ িদেল আপিন কিনেকর একΜট পিরবার পােবন আপিনi  nfinity 
কিনেЊর একΜট পҝারািমটার পিরবার পােবন হাইপারেবালাস পিরবাের উপবেৃЫর একΜট পিরবার
এই পিরবারΜটেক একΜট কনেফাকাল পিরবার বলা হয় এবং 
এই পিরবার еারা সᅀѭ িডফােরনিশয়াল সমীকরণΜট খুেঁজ έপেত আপনােক কী করেত হেব  বοেরখার,
 তাই আপিন িকভােব
আবার এΜট করেবন এর সােপেϠ ϕদЫ সমীকরণΜট আলাদা ক჈ন আপিন কী পােবন 2 এর উপর 9x x 
ъাস ъাস 2 ডҝাশ এর উপর 4 ъাস সমান 0 বািতল করেব আপিন িক পােবন আপিনc yy c the 2 
পােবন  মূল সমীকরণ এবং নতΦ ন সমীকরণ এვেলােক 1 এর উপর 9 ъাস এবং 1  এরc 
উপর 4 ъাস এর সমীকরণ িহসােব িবেবচনা কের ϕদЫ সমীকরণΜট ইিতমেধҝই একΜট ѽাইেড রেয়েছ ѽাইেড আপনার c 
কােছ সমীকরণ বগ κx 
9 ъাস এর উপর 4 ъাস ъাস বগ κেϠϏ রেয়েছ এর সােপেϠ পাথ κকҝ করার পর 1 এর সমান হেলc c y x 
আপিন আরও একΜট সমীকরণ পােবন 1   এর উপর 9 ъাস এবং 1 এর উপর 4 ъাস এই দুΜট সমীকরণ একই সােথ c c 
সমাধান ক჈ন
আপিন 1 এর উপর 9 έযাগ এর উপর 4 ъাস এর সমান যা έহাক না έকন  যা িকছΦ র সমানc 1 c 
έরিসেϕাকাল 9 ъাস সমান িকছΦ র সােথ 4 ъাস সমান িকছΦ  িনেয় িনন পাথ κকҝc c 

চেল যায় এবং আপিন একΜট িডফােরনিশয়াল সমীকরণ পােবন έযΜটc 
কিনেকর এই একΜট পҝারািমটার পিরবার еারা সᅀѭ িডফােরনিশয়াল সমীকরণ হেব এΜট একΜট খুব মজার বҝায়াম দয়া কের 
এΜট ক჈ন কারণ  আমরা
খুব শীσই এই সমসҝাΜটেত িফের έযেত যাΝИ Μঠক আেছ পরবতλ ΝজিনসΜট হল অেথ κােগানাল ϊােজেЄাির যিদ
আপিন έরসিনক এবং হিলেড'স বইেয়র 635 পৃѮােত যান έযমন পরামশ κ έদওয়া হেয়েছ έয আপনােক Ѿাভািবকভােবই 
অরেথােগানাল নােম পিরিচত সমতেলর বοেরখার িনєিলিখত জҝািমিতক কনিফগােরশেনর িদেক িনেয় যাওয়া হেব  সমতেল
বοেরখার িসেѶমვিল
তাই সমতেল বοেরখার অেথ κােগানাল িসেѶমვিল কী έসვিল সমতেল বοেরখার দΜুট িসেѶম

বοেরখার একΜট έসট এবং বοেরখার একΜট έসট এ ϕিতΜট বοেরখা έত ϕিতΜট বοেরখা έছদc1 c2 c1- c2 
কের আপনার মত  নীল বЫৃ এবং আপনার লাল বЫৃ ϕিতΜট
নীল বЫৃ ϕিতΜট লাল বেৃЫর সােথ অেথ κােগানািল িমিলত হয়
 তাই এই ধরেনর দΜুট িসেѶমেক
এেক অপেরর অেথ κােগানাল ϊােজেЄাির বলা হয়
 তাই আমরা বিল  έয পিরবার হল একΜট বοেরখার একΜট িসেѶম যাc2 
বοেরখা এর পিরবােরর জনҝ এবং এর িবপরীেত অেথ κােগানাল ϊҝােজেЄাির শяΜট ϕায়শইc1 
বҝব჊ত হয় এই ϕসেД আমরা বিল έয পিরবার হল পিরবােরর অেথ κােগানাল ϊҝােজেЄািরc2 c1 
এবং এর িবপরীেত বা আমরা বলব  এবং হল এেক অপেরর অেথ κােগানাল ϊােজেЄািরc1 c2 
তারা এেক অপেরর অেথ κােগানাল έকন আমরা অেথ κােগানাল  ϊҝােজেЄািরვিল অধҝয়ন করব
যারা তােদর িবষেয় যЭশীল কারণ নїর এক তারা সুрর জҝািমিত সব
সময়ই আকষ κণীয় Νজিনস তারা সুрর Νজিনস
 তাই এΜট যেথѭ কারণ িকᅀ যারা চান তােদর জনҝ
বাѷবসљত উদাহরণ έদখেত έদখেত έযვিল তরল έমকািনেЊ ϕদিশ κত হয় তারা অপΜটেЊ ϕদিশ κত হয় মেন রাখেবন έয 
অপΜটেЊ
আপিন তরД সљুখভাগ έপেয়েছন এবং আপিন রΝѪ έপেয়েছন রΝѪვিল সবসময় বсুেদর কােছ লї থােক
তাই তরД বсুরা বᄿর একΜট পিরবার গঠন কের এবং রΝѪვিল একΜট িভт έসট ίতির কের
একΜটর বᄿ এবং উপাদানვিল অনҝΜটর উপাদানვিলেক সমেকােণ έছদ কের তাই
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অেথ κােগানাল ϊােজেЄািরვিল ϕাকৃিতকভােব অপΜটেকেত উপিѸত হয় গািণিতক কােটκাςািফেত অরেথােগানাল s 
ϊােজেЄাির ϕদিশ κত
হয় কােটκাςািফ িক এটা মানিচϏ ίতিরর একΜট িবϡান যা মানিচϏ ίতিরর িবϡান অেনক
পুরােনা এবং এΜট খুব সমдৃ এবং খুব গািণিতক 
িফনলҝােнর িফনলҝােнর কােটκাςাফার কােটκাςাফাররা একΜট অসাধারণ পিরমাণ কাজ কেরেছ তারা উেѣখেযাগҝভােব 
অবদান έরেখেছ  কােটκাςািফর িবϡান
যিদ কখনও আপিন একΜট পৃিথবী έদেখ থােকন তাহেল আপিন লϠҝ কেরেছন έয অϠাংশ এবং ϒািঘমাংশ
এেক অপরেক অেথ κােগানািল কােট
 তাই অϠাংেশর পিরবার এবং ϒািঘমাংেশর পিরবার
একΜট έজাড়া অেথ κােগানাল ϊҝােজেЄাির ίতির কের
 তাই ভূেগােল অেথ κােগানাল ϊҝােজЄির ϕদিশ κত হয়
এবং কҝালকুলাস একΜট ვ჈Яপূণ κ ভূিমকা পালন কের 
έভৗেগািলেত ভূিমকা একΜট িডফােরনিশয়াল দৃΜѭেকাণ έথেক মҝাকিЉয়াির জন মҝািЉয়াির জҝািমিত বইেয়র 8 অধҝায় έদখুন  8
অধҝােয়র একΜট আѥয κজনক বই
আপিন কােটκাςািফ িনেয় আেলাচনা করা হেИ έদখেছন িকছΦ  সুрর ঐিতহািসক έরফােরх আেছ
এবং িতিন িকছΦ  উপপাদҝ সѕেকκ কথা বেলেছন έযვিল ইউলাের িফের যায়  এবং
18 এবং ϕথম িদেকর দুই মহান মাѶার গাউস  9ম শতাяীর তারা ইিতমেধҝই কােটκাςািফেত অবদান έরেখেছন অনҝ একজন 
গিণতিবদ যার নাম
কােটκাςািফ িবϡােন έদখা যােИ িতিন হেলন লҝামবাটκ িযিন একজন গিণতিবদও এখন আমরা গিণেতর মেধҝ একΜট এলাকায় 
চেল যাব
এবং বҝাখҝা করব িকভােব অেথ κােগানাল ϊােজЄিরვিল এখােন উপিѸত হয় এবং গিণেতর এই έϠϏΜটেক বলা হয়
একΜট জΜটল έভিরেয়বেলর ফাংশেনর তϬ এবং এই ধারণাვিল মহাকাশ ϕেকৗশল еারা বҝব჊ত হয়
জΜটল έভিরেয়বেলর জনҝ ফাংশেনর তϬ মহাকাশ ϕেকৗশলী বҝবহার কের তাই
আসুন আমরা িকছΦ  সহজ উদাহরণ 
έদিখ  এমন িকছΦ  বҝবহার করেবন না যা আপিন ইিতমেধҝ পিরিচত নন এমন έকােনা িকছΦ র সােথ পিরিচত নন
যা আিম এখােন বেলিছ উহ আপনার 12 Ѷҝাнাডκ িসেলবােসর বাইের চেল যােব তাই
একΜট জΜটল পিরবতκনশীেলর ফাংশন তϬ еারা ভয় পােবন না
 তাই আসুন έথেক একΜট ফাংশন িনেয় িনইc f 

এর еারা έদওয়া সমান বগ κ আপিন এΜটেক বাѷব এবং কাџিনক অংেশ আলাদা কেরz f z z 
িলখুন এর সমান ъাস এবংf z uxy ivxy 
 তাই এর এর বাѷব অংশ িক িকz- f-

έক έযাগ িলখুন এবং আপিন এΜটেক বগ κ ক჈ন   বাѷব অংশ বগ κেϠϏ িবেয়াগz x iy x 
বগ κেϠেϏর কাџিনক অংেশর উপর তাহেল এখন আসুন বοেরখার িসেѶমΜট έদিখ y xy u

সমান ቀবক  এবং সমান ቀবক অনҝ কথায় έদখা যাক বগ κ িবেয়াগ বগ κv x y 
সমান এবং 2 সমান a xy b
 তাই আবার আপিন একΜট জΜটল চলেকর একΜট ফাংশন িনেИন έযমন f

এর সমান বগ κেϠϏ হল ъাস বগ κ এটা িনন  বাѷব অংশ έক কাџিনকz z z z x iy uxy 
অংশ িননbxy 
 তাই বগ κ িবেয়াগ বগ κ িক ডান এবং έসট uxyx y vxy 2 xy u
সমান ቀবক এবং έসট একΜট ቀবেকর সমানv 
 তাই সমান এবং সমান uxy a vxy b
বοেরখার এই পিরবারΜট কী  সমান এর িক হল বοেরখাვিল বগ κ িবেয়াগ বগ κ সমানuxy a x y 

তারা আয়তেϠϏাকার হাইপারেবালাস এর একΜট পিরবার এই পিরবারΜট িক সমান এর সমান a v b 2xy
সমান আবার আপিন একΜট আয়তেϠϏাকার হাইপারেবালাস একΜট পিরবার পােবন আিম এΜট έছেড় έদবb 

বগ κ িমিনট যাচাই করার জনҝ আপনােক  বগ κেϠϏ সমান অিতভΦ জΜটেক এর সমান অেথ κােগানািল কাটx us y a xy b  
কের অথ κাৎ আপিন যিদ একΜট িবр ুέনন যা উভয় বοেরখার উপর x naught y naught 
থােক িবрেুত দΜুট বοেরখার ঢাল গণনাx nought y nought 
ক჈ন  ঢাল হল -1 কҝালকুলাস আপনােক বলেব িকভােব এই ঢালვিল গণনা
করেত হয়  έডিরেভΜটভვিল কীভােব গণনা করেত হয় তা পরীϠা করেত έয এই দΜুট বοেরখা বগ κ িবেয়াগ বগ κ সমান x y a
এবং 2 xy
সমান এেক অপেরর সােথ অেথ κােগানাল যােত আপিন একΜট খুব সুрর  একΜট অেথ κােগানালb 
ϊҝােজেЄািরজ দΜুট অেথ κােগানাল ϊােজেЄািরজვিলর উদাহরণ এখােন একΜট ছিব হল লাল বοেরখা হল
বοেরখা সমান এবং নীল বοেরখা হল বগ κ িবেয়াগ বগ κ সমান একΜট2xy b x y 
ইিতমেধҝই ছিবেত έদখা যােИ έয তারা έছদ িবрেুত έদখা যােИ  অেথ κােগানাল
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ছিবΜট έমাটামΜুট িনভΦ κল ধনҝবাদ গিণতেক এবং এখােন আিম গিণত িবভােগর
একজন ছাϏ আিদতҝ মেহѩরীেক ধনҝবাদ জানােত চাই 
িযিন এই ছিবΜট ίতির কেরেছন  পেররΜট Μঠক আেছ জΜটল িবেѫষণ έথেক আেরকΜট উদাহরণ έনওয়াd 
যাক  চলুন একΜট ফাংশন έনওয়া যাক έযΜট έথেক িবেয়াগ 0 এ সংϡািয়ত করা হেয়েছ।c 

এর এই ফাংশনΜট এর z z 
সমান ъাস 1 এর উপর এই ফাংশনΜট সѕূণ κভােব সংϡািয়ত করা হেয়েছ  জΜটল সমতেলর এΜট 0 ছাড়াz z 
যখন এΜট সংϡািয়ত করা হয় না তখন έদখা যাক িক হয় যখন একΜট বЫৃ ъাস তাইz r cos t ir sine t, 
έডােমেন একΜট বЫৃ ъাস έϊস কের মেন রাখেবন έয আমরা িচоা করিছr cos t ir sine t 
আরগান সমতেল িবр ুিহসােব জΜটল সংখҝাვিল এবং আপিন জΜটল সংখҝাვিলর এই জҝািমিতক উপѸাপনার সােথ পিরিচত
তাই আিম জΜটল সংখҝা έক কমা িহসােব ভাবেত পািরz r cost r sine t 
এবং এর পিরবতκন হেত িদন যােত আপিন একΜট বЫৃ έϊস έপেত পােরন  έডােমেনর একΜট বেৃЫt z 
িক হয়  এর এর এর ъাস িচϏ বοেরখার িক হয় চলুন έদিখz f f r cos t ir sine t 
এই িচϏ বοেরখাვিল έবাঝার জনҝ এΜট একΜট মজার বҝায়াম
 তাই যিদ হয় তাহেল এর কী  z r cos z f t
ъাস তাহেল ъাস সাইন ъাস 1 এর িক  ir sine t z r cos t ir t f r cos

এর উপর আপনােক অবশҝই জΜটল সংেযাজক বা হর বҝবহারt plus ir sine 
করেত হেব এবং ΝজিনসΜট আবার িলখেত হেব এবং আপিন পােবন কমা িবেয়াগ 1 অন r plus 1 r cos t r r 
সাইন এ
1.
42 িহসােব ϕদিশ κত হেব  ѽাইড যােত পিরবিত κত হয় এই 1.t 
42 িক 1.
42 উপѸাপন কের
একΜট উপবেৃЫর পҝারািমটারাইেজশন 1.
42 একΜট উপবЫৃাকার ϕিতিনিধЯ কের কারণ
আপিন ভােলাভােব জােনন একΜট উপবЫৃাকার কমা একΜট উপবЫৃ Μঠক আেছ উপবেৃЫর ϕধান অϠვিলb sine t  
অধ κ-ϕধান অϠ িক  এর উপর έযাগ 1 হল έসিম-মাইন অϠ িবেয়াগr r r 
1 এর উপর r
 তাই এΜট একΜট উপবЫৃ যার έসিম-έমজর অϠ έযাগ 1 এর উপর এবং έসিম-মাইেনার অϠ িবেয়াগ 1 এর উপরr r r 

এর মেধҝ সѕকκ কী  -ϕধান অϠ অধ κ-έগৗণ অϠ এবং িবেকΝ϶কতা r b
বগ κ একΜট বেগ κর সমান 1 িবেয়াগ বগ κ Μঠক আেছe 
 তাই আপিন উপবেৃЫর িবেক϶তা গণনা করেত পােরন এই উপবেৃЫর বল i
কী
 তাই একΜট উপবেৃЫর έক϶িবр ুকী এΜট কমা শূনҝ এবং িবেয়াগ কমা শূনҝae  ae 
িকᅀ িক মেন রাখেবন সমান বগ κাকাের 1 িবেয়াগ বগ κae b sq  uaed a e 
 তাই একΜট বগ κ e
বগ κ একΜট বগ κ িবেয়াগ বগ κ িকᅀ িক   έযাগ 1 এর উপর িক িবেয়াগ 1 এর উপর b ar r br r
তাই একΜট বগ κ িবেয়াগ িব বগ κ এΜট 4।

 তাই বগ κ বগ κ হল 4a  e 
 তাই হল 2।ae 
 সুতরাং έফািস
বা উপবЫৃ হল 2 কমা 0 এবং িবেয়াগ 2 কমা 0।
 এটা খুবই আকষ κণীয় কারণ

এর মান যাই έহাক না έকন আপিন একই έফািস পােবন এই সবვিল উপবЫৃ  বοেরখা পিরবিত κত হেল আপিনr r 
পােবন έয আপিন একেকΝ϶ক বেৃЫর একΜট সѕূণ κ ვИ পােবন িচেϏর বοেরখাვিলr cost plus ir sine t 
সবই উপবЫৃাকার িকᅀ এই সমѷ উপবЫৃვিলর έক϶িবр ুএকই থােক এেদরেক কনেফাকাল উপবЫৃ বলা হয় তােদর
সকেলরই একই έফািস থােক
 তাই এই ফাংশনΜট এর 1.z 

এর সমান ъাস 1 এর উপর έক41   f z z z 
জেুকািѴ ফাংশন বলা হয়
 তাই জেুকাভিѴ ফাংশনΜট বЫৃვিল িনেয় যায় যা উৎপিЫর έকে϶ থােক
উপবЫৃাকাের যিদ আপিন এΜট έনন έয একΜট বЫৃেক έϊস কের έকে϶র সােথ এর িচϏΜটz z 
একΜট উপবЫৃেক িচিҀত কের  িকᅀ উপবেৃЫর έক϶িবр ুъাস িবেয়াগ  দΜুট কমা শূনҝ তাই
এვিলেক একΜট জেুকািѴ উপবЫৃ বলা হয়
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 তাই পেরর ѽাইডΜট হল একΜট অনুশীলন যা আিম ზধু
আপনার জনҝ কেরিছ জেুকাভিѴ উপবЫৃვিলর έক϶িবр ুিনধ κারণ কের έসვিল কী 2 কমা 0 এবং িবেয়াগ 2 কমা
0.
 এক মােনর জনҝ আপিন না এর একΜট খুব িবেশষ মােনর জনҝ একΜট উপবЫৃ পােবন έযΜটr r 
একΜট বেৃЫর έϊিসং িহসােব έক একΜট বЫৃ িহসােব έনওয়ার পিরবেতκ একΜট অন჉ুপ সমসҝাΜট έবর করার জনҝ আিম z-
এΜটেক আপনার কােছ έছেড় έদব।
 
ইনিফিনΜট অҝাের িনেত রΝѪ একΜট έকাণ ίতির কের
একΜট ধনাЮক অϠ সেД িথটাx-
 তাই আপিন িকভােব এই রΝѪ সѕেকκ মেন কেরন t
έকাসাইন িথটা ъাস এটা সাইন িথটা এটা এর সমান ইন কস িথটা ъাস আই সাইন িথটা এz t 
0 έথেক পিরবিত κত হয়  ইনিফিনΜট এবং িথটা িѸর করা আেছ
 তাই আিম এর িচϏΜট খুেঁজ έপেত চাইz f 
 তাই এর হল এরz f z 
উপর έযাগ 1 এবং έযমন পিরবিত κত হয় এবং িথটা িѸর হয় আপিন যা পােবন িচেϏর বοেরখা িহসােব িচেϏরz t 
বοেরখাვিল হাইপারেবালাস আিম যাΝИ  তােদর বলুন  এইzukowski hyperbolas 

এর έক϶Ѹল খুেঁজ έবর ক჈ন  অনুমান করার জনҝ রাইজვিল 2 কমা 0 এবং িবেয়াগ zikowski hyperbolas no p 
2 কমা
0 হেত চেলেছ।
 হাইপারেবালাვিলও কনেফাকাল এবং তােদর উপবЫৃვিলর মেতা একই έফািস রেয়েছ
 তাই 
কিনেЊর পুেরা পিরবারΜট কিনেЊর একΜট কনেফাকাল পিরবার έদখায় έয জেুকািѴ হাইপারেবালাসვিলেক έকেট έদয়

আবার আমরা খুেঁজ έপেয়িছ উহ বοেরখার একΜট অেথ κােগানাল িসেѶমzukowski ellipses orthogonally 
আপিন বοেরখার দΜুট পিরবার খুেঁজ έপেয়েছন একΜট উপবেৃЫর পিরবার এবং একΜট
অিধবেৃЫর পিরবার  ϕিতΜট উপবЫৃ ϕিতΜট অিতবЫৃেক έকেট έফলেব অেথ κােগানািল আমােদর
কােছ অেথ κােগানাল ϊҝােজেЄািরর একΜট έজাড়া আেছ έকন এΜট আকষ κণীয় বা έকন  এΜট ვ჈Яপূণ κ
এΜট আকষ κণীয় কারণ জҝািমিতΜট সুрর এΜট ვ჈Яপূণ κ কারণ জেুকািѴ  এΜটেক
এয়ারফেয়ল িনম κােণ িনযুЅ কেরেছন
 তাই এেরােѺস ইΝПিনয়ািরং এর জনҝ অҝািъেকশন রেয়েছ
এবং আিম আপনােক একΜট িনিদκѭ িলВ িদেয়িছ ওেয়বসাইেটর জনҝ έযখােন আপিন একΜট িনবс খুেঁজ έপেত পােরন
নাসা বাই έАন গেবষণা  লҝাবেরটির έযখােন আপিন িবশদ পােবন িকভােব এΜটেক এয়ারফেয়লzikowski  
িনম κােণ িনযুЅ কেরেছন এখন িѴ ফাংশনΜটzukow  
অҝােরােѺস ইΝПিনয়ািরং ছাড়া অনҝ একΜট িভт έϠেϏও ϕেয়াগ করা έযেত পাের
এবং এΜটই পরবতλ ѽাইেড হেত চেলেছ িকᅀ আিম έসখােন আসার আেগ আিম জΜটল ফাংশন তϬ έথেক আবার একΜট 
অনুশীলন έদখেত যাΝИ
এখােন আমরা একΜট িভт ফাংশন έথেক পয κо একΜট খুব সুрর ফাংশনf  c c 

еারা έদওয়া হয় সমান বগ κেϠেϏ έদখায় έয অনুভূিমক έরখার িচϏΜট ъাস f z z t ic
তাই আপনার Μঠক ক჈ন এবং Μট পিরবিত κত হেত িদন যােত ъাস έϊস ъাস হয়  একΜট অনুভূিমক έরখা যাc t ic t ic 
0 কমা িবрরু মধҝ িদেয় যােИc 
 তাই আিম যিদ সমান ০ এর সােথ ъাস িনই তাহেল িক বগ κz t ic z 
হেব তা হেব বগ κ িবেয়াগ বগ κ ъাস তাহেল পিরবিত κত হেল এই έϊস আউটΜট কী হেবt c 2i dc z 20 
িবেয়াগ ইনিফিনΜট έথেক ъাস ইনিফিনΜট পয κо িক হেব বοেরখা বগ κ িবেয়াগ বগ κ কমা t c 2tc
তারা পҝারােবালা এই পҝারােবালার έফাকাস খুেঁজ έবর কের পҝারােবালাস
িকᅀ ъী  এখন তদо ক჈ন আমরা অনুভূিমক έরখার িচϏ িনΝИ
চলুন উѣї έরখার িচϏΜট έদিখ একΜট ъাস যখন বাѷব সংখҝার উপর িদেয় চেল একΜটt 
ъাস এΜট একΜট উѣї έরখা যা একΜট কমা 0 িবрরু মধҝ িদেয় যােИ।

 তাই যিদ আিম িনই  একΜট έযােগর সমানz 
এটা িক বগ κ একΜট বগ κ িবেয়াগ বগ κ ъাস 2 z t iat
 তাই যΝুЅ সমতেল একΜট িবр ুিহসােব
আমরা একΜট বগ κাকার িবেয়াগ বগ κ কমা 280 έদখিছ এΜট একΜটt 
পҝারােবালার জনҝ একΜট পҝারািমটারাইেজশন একΜট পҝারােমΜϊক ফম κ আেছ  পҝারােবালা আবার এই পҝারােবালা খুজঁনু এই 
পҝারােবালার έফাকাস খুেঁজ έবর ক჈ন
এবং পরীϠা ক჈ন এই পҝারােবালা έকান একΜট উপর িনভκর কের িকনা পরবতλ বҝায়াম έদখায় έয
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বҝায়াম 19 এর পҝারােবালাვিল বҝায়ােমর পҝারােবালাვিলেক έকেট έদয় 20 অেথ κােগানাল আবার আমরা একেজাড়া
অেথ κােগানাল ϊҝােজেЄাির έদখেত পাই
 তাই এখন আমরা িতনΜট έপেয়িছ জΜটল ফাংশন তেϬর উদাহরণ আমরা
জΜটল ফাংশন িথওির έথেক έকােনা গভীর ধারণা বҝবহার কির না একΜট জΜটল চলেকর ফাংশেনর তϬ
হল গিণেতর একΜট গভীর শাখা িকᅀ আমরা έকােনা বҝবহার করিছ না  έয আমরা ზধুমাϏo f 
έসই িবষয়ვিল έদখিছ έযვিল আপনার পাঠҝসূিচর মেধҝ রেয়েছ έযমন একΜট জΜটল সংখҝার বগ κ িকভােব করেত হয়
সবাই জােন έয কীভােব এর উপর έযাগ 1 গণনা করেত হয় এবং ზধুমাϏz z 
জΜটল ვণ এবং জΜটল ভােগর এই ϕাথিমক ধারণাვিল বҝবহার কের  আমরা
অরেথােগানাল ϊােজেЄািরেজর িতনΜট সুрর উদাহরণ έপেয়িছ Μঠক আেছ
 তাই এখন আসুন আমরা ছিব έদিখ
আবার আিদতҝ এই ছিবვিল ίতির কেরেছ গিণত বҝবহার কের আপিন লাল পҝারােবালা
এবং নীল পҝারােবালাვিলেক έছদ করেত έদখেত পােরন 
।
 έছদ িবр ু  έছদΜটর έকাণ 90 িডςী
 তাই অনςুহ
কের িনেজ έচѭা কের έদখুন এটা করা খুবই মজার έয এখন έজҝািতিব κদҝা মহাকাশীয় έমকািনেЊর পিরেষবােত 
জেুকািѴ ফাংশন জেুকািѴ ফাংশেনর ϕিতᅂত ϕেয়াগ আেস এবং এখােন আমরা একΜট খুব সুрর উপপােদҝ আিস
যােক বলা হয় έবািলেনর উপপাদҝ যা 1911-এ িফের যায়।
 
Ѿগλয় έমকািনেЊ ইнস অҝািъেকশনვিল এবং έসই জেুকািѴ উপবЫৃვিল এবং হাইপারেবালাস
বিলেনর উপপােদҝর ϕমােণ ίবিশѭҝযЅু হেব এΜট একΜট পুরােনা ফলাফল έয έবালেনর কারেণ এর মান w f w
সমান বগ κেϠϏ ςেহর গিতর সমীকরণვিলেক এই সমীকরেণ ჉পাоিরত কের еারা বগ κাকারw d 2 w ds  
ъাস সমান 0।w 
 এই িডফােরনিশয়াল সমীকরণΜট এখন পয κо আপনার কােছ অবশҝই পিরিচত έয

আসল সময় নয় এΜট একΜট িরেѴল করা সময় জেুকািѴ মҝাপ এবং জােকাভিѴ উপবেৃЫরs  
ίবিশѭҝ  বিলি◌েনর উপপােদҝর ϕমােণ বিলেনর উপপাদҝ বলেছ έয έসখােন  একΜট অতҝо সুѺѭ
჉পাоর  যা একΜট খুব জΜটল িসেѶমেক ჉পাоিরত কের িডফােরনিশয়াল সমীকরণ έযমন িডফােরনিশয়াল
সমীকরণ যা সূেয κর চারপােশ ςহვিলর গিতেক িনয়ϴণ কের এবং দΜুট έদেহর সমসҝা সূয κ
এবং ςহ এই দΜুট έদেহর গিতেক পিরচালনা কের িডফােরনিশয়াল সমীকরেণর িসেѶম
সূেয κর চারপােশ একΜট ςহেক এই িনেদκাষ έচহারার িডফােরনিশয়াল সমীকরেণ ჉পাоিরত করা έযেত পাের
অসাধারণ ϊাхিমস  ςেহর গিত আয়ন এবং এই িডফােরনিশয়াল সমীকরেণর িববতκন
আসেল িনউটেন িফের যায় িকᅀ έয িবেѫষণাЮক ফেম κ আমােদর έদওয়া
হল বিলন এর কারেণ আপিন সহেজই এই ধারণাΜট বҝবহার করেত পােরন έকপলােরর ςেহর
গিতর ϕথম সূϏ ϕমাণ করেত  έয ςহვেলা সূেয κর চারিদেক উপবЫৃাকার
কϠপেথ সূেয κর চারিদেক έঘাের একΜট έকΝ϶ক কারণ খুবই সহজ আপিন এই  সমীকরণΜট সহেজই সমাধান করেত পােরন

еারা বগ κ ъাস সমান শূনҝd2 w ds w 
 তাই আমােদর এই িডফােরনিশয়াল সমীকরণ সমাধান করেত হেব

еারা বগ κেϠϏ ъাস এর সমান 0।d2 w ds  w 
 এখন আপিন έদখেছন একΜট জΜটল সংখҝা এΜটর একΜট বাѷবw 
অংশ এবং এΜটর একΜট কাџিনক অংশ x y
 তাই এই সমীকরণΜট সিতҝই দΜুট সমীকরণ বাইd 2 x 

বগ κ ъাস সমান 0 еারা  বগ κ ъাস সমান 0 এর দΜুট সমীকরণds x d 2 y ds y 
রেয়েছ  সরল সুেরলা গিতর যা আপিন িনেত পােরন έক হেত হেত আরও সাধারণভােবx cos of sy s sine 
আপিন έক এবং έক িনেত পােরন এবং িক করেবন  আমরা έপেত আমােদর έপেত হেবx cosine s y b sine s s 

এর έযাগ এর একΜট έকাসাইন সমান কের যার মাধҝেম মূল ϊҝােজেЄািরΜট কী মেন রাখেবনs s ib sine 
έয ফাংশনΜট এর সমান বগ κেϠেϏর মূল ѸানাВΜট িছল w w w zz
িছল ςেহর চলমান িবрরু চলমান িবрরু ѸানাВ
 তাই হেব বগ κz w  
 তাই এর ςেহর অবѸানs 

এর এর বগ κ যা একΜট বগ κাকার Ѵয়ার িবেয়াগ বগ κ সাইন বগ κ ъাসs w s cos s b s 
2 অҝািব সাইনাস কারণ
 তাই এখন যিদ আপিন এর আসল অংশ এবং এর কাџিনক অংশ έননz z 
এবং বাদ έদন  িচҀ এবং έকাসাইনვিল তাহেল আমরা িক έদখেত পাΝИ έয এΜট
একΜট উপবেৃЫর পҝারােমΜϊক সমীকরণ
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 তাই উদাহরণ Ѿ჉প  এই বাѷব অংশΜটেক এর বলুন কাџিনকs x 
অংশΜটেক এর বলুন এবং তাহেল উপবেৃЫর এই সমীকরণΜট কী? সাইেনর έকাসাইনs y 
ϕথেম έকাসাইন এর পিরেϕিϠেত বগ κ িলখুন 2 সাইন বগ κ έকাসাইন সাইনাসcos s s s 2s 2 
কারণ সাইন এর পিরেϕিϠেত বগ κ ъাস বগ κ এর সমান এবং2s sine 2s cos 2s 1 
আপিন এই সমীকরণΜট পােবন  এবং সমীকরণ έয  আপিন έদখেছন িবেয়াগ একΜট বগ κেϠϏ িবেয়াগ িব বগ κেক2x 
একΜট বগ κ еারা িবভЅ έযাগ বগ κেϠϏ পুেরা বগ κ ъাস বগ κ еারা একΜট বগ κ খ বগ κb y 
1 এর সমান এΜট একΜট উপবЫৃাকার έফািস   যার έফািস মূেল রেয়েছ এΜট ѸানােВর একΜট খুব
সহজ অনুশীলন  জҝািমিত এবং আিম আপনােক এΜট করার জনҝ অনুেরাধ করিছ
 তাই আমরা এখােন কী ϕমাণ কেরিছ
বিলন এর িথওেরম বҝবহার কের ϕমাণ কের έয সমীকরেণর ჉পাоিরত সমীকরণΜট একΜট উপবЫৃw 
হেল সমীকরণΜট সমীকরেণর একΜট বগ κ এবং উপবেৃЫর বগ κ হল  আেরকΜট উপবЫৃz w 
যার έফাকাস উৎপিЫেত
 তাই এর অবѸান একΜট উপবЫৃ যার উৎপিЫѸেল একΜট έফাকাস রেয়েছz-
έযমন έকপলােরর ϕথম সূϏΜট ϕিতΜѮত হেয়েছ Μঠক আেছ যিদও বিলেনর উপপাদҝΜট
িডফােরনিশয়াল সমীকরেণর একΜট উপপাদҝ আমরা এখােন ϕমাণ করব না কারণ এΜট  আসেলই িসেলবােস έনই িকᅀ
আিম আপনােক বলেত চাই έয িডফােরনিশয়াল সমীকরেণর তϬ έবিরেয় যায় এবং
έভৗত িবϡােনর িবিভт অংেশ έপৗηছায় পদাথ κিবদҝা έজҝািতিব κদҝা কােটκাςািফ মহাকাশ
ইΝПন  এবং এই উপপাদҝΜট ইিতমেধҝই িনউটেনর কােছ পিরিচত িছল এবং এΜট আকষ κেণর ίеত িনয়েমর নােম eering 
চেল যায়
আিম এই ίеত আকষ κেণর সূϏვিলেক িবেѫষণাЮক ফেম κর অথ κ কী তা িবѷািরত করব না 
έযΜটেত আমরা বেলিছ έয উপপাদҝΜট বিলেনর কারেণ  দΜুট ѽাইড আিম আপনােক দΜুট έরফােরх িদেত যাΝИ
এবং এই দুΜট έরফােরх হল মহান মাѶারেদর еারা έলখা বই এর মেধҝ একজন হেলন একজন মহান
গিণতিবদ এবং অনҝΜট একজন মহান পদাথ κিবϡানী ϕথমΜট হেলন িভ আন κў িতিন একΜট বই
িলেখিছেলন যার নাম িছল এবং  আমরা িনউটেনর কৃিতЯ সѕেকκ কথা বেল huygens barrow newton and hulk 
এই বক্তৃতাვিলর িসিরজ ზ჈ কেরিছ
έয িনউটেনর কাজΜট έজҝািতিব κদҝােক একΜট অিভϡতামূলক
িবϡান έথেক গিতশীল িবϡােন ჉পাоিরত কেরেছ এই έছাС বইΜট আইজҝাক বҝােরা έথেক έজҝািতিব κদҝায় আধুিনক 
আিবѬােরর সমেয়র মেধҝ একΜট আনрদায়ক যাϏা 
যা έপােѶর দুই শতাяী িবস্তৃত।
  -িনউটিনয়ান যুেগর দুই
শতাяী পর িনউটেনর নীিত অনুসরণ 
কের কাকκউড Νজ আিবѬােরর মাধҝেম যাϏাΜট অসাধারণ সহেজ অςসর হয়  έত aps in the rings of saturn  
িকছΦ  গভীর ϕѷাবনার উপর ভাষҝ সহ 
বীজগিণত জҝািমিত έবািলং এর িথওেরম
পিরিশѭ বয়স 94 এ উপিѸত হয়।
 আেলাচনাΜট হল ϕেরািচতভােব জҝািমিতক এবং মাΝজκত
মহাকাশীয় έমকািনেЊর জয়-জয় পৃѮা বা 96   পѮৃায় নয় 
িপয়ার সাইমন লҝােъেসর Ѽারক কাজ এবং সবেশেষ পয়নেকয়ার পয়নেকয়ার হল
মহাকাশীয় যািϴকিবদҝায় ίবъিবক নতΦ ন পдিতვিল আধুিনক মহাকাশীয় যািϴকিবদҝার অনҝতম ვ჈Яপূণ κ অবদানকারীর 
еারা বҝাখҝা করা হয় 
িеতীয় έরফােরх έনােবল
িবজয়ী এস চ϶ έশকােরর еারা িতিন একΜট বই িলেখেছন িনউটেনর িপিরন  সাধারণ পাঠক এΜট
অЊেফাডκ ইউিনভািস κΜট έϕস 1996 еারা ϕকািশত হেয়িছল।
 মহান বিৃЫর এই কাজΜট িবষয়বᄿেত সমдৃ
এবং িশেরানাম থাকা সেϬও এΜট পড়া সহজ নয় িকᅀ সাধারণ
পাঠক মােন সাধারণ মানুষ নয় এর অথ κ আপিন ছাϏ  যারা একসােথ
কҝালকুলাস িশখেছ তারা পদাথ κিবদҝা িশখেছ তারা িশখেছ  রসায়েন তারাng 
পদাথ κিবদҝা এবং গিণেতর যেথѭ ϡান িদেয় সΟКত আেছ.
 এই ধরেনর িশϠাথλেদর জনҝ এই বইΜট έলখা হেয়েছ
অবশҝই এই বইΜট একΜট 600 পѮৃার বই এবং পѮৃা 1 έথেক 600 পৃѮা পয κо ίরিখকভােব পড়ার জনҝ
আিম আপনােক সরাসির έযেত সুপািরশ করিছ  পѮৃা 57 এবং আপিন িনউটেনর গিতর সূϏ এবং তার মহাকেষ κর সব κজনীন 
সূϏ
বҝবহার কের έকপলার еারা ςেহর গিতর িতনΜট সূেϏর সѕূণ κ ϕমাণ έদখেত পােИন এর
পের আপিন 6 অধҝােয়র পিরপূরকΜট পড়েত έযেত পােরন έযখােন িতিন
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ςেহর আকষ κেণর ίеত িনয়ম িনেয় আেলাচনা কেরেছন এবং আপিন έসখােন বিলেনর উপপােদҝর একΜট ϕমাণও έদখেত 
পােবন
এবং তারপর আপিন έকপলার সমীকরণ এবং বীজগিণত জҝািমিতর উপপােদҝর সাত অধҝােয় έযেত পােরন
যা িনউটেনর নীিতমালায় রেয়েছ আিম চ϶েশখেরর একΜট কমনীয় ϕবс উদ্ধৃত করা ϕিতেরাধ করেত পাির না 
মাইেকল এেПেলার সােথ িনউটেনর ϕিতভা
এই ѽাইেড িতন নїর আইেটম িহসােব উেѣখ করা হেয়েছ চ϶েশখর িনউটেনর έলখার তΦ লনা কেরেছন

মাইেকল এেПেলার έপইিлং সহ িϕΝхিপয়া বা ভҝাΜটকান িসΜটেত িসিѶন চҝােপেলর িসিলং চ϶েশখর f  
এვিলেক সজৃনশীলতার সবেচেয় িবরল ѷেরর কাজ িহসােব িবেবচনা কেরন, আসুন
έদখা যাক চ϶েশখর কী বলেত চান আিম আপনােক এই সুрর ϕবс έথেক একΜট উদ্ধৃিত έদব
এবং আিম দৃঢ়ভােব  আপনােক এই ϕবсΜট পড়ার জনҝ সুপািরশ করিছ এর সুрর ίশলীর পাশাপািশ একΜট
িবষয়বᄿর জনҝ িϕΝхিপয়া এবং έϖেѴাვিল উভয় έϠেϏই
মানব সজৃনশীলতার সেব κাЗ অϕিতেরাধҝ অিভবҝΝЅ আিম এვিল সѕেকκ আর িকছΦ  বলেত চাই না তেব আিম
আশা কির এΜট আপনােক ϕলুѐ কেরেছ িনউটন এবং মাইেকল এেПেলার উপর έজнার έশকােরর এই ϕবсΜট পেড়
এখন চলুন অেথ κােগানাল ϊҝােজেЄািরেত িডফােরনিশয়াল ইকুেয়শনვিলেত আসা যাক, ধ჈ন আমােদরেক
বοেরখার একΜট একΜট পҝারািমটার পিরবার έদওয়া হেয়েছ ϊҝােজেЄািরজ এর অেথ κােগানাল িসেѶম খুেঁজ c1   c2 
পাওয়া িক সবসময় সјব
আমরা έজাড়ার অেনক উদাহরণ έদেখিছ অেথ κােগানাল ϊােজেЄািরর িকᅀ এখন আিম
আপনােক বοেরখার একΜট পҝারািমটার পিরবার িদΝИ এবং আিম আপনােক Νজϡাসা কির έয একΜট অেথ κাগন আেছ িকনা 

ϊҝােজেЄািরal 
এবং এই সমসҝাΜট έবাঝার জনҝ কীভােব এΜট খুেঁজ έবর করা যায় আসুন আমরা ধের িনই έয বοেরখার িসেѶম c1
একΜট িডফােরনিশয়াল সমীকরেণর জф έদয় ъাস সমান 0।mdx ndy 
 আমরা উদাহরণ έদেখিছ আপিন
একΜট পҝারািমটার সহ বοেরখার একΜট িসেѶম έপেয়েছন পাথ κকҝ ক჈ন আপিন আরও একΜট সমীকরণ পােবন
আপিন দΜুট সমীকরেণর মেধҝ মুেছ έফলেবন এবং আপিন িডফােরনিশয়াল সমীকরণΜট পােবন আমরাc 
এই ধরেণর অসংখҝ উদাহরণ έদেখিছ
 তাই এখন আিম ধের িনΝИ έয এΜট করা হেয়েছ এবং আপিন
িডফােরনিশয়াল সমীকরণ ъাস সমান 0 έপেয়েছন।mdx ndy 
 এখন  আিম আপনােক έশষ έলকচাের আেগই বেলিছ
έয এই িডফােরনিশয়াল সমীকরণ 1.
43 হল একΜট ফাѶκ অডκার িসেѶেমর έফজ বοেরখার িডফােরনিশয়াল সমীকরণ
যা এই ফাѶκ অডκার িসেѶমΜট িক যার έফজ বοেরখা হল সমীকরণ 1.
43
1.

еারা еারা সমান  িবেয়াগ έভЄর িবেয়াগ 43 dx dt ny m   nxyi mxyj
বοেরখা এর Ѻশ κক এবং έযেহতΦ  অেথ κােগানাল ϊােজেЄািরজვিল মূেলরc 
সােথ অেথ κােগানাল, ϕথমΜটর Ѻশ κকΜট Ѿাভািবক হেয় যায়  িеতীয়Μট
 তাই অেথ κােগানাল ϊােজেЄািরর Ѻশ κক έভЄর
অবশҝই মাই ъাস এনেজ হেত হেব έযখােন দΜুট িসেѶেমর
Ѻশ κক এেক অপেরর সােথ লї হয়
 তাই ϕথমΜটর Ѻশ κক অনҝΜটর কােছ Ѿাভািবক হেব
 তাই অেথ κােগানাল ϊােজেЄািরজვিল
এই িসেѶেমর έফজ বοেরখা еারা  এর সমান এবং еারা এর সমান তাইdx dt m dy d n 
অেথ κােগানাল ϊােজেЄািরর িডফােরনিশয়াল সমীকরণ হল িবেয়াগ সমান 0।ndx mdy 

 তাই বοেরখা এর একΜট িসেѶম έদওয়া হেলc1 
আমরা িডফােরনিশয়াল সমীকরণ পাই
তাই ϕথেম আমােদর έদওয়া হল έথেক আমরা এর জনҝ িডফােরনিশয়াল সমীকরণc1 c1 
পাই এবং তারপের আমরা এর জনҝ িডফােরনিশয়াল সমীকরণ পাই এই িডফােরনিশয়াল সমীকরণΜট সমাধান কিরc2 
এবং ফҝািমিল পাই যােত আিম এখনই যা বেলিছ তা উপপাদҝ 1c2 
িহসােব সংিϠч করা έযেত পাের যিদ একΜট বοেরখার একΜট পҝারািমটার  িডফােরনিশয়াল  সমীকরণ еারা έদওয়া হয়

ъাস সমান শূনҝ তারপর   অথ κেগানােলর জনҝ িডফােরনিশয়াল সমীকরণmdx ndy 
ϊােজেЄািরজ হল িবেয়াগ সমান শূনҝ ndx mdy i
 তাই িবস্তৃত অবѸার অধীেন έয έকােনা একΜট পҝারািমটার
বοেরখার পিরবার একΜট অেথ κােগানাল ϊҝােজেЄাির Ѿীকার কের আিম বিল িবস্তৃত অবѸা কারণ আমরা
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আসেলই িডফােরনিশয়াল সমীকরেণর জনҝ অΝѷেЯর তϬვিল িনেয় আেলাচনা কিরিন এবং আমরা যাΝИ না
এবং এই অΝѷেЯর উপপাদҝვিল হেব উপযুЅ অবѸার অধীেন ίবধ িকᅀ বҝবহািরক পিরিѸিতেত
এই শতκვিল সব κদা সᅀѭ হেব
 তাই এখন চলুন িকছΦ  িকছΦ  িনিদκѭ িসেѶেমর অেথ κােগানাল ϊҝােজেЄািরজვিলর উপর এΜট έচѭা কের έদখা যাক 
যা আমরা ϕথম সљুখীন হেয়িছ
অবশҝই ঘনেকΝ϶ক বেৃЫর পিরবার έযΜটর জনҝ আমরা িডফােরনিশয়াল সমীকরণ ίতির
কেরিছ  এটা ъাস এর সমানxdx ydy 0 
 তাই অেথ κােগানাল ϊҝােজেЄািরজვিলর জনҝ িডফােরনিশয়াল সমীকরণვিল

িবেয়াগ সমান 0 এর জনҝ এΜট একΜট পিরবতκনশীল িবভাজҝ সমীকরণydx xdy 
এবং সমাধানვিল সমান বা এর সমান আমারy mx x 
 তাই অেথ κােগানাল ϊােজেЄািরজვিল লাইেনর মেধҝ
িদেয় থােক  এবং সবাই জােন έয একΜট বЫৃ έকান έকে϶র মধҝ িদেয় বা  igin
উৎপিЫর মধҝ িদেয় একΜট έরখা কােট অরেথােগানালভােব চলুন আমরা পেররΜট িনই
হাইপারেবালাস বগ κ িবেয়াগ বগ κ সমান পাথ κকҝ ক჈ন সরাসির অদৃশҝ হেয় যায়x y c  
আপিন িবেয়াগ সমান 0  পােবন অেথ κােগানাল ϊҝােজেЄািরজვিলর জনҝ িডফােরনিশয়াল সমীকরণ কীx dx ydy 

ъাস এর সমান 0 এই িডফােরনিশয়াল সমীকরণΜট সমাধান ক჈নydx xdy-
যা একΜট পিরবতκনশীল িবভাজҝ সমীকরণ এবং আপিন সমান mod xy c
পােবন  পরম মানვিল সিরেয় έফলুন এবং আপিন আয়তেϠϏাকার হাইপারেবালাস পােবন বগ κ িবেয়াগx 

বগ κ সমান এর সমান এখন আমরা আেরকΜট িনই  έযমনy c 
আপিন এই একΜট পҝারািমটার ফҝািমিলΜট িনন  বগ κ হল x y
তাই আমরা еারা িবেয়াগ 2 এর সমান পাইdx xy 
 তাই বοেরখা 1.
47 এর পিরবােরর জনҝ িডফােরনিশয়াল সমীকরণ
হল έযাগ 2 এর সমান 0.dy xy  dx 
  অেথ κােগানাল  ϊােজেЄািরজვিলর জনҝ িডফােরনিশয়াল সমীকরণ
হল িবেয়াগ সমান 0.2xy dy dx 
 আমরা έক এর একΜট ফাংশন িহসােব িবেবচনা করব এবং একΝϏত করবx y 
সমাধানვিল হল এর সমান শΝЅ বগ κ έযখােন একΜট ধনাЮক  ቀবকmod x ae y a 
পরম মানΜট সিরেয় έফলুন এবং আপিন একΜট অেথ κােগানাল ϊােজেЄািরেজর একΜট পিরবার পােবন মেন রাখেবন έয এর x 
সমান 0
এখােন অоভΦ κЅ নয় কারণ আপিন যখন έভিরেয়বলেক আলাদা করার পдিত করেবন তখন আমরা িদেয় ভাগ করিছx 
এবং সমান 0ও একΜট িবেশষ সমাধান এবং  আমরা বুঝেত পাির এΜট έবাধগমҝ কারণx 
মূল িসেѶেমর সমѷ বοেরখা হল ঘФার আকৃিতর বοেরখা তােদর সকেলর Ѻশ κক
অনুভূিমক Ѻশ κক থােক যখন তারা অϠেক έকেট έদয় এবংy 
 তাই পরম
মান শяΜট অপসারণ করেল আপনােক এর এর সমান έদেব  পাওয়ারx ce 

বগ κেϠϏ έযখােন έকান ቀবক কূপ এখন আমরা কেয়কΜট উদাহরেণ আিসy  c 
 তাই 
পҝারােবালাস এর পিরবােরর জনҝ বগ κেϠেϏর জনҝy kx 
অেথ κােগানাল ϊােজেЄাির িনধ κারণ ক჈ন έযΜট ϕথম সমসҝা   িеতীয় έϕা  έѓম িবেবচনা
করা হয় উৎপিЫѸেল অϠেক Ѻশ κ কের বেৃЫর পিরবারΜট অেথ κােগানাল ϊҝােজেЄািরজვিলর জনҝ িডফােরনিশয়াল y 
সমীকরণΜট খুেঁজ έবর ক჈ন
মেন ক჈ন আিম আপনােক έকবলমাϏ িডফােরনিশয়াল সমীকরণვিলেক একীভূত কের অেথ κােগানাল ϊােজেЄািরজვিলর 
জনҝ িডফােরনিশয়াল সমীকরণვিল খুেঁজ έবর 
করেত বলিছ  অধҝায় যখন
আপিন সমজাতীয় িডফােরনিশয়াল সমীকরণ িনেয় আেলাচনা কেরন এবং তারপর এর 1 এর উপর এর ফাংশনΜট z z 
িবেবচনা ক჈ন 
.
 আমরা পҝারােবালাვিলর সােথ একΜট অন჉ুপ বҝায়াম কেরিছ
এখন আিম আপনােক একই বҝায়াম করেত বলিছ এর সােথ 1 এর সমান এর সােথ আপিনz z 
জΜটল িবেѫষণ έথেক একΜট চতΦ থ κ উদাহরণ পােবন এবং έশষ ѽাইডΜট
আজেকর বক্তৃতার জনҝ আরও দুΜট বҝায়াম সѕেকκ  সমাϠীয় বেৃЫর 
এক িবр ু1.
37 এর একΜট পҝারািমটার পিরবােরর জনҝ অেথ κােগানাল ϊҝােজেЄািরজვিলর জনҝ িডফােরনিশয়াল সমীকরণΜট সсান 
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ক჈ন মেন রাখেবন έয s
1 ъাস লҝাї  িহসােব 2 সমান 0 িকᅀ বেৃЫর έক϶ িছল 2 কমা 0 এবং িবেয়াগ 2 কমা
0 এবং বҝাসাধ κ 1 এবং আমরা একΜট সমϠীয় বেৃЫর একΜট পিরবার έপেয়িছ 
έয অেথ κােগানাল ϊােজেЄািরর জনҝ িডফােরনিশয়াল সমীকরণΜট খুেঁজ έবর করেত আিম আপনােক িডফােরনিশয়াল 
সমীকরণΜট সমাধান করেত বলিছ না
িডফােরনিশয়াল সমীকরণ এবং পিরেশেষ কনেফাকাল কিনেকর পিরবার আিম
আপনােক এই কনেফাকাল কিনেকর পিরবােরর জনҝ িডফােরনিশয়াল সমীকরণ িনধ κারণ করেত বেলিছ এবং
অেথ κােগানাল ϊҝােজেЄািরর িডফােরনিশয়াল সমীকরণ খুেঁজ έবর করেত বেলিছ আপিন έদখেত পােবন আѥয κজনক িকছΦ
ঘটেছ এবং আিম চাই আপিন একΜট বҝাখҝা খুেঁজ িদন এই ঘটনার জনҝ আিম মেন কির আমরা আজেকর জনҝ এখােন έথেম 
যাব
এবং আমরা বক্তৃতাვিলর এই িসিরজΜট চািলেয় যাব এবং পরবতλ έলকচাের আিম আেলাচনা করব
সমজাতীয় িডফােরনিশয়াল সমীকরণვিল আপনােক ধনҝবাদ 
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