
नमˋार िवȨाȚाōनो, या िभɄ समीकरणांǉा मािलकेतील ितस̴या ʩाƥानात आपले ˢागत आहे 
आʉी आता थोǰा वेगʨा
भूिमतीय ̊िʼकोनाकडे वळू, आʉी भƗक िशकार मॉडेलवर पुनिवŊचार कŝ जेणेकŝन आʉी
िभɄ समीकरणांची ʬोʐेरा लोड कार Ůणाली घेऊ.
 आʉी पिहʞाच ʩाƥानात पािहलं
आहे की समान आहे वजा उणे असे तुʉीdx by dt ax plus bxy dy by dt equal to ky cxy 
नुकतेच दाखवलेʞा ˠाईडमȯे पहात आहे की आमǉाकडे यावर उपाय आहे असे ʉणǻाचा अथŊ काय आहे  िवभेदक
समीकरण आपʞाला वेळेचे कायŊ ʉणून आिण हे वेळेचे कायŊ ʉणून शोधायचे आहे आिण वेळेची ही दोनx y 
कायő एकũ ठेवतात आिण जोडी ˢʙिवराम बनवतात ʉणून आता हा एक िबंदूxt yt 
आहे जो ɘेनमȯे िफरत आहे ˢʙिवराम आहे  समतल मधील पॅरामीटराइǕ वŢxt yt 
हा वŢ कसा िदसतो हे जाणून घेऊ इİǅतो.
 पुɎा एकदा िभɄ समीकरणांची Ůणाली सोडवणे
ʉणजे दोन फंƕɌ ˢʙिवराम शोधणे आिण ʉणून आʉाला पॅरामीटराइǕ वŢ ˢʙिवराम Ůाɑ होतो.xt yt xt 

या वŢाला समतल ʉणूया आता या वŢाचे काटőिशयन समीकरण समजून ƽायचे आहे xy c 
ने िदलेले आहे आिण ने िदलेले आहे वŢाचे काटőिशयन समीकरण कसे शोधायचे आहेdx dt d 

मग चला साखळी लागू कŝया िनयम आिण ने ʉणजे dx dy dx dx
ने ने भािगले ने िलšया वरील िबंदू वेळ ʩुȋɄ दशŊिवतेdt dt dt x 
 ȑामुळे ने हाdx dy 

िबंदूवर िबंदू असणार आहे पण िबंदू काय आहे हे पिहले समीकरण येथे पहा  उणे अॅƛ ɘसy x x 
हे िबंदू काय आहे ते दुस̴या समीकरणाकडे पहा उणे हे अंशातील घटकbxy y ky cxy x 

आिण  भाजकातील घटक आिण ʉणून आʉाला हे समीकरण 1.y 
14 िमळते
जे ˙ʼपणे एक पįरवतŊनीय िवभाजीत समीकरण आहे आिण तुʉाला आता कसे करायचे हे मािहत आहे  या
चल िवभाǛ समीकरण 1.
14 बरोबर हाताळूया, तर आपण हे समीकरण पाš या 1.

आिण14 x 
लोकसंƥा दशŊवू आिण लोकसंƥा नॉन-नगेिटʬ असणे आवʴक आहे ती सकाराȏक असणे आवʴक आहे ʉणून आपणy 

पिहʞा ƓाडŌ ंटमधील िवभेदक समीकरण पाहत आहोत ठीक आहे 
 ȑामुळे आʉी कदािचत ए  सामाɊता न
गमावता असे गृहीत धŝ की आिण दोɎी धनाȏक आहेत तसेच आपण असे गृहीत धŝ कीx y 
भाजक शूɊ नाही ʉणजे शूɊ नाही ʉणजे उणे शूɊ नाही आिण उणे शूɊ नाही ʉणूनa k cx 
आपण या दोघांपासून दूर जाऊ या  उह पॉइंट्स आिण ʉणून आपण ʬेįरएबʤ वेगळे करतो आिण
आपण ʬेįरएबʤ वेगळे करतो येथे ने भाग करतो आिण वजा ने गुणाकार करतो आिण ʉणून आपʞालाx k cx 
हे वजा वर Ȫारे समान िमळते.k cx xdx dy 
 

ǉा संदभाŊत दोɎी बाजू एकिũत करा आिण तुʉाला लॉग काय िमळेल तेथे िनरपेƗ मूʞ ठेवǻाची आवʴकता नाहीy k x 
कारण धन आहे ȑाचŮमाणे धन आहेx y 
 ȑामुळे लॉगįरथम अंतगŊत कोणतेही मॉǰूलस िचɎ असणार नाही
ȑामुळे आʉाला लॉग उणे िमळेल अिधक लॉग वजा Ȫारे एकk x cx   y 
İ̾थरांक समाकलनाचा İ̾थरांक कॅिपटल कॅिपटल या अƗराने दशŊिवले गेले आहे आिण आʉी एकाey 
Ɨणात लƗात घेऊ की 1.
15 हे पॅरामीटराइǕ वŢ ˢʙिवराम चे काटőिशयन समीकरण आहे ʉणून तुʉीxt yt 
याशी पįरिचत आहात  टाक  समतलातील वतुŊळ समान बरोबर ea x cos theta y sine

ही वतुŊळाची पॅरामेिटŌ क समीकरणे आहेत िकंवा काटőिशयन समीकरण वगŊ अिधकtheta  x 
वगŊ 1 िकंवा तुʉी समान कोसाइन थीटा समान y x y b sine

घेऊ शकता  लंबवतुŊळाचे पॅरामेिटŌ क समीकरण काटőिशयन समीकरण ˍेअर वर ˍेअरtheta x 
ɘस ˍेअर वर ˍेअर 1 आहे y b 
पॅरामेिटŌ क समीकरण चा वगŊ आिण ǉा बरोबरीचे आहे.x 80 y 280 

 ȑामुळे तुʉाला मािहत आहे की
पॅरामीिटŌ क समीकरणे आिण काटőिशयन समीकरणांमधील हे संŢमण तुʉाला माहीत आहे,
 ȑामुळे तुʉी जे पहात आहात ते
समीकरण 1.
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15 हे या वŢ साठी वŢ साठी काटőिशयन समीकरण आहे.c c 

वŢ या िवभेदक समीकरणाचे समाधान एक वŢ ˢʙिवराम देते हा वŢxt yt 
अƗराने दशŊिवला जातो आिण आʉाला जे आढळले आहे ते काटőिशयन समीकरण हे समीकरण आहेc 

1.
  15 वŢ ˢतः ला फेज वŢ ʉणतात.
 वŢ ˢतः च िवभेदक समीकरणांǉा Ůणालीसाठी फेज वŢ ʉणतात
सवŊ बरोबर लƗात ठेवा की हे समीकरण 1.
15
हे एक अितशय मनोरंजक समीकरण आहे 1.
15 ʉणजे काय हे एक अितशय मनोरंजक समीकरण आहे असे ʉणतात की लॉग उणे  अिधक k x cx a

हे दुस̴या शɨांत नेहमी İ̾थर असते   याचा अथŊ असा कीlog y minus by 
तुʉाला वजा अिधक वजा हे संयोजन नेहमी İ̾थर असतेk log xt cxt a log y t byt 
ȑाचे मूʞ असते आिण ते वेळेनुसार बदलत नाही याचा अथŊ असा आहे की हे
एक Ůकारचे संरिƗत Ůमाण असणार आहे.
 हे संयोजन वेळेनुसार İ̾थर आहे हे
आता बदलत नाही जर तुमǉाकडे यांिũक Ůणाली शा˓ीय
यांिũकी पुराणमतवादी Ůणाली मधून येणारी Ůणाली असेल तर तुʉाला मािहती आहे की ऊजाŊ जाणार आहे  जर
तुʉी पŐडुलम समीकरण िकंवा हामŖिनक ऑसीलेटर साधे हामŖिनक ऑसीलेटर घेतले तर तुʉाला
मािहती आहे की एकूण ऊजाŊ नेहमीच संरिƗत केली जाते.
  y
ऊजőǉा संवधŊनासारखेच आहे आिण आपण याला
काही अथाŊने पयाŊवरणीय ऊजőचे संवधŊन ʉणू या, जे काही असले तरी फƅ उपमा देऊन मी
याला पयाŊवरणीय ऊजőचे संवधŊन ʉणत आहे, ʉणूनच मी हे एकीकरणाचे İ̾थरता दशŊिवǻासाठी हे अƗर वापरतो.e 
 
मी फेज वŢ बȞल आणखी काही गोʼी सांगतो , या फेज वŢचे िचũ िवचारणे देखील ˢाभािवक आहे
जर तुʉी हे 1.
15 घेतले तर हे समीकरण कसे होईल तुʉी समीकरण 1.
15 ƽाल आिण तुʉी

समतल मȯे या वŢचा ɘॉट िवचारलात तर ते कसे होईल  हे वŢ हे समीकरण एक İƑʼxy 
समीकरण असʞासारखे िदसते  जर ते चौरस अिधक ˍेअर चा समान असेल तर तेx y e 
समकŐ िūत वतुŊळे आहेत जर मोठी झाली तर िũǛा  मोठी झाली तर तुʉाला एक मोठे वतुŊळ िमळेल जेणेकŜन ईe 
ठेवेल  वाढʞाने तुʉाला एककŐ िūत वतुŊळे िमळतात पण दुदŔवाने हे वतुŊळाचे समीकरण नाही
हे एक अिधक İƑʼ समीकरण आहे.
 हा वŢ ˋेच कसा काढतो हे वŢ
रेखाटणे अवघड नाही  पण असे करǻासाठी तुʉाला काय आवʴक असेल
अनेक ʬेįरएबʤǉा कॅʌुलसमधून काही मूलभूत संकʙना असतील.
 तुʉाला अनेक ʬेįरएबʤǉा कॅʌुलसमधून काही संकʙना आवʴक असतील
आिण ते आʉाला सȯाǉा अɷासŢमाǉा ʩाɑीǉा बाहेर थोडेसे घेऊन जातील आिण ʉणून
मी  ȑा वŢांचे ˋेच कसे काढायचे याबȞल मी फƅ एक िटɔणी करेन
की हे वŢ समतलातील बंद वŢ आहेत जसे वतुŊळांचे एक कुटंुब िकंवा
लंबवतुŊळांचे कुटंुब हे बंद वŢ आहेत 1.
15 जसे की ते बदलतात  बंद वŢांचे कुटंुब आहे
जर तुʉी बदलत रािहलात तर वŢ मोठे आिण मोठे केले तर बंद वŢ मोठे
आिण मोठे होतील हे वŢ कसे काढायचे हे समजून घेǻासाठी मी तुʉाला फƅ ȑांǉासाठी एक संदभŊ देईन
Ǜांची उȖुकता तुʉाला जागृत केली आहे पॉलने या पुˑकाचा सʟा घेऊ शकता:
पुˑकाचे शीषŊक İ̾थरता अİ̾थरता आिण गोधंळ आहे हे एक अितशय मनोरंजक पुˑक आहे आिण तुमǉापैकी
Ǜांना हे वŢ कसे रेखाटायचे हे समजून ƽायचे आहे.
  ʬोʐेरा लोटका मॉडेल
या पुˑकाचा सʟा घेऊ शकते मला आवडले आहे.
 वेबसाइटवरील एक अितशय छान लेख
जो तुʉी डाउनलोड कŝ शकता तो िवनामूʞ उपलɩ आहे आिण या िटपांमȯे
या फेज वŢांचे एक अितशय संुदर िचũ आहे.
 1.
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15 ने िदलेʞा वŢांचे कुटंुब
या लेखात ɘॉट केला गेला आहे तुʉी Ůयȉ कŝ शकता ठीक आहे वाचन आनंदी आहे ʉणून आता आपण
भौितकशा˓ात उȥवणारे टɔे  आकृती पाš या ʉणून आपण एक साधे िदसणारे िवभेदक समीकरण dx by dt

उणे समीकरण 1.equal to y dy by dt equals x 
16 समीकरण पाš.
  1.
16 ही खरोखरच साधी हामŖिनक
मोशन आहे साȯा हामŖिनक मोशनची समीकरणे देखील याŮमाणे िलिहली जाऊ शकतात
ओमेगा ˍेअर इƓल 1.
 आता मला 1.
16 साठी फेज वŢ समजून ƽायचे आहेत
आता तुʉी थेट 1.
16 पाš शकता आिण तुʉी पाš शकता  ते समान x sine ty equal to

हे या समीकरणाचे समाधान आहे 1.cos d 
16 तर तुʉाला काय वाटते 1.
16 साठी फेज वŢ
आहेत ते अगदी सोपे आहेत ते वतुŊळे आहेत
 ȑामुळे फेज curs  1.
16 चे हे वŢ आहेत ves 
.
  थोǰा वेगʨा
पȠतीने बघूया आपण एकाला दुस̴याने भागू या आिण ने िलšया ʉणजे काय आहे ने dx dy dy d

िबंदूने भागाकार डॉट ने ʉणजे ने ने भागाकार ने ʉणजे उणे आहे  वरxy x dy dx dy dt dx dt x 
पुɎा ते एक वेįरयेबल िवभाजीत समीकरण आहे हे एक वेįरयेबल िवभाजीत समीकरण आहे  नेहमीǉा ओळीसंह पुढे जा
आिण तुʉाला ˍेअर अिधक ˍेअर ǉा समान िमळेल आʉाला आमचीx y c 
एकाŤ वतुŊळे िमळाली आहेत
 ȑामुळे फेज वŢ एककŐ िūत वतुŊळे आहेत जरी िसːीम आहे
या Ůणाली समीकरण 1.
17 बाबत मला एक महȇाची िटɔणी करायची 
आहे.
 ȑात मूळ Ůणाली 1.
16 पेƗा कमी मािहती आहे.
 याचा अथŊ तुʉाला काय ʉणायचे
आहे आʉी 1.
16 पािहला असे ʉणायचे आहे की आʉाला चे फंƕन ʉणून शोधायचे आहे  वेळ आिण फंƕन ʉणून वेळीx y o  f 
आʉी 1.
17 सोडवत आहोत 1.
17  असे ʉणǻाचा अथŊ काय आहे  ʉणजे आिण  मधील संबंध शोधणेx y 
ʉणजे ˍेअर अिधक ˍेअर ǉा बरोबरीचे आहे तर ˍेअर अिधक ˍेअरx y c x y 

ǉा बरोबरीचे समीकरण िमळवणे हे ʉणǻापेƗा खूप वेगळे आहे कोसाइन आिण बरोबर c x r t y r sine t
वतुŊळ चौरस अिधक ˍेअर ǉा बरोबरीचे अनेक पॅरामीटरायझेशन आहेत आिण ˢʙिवरामx y c sin t 

हे अनेक पॅरामीटरायझेशनपैकी फƅ एक आहे दुसरे पॅरामीटरायझेशन cos t x
समान 1 वजा ˍेअर असू शकते  1 अिधक ˍेअर बरोबर 2 बाय 1 अिधक ˍेअर तुʉालाt t y t t 
तुमǉा समɋय भूिमती अɷासŢमांमȯे िकंवा कॅʌुलस कोसŊमȯे हे आढळले असेल
वतुŊळ ˍेअर अिधक ˍेअर 1 बरोबर कोसाइन ˢʙिवराम ʉणून पॅरामीटराइǕx y t 
केले जाऊ शकते  ˢʙिवराम कोसाइन ʉणून पॅरामीटराइǕ केले जाते ते 1 वजा ˍेअर बाय 1sin t t t 
अिधक ˍेअर ˢʙिवराम 2 बाय 1 अिधक ˍेअर ʉणून पॅरामीटराइǕ केले जाऊ शकते t t t 
.
 वतुŊळ ˍेअर अिधक ˍेअर ई पॅरामीटरायिझंग करǻाचे बरेच वेगवेगळे मागŊ आहेत  1.x y 
   ǉा गुणवȅेनुसार आिण मधील संबंधx y  
˙ʼपणे सोडवǻापेƗा हे िवभेदक समीकरण 1.
16 सोडवǻापेƗा खूपच कमी मािहतीपूणŊ आहे ʉणून 1.
17
1.

Pru
tor
@
IIT
K



16 पेƗा कमी मािहती आहे मला आणखी एक Ůणाली पाš Ȩा आिण मी नंतर या िटɔणीवर परत येईन
ȑामुळे जोडीचा िवचार करा  समीकरण बरोबर बाय बरोबर 1 अिधक वगŊdy by dt 2xy dx dt x 
तुʉी पिहʞा चतुथाōश िविहरीत काम करता मी एकाला दुस̴याने िवभािजत करणार आहे
 ȑामुळे मला काळजी करावी लागेल

आहे की आहे  ȑाबȞल काळजी करा ० पेƗा मोठा ० पेƗा मोठा ० y 0 x 0 x y x y
पेƗा मोठा ठीक आहे आता तुʉाला १.
१९ पैकी Ůथम Ţमाची समीकरणे िमळवायची आहेत तुʉाला १.
१९
चे फेज वŢ समजून ƽायचे आहे ते पुɎा काय आहे िबंदू ʉणजे िबंदू िबंदूdy by dx equals y dot on x  y y 
हे वेळेǉा संदभाŊत चे ʩुȋɄ आहे   आिण ते 2 ने िदलेले आहे िबंदूy xy x 
ʉणजे ची ʩुȋɄ 1 अिधक चा वगŊ आहे ʉणून िबंदू वर िबंदू आहे जे होईल  1x x dy dx y x 
अिधक ˍेअर वर 2 असेल पुɎा तुʉाला एक ʬेįरएबल िवभाजीत समीकरण िदसेल  तुमǉाकडे एक वेįरयेबल िवभाजीत x xy n 
समीकरण आहे
तुʉाला ते कसे हाताळायचे हे नſी मािहत आहे ʉणून मी या उदाहरणातील सम˟ा Ůʲ पूणŊ करǻासाठी ते तुमǉावर सोडतो
1.
19 तुʉी ˙ʼपणे 1.
19 समाकिलत कŝ शकता का तुʉी आिण चे कायŊ ʉणून शोधू शकताt x y 
या समीकरण 1.
19 चे समाधान करǻासाठी चे कायŊ ʉणून तुʉी ते कŝ शकता कारण तुʉी Ůथम चेt dx 
दुसरे समीकरण बरोबर 1 अिधक वगाŊ सोडवू शकता.dt x 
 तुमǉा ला पिहʞा समीकरणात खेचून ƽा आिणx 
तुमचे िमळवा ʉणून पुɎा येथे आहे  हे एक Ůकरण आहे िजथे y a 

चे फंƕन ʉणून आिण चे फंƕन ʉणून िमळवǻासाठी दोन समीकरणे ˙ʼपणे सोडवली जाऊ शकतात तर मी तुʉाला t x t y 
जे िवचारत आहे तो फेज वŢ आहे याचा अथŊ

आिण मधील संबंध आणखी एक उदाहरण िवचारात ƽा  िवभेदक समीकरणाची जोडीx y 
बाय बरोबर 1 वर 1 अिधक वगŊ बाय बरोबर 1 वर 1 अिधक वगŊ ʉणून  1.dx dt y dy dt x 

20 फॉमŊचे िवभेदक समीकरण िमळवून
1.
21  चे फेज वŢ शोधणे 
ʉणजे बाय समान िमळवणे Ȫारे काय आहे हे करǻासाठी  या Ůकरणातdy dx dx in dy fx 
ते 1 अिधक चा वगŊ 1 अिधक चा वगŊ पुɎा एक ʬेįरएबल िवभाǛ समीकरण असेल आिण तुʉीy x 
हे ʬेįरएबल िवभाǛ समीकरण एकũ कŝ शकता आिण तुʉी आिण मधील संबंध शोधू शकता कृपयाx y 
हा ʩायाम पूणŊ करा आिण फेज वŢ शोधा .
  समाकलन İ̾थरांकाǉा िविवध मूʞांसाठी फेज वŢ,
ȑामुळे आʉी एकीकरण İ̾थरांक बदलतो तुʉाला
वेगळा वŢ िमळेल
 ȑामुळे तुʉाला वŢांचे एक कुटंुब िमळेल ʉणून कृपया हे करा की तुʉाला
1 अिधक वगाŊǉा बरोबर िमळणे सोपे आहे 1 अिधक चौरस वर पण तुʉी अंदाज लावू शकता कीpi dx dy x 
ते काय असेल जेथे चा ʩुǿम अिधकx tan y 

चा ʩुǿम आहे जो एकीकरणाचा İ̾थरांक आहे आिण ʉणून तुʉाला दोɎी बाजंूना टॅन लावावा लागेलc tan 
तुʉाला समान िमळेल  टॅन ऑफ टॅनमȯे ɘस चा ʩुǿम आहे आिण ʉणून तुʉी पुढे जा आिण तुʉालाx y c 

आिण मधील संबंध िमळेल ठीक आहे आता आपण पुढǉा अंकावर जाऊया आपण समान x y dx by dt y phi of xy
आिण बरोबर बरोबर पाš.dy dt 

ǉा मȯे वजा करा तुʉी पुɎा ने करता पुɎा एकाला  x squ phi x dx dy 
दुस̴याने िवभािजत करा  फीड पूणŊपणे नाहीशी होते तुमǉा लƗात येते फी पूणŊपणे नाहीशी होते तुʉाला ने dy d

बरोबरीने वजा वर Ȫारे समान उणे वर याचा अथŊ पुɎा ʬेįरएबल िवभाजीतx x ydy dx x y 
समीकरण  तुʉाला ˍेअर अिधक ˍेअर ǉा बरोबरी िमळतातx y c 
 ȑामुळे उʟेखनीय वैिश̽Ǩ
ʉणजे हे शुʋ काहीही असले तरीही 1.
22 चे फेज वŢ सवŊ वतुŊळे ˍेअर अिधकx 

ˍेअर समान ˍेअर आहेत याकडे दुलŊƗ कŝन मी घेतले तर िवशेषत: काय आहे  1 ǉा बरोबर  जरy c phi 
मी समान 1 घेतले तर 1.phi 
22 वाचले बरोबर बरोबर वजा बरोबर dx dt ydy dt x dt 

बाy dy 
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आिण ची समान कोसाइन मी बदलतो आिण मी r sine t y t r t phi xy
चा घेतो वगाŊǉा बरोबर मग काय होईल मग सोʞूशन यापुढे साइन नाही आिण कोसाइनphi x t 

तुʉी तपासू शकता समाधान होणार आहे फेज वŢ बदला चौरस अिधक वगŊ समानt x y 
फेज वŢ बदलत नाहीत जे मी आȅाच थोǰा वेळापूवŎ सांिगतले होते पण हे समान c  xt c

आिण बरोबर यापुढे चालणार नाही मी जर चा ˍेअर बरोबर घेतलाsin t yt c cos t xy phi x 
तर हे कायŊ करेल  मी घेतʞास 1 असेल तर कायŊ करा जर मी घेतला तर चा वगŊ असेल हे आताphi phi x 
चालणार नाही ʉणून जेʬा मी चा बरोबर ˍेअर 1.x y phi x 
22 मȯे घेतो तेʬा मला तुʉी
वेळ आिण चे कायŊ ʉणून शोधायचे आहे  वेळेचे कायŊ आहे काही Ůारंिभक अटी y x x
0 ǉा बरोबर 1 वर ŝट 2 आिण 0 ǉा वर तुʉी आता तुमचे डोकेy 
खाजवायला सुŜवात कराल मी हे बरोबर ˍेअर बाय समान उणे कसे करणार आहे  Ɛूब मीdx dt yx dy dt x 

चे फंƕन ʉणून आिण चे फंƕन ʉणून कसे शोधणार आहे कारण Ȫारे समीकरणामȯे Ȫारेt x t y dx dt aydy 
समािवʼ आहे dt xx

 ȑामुळे ते कॉम ही एक जोडलेली समीकरण Ůणाली आहे आिण मी वैयİƅकįरȑा ȑापैकी एक सोडवू शकत नाही
आिण आधीǉा उदाहरणात जसे घडले तसे दुस̴यामȯे बदला,
 ȑामुळे तुʉी जे पहात आहात
ते ʉणजे आʉी हळूहळू Ůगती करत आहोत  अिधक आिण अिधक İƑʼ समीकरणांवर जेथे शोधणे आिणssing xt 

शोधणे वैयİƅकįरȑा सोपे होणार नाही पण मी ʉणतो की हे एकतर अवघड नाहीyt 
या उदाहरणात ते कसे करायचे ते येथे एक इशारा आहे ʉंटले आहे की तुʉाला मािहत आहे की खोटे आहेxtyt 
तुʉाला माहीत असलेʞा वतुŊळात चा बरोबर असेल जेथेt x c cosine psi ty of t c sine psi t 

हे चे कायŊ आहे सवŊ मी ʉणत आहे की चा ǉा बरोबरीने चालणार नाहीpsi t t psi  t 
फी 1 असेल तेʬाच कायŊ करा पण फी नाही वगŊ आहे ʉणून हे फंƕन अिधक İƑʼ होणार आहेphi 1 x psi t 
ȑामुळे वतुŊळावरील कोणताही िबंदू हा वतुŊळातील कोणȑाही िबंदूǉा कशाचाही कोसाइन
असतो कॉमा साइन थीटा आिण ʉणून हे चे फंƕन बनते िकंवाcos theta theta t 
या Ůकरणात मी चे नोटेशन वापरतो ʉणून मी ʉटले आहे समान बरोबर t psi xt c cosine psi ty c sine psi

आिण मला हे 1 असणे आवʴक आहे का आहे  1 कारण ही Ůारंिभक İ̾थती पहाt psi tc c 
ची 0 समान 1 वर ŝट 2 ǉा 0 बरोबर मूळ 2 वर 1 आिण वगŊ अिधक वगŊx y x y 
चा वगŊ आहे ʉणून असणे आवʴक आहे ʉणून हे ˙ʼ आहे ʉणून तुʉाला साठी िवभेदक समीकरण Ůाɑ c c 1 c 1 psi t 

करावे लागेल
तुʉी ǉा पयाŊयी साठी िवभेदक समीकरण कसे Ůाɑ करणार आहातpsi t x 
कोसाइन ǉा बरोबरीचे समीकरण 1.psi t t 

ǉा ǉा बरोबर ǉा ǉा22 y t psi t sine 
1.
22 समीकरणात आिण तुʉाला डॉट समान िमळेल तुʉाला साठी एक िवभेदक समीकरण िमळेल आिणpsi psi 
ते िवभेदक समीकरण हे एक वेįरयेबल िवभाजीत समीकरण आहे  आिण आʉी ŮȑƗात समाकिलत कŝ शकतो आिण आʉी
ते िमळवू शकतो ʉणून तुʉी चे फंƕन ʉणून ˙ʼपणे शोधणे आिण चे कायŊ ʉणून ˙ʼपणे शोधणेt x t y 
थोडे अिधक İƑʼ झाले आहे हे ʩायाम दाखवते की जेʬा आपण हे फंƕन बदलतो तेʬाphi 
फेज वŢ काय होते  फेज वŢ बदलू शकत नाही हे नेहमी ˍेअर अिधक ˍेअर असतेx y 

ˍेअर ʉणजे काय बदलते पॅरामीटरायझेशन पैकी एका केसमȯे ते ˢʙिवरामc sine t 
दुस̴या बाबतीत ते ची असते आिण  हे थोडेसेcosine t psi t cos sine psi t a  psi t 

İƑʼ फंƕन आहे
 ȑामुळे पॅरामीटरायझेशनने वŢ बदलला आहे हे वतुŊळ आहे जसे मी
ʉटʞाŮमाणे वतुŊळात अमयाŊदपणे अनेक पॅरामीटरायझेशन आहेत जे योƶ पॅरामीटरायझेशन
आहे जे िवभेदक समीकरणाचे िनराकरण असेल ʉणून मी एक सामाɊ िटɔणी कŝ.
  आपण उदाहरणांची संƥा पािहली आहे
1.
16 1.
19 आिण 1.
22 ʉणजे 1.
16 काय आहे हे हामŖिनक ऑसीलेटर आहे ǉाdx dt 
y 1.
16 ǉा बरोबर ǉा बरोबर बरोबर उणे ʉणजे 1.dx y dy dt dt dt x 
19 dy xt x 2

बरोबर आहे  समान 1 अिधक चौरस पुɎा मी पुɎा सांगतो की तुʉी दुसरे समीकरण सोडवू शकताd d dt x 
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िमळवा हे पिहʞा समीकरणात टाकलेले वेळेचे फंƕन ʉणून िमळवा आिण नंतर वेळेचे फंƕन ʉणून िमळवाx y 
ʉणून पुɎा येथे आपण ते कŝ शकू आिण समीकरण  1.
22 Ǜाची आपण आȅाच
चचाŊ केली आहे ʉणून या तीन उदाहरणांमȯे आपण वेळेची कायő ʉणून आिण शोधǻात ˙ʼपणे सƗम आहोतx y 
आिण ही एक अȑंत दुिमŊळ पįरİ̾थती आहे.
 

भार समीकरण समान वजा समान उणेrra dx by dt ax plus bxy dy by dt ky 
तुʉाला हे पयाŊवरणीय उजőचे संवधŊन िमळते.cxy 

 तुʉी यापुढे जाऊ शकत नाही हे एवढेच िमळवू शकता
आिण वेळेचे कायŊ ʉणून ˙ʼपणे िमळवू शकता आिण ˙ʼपणे एक ʉणून  वेळेचे कायŊx y 
 ȑामुळे तुʉाला
या समीकरणामȯे मयाŊदा आहेत हे िदसेल.
 तुʉाला समीकरण 1.
25 मȯे समाधानी असणे आवʴक आहे.

तुʉी मागील तीन उदाहरणांŮमाणे वेळची फंƕɌ ʉणून आिण वैयİƅकįरȑा िमळवू शकत नाहीx y 
परंतु ʩवहारात हे समीकरण सवŊ ʩावहाįरक हेतंूसाठी हे चरण वŢ पुरेसे आहे  असे
िदसून आले की फेज वŢ पुरेसा आहे.
 1.
25 समीकरणावŝन आपʞाला िसːीमǉा वतŊनाबȞल आपली सवŊ मािहती िमळू शकते.

चला आणखी एक उदाहरण पाš या
आपʞा शेवटǉा लेƁसŊमधून पŐडुलम समीकरण įरकॉल आहे बाय ˍेअर ɘस  वर d2y dt l sine y g
शूɊ आहे जेथे हे कोनीय िव̾थापन आहे  मȯ ̾थानावŝन पŐडुलम िव̾थािपतy 
होतो  आिण दोलनामȯे सेट होतो आिण मȯ ̾थानावŝन होणारे िव̾थापन
हे कोनीय िव̾थापन आहे तर कोनीय िव̾थापनाचे ʩुȋɄ कोनीय वेग काय आहे yt 

Ȫारे आहे आहे कोनीय वेग आहेdt d z 
तुʉी कोनीय वेग वेगळे करा तुʉाला कोनीय Ůवेग िमळेल  Ȫारे आहेdt 

Ȫारे हा कोनीय Ůवेगाचा वगŊ केला जातो परंतु  िवभेदक समीकरण तुʉाला असे देते कीd2y dt 
Ȫारे वगŊ वजा वर ʉणून आपण या गोʼी एकिũतपणेd2y dt g l sine y 

पयōत एकũ कŝया आिण Ȫारे ʉणू.dt dt dz 
  उणे वर साइन आता समीकरण 1.g l y 
27 पहा
तेच आहे मी Ȫारे करǻाचा Ůयȉ करतो आहे Ȫारे आहे वर वजा आहे पुɎा तुʉाला िदसेल की dt dy d d dt l sine y g 
आʉाला
समीकरणांची एक Ůणाली िमळाली आहे िवभेदक समीकरणांची जोडलेली Ůणाली शोधतेy 
वेळेचे कायŊ ʉणून ˙ʼपणे आिण वेळेचे कायŊ ʉणून ˙ʼपणे शोधणे हा एक कठीणz 
ʩवसाय आहे आिण दोन कायő एकũ ˢʙिवराम आिण तुʉाला एक पॅरामीटराइǕ वŢ िमळेल.yt zt 

पॅरामीटराइǕ वŢ हे पŐडुलम समीकरणासाठी फेज वŢ आहेत एकतर 1.e 
26 िकंवा 1.
27
ते खरोखर समान आहेत ʉणून जोडी ˢʙिवराम हे पŐडुलम समीकरणासाठी फेज वŢ आहेतyt zt 
1.
26
 ȑामुळे आिण मधील संबंध िमळवा आिण मधील संबंध िमळवाzt y t zt 

दुस-या शɨात फेज वŢांसाठी काटőिशयन समीकरणे िमळवा फेज वŢांसाठी काटőिशयन समीकरणे िमळवाyt 
आिण तुमǉा िनकालाचा भौितक अथŊ लावा.
 तुʉी या
फेज आकृतीचे िचũ पािहले असेल जर तुʉी फेज वŢ एकũीकरण İ̾थरांकाǉा िविवध मूʞांसाठी ɘॉट
केʞास  समतल वŢांचे एक पॅरामीटर फॅिमली िमळवा आिण या िचũालाyz 
फेज डायŤाम असे ʉणतात जो तुʉी कदािचत तुमǉा भौितकशा˓ाǉा अɷासŢमातील पŐडुलम समीकरणासाठी हा फेज आकृती
पािहला असेल, तुʉी कदािचत तेथे आिण मधील या संबंधाची भौितक ʩाƥा देखील पािहली असेलz y 

आिण बरोबर संबंध आहे आिण नाȑाचा अथŊ काय आहेz y 
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तो संवधŊनाचा िनयम आहे ऊजाŊ   पŐडुलम ही एक पुराणमतवादी यांिũकo  f 
Ůणाली आहे आिण उजőǉा संवधŊनाचा िनयम तुʉाला आिण यांǉातील संबंध देतोzt yt 
आिण हे नाते तुʉाला फेज वŢांसाठी काटőिशयन समीकरण ʉणून िमळेल.
 
या ट̪ɗाचे रेखाटन करǻासाठी तुʉी भौितक अंतǒाŊन देखील वापŝ शकता  वŢ हे
फेज वŢ बंद वŢ होणार आहेत कारण जेʬा तुʉी पŐडुलमला दोलनात सेट करता तेʬा
पŐडुलम İˢंग होऊ लागतो आिण ते दोलन गती दाखवते आिण ʉणून हे फेज
वŢ बंद सिकŊ ट्स होतील.
 माũ जर तुʉी पŐडुलमला जोरात धſा िदला
तर  पŐडुलम काय करेल हे खूप कठीण आहे ते पुढे जाईल ते
उजवीकडे शीषŊ̾थानी जाईल आिण सिकŊ ट पूणŊ करेल आिण खाली येईल आिण ते होईलx 
आिण ते वतुŊळाकार हालचाली ŮदिशŊत करेल आिण ते तुʉाला ȑानुसार काढǻास सƗम
करेल  ऊजőǉा मोǬा मूʞांसाठी फेज वŢ Ůयȉ करा िकंवा कदािचत भौितकशा˓ाǉा काही पुˑकांचा सʟा ƽा
या ʩायामाचा उȞेश सह बाहेर आणǻासाठी काहीही असो  फेज वŢ
आिण भौितकशा˓ यांǉातील संबंध ऊजाŊ संवधŊनाचा िनयम वेळेची फंƕɌ ʉणून आिण चा चा वैयİƅकįरȑा शोधणेt z t y 
कठीण होणार आहे लंबवतुŊळाकार फंƕɌसह
मी थांबलेʞा शेवटǉा ʩाƥानात लंबवतुŊळाकार कायő समािवʼ करणे आिण येथे  आपʞाला हे पुɎा आढळतात की ही लंबवतुŊळ
कायő भौितकशा˓ात अगदी नैसिगŊकरीȑा िदसून येतात.
 आपʞाला ऊजőǉा संवधŊनाचा िनयम सहज िमळतो
जो उह फंƕɌ आिण मधील संबंध आहे ठीक आहे आताyt z 
आपण ʩाƥानांǉा या मािलकेǉा पुढील ट̪ɗावर येतो, ʉणजे िभɄ
समीकरणे  फॉमŊ पुˑकांमȯे तुʉाला अनेकदा mdx plus ndy equal to zero   

असे समीकरण 1.mxydx plus nxydy equal to 0 
28   सारखे िलिहलेले िदसेल.

आता हे समीकरण 1.
28 काहीसे वादŤˑ आहे कारण याचा अथŊ काय आहे?

आिण ǉा आजूबाजूला तरंगणा̴या चा आपण सतत ʉणत आलो आहोत कीdx dy d 
कॅʌुलसमȯे ने ने ने भागलेला नाही हे ǉा संदभाŊत चे ʩुȋɄ आहेdy dx dx x y 
ते फƅ ने चे िचɎ आहे तो ने भागलेला ही संƥा नाही आिणdx dy dy dxdy 

ही संƥा नाही ʉणून येथे समीकरण 1.dx 
28   मȯे अचानक आिण आले आहेतdx dy 
िवभƅ केलेले ते तुमǉा िवभेदक कॅʌुलस आिण इंिटŤल कॅʌुलस कोसŊमȯे अिवभाǛ होते
आता ते वेगळे केले जात आहेत अरे िकती Ţूर ही अिभʩƅीmdx plus ndy 
गिणतात अगदी अचूक शɨात पįरभािषत केली जाऊ शकते असे करǻाचा एक मागŊ आहे पण आʉी तसे करणार नाही
येथे कारण ते करǻाची ही जागा नाही ʉणून आपण काय कŝ तर आपण समीकरण १.
२८ चे काय करावे आपण 
पुढे जाǻापूवŎ या समीकरण १.
२८ चा अथŊ ˙ʼ केला पािहजे कारण असंƥ
िवभेदक समीकरणे १.
२८ फॉमŊमȯे सादर केली जाणार आहेत.

चा अथŊ ŮȑƗात ˙ʼ करणे तातडीचे आहे आिण आʉी आता तसे कŝ आता मी हे ˙ʼ करǻासाठी पुढेmdx plus nd y 
जाऊया ʉणून Ůथम आपण आतापयōत झालेʞा चचőचे ˝रण कŝन सुŜवात कŝया Ǜामȯे आपण
फरक पािहला आहे भौितक िवǒान आिण जैिवक
िवǒान यांमȯे नैसिगŊकįरȑा उȥवणारी अंतभूŊत समीकरणे ही सामाɊत: िभɄ समीकरणांची Ůणाली असतात ती िभɄ समीकरणांǉा 
जोडी असतात
ʬोʐेरा लोड ची समीकरणे बाय इƓल टू वजा अॅƛ ɘस बाय इƓल टू वजा dx dt xydy dt ky c

गती समान बरोबर उणे पुɎा एक िसːीमxy the simple harmon  dx by dt y dy dt x 
आʉी नुकतेच पािहलेले पŐडुलम समीकरण एक िसːीम ʉणून िलहीले जाऊ शकते ʉणून आʉी
िवभेदक समीकरणांǉा िसːीम पहात आहोत आिण जर यांिũक Ůणाली मȯे
पाहत आहोत तर  टाइम डेįरʬेिटʬ
 ȑामुळे आतापयōत तुʉाला कोणȑा Ůकारची िभɄ समीकरणे आली
आहेत ते 1.
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बाय समान बाय इƓल वजा असे आहेत हे अशा Ůकारचे29 dx dt nxy dy dt mxy 
िभɄ समीकरण आहेत Ǜाचा आʉाला आȅापयōत सामना झाला आहे तर याचा अथŊ काय आहे  मेकॅिनकल िसːीम
मी आȅाच ʉटले आहे की वेळ ʬेįरएबल दशŊवेल आिण ʉणून आिण चा आिण ǉा वजाt x y n xy m 
हे वेगाचे घटक आहेत जर आिण आहेत  िव̾थापनाचे घटक नंतर Ȫारे ˢʙिवरामx y c dx dt 

Ȫारे हा वेगाचा सिदश आहे दुस̴या शɨांत आिण उणे हेdy dt n m 
कणाǉा वेगाचे घटक आहेत आिण हे िवभेदक समीकरण 1.
29
सोडवǻाची सम˟ा एƛ फंƕन ʉणून ˙ʼपणे शोधǻासाठी आहे.
  वेळेचे आिण हे वेळेचे कायŊ ʉणून ˙ʼपणे पणy 
आʉी पािहले आहे की ʩवहारात वेळेचे कायŊ ʉणून 1.

वŝन िमळवणे Ɠिचतच शƐ आहे आिण 29 x y
हे वेळेचे कायŊ आहे याचे उǽृʼ उदाहरण ʉणजे ʬोʐेज वाटप ʩƅी समीकरणांचे  जरी
तुʉी ते कŝ शकता तेʬा ते करणे पूणŊपणे सोपे नाही.
 ठीक आहे ʉणून आʉाला फƅ फेज वŢांवर समाधानी राहावे लागेल
फेज वŢ िमळवणे खूप सोपे आहे कारण आʉी
वेळोवेळी पािहले आहे.

िबंदूवर िबंदू जे उणे  x y 
वर आहे आिण 1.m n 

30 हे एक िवभेदक समीकरण आहे आिण ला जोडणारे पण आपण िबंदूला िबंदूनेx y y x 
िवभािजत करǻाऐवजी वेगʨा पȠतीने पुढे जाऊ शकलो असतो तर आपण ते दुस̴या मागाŊने करतो

ने ने िबंदूने भागले िकंवा ने ने भागले वजा वर ȑामुळेdx dt  dy dt x y dot dx dy n m 
आʉाला एकीकडे िडफरŐ िशयल समीकरण 1.
30 िमळाले आिण आʉाला िडफरŐ िशयल समीकरण िमळाले
1.
31 आिण जेʬा तुʉी िसːम 1.
29 वर परत जाता आिण मȯे कोणताही भेद नाहीx yx 
आिण हे चल आहेत जे समान İ̾थतीचा आनंद घेतात ʉणून कोणताही पƗपातy 
नाही िकंवा ला अनुकूल असǻाची गरज नाहीx y 
 ȑामुळे दोघांनाही समान महȇ आहे ʉणून
मला 1.
30 िकंवा 1.
31 हे ˙ʼ नाही  ŮाधाɊकृत या दोन समीकरणांना समान महȇ आहे ʉणून

मȯे आिण मधील समिमती ही आिण Ȫारे खेळलेʞा समान भूिमका आहेत आपणvo x y x y 
1.
28 एकतर समीकरण 1.
30 िकंवा समीकरण 1.
31 Ȫारे दशŊवतो ʉणून 1.
28 हा 1.
30 आिण 1.
31  दोɎी एकũ करǻाचा एक मागŊ आहे.

हे एकच समीकरण ʉणून 1.
28 चा अथŊ एकतर 1.
30 िकंवा एक पॉइंट Ūी असा केला पािहजे
एक ठीक आहे
 ȑामुळे हे मुळात या अिभʩƅीचा अथŊ ˙ʼ करते   समान शूɊ आहेmdx plus ndy 
खाũी आहे की आपण आिण वेगळे केले आहेत dx dy cr.

आिण हे अिवभाǛ होते परंतु आʉी  uel dx dy 
ȑांना वेगळे केले आहे परंतु ʩाƥा ची अचूक ʩाƥा
देǻात आली आहे  1.
28 ला 1.
30 िकंवा 1.
31 असे समजले पािहजे ʉणून आता आʉी
ʩावहाįरक मुȟावŝन अिधक चे ˙ʼ ˙ʼीकरण िदले आहे 1.mdx ndy 
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28 1.
28 सारखी मनोरंजक Ůथम Ţमाची समीकरणे पहा
1.
29   मधून उȥवणारे एक समीकरण आहे ʉणून 1.
29 सारƥा समीकरणांचा अɷास
केʞास िभɄता समीकरण 1.
28 आिण 1.
28 मी पुनरावृȅी करतो हे फƅ 1.
30 िकंवा 1.
31 आहे जे
तुʉाला अिधक ̾थान Ȩायचे आहे की नाही यावर अवलंबून आहे िकंवा अिधक अनुकूल İ̾थती ठीक आहे िकंवा नाही,x 
ʉणून हे वेगʨा पȠतीने सांिगतले आहे .
 जोडी 1.
29 अिधक मूलभूत आहे आिण ती
िवचाराधीन एक अिधक मनोरंजक गोʼ आहे 1.
29 हा अɷासाचा मूळ उȞेश आहे
आिण 1.
28 हे फƅ एक सहायक साधन आहे आिण दुदŔवाने ʩवहारात ते नाही
1.
29 चे पूणŊपणे िनराकरण करणे शƐ नाही वेळेचे कायŊ ʉणून आिण वेळेचे कायŊ ʉणून िमळवणेx y 
शƐ नाही आपण फƅ t.

हे समीकरण 1.  o 
 सोडवा ̱ हणूनच 28 m dx plus nd

सारखे समीकरण खूप तपशीलाने िशकवले जाते कारण हे इतकेच आहे जे आपण खरोखरच सोडवू शकतोy equal to 0 
बरोबर दुसरा मुȞा मला सांगायचा आहे आता आपण थोǰा वेगʨा Ůणालीकडे पाš.
  िसːीम
घेतली आʉी िसːीम घेतली आहे बरोबर बरोबर बरोबर उणे मी काय करतो ते ʉणजे मीdx dt nd y dt m 
दोɎीǉा उजʩा बाजूस ǉा समान घटकाने गुणाकार करतो लƗात ठेवा आʉी एकxy mu 
साधे उदाहरण केले  ǉा बरोबरी गुिणले ǉा ǉा ǉा बरोबर उणे मȯे ǉाdx dt y xy dy phi dy dt x sub x 

जेथे चे चे कोणतेही कायŊ आहे आिण आʉी काय पािहले आʉी पािहले की फेज वŢ फेज वŢ बदलत नाहीतphi xy phi x y 
फेज वŢ नेहमी असतात  मंडळे काय बदलते मग काय बदल होतो जेʬा तुʉी
फंƕन बदलता तेʬा पॅरामीटरायझेशन बदलते ʉणून आता आʉी अिधक सामाɊ पįरİ̾थती पाहत आहोतphi 
मी तेच करतो या समीकरणाने बाय समान Ȫारे dx dt n dy dt
समान वजा आिण  ȑाच साठी उजʩा बाजूने गुणाकार करा चा अिभनेता पुɎा तुʉालाm f xy mu mu 
एक दुस̴याने िवभािजत करताना गायब होताना िदसेल.mu 
 जर गायब झाला तरmu 

या घटकाचा पįरचय कŝन िदʞाने फेज वŢ बदलणार नाहीत ʉणून 1.mu 
32 चे फेज वŢ आिण 1.
29 चे फेज वŢ
सारखेच आहेत काय बदलते  पॅरामीटरायझेशन बदलेल
भौितकशा˓ाǉा ̊ʼीने पॅरामीटरायझेशन का बदलेल  हे समीकरण 1.
29 तुʉाला काय सांगते ते तुʉाला सांगते की
वेगाचे घटक आिण उणे आहेत मी काय केले आहे मी चा घटक टाकून वेग बदललाn m mu 
आहे  ˋेलर फॅƃर xya mu
 ȑामुळे वेग ȑाचे पįरमाण बदलतो पण िदशा बदलत नाही
ȑामुळे कणाचा वेग बदलतो पण कणाचा ŮƗेप
फेज वŢ बदलत नाही फेज वŢांसह वेग बदलत नाही  ȑामुळे
फेज वŢसह पॅरामीटरायझेशन बदलेल ʉणून 1.
32 चे फेज वŢ देखील 1.
29 ǉा फेज वŢ सारखेच आहेत ʉणून
मी 1.
29   मȯे ŝपांतįरत केले की नाही हे महȇाचे नाही 1.
32 कारण आʉी माɊ केले आहे की फेज
वŢ या एकमेव गोʼी आहेत Ǜा आपण शेवटी ठरवू शकतो कारण
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चे फंƕन ʉणून आिण चे कायŊ ʉणून शोधणे अȑंत दुिमŊळ आहे हे एक अितशय महȕाचे तȚ आहे Ǜावर सहसाt x t y 
जोर िदला जात नाही  पुˑकांमȯे आिण मी याकडे हळू जात आहे कारण हा एक अितशय महȇाचा मुȞा 
आहे.
 जॉन कालŖ रोटा यांǉा एका िविशʼ लेखाकडे मला तुमचे लƗ वेधायचे आहे.
 आʉी शेवटǉा
दोन ˠाइड्समȯे काय केले आहे ते आʉी काळजीपूवŊक केले आहे या अिभʩƅीचा अथŊ mdx plus  ndy equal to 0 
˙ʼ केला
तर तुʉाला आʮयŊ वाटेल की मी या िवषयावर इतका वेळ का घालवत आहे आिण हा
एक महान गिणतǒ िजयानकालŖ रोटा यांनी िलिहलेʞा ताİȕक लेखावर आधाįरत आहे जो आता
नाही आिण ȑाǉाकडे आहे.
  िवभेदक समीकरणे िशकवǻाबȞल ȑांचे ताİȕक ̊िʼकोन िलिहले 
आिण हा लेख ऑनलाइन उपलɩ आहे.
 आिण बरोबर 0 बȞल ǉा िटɔǻांमुळेmdx plus ndy  rota 
मला हे अथŊ ˙ʼ करǻासाठी बराच वेळ घालवǻास Ůवृȅ केले.
  या
अिभʩƅीबȞल मी घाईघाईने एक अˢीकरण जोडणे आवʴक आहे हा लेख एक मोठा लेख आहे
आिण असे बरेच मुȞे आहेत जे या लेखात िफरवले जातात आिण मी ȑापैकी काहीशंी सहमत
आहे िवशेषत: मी नुकतेच सांिगतलेले पण सामाɊतः  मी असहमत आहे
रोटाȪारे संबोिधत केलेʞा इतर अनेक मुȟांसह हे एक बौİȠक मतभेद आहे कारण हे खरोखरच
ताİȕक मुȞे आिण अȯापनशा˓ीय मुȞे आहेत असे नाही की गिणत चुकीचे
आहे  गिणत अगदी तंतोतंत आहे  ǛाबȞल आपण बोलत आहोत ते ʩाƥा आहेत
ताİȕक आधार आिण कोणते मुȞे आहेत
कोसŊमȯे जोर Ȩायचा आिण कोसŊमȯे कशावर जोर Ȩायचा नाही   आिण मी काही गोʼीवंर रोटाशी सहमत आहे आिण
मी ȑाǉाशी अनेक गोʼीवंर असहमत आहे पण तेच आयुˈ आहे मग आता आपण
िभɄ समीकरणांǉा आणखी काही भौिमितक पैलू पाšया मला भूिमती आवडते ʉणून  मी भूिमतीवर जाˑ वेळ घालवतो
आʉी पािहले आहे की िवभेदक समीकरण अिधक समान  0 तुʉाला वŢांचे एक कुटंुबmdx ndy 
देते  वŢांचे ते कुटंुब काय आहे Ůणालीचे फेज वŢ  Ůणालीचे फेज वŢ
Ůणाली ʉणून हे वŢांचे एक पॅरामीटर कुटंुब आहे जसे वगŊ अिधक वगŊ समानx y 

मधील वतुŊळांचे एक पॅरामीटर कुटंुब आहे  जगाǉा बाबतीत खूप ची समीकरण आहेc 
तुʉाला बंद वŢांचे एक पॅरामीटर फॅिमली िमळेल Ǜामȯे पिहला चतुथाōश
भŝन पŐडुलम समीकरण तुʉाला पुɎा वŢांचे एक पॅरामीटर फॅिमली िमळणार आहे आिण तुʉी पाहणार आहात
फेज डायŤामसाठी भौितकशा˓ाǉा काही पुˑकांवर ʉणून समीकरण 1.
28 तुʉाला
वŢांचे एक पॅरामीटर फॅिमली देते उलट वŢांचे एक पॅरामीटर फॅिमली िदʞास
आपण ȑातून एक िवभेदक समीकरण िमळवू शकतो, होय आपण वŢांचे एक पॅरामीटर
फॅिमली खूप संुदर वˑू आहेत.
 इलेƃŌ ोːॅिटƛमȯे
ते ɢुइड मेकॅिनƛमȯे िदसतात इलेƃŌ ोːॅिटƛमȯे ते इİƓपोटŐिशयल रेषांचा िवचार करतात
तर इİƓपोटŐिशयल पृʿभाग जर तुʉाला चाजőसचे िवतरण िमळाले असेल तर असे
पृʿभाग आहेत जे अ  इİƓपोटŐिशयल सरफेसेस याला ʉणतात हे इİƓपोटŐिशयल पृʿभाग ƽा आिण
ȑांचे समतल तुकडे करा आिण तुʉाला समतल वर समानाथŎ रेषा िमळतील उदाहरणाथŊxy xy 
मी तुʉाला आिण हॅिलडेज पुˑकाǉा पृʿ 635 वर वळǻाची जोरदार िशफारस करतो मी या पुˑकाचा आधी उʟेख resnick 
केला आहे
आिण पृʿ Ţमांकावर  635 िकंवा ȑाच आवृȅीत तुमǉा लƗात येते की
समतुʞ रेषांची काही संुदर िचũे आहेत आता आपण अशा कुटंुबांची काही मनोरंजक उदाहरणे पाš 
या सवाŊत सोपं उदाहरण ʉणजे एकाŤ वतुŊळाचे कुटंुब
हे समीकरण वेगळे करते, तुʉाला अिधक बरोबर 0 िमळेल.2x 2y dy by dx 
  İ̾थर

अ̊ʴ होतो जेʬा तुʉी 2 ने भागाकार करता तेʬा तुʉाला अिधक ने 0c x ydy dx 
िमळते हे िवभेदक समीकरण आहे ʉणून 1.
33 हे 
वŢ वगŊ आिण वगŊ समान ǉा एका पॅरामीटर कुटंुबासाठी िवभेदक समीकरण आहे पण आता आपण पुढे जाऊयाx y c 
दुसरे उदाहरण जेथे ते इतके वापरकताŊ अनुकूल होणार नाही
तेथे अƗाला ˙शŊ करणा̴या वतुŊळांǉा कुटंुबाचा िवचार कŝया  एक अƗ    मूळ̾थानी अƗाला ˙शŊ करणारे वतुŊळ काढाy- y- y-
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मȯभागी ˢʙिवराम 0 असणे आवʴक आहे आिण िũǛा  पुɎा असणे आवʴक आहे आिण ʉणूनc c 
वतुŊळ वजा संपूणŊ वगŊ अिधक वगŊ समान वगाŊचे समीकरण काय आहे  ˍेअरx c y c c 
रȞ होतो आिण तुʉाला 1.
34 ˠाईड वर समीकरण 1.
34 िमळते ǉा संदभाŊत 1.x 
34 आिण
2 ने भागाकार केला तर तुʉाला अिधक Ȫारे बरोबरी िमळेल वŝन चे हे मूʞ परत 1.x ydy dx c c 
34 मȯे ठेवा
आिण तुʉाला एक िवभेदक समीकरण 1.
36 िमळेल  पुɎा १.
३५ वापरा िजथे आमǉाकडे आहे आिणc 
तो १.
३४ मȯे बदला आिण थोडी पुनरŊचना करा  तुʉाला हे संुदर िवभेदक समीकरण िमळेल
1.
36 आिण 1.
36 हे िवभेदक समीकरण आहे या एका पॅरामीटर वतुŊळाǉा कुटंुबासाठी
आता मूळ̾थानी अƗांना ˙शŊ करत आहे.y 
 मी तुʉाला थोडा ʩायाम सांगणार आहे ʩायाम
कठीण नाही पण तुʉी ते पूणŊ करणे आवʴक आहे.
 आʉी हे समीकरण 1.
34 मȯे फरक केʞावर आʉी िवचार केला आहे
की हे चे कायŊ आहे याचा अथŊ अ˙ʼ आहेy x y 

चे कायŊ हे एक वैध गृिहतक आहे या वतुŊळांचे रेखाटन कराx 
आिण उȋȅीवर काय होते ते शोधा आिण 2 ˢʙिवराम 0 वर काय होते ते शोधा .c   
 या िबंदूǉा शेजारी

हे चे कायŊ आहे असे ʉणणे कायदेशीर आहे का?  हे चे कायŊ आहे असे ʉणू नयेy x x y 
आपण ला चे अंतिनŊिहत कायŊ मानू नये आिण ǉा संदभाŊत फरक करǻाऐवजी ǉा संदभाŊत 1.x y x y 
34 मȯे फरक कŝन पुढे जाऊ नये हे बरोबर आहे आपण ला चे कायŊ मानले पािहजे  आिण आʉीx y 

ǉा संदभाŊत फरक कŝन पुढे जाणे आवʴक आहे परंतु आʉाला तेच उȅर िमळते आʉाला पुɎा समान िभɄताy 
समीकरण 1.
36 िमळते आिण ते असे आहे की तुʉी हे तपासले पािहजे की तुमǉासाठी हा एक छोटासा ʩायाम आहे तो
एक अितशय सोपा ʩायाम आहे आिण मी तुʉाला असे करǻास सांगतो आता तुʉी हा ʩायाम केʞावर तुʉाला
१.
३० आिण १.
३१ समिमती फॉमŊ 1.
28 मधील समीकरण िलिहǻाचे गुण िदसले आहेत का, मी तुमǉासाठी काही
ˠाइड्स परत देतो ʉणून तुʉी हा ʩायाम केʞानंतर तुʉी माǟाशी सहमत आहात का ते अिधक चांगले आहे  o
फॉमŊ 1.
28 सह कायŊ करा कारण काहीवेळा तुʉाला हे चे फंƕन मानावे लागेल आिण काहीवेळाy x 
तुʉाला ला चे फंƕन मानावे लागेल जसे हे उदाहरण ˙ʼपणे दशŊिवते आिण ȑामुळेx y 
गोʼ असमिमत बनवणे उिचत नाही आिण सोबत काम करणे  समीकरण 1.
28 चे अिधक समिमतीय ˢŝप
सुचवले जाते ते एक वांछनीय वैिश̽Ǩ आहे ठीक आहे
 ȑामुळे तुʉी माǟाशी सहमत ʬाल की 1.
28 हे
सवाŊत इʼ वैिश̽Ǩ आहे आता मी थोडे अिधक ʩायाम देणार आहे पण यावेळी
रंगीत पेनसह मजा येईल  माझी इǅा आहे की तुʉी उगम̾थानी अƗाला ˙शŊ करणारी ती वतुŊळेy-
िनʨा पेनने रेखाटून पुढील वतुŊळे लाल पेनने ˋेच करा .
 मूळǉा अƗाला ˙शŊ करा आिणx-
िनʨा वतुŊळांना काटकोनात कापून ƽा ʉणून या वŢांचे ˋेिचंग करा आिण िमळवा
िनʨा आिण लाल पेनम̡ ये तुम̓ या कलाकृतीचे एक संुदर िचũ करा आिण नंतर रेि˘कन हॉिलडेज
पु̾ तक पृ̽ ठ  वर जा आिण आकृती 635 29.
15 पाहा, तुमचे िचũ
िवद्युत् िȪŬुवाची लांबी याǉा जवळपास आहे का लहान होत जाते ʉणून या मनोरंजक
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ʩायामासह मी आजचे ʩाƥान बंद करेन धɊवाद 
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