
 ഹേലാ വിദّാർ،ികെള ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ׹ളുെട ഈ േْശണിയിെല മൂؗാമെ؋ 
ْപഭാഷണ؋ിേല്ׯ സٔാഗതം െചുؗുإ, ഞ׹ൾ ഇേؚാൾ അ١يം വّതُّമٝായ വീײണേകാണിേല്ׯ 
േപാകും, ജّാമിതീയ വീײണേകാണിൽ നി്ؗ ന   ◌ു്ׯ വ   ؂യാടുؗ ഇരയുെട േമാഡലിെന വീ؇ും 
പരിേശാധിׯാം, അ   ◌ിനാൽ ഞ׹ൾ േവാൾെ؂റ േലാഡ് കാർ സിزം എ   ◌ുുׯം.  ഡിഫറൻഷّൽ 
ഇേകٔഷനുകളുെട ആദّ ْപഭാഷണ؋ിൽ തെؗ നأൾ ക؇ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ׹ളിൽ ഡിഎ٧്ع
ൈബ ഡിടി്ׯ തുലّമാണ് ൈമനസ് ആ٧ുع ം ബിഎ٧عി ഡിയും ഡിടിയും െകയ് ൈമനസ് സി٧عിയും എ്ؗ 
നി׹ൾ ഇേؚാൾ ْപദർശിؚി׺ിരിؗുׯ ൈسഡിൽ കാണുؗത് േപാെല ഞ׹ൾ്ׯ ഒരു ഉ؇് എ്ؗ 
പറയുؗതിന്െറ അർ،െമؓാണ് ഈ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ؋ിന്െറ പരിഹാരം നأൾ 
സമയ؋ിന്െറ ഒരു ഫംഗ് ഷനായും സമയ؋ിന്െറ ْപവർ؋നമായും കെ؇؋ണം, സമയ؋ിന്െറ y 
ഈ ര؇് ഫംഗ്ഷനുകളും ഒരുമി്׺ േചർ്؋ േജാഡി േകാമ രൂപെؚടു؋ണം, അതിനാൽ ഇേؚാൾ xt yt 
ഇത് േജാടി എؗ തല؋ിൽ ചലിؗുׯ ഒരു േപായിന്റാണ്. േകാമ ൈവ്ئ എؗത് വിമാന؋ിെല ഒരു xt 
പാരാമീئൈറ്ُٛ കർവ് ആണ്, ഈ വْകം എ׹െനയുെ؇്ؗ അറിയാൻ ഒരാൾ ആْഗഹിുؗുׯ , 
ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ׹ളുെട സിزം ഒരിׯൽ കൂടി പരിഹരിുׯക എؗതിനർ،ം ര؇് 
ഫംഗ്ഷനുകൾ കെ؇ു؋ക േകാമ അതിനാൽ നമു്ׯ ഒരു പാരാമീئൈറ്ُٛ കർവ് ലഭിുׯം. xt yt , xt 

നമു്ׯ െ؛യിനിെല ഈ വْകെ؋ എ്ؗ വിളിׯാം, ഈ വْക؋ിന്െറ കാർ؂ീഷّൻ comma yt xy c 
സമവാകّം മനസിലാׯാൻ നമു്ׯ താൽؚരّമു؇് , നമു്ׯ നൽകിയിരിؗുׯത് ആണ്, നമു്ׯ dt dt dy
നൽകുؗത് ആണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ഈ വْക؋ിന്െറ കാർ؂ീഷّൻ സമവാകّം എ׹െന dt 
കെ؇؋ാം  െചയിൻ റൂൾ ْപേയാഗിുׯക, നമു്ׯ എؗത് െകാ؇് െകാ؇് െകാ؇് dx dy dx dt 
ഹരി׺ാൽ െകാ؇് െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ന് മുകളിലുت േഡാ؂് സമയ െഡറിേവئീവിെന dt dt x 
ْപതിനിധീകരിുؗുׯ, അതിനാൽ എؗത് േഡാ؂ിന് ആകും എؗാൽ എؓാണ്dx by dy y x dot x dot 
എ്ؗ േനാׯാം ഇവിെട ആദّ സമവാകّം ൈമനസ് ആക് സ് ؛സ് ബിഎക് സി എؓാണ് േഡാ؂് y 
ര؇ാമെ؋ സമവാകّം ൈമനസ് നّൂമേറئറിൽ നിؗുت ഘടക׹ളും ഡിേനാമിേനئറിൽ ky cxy x 
നിؗുت ഘടക׹ളും േനാുׯക, അതിനാൽ നമു്ׯ ഈ സമവാകّം 1.14 ലഭിുؗുׯ, ഇത് വّװമായുംy 
േവരിയബിൾ േവരിയബിൾ സമവാകّമാണ്, നി׹ൾ്ׯ അറിയാം  ഇേؚാൾ ഈ േവരിയബിൾ 
േവരിയബിൾ സമവാകّം 1.14 എ׹െന ൈകകാരّം െചإാം, നമു്ׯ ഈ സമവാകّം േനാׯാം 1.14 x, y 
എؗിവ ജനസംഖّെയ സൂചിؚിുؗുׯ, േപാؚുേലഷൻ െനഗئീവ് ആയിരിׯണം, അത് േപാസിئീവ് 
ആയിരിׯണം, അതിനാൽ നأൾ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം േനാുׯകയാണ്.  ആദّെ؋ കٔാْഡ  
ശരിയب, അതിനാൽ ഉം ഉം േപാസിئീവ് ആെണ്ؗ നമു്ׯ അനുമാനിׯാം, കൂടാെത ഡിേനാമിേനئർ x y 
പൂജّമب, നّൂമേറئർ പൂജّമب , അതായത് ൈമനസ് പൂജّമب, ൈമനസ് പൂജّമب, അതിനാൽ a k cx 
നമു്ׯ അനുമാനിׯാം. ഈ ര؇് േപായിൻറുകളിൽ നിؗും അകؗു നിൽുׯക , അേؚാൾ നമു്ׯ uh 
േവരിയബിളുകെള േവർതിരിുؗുׯ , നമു്ׯ േവരിയബിളുകെള േവർതിരിുؗുׯ ഇവിെട നأൾ x 
െകാ؇് ഹരിുׯകയും ൈമനസ് െകാ؇് ഗുണിുׯകയും െചുؗുإ, അതിനാൽ നമു്ׯ ഈ k cx k 
ൈമനസ് ന് ന് തുലّമായി ലഭിുׯം  ൈമനസ് േമൽ ുإമായി ബؖെؚ؂് ഇരുവശ׹ളും cx xdx dy a y 
നؗായി സംേയാജിؚിുׯക , നി׹ൾ്ׯ എؓാണ് ലഭിؗുׯത് േലാഗ് സൂآർ؉ മൂലّം k x 
നൽേക؇തിب, കാരണം േപാസിئീവ് ആയതിനാൽ േപാസിئീവ് ആണ് അതിനാൽ േലാഗരിത؋ിന് x y 
കീഴിൽ േമാഡുലസ് ചിصം ഉ؇ാകിب. േലാഗ് േനടുക ൈമനസ് ؛സ് ഒരു േലാഗ് ൈമനസ് ഒരു k x cx y 
 രം eyײൽ എؗ അئം മൂലധനം കّാപി׸ിരാر ിന്െറ؋ിന് തുലّമാണ് ഏകീകരണ؋׸ിരാر
സൂചിؚിുؗുׯ . പാരാമീئർ െചᅃٝ കർവ് േകാമയുെട കാർ؂ീഷّൻ സമവാകّം 1.15 ആെണ്ؗ നമു്ׯ xt 
ഒരു നിമിഷ؋ിൽ കാണാം.  നി׹ളാണ്  ഇത് പരിചിതമായ വിമാന؋ിൽ ഒരു വൃ؋ം എടുുׯക x 
േകാസ് തീئ ന് തുലّമായ േകാസ് തീئ ഒരു സർׯിളിന്െറ പാരാെമْടിക് സമവാകّ׹ൾ അെ׸بിൽ y y 
കാർ؂ീഷّൻ സമവാകّം സ്കٔയർ ؛സ് സ്കٔയർ തുലّം 1 അെ׸بിൽ നി׹ൾ്ׯ തുലّമായ x y x 
േകാൈസൻ തീئ എടുׯാം  ബി ൈസൻ തീئയിേല്ׯ ദീർഘവൃ؋؋ിന്െറ പാരാെമْടിക് y 
സമവാകّ׹ൾ കാർ؂ീഷّൻ സമവാകّം ഒരു ചതുര؋ിന് േമൽ വർ״വും സമചതുരവും x y b 
സമചതുരവും തുലّമാണ്  ഒരു കാർ؂ീഷّൻ സമവാകّമാണ് പാരാെമْടിക് സമവാകّം സമം 80 x 
ചതുരവും നും തുലّമാണ്. അതിനാൽ പാരാെമْടിക് സമവാകّ׹ളും കാർ؂ീഷّൻ y 280 
സമവാകّ׹ളും തأിലുت ഈ പരിവർ؋നെുׯ؋റി്׺ നി׹ൾׯറിയാം, അതിനാൽ നി׹ൾ 
കാണുؗത് 1.15 എؗ സമവാകّമാണ് .  ഈ വْകം അതായത് ഈ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ؋ിന്െറ c 
പരിഹാരം ഒരു വْകം േകാമയ്്ׯ കാരണമാകുؗു, ഈ വْകം എؗ അײര؋ാൽ സൂചിؚിുؗുׯ , xt c 
നأൾ കെ؇؋ിയത് കാർ؂ീഷّൻ ആണ് ഈ സമവാകّം 1.15 വْകെ؋ തെؗ േഫസ് കർവ് എ്ؗ e 
വിളിുؗുׯ, ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ׹ളുെട സി؋زിന്െറ േഫസ് കർവ് എ്ؗ വിളിുؗുׯ എبാം 
ശരി ْശؑിുׯക, ഈ സമവാകّം 1.15 വളെര രസകരമായ ഒരു സമവാകّമാണ്, ഇത് വളെര രസകരമായ 
ഒരു സമവാകّമാണ്, അത് 1.15 ആെണ്ؗ പറയുؗു േലാഗ് ൈമനസ് സിഎ٧ുع ം ഒരു േലാഗ് ൈവ k  x 
ൈമനസ്  ൈബയും മ്ئ വാുׯകളിൽ എبായ്േؚാഴും رിരമാണ്, അതിനർ،ം നി׹ൾ കാണുؗ ഈ 
േകാآിേനഷൻ െക േലാഗ് എ٧്عടി ൈമനസ് സിഎ٧്عടി ؛സ് എ േലാഗ് ൈവ്ئ ൈമനസ് ൈബ്ئ ഈ 
േകാآിേനഷൻ എبായ്േؚാഴും رിരമാണ്, അതിന്െറ മൂലّം മാറിب.  സമയം അതായത് ഇത് ഒരുതരം 
സംരײിത അളവ് ആയിരിുׯം എؗർ،ം ഈ േകാآിേനഷൻ رിരമാണ് കാലْകേമണ അത് 
കാലْകേമണ മാറുؗിب , നി׹ൾ്ׯ ഒരു െമׯാനിׯൽ സിزം ഉെ؇׸ിൽ , ױാസിׯൽ െമׯാനി٧عിൽ 
നി്ؗ വരുؗ ഒരു സിزം ഒരു യാഥാرിതിക സംവിധാനമാണ്, അേؚാൾ നി׹ൾׯറിയാം ഊർ׽ം  
നി׹ൾ ഒരു െപൻഡുലം സമവാകّേമാ ഹാർേമാണിക് ഓസിേലئേറാ ലളിതമായ ഹാർേമാണിക് 
ഓസിേലئേറാ എടുുׯകയാെണ׸ിൽ , െമാ؋ം ഊർ׽ം എبായ്േؚാഴും േദാഷ׹ളാൽ 
സംരײിׯെؚടുെമ്ؗ നി׹ൾׯറിയാം .  ഈ അളവിന്െറ വർؑനവ് ഊർ׽ സംരײണവുമായി 

Pru
tor
@
IIT
K



വളെര സാമّമുتതാണ് , നമു്ׯ ഇതിെന ചില അർ،؋ിൽ പാരിرിതിക ഊർ׽ സംരײണം എ്ؗ 
വിളിׯാം , സാമّം െകാ؇് ഞാൻ അതിെന പരിرിതി ഊർ׽ സംരײണം എ്ؗ വിളിുؗുׯ, 
അതുെകാ؇ാണ് ഞാൻ ഇതിെന സൂചിؚിׯാൻ എؗ അײരം ഉപേയാഗിؗുׯത്. e 
സംേയാജന؋ിന്െറ رിരത ഇേؚാൾ ഘ؂ം വളവിെനുׯറി്׺ കുറ്׺ കാരّ׹ൾ കൂടി പറയെ؂ , ഈ 1.15 
എടു؋ാൽ ഈ സമവാകّം എ׹െന ْപവർ؋ിുׯം എ്ؗ േചാദിؗുׯതും സٔാഭാവികമാണ് xy 
വിമാനം , ഈ സമവാകّം ചതുരവും സമചതുരവും യുെട സമചതുരവും ആെണ׸ിൽ, ഈ x y e 
വളവുകൾ സ׸ീർ؉മായ ഒരു സമവാകّമായി എ׹െന കാണെؚടും, വലുതായാൽ ആരം e 
വലുതാകുേآാൾ അവ േകْؕീകൃത വൃ׹؋ളായിരിുׯം, അവ േ؛ാ؂് െചإാൻ എളുؚമാണ് വൃ؋ം 
വർؑിു׺െകാ؇ിരിുׯേآാൾ നി׹ൾ്ׯ ഒരു േകْؕീകൃത വൃ׹؋ൾ ലഭിുׯം, പേײ 
നിർഭാഗّവശാൽ ഇത് ഒരു വൃ؋؋ിന്െറ സമവാകّമب, ഇത് കൂടുതൽ സ׸ീർ؉മായ ഒരു 
സമവാകّമാണ്, ഈ വْകം എ׹െന വരയ്ׯാം ഈ വْകം വരയ്ؗുׯത് ബുؑിമുت؂ു കാരّമب, പേײ 
അ׹െന െചؗുإതിന് നി׹ൾ്ׯ േവ؇ത് നിരവധി േവരിയബിളുകളുെട കാൽുׯലസിൽ നിؗുت 
ചില അടിرാന ആശയ׹ളാണ്, നി׹ൾ്ׯ നിരവധി േവരിയബിളുകളുെട കാൽുׯലസിൽ നി്ؗ 
കുറ്׺ ആശയ׹ൾ ആവശّമാണ് , അത് ഞ׹െള പരിധി്ׯ പുറേׯ്؋ െകാ؇ുേപാകും.  നിലവിെല 
േകാٌ٧് , അതിനാൽ ആ വളവുകൾ എ׹െന വരയ്ׯാം എؗതിെനുׯറിتു׺ നിഗൂഢതയിേല്ׯ ഞാൻ 
കടׯിب , ഒരു കുടുംബം സർׯിളുകളുെട കുടുംബം അെ׸بിൽ ദീർഘവൃ׹؋ളുെട കുടുംബം ഈ 
കുടുംബം അട؁ വളവുകൾ േപാെല ഈ വളവുകൾ വിമാന؋ിൽ അട؁ വളവുകളാെണ്ؗ ഞാൻ 
ഒരു അഭിْപായം പറയാം  1.15 നി׹ൾ മാറിെׯാ؇ിരിുׯകയാെണ׸ിൽ അവ അട؁ വളവുകളുെട 
കുടുംബമാണ്, നി׹ൾ വളവുകൾ വലുതും വലുതും ആുׯകയാെണ׸ിൽ, ഈ വളവുകൾ എ׹െന 
വരയ്ׯാെമ്ؗ മനസിലാׯാൻ അട׺ വളവുകൾ വലുതും വലുതുമായി മാറും  .  ജി׾ാസ ഉണർؗു, 
നി׹ൾ്ׯ ഈ പുُകٝം പരിേശാധിׯാം േപാൾ െ׷ൻഡിംഗ് പുُകٝ؋ിന്െറ തലെر ؂്ׯിരത 
അرിരതയും അരാജകതٔവുമാണ്, ഇത് വളെര രസകരമായ ഒരു പുُകٝമാണ് , നി׹ളിൽ നി്ؗ 
മനസിലാׯാൻ ആْഗഹിؗുׯവർ്ׯ േവാൾേ؂റ േലാ؂്ക േമാഡലിന് േവ؇ി ഈ വളവുകൾ h  
വരയ്ׯാൻ ഈ പുُകٝം പരിേശാധിׯാം  .  1.15 നൽകിയ വْക׹ളുെട കുടുംബം ഈ േലഖന؋ിൽ 
ആസൂْതണം െചᅃٝി؂ു؇്, നി׹ൾ്ׯ സേؓാഷകരമായ വായന പരീײിׯാം, അതിനാൽ ഇേؚാൾ 
നമു്ׯ ഭൗതികശാസ്ْത؋ിൽ ഉ؇ാകുؗ ഘ؂ ഡയْഗമുകൾ േനാׯാം, അതിനാൽ നമു്ׯ ന് y dy 
തുലّമായ ൈബ ഡിഎ٧്ع ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം േനാׯാം .  സമം ൈമനസ് സമവാകّം 1.16 dt dt x 
സമവാകّം 1.16 എؗത് ശരിുׯം ലളിതമായ ഹാർേമാണിക് ചലനമാണ്, ലളിതമായ ഹാർേമാണിക് 
ചലന؋ിന്െറ സമവാകّ׹ളും ഒേമഗ സ്കٔയർ തുലّമായ 1 എؗ ْഫീകٔൻസി ഉപേയാഗി്׺ ഇതുേപാെല
എഴുതാം. ഇേؚാൾ എനി്1.16 ׯ-ന്െറ ഘ؂ം കർവുകൾ മനസിലാׯാൻ താൽؚരّമു؇്. 1.16 േനാുׯക , ഈ
സമവാകّം 1.16-ന്െറ 1.16-ന്െറ ഒരു പരിഹാരമാണ് എ്ؗ നി׹ൾ്ׯ x, sine ty equal to cos d 
കാണാൻ കഴിയും, അതിനാൽ 1.16-ന്െറ േഫസ് കർവുകൾ എؓാെണ്ؗ നി׹ൾ കരുതുؗു, അവ വളെര 
സിം ആണ്  അവ സർׯിളുകളാണ്, അതിനാൽ 1.16 ന്െറ േഫസ് കർവുകൾ കർവുകൾ ആണ്  .  ple 
ഉ؍വം എؗാൽ നമു്ׯ അതിെന അൽؚം വّതُّമٝായി കാണാൻ ْശമിׯാം , നമു്ׯ ഒെؗാؗായി 
ഹരി്׺ െകാ؇് എഴുതാം , അത് േഡാ؂് െകാ؇് െകാ؇് ഹരി׺ത് െകാ؇് dx dy dxy dx x dot dy dx 
െകാ؇് ഹരി׺ാൽ െകാ؇് െകാ؇് ഹരി׺ാൽ  ന്െറ അത് ൈമനസ് ന് വീ؇ും, അത് dy dt dx- dt, x- y 
ഒരു േവരിയബിൾ േവർതിരിׯാവുؗ സമവാകّമാണ്, ഇത് ഒരു േവരിയബിൾ േവർതിരിׯാവുؗ 
സമവാകّമാണ് , സാധാരണ വരികളിലൂെട മുേؗാ؂് േപാകുക, നി׹ൾ്ׯ ചതുരവും ചതുരവും x y 
ലഭിുׯം ന് തുലّമായ ചതുരം, അതിനാൽ ഘ؂ം വളവുകൾ േകْؕീകൃത വൃ׹؋ളാണ്. c 
ലളിതമാെണ׸ിലും, ഈ സിزം സമവാകّെുׯ؋റി്׺ ഞാൻ പറയാൻ ആْഗഹിؗുׯ ഒരു ْപധാന 
അഭിْപായം സിزമാണ് 1.17 യഥാർ، സിزം 1.16 േനׯാൾ കുറ്׺ വിവര׹ൾ ഉൾെׯാുؗുت , ഞ׹ൾ 
1.16 ക؇ു എ്ؗ പറയുؗതിന്െറ അർ،െമؓാണ് കെ؇ു؋ക സമയ؋ിന്െറയും xa y 
എؗതിന്െറയും ഫംഗ് ഷൻ സമയ؋ിന്െറ ْപവർ؋നമായി, നأൾ  പരിഹരിുؗുׯ എ്ؗ 1.17
പറയുؗതിന്െറ അർ،െമؓാണ്, 1.17 പരിഹരിുؗുׯ എؗതിന്െറ അർ،ം ഉം ഉം തأിലുت x y 
ബؖം കെ؇ു؋ക എؗാണ്, അതായത് സ് കٔയർ ؛സ് സ് കٔയർ സി്ׯ തുലّമായതിനാൽ x y x 
സ് കٔയർ ؛സ് സ് കٔയർ ലഭിുؗുׯ ന് തുലّവും യുെട വൃ؋ം ചതുരവും y r cosine t x r sine t x 

ചതുരവും എؗതിന് തുലّം എ്ؗ പറയുؗതിൽ നിؗും ന് തുലّം വളെര വّതُّമٝാണ്, യ്്ׯ y c c c 
തുലّമായ ചതുരവും ചതുരവും വّതُّ ٝപാരാമീئൈറേസഷനുകളു؇്, േകാമ എؗത് x y sin t cos t 
നിരവധി പാരാമീئൈറേസഷനുകളിൽ ഒ്ؗ മാْതമാണ്. തുലّമായ  ൈമനസ് സ് കٔയർ  ؛സ് x 1 t 1 t 
സ് കٔയർ ന്  ؛സ് സ് കٔയർ തുലّമാകാം , നി׹ളുെട േകാർഡിേന്ئ ജّാമിതി േകാഴ് സുകളിേലാy 2 t 1 t 
കാൽുׯലസ് േകാഴ് സുകളിേലാ നി׹ൾ ഇത് േനരി؂ിരിׯണം സർׯിൾ സ് കٔയർ ؛സ് സ് കٔയർ x y 1 
ന് തുലّമായത് പാരാമീئർ െചإാം  എؗ നിലയിൽ ഇത് cosine t comma sin t sin t comma cosine t 
ആയി പരാമീئർ െചإാം , 1 ൈമനസ് ചതുരം 1 ؛സ് സ്കٔയർ േകാമ 2 ؛സ് ചതുരം t t t 1 t 
എؗി׹െന പാരാമീئർ െചإാം. വൃ؋ം ചതുരവും ചതുരവും 1 ന് തുലّമാുؗുׯ. അതിനാൽ ഉം x y x 

ഉം തأിലുت ബؖം 1.16 ഈ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം വّװമായി പരിഹരിؗുׯതിേനׯാൾ y 
വളെര കുറ്׺ വിവരദായകമാണ് അതിനാൽ 1.17 ന് 1.16 േനׯാൾ കുറ്׺ വിവര׹ൾ മാْതേമ ഉൂت , ഞാൻ 
ഒരു സിزം കൂടി േനാׯെ؂, ഞാൻ തിരിെക വരാം ഈ അഭിْപായ؋ിന് പിؗീട് ന്െറ േജാഡി dt 
സമവാകّം ൈബ തുലّം ന് തുലّം 1 ؛സ് സ്കٔയർ നി׹ൾ ആദّ കٔാْഡന്റിൽ േജാലി dy dt 2xy dx x 
െചുؗുإ നؗായി ഞാൻ ഒെؗാؗായി വിഭജിׯാൻ േപാകുؗു അതിനാൽ ഞാൻ y 
ആയിരിؗുׯതിെനുׯറി്׺ വിഷമിേׯ؇ിവരും  0 അെ׸بിൽ ആയതിനാൽ വിഷമിേׯ؇, x 0 
ആദّ കٔാْഡന്റിൽ ഇത് ْപവർ؋ിുؗുׯ െയׯാൾ വലുത് 0 വലുത് 0 ശരി ഇേؚാൾ നി׹ൾ്ׯ x 0 y 
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1.19 ൽ നി്ؗ ഒരു ആദّ ഓർഡർ സമവാകّ׹ൾ ലഭിׯാൻ ആْഗഹി1.19 ുؗുׯ ന്െറ േഫസ് കർവുകൾ 
എؓാെണ്ؗ മനസിലാׯാൻ നി׹ൾ ആْഗഹിുؗുׯ.  ന്െറ ന് േഡാ؂ിന് തുലّമാണ്, എؓാണ് dx dx y y
േഡാ؂് േഡാ؂് എؗത് സമയവുമായി ബؖെؚ؂് യുെട െഡറിേവئീവ് ആണ്, അത് 2 ആണ് y y xy 
നൽകുؗത് േഡാ؂് എؗത് ന്െറ സമയ െഡറിേവئീവായ 1 ؛സ് ആണ്, അതിനാൽ െകാ؇് x x x dx dy x
േഡാ؂ിെല േഡാ؂ാണ് , അത്  ؛സ് േനׯാൾ ആയിരിുׯം  സ് കٔയർ െചയ് തത് വീ؇ും ഒരു y 1 x- 2 xy 
േവരിയബിൾ േവരിയബിൾ സമവാകّം നി׹ൾുׯ؇്   ഈ സമവാകّം 1.19 തൃلിٝെؚടുؗു؋തിന്െറ 
ഒരു ഫംഗ് ഷൻ എؗ നിലയിൽ എؗിവയുെട ഒരു ഫംഗ് ഷൻ എؗ നിലയിൽ നി׹ൾׯത് t, x 
യഥാർ،؋ിൽ െചإാൻ കഴിയും, കാരണം നി׹ൾ്ׯ ആദّം എؗ ര؇ാമെ؋ സമവാകّം dt dt 
െകാ؇് പരിഹരിׯാൻ  ؛സ് സ് കٔയർ ഉപേയാഗി്׺ നി׹ളുെട ആദّ സമവാകّ؋ിൽ വലിുׯക. 1 x x 
നി׹ളുെട േനടുക, എؗത് യുെട ഒരു ഫംഗ് ഷനായും എؗത് യുെട ഒരു ഫംഗ് ഷനായും y x t y t 
ലഭിؗുׯതിന് ര؇് സമവാകّ׹ളും വّװമായി പരിഹരിׯാൻ കഴിയുؗ ഒരു സാഹചരّമാണ് ഇവിെട
വീ؇ും എؗാൽ ഞാൻ നി׹േളാട് ആവശّെؚടുؗത് ഒരു ഘ؂ വْകമാണ് , അതായത് തأിലുت a , x 
ബؖം  കൂടാെത ഒരു ഉദാഹരണം കൂടി എؗ ഡിഫറൻഷّൽ ഇേകٔഷൻ േജാഡി പരിഗണിുׯകy dt dx 
1 ന് 1 ؛സ് ചതുരാകൃതിയിലുت ന് തുലّമാണ് 1 ന് 1 ؛സ് സ്കٔയർ, അതിനാൽ 1.20 y dy dt x 
േഫാമിന്െറ ഒരു ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം േനടിെׯാ؇് 1.21 ന്െറ ഘ؂ം വളവുകൾ കെ؇ؗു؋താണ്
ْപٍ٠ം. എ്ؗ ഈ സാഹചരّ؋ിൽ 1 ؛സ് സ്കٔയർ 1 ؛സ് സ്കٔയറിൽ 1 ؛സ് സ്കٔയർ ആയി y x y 
മാറും, കൂടാെത േവരിയബിൾ േവരിയബിൾ സമവാകّം നി׹ൾ്ׯ സംേയാജിؚിׯാം, കൂടാെത 
നി׹ൾ്ׯ ഈ േവരിയബിൾ േവർതിരിׯാവുؗ സമവാകّം സമനٔയിؚിׯാനും കഴിയും. ഉം ഉം x y 
ദയവായി ഈ വّായാമം പൂർ؋ിയാׯി , ഇന്റേْഗഷൻ േകാൺزന്റിന്െറ വിവിധ മൂലّ׹ൾׯായി 
ഘ؂ം വളവുകൾ വരയ്ുׯക, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഏകീകരണ رിരാ׸ം മാുؗുئ, നി׹ൾ്ׯ മെئാരു 
വْകം ലഭിുׯം, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ ഒരു വളവുകളുെട കുടുംബം ലഭിുׯം, അതിനാൽ ഇത് നി׹ൾ്ׯ
വളെര എളുؚമാണ്.  ؛സ് സ് കٔയർ  ؛സ് സ് കٔയറിനു തുലّമായ വഴി ലഭിׯാൻ 1 pi 1 x dx dy 
േപാകുകയാണ്, എؗാൽ ന്െറ ടാൻ വിപരീതം ؛സ് േകാൺزന്റ് യുെട ടാൻ വിപരീത x y c 
സമനٔയ؋ിന് തുലّമാകുؗിട്؋ അത് എؓായിരിുׯെമ്ؗ നി׹ൾ്ׯ ഊഹിׯാം.  നി׹ൾ്ׯ 
ഇരുവശ׹ളിലും ടാൻ ْപേയാഗിേׯ؇ി വരും , ؛സ് യുെട വിപരീതമായി നി׹ൾ്ׯ ടാൻ ഓഫ് y c x 
ടാൻ തുലّമാണ് , അതിനാൽ നി׹ൾ മുേؗാ؂് േപാകുക , നി׹ൾ്ׯ ഉം ഉം തأിൽ ഒരു ബؖം x y 
ലഭിുׯം ശരി ഇേؚാൾ നമു്ׯ അടു؋ ല؋ׯിേല്ׯ േപാകാം നമു്ׯ സി؋زിേല്ׯ േനാׯാം dx 
ൈബ തുലّമാണ് ന്െറ എؗിവ ൈമനസ് െന ചതുര؋ിന്െറ ആയി dt xy y phi , dy by dt x- x phi 
വീ؇ും നി׹ൾ െകാ؇് വീ؇ും ഒؗായി വിഭജിുׯക , ഫീഡ് അْപതّײമാകുؗത് നി׹ൾ dx d- 
ْശؑിؗുׯത് എؓാണ്? ഫീസ് പൂർ؉മായും അْപതّײമാകും സമം ൈമനസ് േമൽ അതായത് dx x y, 
വീ؇ും േവരിയബിൾ േവരിയബിൾ സമവാകّം നി׹ൾ്ׯ വീ؇ും ചതുരവും യ്്ׯ തുലّമായ x c y 
ചതുരവും ലഭിുׯം, അതിനാൽ ഈ ഫീസ് എْതയായാലും 1.22 ന്െറ േഫസ് കർവുകൾ എبാ 
സർׯിളുകളും ചതുരവും ചതുരവും തുലّമാണ് എؗതാണ് ْശേؑയമായ സവിേശഷത.  സി x y 
സ്കٔയറിേല്ׯ , ْപേതّകി്׺ ൈഫ എؓാെണؗത് പരിഗണിׯാെത, ഞാൻ 1 ന് തുലّമായ ൈഫ 
എടുുׯകയാെണ׸ിൽ, ഞാൻ  ന് തുലّമായ ൈഫ എടുുׯകയാെണ׸ിൽ,  റീഡ് ൈബ യ് ്1 ׯ 1.22 dx dt 
തുലّമായ ൈബ സമം ൈമനസ് ന് തുലّമാണ് ആ ന് തുലّമായത് എ׹െന ydy dt x dx dt 
പരിഹരിׯാെമ്ؗ നി׹ൾׯറിയാം  സമം ൈമനസ് ന് തുലّമാണ്, അതായത് y dy by dt x r sine t 
യുെട ന്െറ സമം, യുെട തുലّം തുലّം േകാൈസൻ ഞാൻ യുെട x t t y r cosine ti r ti, xy phi x 
ചതുര؋ിന് തുലّമായി എടുുؗുׯ, അേؚാൾ എ്ؓ സംഭവിുׯം അേؚാൾ പരിഹാരം ഇب  
ൈദർഘّേമറിയ എؗിവ നി׹ൾ്ׯ പരിഹാരം ആെണ്ؗ പരിേശാധിׯാം sine t , cosine t goi 
ഘ؂ം വളവുകൾ മാؗുئതിനുت ചതുരവും ചതുരവും ന് തുലّമാണ്, ഘ؂ം വളവുകൾ ഞാൻ ng x y c 
കുറ്׺ മു്آ പറ؁തായി മാറിب, എؗാൽ ഈ ന് തുലّവും ന് തുലّവും xt c sin t c cos t yt 
തുലّവും ഇനി ْപവർ؋ിׯിب എ׸ിൽ ഞാൻ സ്കٔയറിന് തുലّമായ എടുുׯക, ഇത് x xy 
ْപവർ؋ിുׯം, ഞാൻ എؗത് 1 ആയി എടുുׯകയാെണ׸ിൽ, ഇത് ْപവർ؋ിുׯം, ഞാൻ phi phi 
എؗത് സ്കٔയർ ആുׯകയാെണ׸ിൽ, ഇത് ഇനി ْപവർ؋ിׯിب, അതിനാൽ 1.22-ൽ ചതുര؋ിന് x x 
തുലّമായ എടുുׯേآാൾ നി׹ൾ സമയ؋ിന്െറ ഒരു ഫംഗ് ഷനായി കെ؇؋ണെമ്ؗ ഞാൻ xy x 
ആْഗഹിുؗുׯ, റൂ؂് 2-ൽ 0 ന്െറ 1 ന് തുലّമായ ചില ْപാരംഭ വّവرകളും എؗത് സമയ؋ിന്െറ y 
ْപവർ؋നവുമാണ് ന് തുലّമായ ചതുരാകൃതിയിലുت ൈമനസ് കّൂബിന് തുലّമാണ്  dt yx dy, x 
സമവാകّ؋ിന്െറ ഒരു കؚിൾഡ് സിزം, എനി്ׯ അവയിെലാ്ؗ വّװിഗതമായി പരിഹരിׯാനും 
മെئാؗിേല്ׯ പകരാനും കഴിയിب .  മുآെ؋ ഉദാഹരണം, അതിനാൽ നി׹ൾ കാണുؗത് ഞ׹ൾ e 
ْകേമണ കൂടുതൽ കൂടുതൽ സ׸ീർ؉മായ സമവാകّ׹ളിേല്ׯ പുേരാഗമിുׯകയാണ്, അവിെട xt 
കെ؇ؗു؋തും വّװിഗതമായി കെ؇ؗു؋തും എളുؚമب, എؗാൽ ഈ ഉദാഹരണ؋ിലും ഇത് yt 
എ׹െന െചإാെമؗത് ഇവിെട ബുؑിമുت؂ു കാരّമെ്ؗب ഞാൻ പറയുؗു. നി׹ൾ്ׯ അറിയാവുؗ 
വൃ؋؋ിലാണ് എؗ ബിؕു കിടؗുׯെത്ؗ നി׹ൾ്ׯ അറിയാെമ്ؗ സൂചന നൽകുؗ സൂചന, xtyt 
അതിനാൽ ന്െറ യുെട ആയിരിുׯം ന് തുലّമാണ്, ഇവിെട x t c cosine psi ty c sine psi t psi 
എؗത് ഞാൻ പറയുؗ എبാئിന്െറയും ഒരു ഫംഗ്ഷനാണ്  എؗതിന് തുലّമായ യുെട t t psi 
ْപവർ؋ിׯിب, ഫീസ് 1 ആയിരിുׯേآാൾ മാْതേമ ഇത് ْപവർ؋ിൂׯ, എؗാൽ അ1 ب ഫീസ് phi x 
സ്കٔയർ ആയതിനാൽ ഈ ഫംഗ്ഷൻ കൂടുതൽ സ׸ീർ؉മാകാൻ േപാകുؗു, അതിനാൽ psi t 
സർׯിളിെല ഏത് േപായിന്റും എെؓ׸ിലും ൈസനിന്െറ േകാൈസൻ ആണ്. സർׯിളിെല 
ഏെത׸ിലും േപായിന്റ ്േകാസ് തീئ േകാമ ൈസൻ തീئയാണ് , അതിനാൽ തീئ യുെട ഒരു ഫംഗ് ഷൻ t 
ആയി മാറുؗു അെ׸بിൽ ഈ സാഹചരّ؋ിൽ ഞാൻ യുെട എؗ െനാേ؂ഷൻ ഉപേയാഗിുؗുׯ, t psi 
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അതിനാൽ ഞാൻ പറ؁ത് ന് തുലّമാണ് xt c cosine psi ty c sine psi t , i  psi tc 
നിർ؉യിേׯ؇ത് 1 ആയിരിׯണം എؓുെകാ؇് ആണ് കാരണം േനാുׯക  ഈ ْപാരംഭ അവر c 1 x
ന്െറ 0 1 ന്  തുലّമാണ്  േകാൈസൻ ന് തുലّമായ ന് പകരമുت ന്െറ എؗ psi t , psi t- psi t- x- t 
വّതിരിװ സമവാകّം 1.22 എؗ സമവാകّ؋ിേല്ׯ ന്െറ 1.22 എؗ സമവാകّ؋ിേല്1.22 ׯ psi t- y 
എؗ സമവാകّ؋ിേല്ׯ നി׹ൾ എ׹െനയാണ് ഒരു ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം േനടുؗത് ഒരു psi- 
യ് ്ׯ ഒരു ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം ലഭിുׯം, ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം ഒരു േവരിയബിൾ 
േവരിയബിൾ സമവാകّമാണ്, നമു്ׯ യഥാർ،؋ിൽ സംേയാജിؚിׯാനും ഞ׹ൾ്ׯ അത് േനടാനും 
കഴിയും, അതിനാൽ െന യുെട ഒരു ഫംഗ് ഷനായി വّװമായി കെ؇ؗു؋തും െയ യുെട ഒരുx- t- y- t-
ഫംഗ് ഷനായി വّװമായി കെ؇ؗു؋തും നി׹ൾ കാണുؗു.  സ׸ീർ؉മായ ഈ ഫംഗ് ഷൻ ൈഫ 
മാുئേآാൾ, േഫസ് കർവുകൾ മാئിب, ഘ؂ം വളവുകൾ എേؚാഴും സ് കٔയർ ؛സ് സ് കٔയർ സി x y 
സ് കٔയർ ആണ് എ്ؗ വّായാമം കാണിുؗുׯ.  മെئാരു സാഹചരّ؋ിൽ cosine t psi t cos of psi 

ആണ്, എؗത് അൽؚം സ׸ീർ؉മായ ഒരു ഫംഗ് ഷനാണ്, അതിനാൽ പരാമീئൈറേസഷൻ t a psi t 
വْകം മാئി വീ؇ും വൃ؋മാണ് സർׯിളിന് അനؓമായി നിരവധി പാരാമീئൈറേസഷനുകൾ ഉ؇്, 
അത് ശരിയാണ്  ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ؋ിന്െറ പരിഹാരമായ പാരാമീئൈറേസഷൻ, അതിനാൽ 
ഞാൻ ഒരു െപാതു പരാമർശം നട؋െ؂, അതിനാൽ ഞ׹ൾ നിരവധി ഉദാഹരണ׹ൾ ക؇ു 1.16 1.19, 1.22 
എؓാണ് 1.16 ഇത് ഒരു ഹാർേമാണിക് ഓസിേലئർ ആണ് ന് തുലّമാണ്.  എؗത് dx y 1.16 y dy by dt 
ൈമനസ് ആണ്, എؓാണ് 1.19 ന് തുലّം ന് തുലّം 1 ؛സ് സ്കٔയർ വീ؇ും x dy by dt 2xy dx dt x 
ഞാൻ ആവർ؋ിുؗുׯ, നി׹ൾ്ׯ ര؇ാമെ؋ സമവാകّം പരിഹരിׯാൻ കഴിയും േനടുക.  x 
സമയ؋ിന്െറ ഒരു ഫംഗ് ഷൻ എؗ നിലയിൽ , ഞ׹ൾ ഇേؚാൾ ചർ׺ െചയ് ത  േല്ׯ സമവാകّം 1.22
െചയ് ത് ഇവിെട വരാം, അതിനാൽ ഈ മൂ്ؗ ഉദാഹരണ׹ളിൽ നമു്ׯ എؗിവ സമയ؋ിന്െറ x, y 
ْപവർ؋ന׹ളായി വّװമായി കെ؇؋ാൻ കഴിയും , ഇത് വളെര അപൂർവമായ ഒരു സാഹചരّമാണ്. 
ഇത് വളെര അപൂർവമായ ഒരു സാഹചരّമാണ്, സാധാരണഗതിയിൽ ഇത് സംഭവിׯിب, ന്െറ dt 

േലാഡ് സമവാകّം ൈമനസ് ؛സ് ൈമനസ് എؗിവയ്്ׯ volterra dx, ax bxy dy, dt, ky cxy 
തുലّമാണ് , ഈ പാരിرിതിക ഊർ׽ സംരײണം നി׹ൾ്ׯ ലഭിؗുׯത് ഇْതമാْതം നി׹ൾ്ׯ 
കൂടുതൽ മുേؗാ؂് േപായി േനടാനാവിب വّװമായും സമയ؋ിന്െറ ْപവർ؋നമായും x y 
വّװമായും സമയ؋ിന്െറ ْപവർ؋നമായും, ഈ സമവാകّ؋ിൽ പരിമിതികളുെ؇്ؗ നി׹ൾ 
കാണുؗു, അതിനാൽ നി׹ൾ സമവാകّം 1.25 െകാ؇് തൃلിٝെؚടണം ഈ സമവാകّം പരിശീലിുׯക, 
ഈ ഘ؂ വْകം എبാ ْപാേയാഗിക ആവശّ׹ൾുׯം പരّാلമٝാണ്, ഘ؂ം വْകം മതിയായതാെണ്ؗ ഇത് 
മാറുؗു, 1.25 എؗ സമവാകّ؋ിൽ നി്ؗ സി؋زിന്െറ െപരുമാئെുׯ؋റിتു׺ എبാ വിവര׹ളും 
നമു്ׯ ലഭിുׯം, നമു്ׯ ഒരു ഉദാഹരണം കൂടി െചإാം , നി׹ളുെട െപൻഡുലം സമവാകّം േനാׯാം  
അവസാനെ؋ ْപഭാഷണ׹ളിൽ െപൻഡുലം സമവാകّം തിരിു׺വിളിؗുׯത് ആണ് സ്കٔയർd2y dt 
 േകാണീയ g l sine y y تനിؗു ؋ാന്ر സ് ന് എؗത് പൂജّമാണ്, ഇവിെട എؗത് ശരാശരി؛
 ׯിേല്؋ി ആേؕാളന؋ാനْഭംശം വരുر നി്ؗ ؋ാന്ر ാനചലനമാണ്  െപൻഡുലം ശരാശരിر
സ׽ീകരി׺ിരിുؗുׯ, ശരാശരി رാന്؋ നിؗുر تാനചലനം േകാണീയ رാനചലനം ആണ്, 
അതിനാൽ േകാണീയ ْപേവഗം എؓാണ് , േകാണീയ رാനചലന؋ിന്െറ െഡറിേവئീവ് േകാണീയ 
ْപേവഗം ന്െറ ആണ് ന്െറ ആണ് േകാണീയ ْപേവഗം നി׹ൾ ഉ؇്  നി׹ൾ്ׯ േകാണീയ dt z d t 
തٔരണം ലഭിؗുׯ േകാണീയ ْപേവഗെ؋ േവർതിരിുׯക, 
അ׹െന ന്െറ ആണ് േകാണീയ തٔരണം, എؗാൽ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം dt dt d2 dt dt 
നി׹ൾ്ׯ നൽകുؗു ചതുരം േനׯാൾ ൈമനസ് ആണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ d2y by dt l sine y- g dt 
വഴി ഇവെയ ഏകീകരിׯാം  ഇതിെന എؗും എؗും എؗും വിളിׯാൻ േപാകുؗു, ഇേؚാൾ z dz dt 
സമവാകّം 1.27 േനാൂׯ , അതാണ് ഞാൻ ْശമിؗുׯത് യുെട ആണ് ൈമനസ് dy dt dt z dz by dt g 
േമൽ ആണ്, ഞ׹ൾ്ׯ ഒരു ലഭിു׺െവ്ؗ നി׹ൾ കാണുؗു. സമവാകّ׹ളുെട സിزം, L sine y y 
എؗത് സമയ؋ിന്െറ ഒരു ഫംഗ് ഷനായി വّװമായി കെ؇ؗു؋തും സമയ؋ിന്െറ ഒരു 
ْപവർ؋നമായി വّװമായി കെ؇ؗു؋തുമായ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ׹ളുെട ഒരു കؚിൾഡ് z 
സിزം ഒരു ബുؑിമുت؂ു ബിസിനشായിരിുׯം.  ര؇് ഫംഗ് ഷനുകൾ ഒരുമി്׺ േകാമ നി׹ൾ്ׯ yt zt, 
ഒരു പാരാമീئൈറ്ُٛ കർവ് ലഭിുׯം, ഈ പാരാമീئൈറ്ُٛ കർവുകൾ െപൻഡുലം സമവാകّ؋ിന്െറ 
ഘ؂ം കർവുകളാണ് 1.26 അെ׸بിൽ 1.27, അവ ശരിുׯം സമാനമാണ്, അതിനാൽ േജാഡി േകാമ yt zt 
െപൻഡുലം സമവാകّം 1.26-ന്െറ ഘ؂ കർവുകളാണ് അതിനാൽ േനടുക. ഉം ഉം തأിലുت ബؖംzt yt 

ഉം ഉം തأിലുت ബؖം മെئാരു വിധ؋ിൽ പറ؁ാൽ , ഘ؂ം വളവുകൾׯായുت കാർ؂ീഷّൻ zt yt 
സമവാകّ׹ൾ േനടുക, ഘ؂ം വളവുകൾׯായുت കാർ؂ീഷّൻ സമവാകّ׹ൾ േനടുകയും നി׹ളുെട 
ഫലെ؋ ഭൗതികമായി വّാഖّാനിുׯകയും െചുإക , നി׹ൾ േ؛ാ؂് െചുإകയാെണ׸ിൽ ഈ ഘ؂ 
ഡയْഗാമിന്െറ ചിْതം നി׹ൾ ക؇ിരിׯാം.  സംേയാജന رിരാ؋׸ിന്െറ വിവിധ 
മൂലّ׹ൾׯായുت ഘ؂ം വളവുകൾ നി׹ൾ്ׯ െ؛യിനിൽ ഒരു പാരാമീئർ ഫാമിലി കർവുകൾ yz 
ലഭിുׯം , ഈ ചിْതെ؋ േഫസ് ഡയْഗം എ്ؗ വിളിുؗുׯ, നി׹ളുെട ഫിസിക് സ് േകാഴ് സുകളിൽ 
െപൻഡുലം സമവാകّ؋ിനായി ഈ ഘ؂ ഡയْഗം നി׹ൾ ക؇ിരിׯാം. ഉം ഉം തأിലുت ഈ z y 
ബؖ؋ിന്െറ ഭൗതിക വّാഖّാനം ക؇ു, ഉം ഉം തأിൽ ഒരു ബؖമു؇് ശരിയും ബؖ؋ിന് ഒരു  z y 
അർ،വുമു؇്, എؓാണ് അത് ഊർ׽ സംരײണ നിയമം ആണ് െപൻഡുലം ഒരു യാഥാرിതിക 
െമׯാനിׯൽ സംവിധാനമാണ്, ഊർ׽ സംരײണ നിയമം നി׹ൾ്ׯ ഉം ഉം തأിലുت ബؖം zt yt 
നൽകുؗു, ആ ബؖമാണ് നി׹ൾ്ׯ ഒരു കാർ؂ീഷّൻ എؗ നിലയിൽ ലഭിുׯക  ഘ؂ം 
വളവുകൾتുׯ സമവാകّം ഈ ഘ؂ വളവുകൾ വരയ്ׯാൻ നി׹ൾ്ׯ ഒരു ശാരീരിക അവേബാധം 
ഉപേയാഗിׯാം, കാരണം ഈ ഘ؂ വളവുകൾ അട؁ കർവുകളായിരിുׯം, കാരണം നി׹ൾ 
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െപൻഡുലം ആേؕാളന؋ിൽ സ׽ീകരിുׯേآാൾ െപൻഡുലം ആേؕാളനം ആരംഭിുׯകയും അത് 
ആേؕാളന ചലനം ْപകടിؚിുׯകയും െചുؗുإ. േױാ്ُٛ സർകّൂ؂ായിരിׯാൻ, എؗാൽ നി׹ൾ 
െപൻഡുല؋ിന് മൂർ׺യുت ഒരു തتൽ നൽകിയാൽ, നി׹ൾ അതിെന ശװമായി 
തുتകയാെണ׸ിൽ െപൻഡുലം അത് േപാകും, അത് മുകളിേലയ്്ׯ പ   കും, സർകّൂ؂് 
പൂർ؋ിയാുׯകയും താഴ   ്ׯ വരികയും െചുإം, അത് െചുإം  അത് വൃ؋ാകൃതിയിലുت x 
ചലന׹ൾ ْപദർശിؚിുׯകയും ഊർ؋׽ിന്െറ വലിയ മൂലّ׹ൾׯായി ഘ؂ം വളവുകൾ വരയ്ׯാൻ 
നി׹െള ْപാلരٝാുׯകയും െചുإം.  ചില ഭൗതികശാസ്ْത പുُകٝ׹ൾ ഈ അഭّാസ؋ിന്െറ ഉേؐശّം 
എؓുതെؗയായാലും, ഘ؂ം വളവുകളും ഭൗതികശാസ്ْതവും തأിലുت ബؖം ഊർജസംരײണ 
നിയമം െകാ؇ുവരിക എؗതാണ്, സമയ؋ിന്െറ ْപവർ؋ന׹ളായതിനാൽ യുെട എؗിവ t y, z t 
വّװിഗതമായി കെ؇ؗു؋ത് ബുؑിമു؂ാണ്. എലിപ് ئിക് ഫംഗ് ഷനുകൾ അവസാനെ؋ 
ْപഭാഷണ؋ിെല എലിപ് ئിക് ഫംഗ് ഷനുകൾ ഉപേയാഗി്׺ ഞാൻ നിർ؋ി , ഇവിെട ഞ׹ൾ വീ؇ും 
ക؇ുമു؂ുؗു, ഈ എലിപ് ئിക് ഫംഗ് ഷനുകൾ ഭൗതികശാസ്ْത؋ിൽ വളെര സٔാഭാവികമായി 
ْപതّײെؚടുؗു , ഊർജ സംരײണ നിയമം നമു്ׯ എളുؚ؋ിൽ ലഭിുׯം, ഇത് ഊർജ؋ിന്െറ 
സംരײിത നിയമമാണ്, ഇത് യുഎ്׺ ഫംഗ് ഷനുകൾ തأിലുت ബؖമാണ് . ഈ ْപഭാഷണ പരآരയുെട 
അടു؋ ഘ؋؂ിേല്ׯ, അതായത്, പുُകٝ׹ളിൽ പൂജّ؋ിന് തുലّമായ ؛സ് േഫാമിന്െറ mdx ndy 
ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ׹ൾ , ൈسഡുകളിൽ ؛സ് ന് തുലّമായ സമവാകّം 1.28 mxydx nxydy 0 
േപാെല ഒരു ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം എഴുതുؗത് നി׹ൾ പലേؚാഴും കാണും. ഇേؚാൾ ഈ 
സമവാകّം 1.28 ഇത് കുറ്׺ വിവാദപരമാണ്, കാരണം എؓാണ് ഇതിന്െറ അർ،ം ന്െറയും യും dx dy 
ചുئി സ؀രിؗുׯതിന്െറ അർ،ം എؓാണ് കാൽുׯലസിൽ െകാ؇ുت എؗത് െകാ؇് dx dy dx 
ഹരി׺ാൽ അب എ്ؗ െകാ؇് ഹരി׺ാൽ യുെട െഡറിേവئീവ് ആണ് ന്െറ വّുൽؚؗം ആണ്, dy dx y x 

െകാ؇് െകാ؇് ഹരി׺ാൽ അب ഒരു സംഖّ അب, അب  ഒരു സംഖّ ഇവിെട dy dx dy dxdy dx 
സമവാകّം 1.28-ൽ െപെ؂്ؗ ഉം ഉം േവർെപടു؋െؚ؂ു, നി׹ളുെട ഡിഫറൻഷّൽ കാൽുׯലസ്, dx- dy-
ഇന്റْഗൽ കാൽുׯലസ് േകാഴ് സുകളിൽ അവ േവർതിരിׯാനാവാ؋വയായിരുؗു, ഓ , ؛സ് mdx ndy 
എؗ പദْപേയാഗം ഗണിതശാസ്ْത؋ിൽ എْത ْകൂരമായി നിർവചിׯാനാകും  വളെര കൃതّമായി 
പറ؁ാൽ അത് െചإാൻ ഒരു വഴിയു؇്, പേײ ഞ׹ൾ അത് ഇവിെട െചإിب, കാരണം ഇത് െചേإ؇ 
ത്ؗുإഎؓാണ് െച ്׺ത്, 1.28 എؗ സമവാകّം ഉപേയാഗിؗുإൾ എؓാണ് െചأഅതിനാൽ ന ,بലമر
, ഈ സമവാകّ؋ിന്െറ അർ،ം 1.28-ന് മു്آ വّװമാׯണം.  അേനകം ഡിഫറൻഷّൽ 
സമവാകّ׹ൾ േഫാം 1.28-ൽ അവതരിؚിׯാൻ േപാകുؗു, അതിനാൽ ؛സ് യുെട അർ،ം mdx nd y 
വّװമാേׯ؇ത് അടിയؓിരമാണ്, ഞ׹ൾ ഇേؚാൾ 
അ׹െന െചുإം, ഞാൻ ഇത് ആദّം വّװമാׯാൻ േപാകണം. നأൾ ഇതുവെര നട؋ിയ ചർ׺കൾ t 
ഓർു؋െകാ؇ാണ് ആരംഭിؗുׯത് , ഭൗതികശാസ്ْത؋ിലും ജീവശാസ്ْത؋ിലും സٔാഭാവികമായി 
ഉ؇ാകുؗ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ׹ൾ സാധാരണയായി ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ׹ളുെട 
സംവിധാന׹ളാണ്, അവ വّതُّമٝായ സമവാകّ׹ളുെട േജാഡികളാണ്. ൈമനസ് ആ؛ ٧്عസ് xydy 
ൈബ ഡിടി്ׯ തുലّം ൈമനസ് ന് തുലّം സിآിൾ ഹാർേമാണിക് േമാഷൻ തുലّം ky cxy dx by dt ydy

തുലّം ൈമനസ് വീ؇ും ഒരു സിزം നأൾ ഇേؚാൾ ക؇ െപൻഡുലം സമവാകّം ഒരു by dt x 
സിزമായി എഴുതാം, അതിനാൽ നأൾ േനാുؗുׯ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ׹ളുെട സി׹زൾ , 
െമׯാനിׯൽ സി؋زിൽ സമയം െഡറിേവئീവ് േനാുׯകയാെണ׸ിൽ, നി׹ൾ ഇതുവെര േനരി؂ 
ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ׹ൾ ഏത് തര؋ിലുت ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ׹ളാണ്, അവ 1.29 dx 
രൂപമാണ്, ന്െറ ന് തുലّമാണ്, ൈമനസ് ന് തുലّമാണ് . നأൾ ഇതുവെര േനരി؂ിت؂ു dt nxy dy mxy 
ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ׹ൾ , ഒരു െമׯാനിׯൽ സി؋زിന് ഇത് എؓാണ് അർ،മാؗുׯത്, t 
എؗത് സമയ േവരിയബിളിെന ْപതിനിധീകരിുׯെമ്ؗ ഞാൻ പറ؁ു. ഉം യുെട efor n of xy xy 
ൈമനസ് ഉം ْപേവഗ؋ിന്െറ ഘടക׹ളാണ്, ഉം ഉം رാനചലന؋ിന്െറ ഘടക׹ളാെണ׸ിൽ xy x y 

േകാമ എؗത് േവഗതയുെട െവക് ടറാണ്, അതായത് ൈമനസ് എؗിവയാണ് dx by dt dy by dt n, m 
കണ؋ിന്െറ േവഗതയും ഈ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം പരിഹരിؗുׯതിെല ْപശ് നവും 1.29 , x 
എؗത് സമയ؋ിന്െറ ഒരു ْപവർ؋നമായും വّװമായും സമയ؋ിന്െറ ْപവർ؋നമായും y 
കെ؇ؗു؋തിന് തുലّമാണ് , എؗാൽ ْപാേയാഗികമായി 1.29 ൽ നി്ؗ ആയി ലഭിؗുׯത് വളെര x a 
അപൂർവമാെണ്ؗ ഞ׹ൾ ക؇ു.  സമയ؋ിന്െറ ഫംഗ് ഷൻ, എؗത് സമയ؋ിന്െറ ഒരു ഫംഗ് ഷൻ y 
ആണ് ױാസി്ׯ ഉദാഹരണം േവാൾേ؂ജ് അേലാ؂് ൈഗ സമവാകّ׹ളാണ് , നി׹ൾ്ׯ അത് െചإാൻ 
കഴിയുെമ׸ിലും അത് െചؗുإത് പൂർ؉മായും എളുؚമب, അതിനാൽ ഞ׹ൾ േഫസ് കർവുകളുെട 
ഘ؂ം വളവുകളിൽ തൃلരٝായിരിׯണം.  നأൾ സമയം ക؇തിനാൽ, ഒؗിെന മെئാؗായി െകാ؇് dx 
ഹരി׺ാൽ, ന് േഡാ؂്, ന് ൈമനസ് എؗത് എؗിവെയ ബؖിؚിؗുׯ ഒരു dx- y n- m , 1.30 x, y 
ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّമാണ്, പേײ നമു്ׯ ഒേരേപാെല മുേؗാ؂് േപാകാം.  വّതُّമٝായി ed y 
േഡാ؂ിെന േഡാ؂് െകാ؇് ഹരിؗുׯതിന് പകരം ഞ׹ൾ അത് മെئാരു രീതിയിൽ െചുؗുإ, നമു്ׯ x 

െകാ؇് െകാ؇് ഹരി׺ാൽ േഡാ؂് െകാ؇് ഹരി׺ാൽ െകാ؇് ഹരി׺ാൽ dx dt dt x dt x dot 
അെ׸بിൽ െന ൈമനസ് ന് തുലّമായ െകാ؇് ഹരിുؗുׯ, dx n dy 
അ׹െന ഞ׹ൾ ഓൺ െചᅃٝു  ഒരു വശ്؋ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം 1.30, ഞ׹ൾ്ׯ ഡിഫറൻഷّൽ 
സമവാകّം 1.31 ലഭിു׺ , നി׹ൾ സിزം 1.29 േല്ׯ മടു׹േآാൾ ഉം ഉം തأിൽ വّതّാസമിب, x yx y 
എؗത് തുലّ പദവി ആസٔദിؗുׯ േവരിയബിളുകളാണ്, അതിനാൽ പײപാതമിب, അതിനാൽ ന് x 
അനുകൂലമായ ആവശّമിب അെ׸بിൽ ന് ര؇് േപർുׯം ഒേര ْപാധാനّം ലഭിുؗുׯ, അതിനാൽ 1.30 y 
അെ׸بിൽ 1.31 ആേണാ എ്ؗ എനി്ׯ വّװമب, ഈ ര؇് സമവാകّ׹ൾുׯം തുലّ ْപാധാനّമു؇്, 
അതിനാൽ യിൽ ഉം ഉം തأിലുت സമമിതിയാണ് നأൾ വഹിؗുׯത്. 1.28 എؗ സമവാകّം vo- x y 

Pru
tor
@
IIT
K



1.30 അെ׸بിൽ സമവാകّം 1.31 െകാ؇് സൂചിؚിുׯക, അതിനാൽ 1.28 എؗത് 1.30 ഉം 1.31 ഉം 
സംേയാജിؚി്׺ ഒെരാئ സമവാകّമായി എഴുതുؗതിനുت ഒരു മാർഗമാണ്, അതിനാൽ 1.28 എؗത് 1.30 
അെ׸بിൽ ഒരു േപായിന്റ ്മൂ്ؗ ഒ്ؗ ശരി, അതിനാൽ ഇത് അടിرാനപരമായി അർ،ം 
വّװമാുؗുׯ.  ഈ പദْപേയാഗം ؛സ് പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ് , ഞ׹ൾ ഉം ഉം f mdx ndy dx dy 
േവർെപടു؋ി എ്ؗ ഉറؚാണ്, നأൾ ْകൂരؘാരായിരുؗു എؗിവ dx, dy 
േവർതിരിׯാനാവാ؋വയായിരുؗു, പേײ ഞ׹ൾ അവെയ േവർെപടു؋ി, പേײ വّാഖّാന؋ിന് 
കൃതّമായ വّാഖّാനം നൽകിയി؂ു؇്, 1.28 1.30 ആയി കണׯാׯണം അെ׸بിൽ  1.31 അതിനാൽ 
ഞ׹ൾ ഇേؚാൾ ؛സ് യുെട വളെര വّװമായ വّാഖّാനം നൽകിയി؂ു؇്, അതിനാൽ mdx ndy 
ْപാേയാഗിക വീײണേകാണിൽ നി്ؗ രസകരമായ ഫ്ز ഓർഡർ സമവാകّ׹ൾ 1.28 1.28 േപാെലയുت 
സമവാകّ׹ൾ 1.29 സി׹زളിൽ നി്ؗ ഉ؇ാകുؗ ഒരു സമവാകّമാണ്, അതിനാൽ 1.29 േപാെലയുت 
സമവാകّ׹ളുെട പഠനം ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം 1.28 ഉം ഒؚം  1.28 ഞാൻ ആവർ؋ിؗുׯത് 1.30 
അെ׸بിൽ 1.31 ആണ്, നി׹ൾ്ׯ കൂടുതൽ അനുകൂലമായ رാനം നൽകേണാ അേതാ കൂടുതൽ xa 
അനുകൂലമായ നില ശരിയാേണാ എؗതിെന ആْശയി്׺, ഇത് വّതُّമٝായി ْപُാٝവി׺ിരിുؗുׯ , 
േജാഡി 1.29 കൂടുതൽ അടിرാനപരമാണ്, അത് 1.29 പരിഗണനയിലിരിؗുׯ കൂടുതൽ രസകരമായ ഒരു 
വُٝു വാണ്. പഠന؋ിന്െറ അടിرാന ലّײവും 1.28 േകവലം ഒരു സഹായ ഉപകരണമാണ് , 
നിർഭാഗّവശാൽ ْപാേയാഗികമായി ഇത് പൂർ؉മായും സാധّമب എؗത് സമയ؋ിന്െറ olve 1.29 x 
ْപവർ؋നമായും എؗത് സമയ؋ിന്െറ ْപവർ؋നമായും ലഭിؗുׯത് സാധّമب, നമു്ׯ െചإാൻ y 
കഴിയുؗത് ഈ സമവാകّം 1.28 പരിഹരിുׯക എؗതാണ്, അതുെകാ؇ാണ് ؛സ് ന് m dx ndy 0 
തുലّമായ സമവാകّ׹ൾ വളെര വിശദമായി പഠിؚിؗുׯത്, കാരണം ഇത് നമു്ׯ ശരിുׯം 
പരിഹരിׯാൻ കഴിയുؗത് ശരിയാണ്, ഞാൻ ഇേؚാൾ പറയാൻ ആْഗഹിؗുׯ മെئാരു കാരّം േനാׯാം, 
ഞ׹ൾ എടു؋ സിزം ൈബ ഡിടി്ׯ തുലّമാണ്, ൈമനസ് ന് തുലّമാണ്, ഞാൻ എؓാണ് dx m dt 
െചؗുإത് ര؇ിന്െറയും വലതുഭാഗെ؋ യുെട ഒേര ഘടക؋ാൽ ഗുണിുؗുׯ, ഞ׹ൾ ഒരു xy 
ലളിതമായ ഉദാഹരണം ന്െറ ന്െറ മട്׹ ന്െറ ന്െറ ൈമനസ് സബ്-ന്െറ ന്െറ dx- dt- y phi- dt- x x-

േല്ׯ തുലّം, ന്െറ ന്െറ േല്ׯ തുലّമായ ഒരു ഉദാഹരണം ഞ׹ൾ െചᅃٝുെവ്ؗ phi- x- phi- phi- 
ഓർുׯക.  എؗിവയുെട േഫസ് കർവുകൾ േഫസ് കർവുകൾ മാئിب  എ്ؗ ഞ׹ൾ ക؇ു ഞാൻ x, y 
ആരംഭിؗുׯത് അേത കാരّം തെؗ െചുؗുإ സമവാകّം ന്െറ ന് തുലّമാണ് െകാ؇് dx dt n dy dt 
ൈമനസ് ന് തുലّമാണ് കൂടാെത യുെട അേത ഘടക؋ിന് വലതു വശ׹ൾ ഗുണി׺ാൽ വീ؇ും m xy 
നി׹ൾ ഒെؗാؗായി ഹരിؗുׯത് കാണാം അْപതّײമായാൽ അْപതّײമാകുؗത് mu mu 
അർ،മാؗുׯത് അവതരിؚിുؗുׯ  ഫാعർٚ ഘ؂ം വളവുകൾ മാئിب, അതിനാൽ 1.32 ന്െറ േഫസ് mu 
കർവുകളും 1.29 ന്െറ േഫസ് കർവുകളും സമാനമാണ് , പാരാമീئൈറേസഷനിൽ എ്ؓ മാئമു؇ാകും, 
എؓുെകാ؇ാണ് പാരാമീئൈറേസഷൻ മാئം ഭൗതികശാസ്ْത؋ിന്െറ അടിرാന؋ിൽ 
ചിؓിؗുׯത് 1.29 എؗ സമവാകّം നി׹േളാട് പറയുؗെതؓാെണ്ؗ ഇത് നി׹േളാട് പറയുؗു .  
ْപേവഗം ഉം ൈമനസ് ഉം ആണ്, ഞാൻ എؓാണ് െചᅃٝത്, ഞാൻ സ്െകയിലർ ഘടകം യുെട n m xya mu 
ഒരു ഘടകം ഇ؂ുെകാ؇് േവഗത മാئി, അതിനാൽ േവഗത അതിന്െറ വّാلിٝ മാുؗുئ, പേײ ദിശ 
മാറുؗിب അതിനാൽ േവഗത  കണിക മാറുؗു എؗാൽ കണികയുെട പാത മാئിب ഘ؂ം വْകം 
മാറുؗിب ഘ؂ം വളവുകൾെׯാؚം േവഗത മാറുؗിب അതിനാൽ ഘ؂ം വളവിലൂെടയുت 
പാരാമീئൈറേസഷൻ മാറും ന്െറ േഫസ് കർവുകളും 1.29 ന്െറ േഫസ് കർവുകൾ്ׯ s  o 1.32 
തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഞാൻ 1.29 െന 1.32 ആׯി മാؗുئതിൽ കാരّമിب, കാരണം അത് വളെര 
അപൂർവമായതിനാൽ നമു്ׯ ആതّؓികമായി നിർ؉യിׯാൻ കഴിയുؗത് േഫസ് കർവുകൾ 
മാْതമാെണ്ؗ ഞ׹ൾ സأതി׺ി؂ു؇്. യഥാർ،؋ിൽ എؗത് യുെട ഒരു ഫംഗ് ഷനായും x t y 
എؗത് യുെട ഒരു ഫംഗ് ഷനായും കെ؇ؗു؋തിന് ഇത് വളെര ْപധാനെؚ؂ ഒരു വُٝു തയാണ്, ഇത് t 
സാധാരണയായി പുُകٝ׹ളിൽ ഊؗിؚറയുؗിب , ഞാൻ ഇത് വളെര സാവധാന؋ിൽ േപാകുؗു, 
കാരണം ഇത് വളെര ْപധാനെؚ؂ ഒരു േപായിന്റാണ്.  േജാൺ കാർേലാ േറാ؂യുെട ഒരു ْപേതّക 
േലഖന؋ിേല്ׯ നി׹ളുെട ْശؑ ആകർഷിׯാൻ , കഴി؁ ര؇് ൈسഡുകളിൽ ഞ׹ൾ െചᅃٝത് 
എെؓؗാൽ , ഈ പദْപേയാഗ؋ിന്െറ അർ،ം ؛സ് ന് തുലّമായി ഞ׹ൾ സൂ٣ظമായി mdx ndy 0 
വിശദീകരി׺ി؂ു؇്, എؓുെകാ؇ാണ് ഞാൻ ഇ؋ര؋ിൽ െചലവഴിؗുׯെത്ؗ നി׹ൾ ചിؓിുׯം. 
ഈ വിഷയ؋ിൽ വളെരയധികം സമയമു؇്, ഇത് ഒരു മിക׺ ഗണിതശാസ്ْത׾നായ ജിയാൻകാർേലാ 
േറാ؂ എഴുതിയ ഒരു ദാർശനിക േലഖനെ؋ അടിرാനമാׯിയുتതാണ് , അേؐഹം ഇേؚാൾ ഇب , 
ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ׹ൾ പഠിؚിؗുׯതിെനുׯറി്׺ അേؐഹം തന്െറ ദാർശനിക വീײണം 
എഴുതിയി؂ു؇് , ഈ േലഖനം ലഭّമാണ്. ഓൺൈലനിലും , ന് തുലّമായ െയ mdx plus ndy 0 ndy-
കുറിتു׺ േറാ؂യുെട അഭിْപായ׹ൾ , ഈ പദْപേയാഗ؋ിന്െറ ഈ അർ،ം വّװമാؗുׯതിന് 
വളെരׯാലം െചലവഴിׯാൻ എെؗ േْപരിؚിു׺, എؗിരുؗാലും ഞാൻ ഒരു നിരാകരണം തിടു؋ׯിൽ
േചർׯണം , േലഖനം ഒരു നീ؇ േലഖനമാെണؗും േറാ؂െയ അഭിസംേബാധന െചؗുإ നിരവധി 
േപായിന്റുകൾ ഈ േലഖന؋ിൽ ഉ؇്  അവയിൽ ചിലതിേനാട് എനി്ׯ േയാജിؚു؇്, ْപേതّകി്׺ ഞാൻ 
ഇേؚാൾ പറ؁വേയാട് േയാജിുؗുׯ, പേײ െപാതുെവ േറാ؂ അഭിസംേബാധന െചᅃٝ മ്ئ പല 
കാരّ׹ളിലും എനി്ׯ വിേയാജിؚു؇്, അതിനാൽ ഇത് ഒരു ബൗؑിക വിേയാജിؚാണ്, കാരണം ഇത് 
ശരിുׯം തതٔശാസ്ْതപരമായ വിഷയ׹ളും അധّാപന വിഷയ׹ളുമാണ്, ഇത് ഗണിതമب. 
ഗണിതശാസ്ْതം െതئാേണാ, ഞ׹ൾ സംസാരിؗുׯത് തികു׺ം കൃതّമാണ്, വّാഖّാന׹െള 
കുറി׺ാണ് തതٔശാസ്ْതപരമായ അടി؂ു؋കളും വിദّാഭّാസപരമായ ْപٍ׹٠ളും േകാഴ് സുകളിൽ 
എؓാണ് ഊؗിؚറേയ؇ത്, എؓാണ് േകാഴ് സുകളിൽ ഊؗിؚറയരുത്, േറാ؂േയാട് ര؇് ii 
കാരّ׹ളിൽ ഞാൻ േയാജിുؗുׯ, പല കാരّ׹ളിലും ഞാൻ അേؐഹേ؋ാട് വിേയാജിുؗുׯ.  
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കാരّ׹ൾ പേײ ജീവിതം ശരിയാണ്, ഇേؚാൾ നമു്ׯ ഡിഫറൻഷّലിന്െറ ചില ജّാമിതീയ വശ׹ൾ 
േനാׯാം സമവാകّ׹ൾ എനി്ׯ ജّാമിതി ഇذമാണ്, അതിനാൽ ഞാൻ ജّാമിതിയിൽ കൂടുതൽ സമയം 
ചിലവഴിؗുׯത് ؛സ് ന് തുലّമായ ഒരു ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം നി׹ൾ്ׯ വْക׹ളുെട mdx ndy 0 
ഒരു കുടുംബം നൽകുؗു എ്ؗ ഞ׹ൾ ക؇ു സ് കٔയർ ؛സ് സ് കٔയർ തുലّമായ കർവുകളുെട ഒരു x y 
പാരാമീئർ ഫാമിലി, േലാക؋ിെല ഒരു േലാ؂് ചി സമവാകّ؋ിന്െറ കാരّ؋ിൽ സർׯിളുകളുെട ഒരു 
പാരാമീئർ ഫാമിലിയാണ്, നി׹ൾ്ׯ ആദّ കٔാْഡന്റ് പൂരിؚിؗുׯ അട׺ കർവുകളുെട ഒരു 
പാരാമീئർ ഫാമിലി ലഭിുׯം  െപൻഡുലം സമവാകّം നി׹ൾ്ׯ വീ؇ും വْക׹ളുെട ഒരു പാരാമീئർ 
കുടുംബം ലഭിׯാൻ േപാകുؗു, നി׹ൾ ഘ؂ം ഡയْഗാമിനായി ചില ഭൗതികശാസ്ْത പുُകٝ׹ൾ 
േനാׯാൻ േപാകുؗു, അതിനാൽ സമവാകّം 1.28 നി׹ൾ്ׯ വْക׹ളുെട ഒരു പാരാമീئർ കുടുംബം 
നൽകുؗു. നമു്ׯ അതിൽ നി്ؗ ഒരു ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം േനടാനാകുേമാ അെത നമു്ׯ ഒരു 
പാരാമീئർ ഫാമിലി കർവുകൾ വളെര മേനാഹരമായ വُٝു  ٧ിൽعിئാزളാണ്, അവ ഇലക്േْടാׯ
ْപതّײെؚടുؗു, അവ ْദാവക െമׯാനി٧عിൽ ദൃശّമാകുؗു, അവ എ׹െന ഉ؇ാകുؗു i  n 
ഇലക് േْടാزാئിക് സ് ഇകٔിേപാ؂ൻഷّൽ ൈലനുകെള കുറി്׺ ചിؓിുؗുׯ, ഇകٔിേപാ؂ൻഷّൽ 
ْപതല׹ളിൽ നി׹ൾ്ׯ ചാർജുകളുെട വിതരണം ലഭി׺ാൽ, ഇകٔിേപാ؂ൻഷّൽ ْപതല׹ൾ എ്ؗ 
വിളിׯെؚടുؗ ْപതല׹ളു؇്, ഈ ഇകٔിേപാ؂ൻഷّൽ ْപതല׹ൾ എടു്؋ അവെയ തലം xy 
ഉപേയാഗി്׺ മുറിുׯക, ഉദാഹരണ؋ിന് െ؛യിനിൽ നി׹ൾ്ׯ ഇകٔിേപാ؂ൻഷّൽ ൈലനുകൾ xy 
ലഭിുׯെമ്ؗ ഞാൻ ശװമായി ശുപാർശ െചുؗുإ. െറസ് നിׯിന്െറയും ഹാലിേഡയുെടയും 
പുസ് തക؋ിന്െറ -ാം േപജിേല്ׯ തിരിയാൻ, ഞാൻ ഈ പുُകٝം േനരെ؋ സൂചിؚി׺ി؂ു؇് , േപജ് 635
നآർ 635- േലാ അേത പതിؚിേലാ ഇകٔിേപാ؂ൻഷّൽ ൈലനുകളുെട മേനാഹരമായ ചില ചിْത׹ളു؇് , 
ഇേؚാൾ അ؋രം കുടുംബ׹ളുെട രസകരമായ ചില ഉദാഹരണ׹ൾ നമു്ׯ േനാׯാം.  േകْؕീകൃത 
വൃ׹؋ളുെട ഒരു കുടുംബമാണ് ഈ സമവാകّെ؋ േവർതിരിؗുׯത് നി׹ൾ്؛ ׯസ് 2x 2y dy 
ലഭിؗുׯത് ന് തുലّമാണ്  ന് തുലّമായ ചതുരവും ചതുരവും ഉت ഒരു പാരാമീئർ കുടുംബം dx c- x y 
ഇേؚാൾ വളെര എളുؚമാണ് നമു്ׯ മെئാരു ഉദാഹരണ؋ിേല്ׯ േപാകാം, അത് അْത ഉപേയാൃװ 
സൗഹൃദമാകാൻ േപാകുؗി0  ب, ആരം വീ؇ും ആണ് , അതിനാൽ വൃ؋؋ിന്െറ സമവാകّം c 
എؓാണ് ൈമനസ് മുഴുവൻ സമചതുരവും സമചതുരവും സമചതുരവും ചതുരവും x c c c c 
റؐാുؗുׯ, നി׹ൾ്ׯ ൈسഡിൽ 1.34 എؗ സമവാകّം ലഭിുׯം നും ഹരിു׺ം സംബؖി1.34 ്׺ x 
വّതّാസെؚടുു؋ക  2-ൽ നി׹ൾ്؛ ׯസ് ലഭിؗുׯത് ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ൽ നി്ؗ x ydy dx- c-

യുെട ഈ മൂലّം 1.34-േല്ׯ തിരിെക വയ്ുׯക , നി׹ൾ്ׯ ഒരു ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം ലഭിുׯം c 
1.36 വീ؇ും 1.35 ഉപേയാഗിുׯക, അവിെട ഉتത് 1.34-േല്ׯ മാئി പകരം 1.34 ആׯി കുറ്׺ c 
പുനഃْകമീകരിുׯക. ഈ മേനാഹരമായ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം ലഭിുׯം 1.36 , കൂടാെത 1.36 എؗത് 
ഈ ഒരു പരാമീئർ കുടുംബ؋ിെല സർׯിളുകളുെട ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّമാണ്, ഉ؍വرാന്؋ y
അ؋ײിൽ ُ١ർശിുؗുׯ, ഇേؚാൾ ഞാൻ നി׹ൾ്ׯ ഒരു െചറിയ വّായാമം നൽകാൻ േപാകുؗു , 
വّായാമം ബുؑിമുت؂ു കാരّമب, പേײ അത് അനിവാരّമാണ് ഈ സമവാകّം 1.34 
േവർതിരിുׯേآാൾ ഞ׹ൾ പരിഗണിؗുׯത് എؗത് ന്െറ ഒരു ഫംഗ് ഷൻ ആെണؗാണ്, al, y x 
അതായത് എؗത് ന്െറ ഒരു ഫംഗ് ഷൻ ആെണ്ؗ അർ،മാؗുׯത് സാധുവായ അനുമാനമാേണാ y x 
ഈ സർׯിളുകൾ സ്െക്׺ െചᅃٝ ്ഉ؍വ؋ിൽ എؓാണ് സംഭവിؗുׯെത്ؗ കെ؇ു؋ക.  കൂടാെത 2 c 
േകാമ 0 യിൽ എؓാണ് സംഭവിؗുׯെത്ؗ കെ؇ു؋ക . ഈ േപായിന്റിന്െറ അയൽപ؋്ׯ എؗത്y 

ന്െറ ഒരു ഫംഗ് ഷൻ ആെണ്ؗ പറയുؗത് നിയമപരമാേണാ, നأൾ എؗത് യുെട ഒരു ഫംഗ് ഷൻ x x y 
ആെണ്ؗ പറേയ؇തിെ׸بിൽ െന യുെട ഒരു പേരാײമായ ഫംഗ് ഷനായി കണׯാׯരുത്.  െന x y x-
വّതിരിװമാؗുׯതിനു പകരം 1.34 െയ വّതിരിװമാׯി മുേؗാ؂ുേപാകരുത്, ഇത് ശരിയാണ്, െന x- y
യുെട ഒരു ഫംഗ് ഷനായി കണׯാുׯകയും െയ സംബؖി്׺ വّതിരിװമാׯി y- 
മുേؗാ؂ുേപാകുകയും േവണം, എؗാൽ അേത ഉ؋രം തെؗ നമു്ׯ വീ؇ും ലഭിുׯം  അേത 
ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം 1.36, നി׹ൾ പരിേശാധിേׯ؇ ഒരു കാരّമാണിത്, ഇത് നി׹ൾ്ׯ ഒരു 
െചറിയ വّായാമമാണ്, ഇത് വളെര എളുؚമുت ഒരു വّായാമമാണ്, നി׹ൾ ഈ വّായാമം െചᅃٝതിന് 
േശഷം ഇേؚാൾ ഇത് െചإാൻ ഞാൻ നി׹േളാട് അഭّർ،ിുؗുׯ സമവാകّം എഴുതുؗതിന്െറ 
ഗുണ׹ൾ നി׹ൾ കാണുؗുേ؇ാ  1.30 ഉം 1.31 ഉം സമമിതി രൂപ؋ിൽ 1.28 ഞാൻ നി׹ൾׯായി കുറ്׺ 
ൈسഡുകളിേല്ׯ േപാകെ؂, അതിനാൽ നി׹ൾ ഈ വّായാമം െചᅃٝതിന് േശഷം  േഫാം 1.28 
ഉപേയാഗി്׺ ْപവർ؋ിؗുׯതാണ് നبെത്ؗ നി׹ൾ എേؗാട് സأതിുؗുׯ, കാരണം ചിലേؚാൾ 
നി׹ൾ്ׯ ഒരു ഫംഗ് ഷനായി കണׯാേׯ؇ി വേؗׯാം.  ചിലേؚാൾ ഈ ഉദാഹരണം y x, 
വّװമായി കാണിؗുׯതുേപാെല നി׹ൾ െന യുെട ഒരു ഫംഗ് ഷനായി കണׯാേׯ؇ി x- y 
വേؗׯാം , അതിനാൽ സംഗതിെയ സമമിതിയിبാ؋താؗുׯത് അഭികാമّമ1.28 ,ب എؗ 
സമവാകّ؋ിന്െറ കൂടുതൽ സമമിതിയിൽ ْപവർ؋ിؗുׯത് അഭികാമّമാണ്, ഇത് 
അഭിലഷണീയമായ ഒരു സവിേശഷതയാണ്, അതിനാൽ നി׹ൾ ഇത് െചുإം.  1.28 ആണ് ഇേؚാൾ 
ഏئവും അഭിലഷണീയമായ സവിേശഷത എ്ؗ എേؗാട് സأതിുؗുׯ, എؗാൽ ഇ؋വണ നിറമുت 
േപനകൾ ഉപേയാഗി്׺ ഇത് രസകരമായിരിുׯം , നീല േപന ഉപേയാഗി്׺ അ؋ײിൽ ُ١ർശിؗുׯ ആy-
സർׯിളുകൾ നി׹ൾ വരയ്ׯണെമ്ؗ ഞാൻ ആْഗഹിുؗുׯ  ചുവؗ േപന ഉപേയാഗി്׺ അടു؋ 
സ്െക്׺ സർׯിളുകൾ ഉ؍വرാനتു؋ അ؋ײിൽ ُ١ർശിുׯകയും നീല വൃ׹؋ൾ വലത് x-
േകാണിൽ മുറിുׯകയും െചുإക, അതിനാൽ ഈ വْക׹ളുെട സ്െക׺ിംഗ് െചᅃٝ ്നീലയും ചുവؚും 
േപനയിൽ നി׹ളുെട കലാസൃذികൾ മേനാഹരമായ ഒരു ചിْതം േനടുക തുടർ്ؗ െറസ് നിׯൺ 
േഹാളിേഡസ് ബു്ׯ േപജ് 635-േല്ׯ മടു׹ക, ചിْതം 29.15 േനാുׯക , ൈവദّുത ദٔിْധുവ؋ിന്െറ നീളം 
െചറുതും െചറുതും ആകുേآാൾ നി׹ളുെട ചിْതം ഇതിേനാട് അടു്؋ േയാജിുؗുׯേ؇ാ, അതിനാൽ 
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രസകരമായ ഈ വّായാമ؋ിലൂെട ഞാൻ ഇؗെ؋ ْപഭാഷണം അവസാനിؚിുׯം നؕി നി׹ൾ്ׯ 
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