
హڒ ࡹబܽद
అవకలన సࠬకరހల߯ ࡓ ߖࡹ ࣒ࡎࣄండవ ఉపߕङ ङ޳࢑ ړߖࣃ छࣃ ڕबలࡏ గతం ࠭࠲ ఎకए డ ఆ࠵࠻߱ڵ 
ऱపڕ  फంࡏڷ ڴफ ڕࣆۯం޳ం.
࠭࠲ 
ऒߖހఅవకలన సࠬకర ۯంߧߖక ڴఅࠪయకం ࡮ۧ छ޳  ए࣋ ࡌ छ ࡛ न ޜ సࠪనంࣆ۫ ڴफߕऒ ࠭ మ࠾ࡍdy y 
बࣃ ఈ ࠭࠲ ऒߕڕࡏۯ ړߖߕ ࠭ మ࠭࠲ ࠾ࡍ పࢲࡍए ऒߖࡌ  కߕھߘऒ సࠪనం,yt c ړ న࣒࠳ 1 ړ  ࠭ ct

సమయం ఎడమ ߘంࢇࢗ ړ ڴ߯ 1 ݟऱ ޵ڜभ పࢲࡍए రం   అనంతం వరޔࢂࢗ ڕంద࠭࠲ ߖ t t c yt 
గమߖంۧ࠭
పࠫࡍత సమయంࡹ పࠫࡍత సమయం࢑ ࡹపޔफ ఏరओ ޻రణం ఇڒ ړߖݞజరగ ࡮ఇ ޴ఇ ޴ంޔݡ
ఈ ࣋ए छ ࡛ न పదం ڒరణంڴ ࣋ए छ ࡛ न ڕ బږ ߘߝ   ڴࡱ޶ङ  y y y,ޙ࠼ఉంۨనటऱ ߖ ࠗ
అ࢑ ޻షయం పࠫࡍత సమయంࡹ జరగߖݞऒ फࣃ۫ ࡏࠬ  एࢲࡍప ࡏ రం అనంతం వర݋ࢶ ڕ అޔ࢓ం޴
అవకలన సࠬకరణంࡹ తߩओ  ఏࠬ ޶ࡶ అవకలన సࠬకరణం  ऴపߖ ۲ܼޒరछ ۨంచబݟం޴

࣋ए छ ࡛ न అ޴ߝ బࣗప޴ అ࠼నపओ एࢲࡍప ڔܽ రంy  
औߖన࣒ ఇ࠳ అం݄ ,޶࢑ంచ܋ ఖ߯ࡔ ࢐సफవ తफం࠴ ݦఉం ڕద 1 వరࠬ ࣄ ݟంߘ ܾߖ
పࢲࡍए రం ఇ  అ߄ࣃ ޴ߝరణంࡍߪ ڴ फ ࢐సफవ ࡔఖ ࢐ ߗڒ ޶ڒసफవ ࡔఖࡹ ఒక ࠙గం ࠪऴత࠲ ఇ࢐  ޴సफవ xists 
ࡹఖࡔ
నऒۨ ࡮ۧ  ࠙గం ࠪऴతڒ ࠲బܽद అవకలన సࠬకరణం ऴపߖ ۲ܼޒరछ ۨంచబޔݡం޴  అߧۮ ߘߝ ߖओ నߩओ  ݡ
అర ߘߝ ࡹ ݭ࠼పܽ సऱߘ࠭ बం ڕࣆۯనऒ  ޻ఇ ޴
 మం అం݄iࡌ࢑

ఈకछ పऱ࣒ ݋ߕ ݋ ࠪڒ న࣒࠳ ݋ߕ ܿ ࡽ    ఆ ࡌ࢑మం ࠴ ߘߝతफంi 
క߱వ۪ऐڒ మంࡌ࢑ , అం݄ అనంతం వరڕ తߧओ ం۪ڝవ۪ऐ    పࠫࡍత సమయంࡹ పࢲࡍए  అనంతం ࡱࡌ
వరڕ తߧओ ం۪ڝవ۪ऐ
ओߩబܽद ఇڒ छڵఈ దృ   ݡ షߖ࠻ऒ
మڜࡍంత ࢑వరంڴ ప޳࡯ࢣࡍभ ం, బࣗࢡ మߖڜࡍऒ  ఉ޳హరణలࡹ                            ఉనऒ ऱܿ
ऒߖࢡంۨన                           అంߖగమ ࡏࠬ                                               ࢑షయ 
అڼ࡮                                                                                                                                                               
ऒߕంܿڕߘంۧలۨࣇ ߘߝ ంచడంڵࡆఉప ߘలڴక సమऴ߅రవߖ ࠾ࡍమ ߘ
ङ޳࢑ ߕ ߘߝ ऒߖ࠻࢑ష ఈ ڔࡍबలందࡏ ऒߕޔࠋۮ  ధङࣃ ,ߘ ओߩన࠳ డ࡮ऱ  ఖۨऐ త࠳న సమऴڴలޜ పߖ   
ऒޒऴపయ ړߖݞంచࡍ࢐ߖ ߘలࠪࡌ࢑  క߅రవߖ ంచం޳ࡶ ݟ
ऒߖ޵ ࡏࠬ ऒߕఉ ࡱޔबࣄࡍప ߖࡶయۯ  ధङࣃ ޴ఇ ࡹలޔबࣄࡍఇ ప ࠼ ం ڒక߱వ۪ऐ
ధङࣃ బܽदڒ ޴ఉంܿం ڴ࢑కృతం ంతࡍంచక߱వడం మڵࡆఉప ߖߖ޳ ޳ࡶ ओߩన࠳ డ࡮ऱ  ఖۨऐ త࠳న 
సమऴڴలߘ ఉపڵࡆంచړߖݞ ऴపయޒऒ ంచంݟ  అ޻
థࠫక మంऴతం ఖۨऐߦऴ ߘߝ త࠳న సమऴڴలߘ ఎంڕ޶
ఉపڵࡆంۧ࡯ޘ ࡹయܑ࠻లڕߘంܿߕऒ కం݄ ఖۨऐ޶ఎం ߘ త࠳న సమऴగతࡱ ఎంڕ޶ ఉనऒ త࠳న࢑  
ࡱ࢓܋

ఉనऒ ڕవర ݟంߘ  సమऴగ ఏߖ ߕ޼రంతర ఫంࣾڝ ߤసం ߖరछ ۨంచబݟందߖ గమߖంచంݟ, a b   fx dx f
ఖۨऐ ڕफࡏڷ మంࡌ࢑ త࠳న x ab 

అర बం ఉంܿంࡅ  ޴కए  ఈf x 
ۨహऒ ం సమऴగ ړ సంߪరप అర म࠲ మࡖక ऴపࡆజనం ఏࠫటం݄, ࠬࡏa to bfx dx
అవకలన సࠬకరހలࡍߖ ࡹ भషद సమऴڴలߘ ఉపڵࡆంۨనߩओ సछ ࡏࠬ ݡ యంۧలకంڴ
ऴߦరంభ పࣄࡍबޔలߘ ߰ం޶పࣃࡏफ సమసङ ޻అ ࠭࠲ బܽदڒ ࡏ ߘ
నऒࠚ࢑ ڴࡱ޶బ ڕలڴక సమऴ߅రవߖ   సమऴڴలߘ ఉపڵࡆంۨ మࢁऱ ޳ۯभ ం ڒబܽद  మࢁऱ మనం అవకలన
సࠬకరణం 1 కం݄ ࣋ए छ छ޳ ࡛ भࡿࢗ ړసࠪనం 1 ࡌ ం.y dy dt 
 ఇߩओ फࣃۯ ఏకం ߘల ݭࣄ ݡంࡓ మనం ݡ ࠭  es
ࡍߖ भషद ࡌ࢑మం కం݄ ఎڕए వ 0 ࡱࠪڒ అం݄ ࠭࠲ ఈࡍࣃ ఖۨऐ త࠳న సమऴగతࣆ۫ ߘफߕऒ ࠭
మ࠾ࡍ व߯ړ ࠹ సࠪనం व߯ړ ࠹ సࠪన࠳న 0 ߘంݟ వరڕ మనంy t dt y t dt s   1 
సమऴగ࠳న 0 ߘంݟ వరڕ ఏࠫ ߰ం࠭ޑ޶.s   1 
 ࢐సफړߖ࢐   ఎడమ ړ ߩ࢙ ޒۯ ఏڔకృతం అޔ࢓ం޴s
అవకలన సࠬకరణం व߯࠹ व߯࠹ ࣋ए छ छ޳ ࡛ బܽद dy   dty y y yڒ ݟడం۫ ࡌ
व߯࠹  అږߘల హڕए బܽद ఖۨऐڒ  తంߠ࠵ ڴ నऒޔڷࡏ߭ ߤ݇  ఫంࣾڒ ߤబܽद ࡏࠬ ߘߝy 
ऴపޑङ ࠪऒ య ޳ࣄम ంړߖޑ అߨओ కएࡅ ߘߝ  ߘయగలۯ ࡽ y t u ڕߕ ࠾ࡍమ ߘޑఉం۪ ڴసࠪనం ړ ߖ  y 
व߯࠹ t

అ࠼నߩओ ओߩన࠼సࠪనం అ ړ ࠾ࡍమ ݡ కएࡅ ࡽࠋయࡍ࢘ ݡ వdt  t 0 y 0 c t sࡱ࢑ 
కएࡅ  అޔ࢓ంڒ ޴బܽद   ऴపޑङ ࠪऒ ऒߖ࠻  ఉపڵࡆంۨ సమऴగం అޔ࢓ంޜ ޴ సࠪన࠳న u s y u t
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అ޴ߝ ࣋ए छ ࡛ न ޳छ కएࡅ ݟంߘ సమऴగ ࡌ ओߩఇ ,޴ంޔ޶ంۮ ంతరంߦࡐ ړ  u s   c sdu y ࡏࠬ ݡ du 
छ޳ ए࣋ ࡌ छ యవ۪ऐۯ ݋ڼఇంܽऴ ޜ ࡛ ,u 
ఆ߯ ऴߦరంభ ࣄबޒ మ࠾ࡍ ఈ c c
మڝ ࠾ࡍసం ࠳న࣒ ࡏڷफ1 ޜ అޔ࢓ం޴  మࣆ ࡏࠬ ࠾ࡍలభతరం ࣄۯ, ऴకࠪߖऒ ऐࡏࠪ   y s ࡏࠬ ం݄ڕ
అ࢑ ޻షߖ࠻ऒ  ߰ంࡏޑ޶  ty of s
ఈ ۨనऒ ߘߝ బܽदڒ సࠪనం ړ నݟంచబڵ࠙ ޜ న࣒࠳ 1 ऒcsߖޑށజగࠊ  c 
࢑సघ ऒߕफࣆࡍ ए࣋ ,ߘ छ ࡛ न ޳छ నరछߩ   ࡹయడంۯ సࠬకృతం ߘݡ ࡌ ङ వࣅबకరణۯ ࡱయడం   ۯయడం u 
మߖ ࠬ ࠾ࡍ ߰ందడంy 
నऒۨ ࡮ۧ  పߖ మߘ ࠬ ࠾ࡍ ߰ందడం ۧ࡮ ۨనऒ  పߖ.y 
వۨऐ ڕబయట ࡔࠬ  , ۨవరڕ
కएࡅ ఈ అవకలన సࠬకరణం ࡏࠬ ,ݟంచంࡍక࢒ధృ ߖర޳ం߰ ߖ న࠳సࠪన ړ న࣒࠳ 1 ࡏࠬ  పࢲࡍए ऒcsߖࡌ s
࠭ޑ޶ం߰ ڵࡍޒ
ఖۨऐ ࡹޒऴకమపదम ࠭࠲ ࡍࣃఈ ߗڒ త࠳న సమऴڴలߘ ఉపڵࡆంۧ࠭ మ࠾ࡍ
ఖۨऐ  ࡍࣃఒక ߘߝ ࠾ࡍమ ࡔస ޶ڒ ߘలڴక  సమऴ߅రవߖ ࡵవ ࡹల ݭ࠼పܽ సऱߘ࠭ త࠳న  సమऴగతࡱ 
ఉనऒ త࠳న ࡱ࢓܋ అࡏڷ ڕࠬ ߖफ ࠻ۯలڕߘంܿߕऒ  ,ߘ
ऒߖࠪ޴ఆ ࡏࠬ   కھߘనగߕޔڷࡱऒ రछߖ ݞంڕࡶ సంబంధం ޜߖ޳ ߝఅ ޳ࡶ ࡌ చనం సంߪరपంڴ 
అర मవంతంڴ ఉంܿం޴.
 
ప  ߤ࣌ ޴ߝఅ ߤ࣌ڜ ऱ࣒x x 
కएࡅ కం݄޶ఎం ࣄ  ఉతओ నऒ ం ߤ࣌ڜ   ఇࡅ ߤ࣌ڜ ޴కए  నsine x࠼అ ࢟ܽ࢘ࡍݥ ంܾ࠻ 
ఈ సందరग ߝ࣌ ంࡹ అࡍڷ ߖ फంచడం ࣆలభం ࡅ ߤ࣌ڜకए  w ࡮ۧ ߗڒ ,޴ఉంܿం ڴ ࢟ܽ࢘ࡍݥ-ంܾ࠻   
సందࡌग లࡹ
రߖ ߖ ࢟ܽ࢘ࡍݥ प࠼ంచడం అంత ࣆలభం ڒదߖ
                                                                         ’      
                                     స౦కలߕలࣆۯ ࡽݠ ࡏࠬ ߘफనऒ ओߩ ధङࣃ ޴అ ڕࠬ ݡ ం ޶ڒ.
రछߖ ڴࡱޑంߦऴ ڝफం۪ࡏڷ  ۨంచబݞन ࡮ۧ అ࢑ ࠾ࡍమ ࠼
ఖۨऐ త࠳న మ࠾ࡍ కݎన࠳న గށత అࡌब ऒߖ  కڵ࡯ ఉంܼڒ ࠼బܽद అ࢑ ఎలऱߩओ ఉనऒ ݢ త࠳న వࣆफࡱ࢓
ओߩబܽद ఇڒ ࢐ङ ݡంࡓ ݡ भࡿࢗ ڕలࠪ࠻ ం ޳छ छ޳ ࡌ ప 1 ࡌ ऱ࣒  dt dy y
࣋ए छ ࡛ न ऴߦరంభ పࣄࡍबࡱޔ సࠪۨࣇ ࡱߕంచబడ࠼ޑ.y 0   
 1.
 పࠫࡍత సమయంࡹ పࢲࡍए రం అనంړߖޑ తߧओ ం۪ڕంܿం޳
ప 1 ߩ࢙ ݟڕ ऱ࣒ ࡎభ ޜపవ࡛ 10 ޜ  फ ۯయబޙݟ,y
ఈ ऴపశऒ ,ࣄۯ ܘߦ ࠭࠲ भ޳ۨࡹఆ ࡹ࠻ۯ ࡮ఎ ߘ ࠭   ࠬ ऴߦరంభ ऴ߮రణ అࣃ۫ ࡏࠬ ߖफ ऒߖ޵ ࠭࠲  ࡏ
ఏڔకృతం ޳ۯभ ం  అవకలన సࠬకరణం సߖ޵ ࡔऒ  ऴపయޒऒ भ޳ ం, అ޳ۯ ޴भ ం.
 పࢲࡍए రం పࠫࡍత సమయంࡹ   అనంړߖޑ తߧओ ం۪ڕంܿం޳ࡶ ޳ అ޴ߝ ऴపశऒ  
छ޳ బܽद ࠬ అవకలన సࠬకరణంڒ ప  ࡌ ऱ࣒  ࣋ए छ भ޳۫ ߖసࠪనం అ ޜ ࡛ ం  అకए డ   ప ऱ࣒  dt dt 1 y 1   1 y 
࣋ए छ ޜ ࡛
ఎܿవంܽ సమసङ ࡹంచడంڵ࠙ ओߩఎలऱ ޴కం݄ ఇ޶ఎం ,޶ࡶ  ݢ
.޴ఉంܿం ڴలంږߘࣃ
పओۮ ߖఅ   ࣊ ݟంߘ మం 0ࡌ࢑ ంతڜ   ంݟ , సమయం 0ړ సࠪనం అ࠼నߩओ  t ݡ
కएࡅ  ޴फంࣆࠚఏࠫ ల ڕࠬ కएࡅ   మం 1s yࡹ࢑ ߤܼ న࣒࠳ 
సࠪనం ࡅ ࡏࠬ ޳ࡶకए  సࠪనం  ప ऱ࣒ छ޳  एࢲࡍప ࡏࠬ బܽदڒ ݟందం߰ ࡌ రం ڴࠈ s s y s pi 4 
߰ంڒ ࡏ޳బܽद
పࢲࡍए రం ߘంࡏࠬ ݟ సࡔ అࡏࠬ ࡏޑࠋۮ ߖ ఈ పࢲࡍए ऒߖࡌ  పࣃ࡯ࢣࡍफ एࢲࡍప ࡏࠬ ࡏ ऒߖࡌ  పࣃ࡯ࢣࡍफ   ࡏ
ఆ߯

ओߩనࡍۯ 4 ړ కएࡅ ߩఎడమ࢙   ݡ  పࢲࡍए రం  ప ऱ࣒  ఇߖऔ ओߩऱనࢀࢗ ړܾߖ s piࡏంܼھߘక ࡏࠬ ݡ s y 
ఇదంߝڴࠈ ࡮ۧ ޑ ఉం޴, అޙ࠼ సమసङ भࡿࢗ ړ ం   సమసङ ,ऱࢀࢗ ڵࡍޒ ڕ
ࠫమघ ऒ࡯  ఏࠫ అߕޔڷݡऒ .ࡏڴݟఅ  ࡗ
  ఉంܼ࠼  ing 
అࡏڴݟ   పࢲࡍए ऒߖࡌ ࡍڷ  फంచమߖ ࠫమघ ऒ࡯  అడగߖ సమయంࡹ పࢲࡍए రం అనంڕࡏۯ ړߖޑంܿం޳ 
మ࠾ࡍ ఇతర సమసङ  ఏࠫటం݄

 పऱ࣒  ࣋ए छ ప   ߩ࢙ ݟڕ ڴࡱ޶బ ڕ ࡛ ऱ࣒   పవ࡛  ఉం1 ,.޴ y 1 y 10 10
  ప ऱ࣒  y
ऒߖހఅవకలన   సࠬకర ࡏࠬ ࠾ࡍమ ڕపవ࡛ 10 వర ݟంߘ  పࡍషए ऒޒऴపయ ړߖݞంచࡍ फࣃ dy ࡏࠬ ࠾ࡍమ ࡏ

Pru
tor
@
IIT
K



ప 1 ړపవ࡛ 10 ߖ ऱ࣒ छ޳  నऒڕݡږ ޜऴశమ ࡮ۧ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ࣄయవలۯ కృతంڔఏ ࡌ  y ޴
అޔ࢓ం޴, అޙ࠼ ఇ࡮ۧ ޴ సమయం
నऒڕݡږ ޜऴశమ ࠾ࡍమ ޴ంܿంڕࣆޓ .޴
 అݡڴݟ, పࢲࡍए రం అనంతం వరڕ తߧओ ం۪ޔ߱ڕం޳ అߖ అࡏڴݟ,
బܽद ఈ ऴపశऒڒ సओ ࡏࠬ ڕ షदంڴ పࢲࡍए ऒߖࡌ  కھߘనڕంݞ ࠝࠫ߯ ఎ࡮ సࠪ߄నం 
ఇࣃफ ऒࢢऴప ߖఅ ࡏ ంచంݟ   ఒకࡏ అۯ ࡮యవ۪ऐ
మ࠾ࡍ ఇࣆ ࡮ۧ ޴లభం మ࠾ࡍ ఇ޴ ఎޔߩ۫ ࡮ం޳۫ ޾भ ం అవకలన సࠬకరހల ޳ࣄम ంతం࡮ۧ ࡹ 
࠭ఖङ ऴతంࣇ   న࠳
छ޳ ڕࠬ బܽदڒ ఇవछ ࡌ బݟం1 ޴ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ न 0ړ సࠪనం 1.dt dy y y 
 అڼ࡮
ఖۨऐ ࡏࠬ తం޳ ڴछ ए࣋ ࡌ छ ࡛ न కం݄ ఎڕए వ అۮ ߖపओ వ۪ऐ    ఖۨऐ తంړߖ܉ߖ  ڴ ࣋ए छ ࡛ కం݄ 1 dt dy y y 
 ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ߭దभ޴ అޜߕ ࡏࠬ ߖ ఏڔభࣃ࢑फ  y ࡏ
ओߩబܽद ఇڒ ݡ
మనం అ޻ పۯ ߖయవ۪ऐ  ఇߩओ ए࣋ ݡ छ బܽद 1 ߯ ࣋एڒ ݟంڝफం۪ࡏڷ ޴ఉం ڴలంږߘࣃ ࡛ छ ࡛ न y y dt 
ఖۨऐ తంڴ
߭దभ1  ޴ ఇߩओ ओߩఇ ݋ڼఇంܽऴ ݡ పओۮ ఓవ࡛ ݋ڼఇంܽऴ ݡ ంݟ  ఉనऒ ओߩ ఉనऒ ݡ ओߩ  ఏࠫ t t ࡏࠬ ݡ
సమऴగంڴ ߰ంࡏޑ޶

సమయం అ࠼నߩओ కएࡅ ݡ एڕకం݄ ఎ 2 1 ޴అ ޙ࠼వ 1 అࡱ࢑  వ ࣋ए छ ࡛ t t 0 y y   y sdu 
ओߩనࣄۯ కృతంڔఏ ߖ1  ࡏࠬ  ޴ంޔݡయబۯ ,ݡ
ऒߖࠪࡌ࢑ 1 ࡏࠬ ओߩఇ ,ࡏޑ޶ం߰ ڴࠈ  ంచవ۪ऐڵࣃనڜ ߘగణనల ࡏࠬ ݡ , ఆ߯
फࣃۯ ఏࠫ ࠭࠲ ऒߖ޵ ࠭࠲ ,࠭ फࣃۯ న࣒ 1࠳  ం, 1 ߘంݟ వరڕ ఉనऒ  ࢐ܽy 
కం݄ ఎڕए వ  ڕߕ కం݄ 1 ࠳న࣒ 1 ࠬద ఇవछ ం࠳ 1 ޳ࡶ ݟన࣒ కం݄ ߭దभ޴  ऴపదࡍज ంచబݟన s y s  
అసࠪనత ࡅకए నߩ࢙ ఎడమ ߩ࢙ ݟڕ 
ऴపదࡍज ంచబݟన అసࠪనత ఎߩࡏ రంࡹڷ ఉనऒ  అసࠪనత అనంతం
వరޔࢂࢗ ڕం޴  ࠪऴతړ1 ࠲ సࠪనం కం݄ ఎڕए వ ࢑܋ంచړߖ܉ߖ , ࠭ࡶ పࢲࡍए రంn 
छ޳ 4 एڕకం݄ త   1 ړߖ࢐సफ࢐ ޴ఇ ,࠭ࢡ۫ ࠭࠲ ߖందޔࢂࢗ ړߖޑవదभ అనం ࡌ వ ఇߩओ  మనం ఏࠫ pi ݡ
,࠭ࣃۯ
चࢀࢗ ړ ݟంߘ అవకలన సࠬకరణం ࠭࠲ న ۧࣆ ࡮లభ࠳న ప࠭ࣃۯ ߖ అవకలన అసࠪనతa 
द࢘ܽڜ ߖఈ 1 ࠭࠲ फࣃ ࠭ మࠑ ࠾ࡍ అ޴ߝ ࣋ए छ ࡛ न కం݄ ߭దभదߖ మ࡯ڵࠫ ࠾ࡍన గణన ۧ࡮dt dt y   
సరళంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࠬࡏ పవ࡛   101 ړ ప ऱ࣒  కڵ࡯ ఉనऒ పओ  యగల࠭.yۯ ߖߖప ޻అ ࠭࠲ ,ڔܽ

ఒకܽ ߘంߖ ݟ ࠫంۨ అۮ ߖపओ వ۪ऐ  10 పవ࡛ 10޳ ࠭࠲ ړछ dt dtࡌ y y 
ంచవ۪ऐڵ࠙   10 మ࠾ࡍ అ޻ పంڕफలڜ ࡹనࣃగంݟ 
సࠬకరణం ࡍߪ फࡹ ڴ ఉం݄ సޔ߱ࡍంߖ޳ ,޴ऒ ࡎభ ޜߖ޳ కࡖ࢘  फ ۯయړߖݞ
మ࠾ࡍ అవకలన సࠬకరߖހऒ  పࡍషए ऒߖހఅవకలన సࠬకర  ݞంڕంచࡍ  పࡍషए झ࡯ంۧࡍ న అవసరం ޶ࡶ,
ఇపओ ࠭࠲ मࡌߖ మన ڔܽ రణలڝࣆޓ ߘగల࠭ మ࠾ࡍ ఇ޴ వङ ङޑ స ޳ࣄम ంతంࡹ అతङ ంత ࠭ఖङ న࠳
࢑షయం.
छښఈ ࡽంటࡓ   షࡱ ߤ అࡍߪ ڴ޶ࡏफ ۯయړߖݞ అవకలన సࠬకరߖހऒ  పࡍషए फࣃࡍ एࢲࡍఒకܽ  ప  ࠼ ऒߖࡌ  
సओ షदంߖ ڴర प࠼ంచڕంߝݞ  పࢲࡍए లࡌ
కएࡅ  ऴపవర फనߘ  తరۨ ۫࣋फ   పࢲࡍए ऒߖࡌ  సओ షदంߖ ڴరछ ࡍ फంచڕంݞ 
పࢲࡍए రం ࡅకए  లࣾހలߘ ߰ం޻ం࠭࠲ ڕ޶ ऴపయޒऒ फࣃ ࠭   ఇߩओ ݡ
అవకలన సࠬకరހల ޳ࣄम ంతం ఏࠫటం݄ ߘߝ ఒక ࠭ఖङ ఇనझ ߘ ݋ߠ ݋ం࠱ڒ న࠳ ࡛ द ޳ۯभ ం,
छ޳ సࠬకరణం ࡽलయߖࡓఫݟ ࠭࠲ ప  ݟంߘ ࡌ ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ न ړ సࠪనం  ޜ ࣋ए छ d y d dt 1ޜ ࡛ y 1 y y 
छ޳ న అవకలన అసࠪనత࠳సࠪన ړ1 ए࣋ ࡌ छ ࡛ न 0 ޜ సࠪనం కం݄ ߭దभ޴dy y y 
1 ఆ߯ ࡅ ࠭࠲కए मࡌߖ ߖఉంద ڴ޴న࣒ కం݄ ߭దभ࠳   s y 1 s ړߖ࠻ऱ సమࢇࢗ ڕకߖంۧ࠭ అం݄ 1 గమࡍ

కएࡅ  y y
ఇపओ అర ߖऱ ఉంܿందࢀࢗ ړߖޑఅనం ښܽ बం, ࡅకएs 

ఖۨऐ తంڴ వࡵ అనంతం అޔ࢓ందۮ ࠭࠲ ߖపओ డం ޶ࡶ.y s 
కएࡅ ࠭࠲ ޴ంޔࢂࢗ ړ1 ޴ంޔࢂࢗ ړ1    అనంࢂࢗ ړߖޑफం޴s y 
కएࡅ అం݄   ޶ం࠭ ڕఅంత ࢡబࣗ ޳ࡶ ޴ంޔࢂࢗ ړߖ޳ఒక ߖڴ  ఉړߖ సమయంs s 
ఒకܽ ࠫంచږడ࢐ ߗڒ ޶సफړߖ࢐ అ޴ కݎనంڴ ఉంܿం࠭࠲  ޴ నܽంۯ ఒకܽ కం݄ ۨనऒ ऒߖ޵ ࠭࠲ ޴  y 
࠭ࢡ۫
߮ ࣒ݟ దܽ࠴ ߖࡹ ݭ࠼సऱ ړߖ܉ߖ ऱ޳ ߘछ dyࡌ dt 

 ప ऱ࣒  ࣋ए छ ए࣋ ޜ న࠳సࠪన ړ ޜ ࡛ छ 1.࠭ࣃۯ కృతంڔఏ ޜ ࡛ y 1 0 y 
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 ࢐సफړߖ࢐ ఈ అవకలన సࠬకరߖހऒ  ఏڔకృతం
.࠭ࣃۯ

కएࡅ  సࠪనం ࡅకए   ప ऱ࣒ एࢲࡍప ࠾ࡍసࠪనం మ ޜ4 ړ  రం  అనంޔࢂࢗ ړߖޑంద࠭࠲ ߖ  t y t t pi
࠾ࡍమ ࠭ࢡ۫

छ޳ t 4 pi.޴ంޔߩ۫ ठڷ࠴ ړ ࡌ
एࢲࡍబܽद పڒ  రం 1ړ సࠪనం సమړߖ࠻ ࠭ం޶ అనంతంޔࡏࠪ ڴం޴t 
మన వङ ࡹబܽद అసࠪనతڒ ङޑ సం ࠬڕ ఏࠫ ޔࠋۮం޴ ఉړߖ సమయం  1 కం݄ ఎڕए వ ఉండږడ޶
ओߩఇ ړߖ܉ߖ ߗڒ एڕకం݄ త ݡ వڴ ఉండవ۪ऐ  , అ޻ ऴపశऒ నం ఇవछ߄సࠪ ڕ డం త޶పࡍ   సమసङ  అޙ࠼

ప  ࠑ ऱ࣒  ࣋ए छ ऒߕफࣆఇ ڕࠬ ߘߝ ڴసࠪనం ޜ ࡛ సࠪనం  ࠬద   ప ࠑ ߘ ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ न dy dt 1 y dt dt 1 1 y 1 
ࠬద

 పऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ न మࢁऱ ࠬࡏ  ప ऱ࣒  ࣋ए छ झࡏ߷ࣄ ,࡯ంۧށڷ ޜ ࡛ ࡍߖ నࣄۯ  भషद సమऴڴల1 ߘ y 1 y   
ఉపڵࡆంۯంڕ޶ సంబం߅ంۨ ࡓం࡮ߩ࢙ ݡ ఏڔకృతం
ంచవ۪ऐڵࡆఉప ݞږ ߘలڴక సమऴ߅రవߖ   ࡏࠬ ޙ࠼అ ,ݟయంۯ , అ޴ ࠬ
ఎంߧక అޙ࠼ ఇకए డ అࡏ߷ࣄ ޴झ .޴ంݟయబۯ 
శऐߖ  యంڴ ఉపڵࡆంచగڒ  ޴ڼ࡯బܽद ࠬࡏ
ండవ సమసङࡓ ऒޒऴపయ ࡔࠬ ߘ ంచవ۪ऐ  మ࠾ࡍ పࢲࡍए రం
అనంతం  అనంత࠳న సమړߖ࠻ తߧओ ం۪ڕంܿం޳ࡶ ޳ అࢡ ޴శछ తంࣆ࢑܋ ڴफం޳ࡶ ޳ అనऒ  ޴
ࡍڷ फంచړߖݞ ऴపయޒऒ ంచంݟ   చరࢤࡌలۯ ࡏ࢘ ߘయడం߯ ఆ߄రపݟన ࡓం߄ࣃ ݡరణ ࢐ङ   ࡱࠪ࠻
ఉߕऒ .࠼
 
ఎడమ࢙ߩ ࣋ए छ ࠾ࡍయడం మۯ ࡛

ओߩఇ ࠾ࡍయడం మۯ ݋ڼంۨ ఇంܽऴ߅సంబం ړ డవ సమసङ࠮ ݡ ం, ఇకए޳ంڕࣆޓ ߘ డt
సమసङ ࠭࠲ ప 1 ߖ ߤ࣌ڜ  ऱ࣒ छ޳ ߖ ߤ࣌  फࣃށగࡍప ࡌ ࠭ 1 ప ऱ࣒ x޴ऱ ఇࢁफ మ࣋ۯ సమం ړ ߤ࣌ڜ ߖ ߤ࣌  ydy dx x y
छ޳  ݟంڝफం۪ࡏڷ యగల సࠬకరణం ఏࠫ݇ۯ ࡏ࢘ ࡽࠋయࡍ࢘ బܽद ఈ ߷ङڒ సࠪనం ړ ࡌ క द࡛  dy dx xy
ߤ࣌ڜ

ప 1 ߖ ऱ࣒ అం݄x ࡏޑ޶న ఏࠫ ߰ంߩ࢙ ݟڕ ࡏࠬ ࠾ࡍమ ࡏఉంۧ ߩ࢙   ߩ࢙ݟڕ ࡏࠬ ڴ ߤ࣌  y
కएࡅ झࡽࠋయࡍ࢘ ݡంࡓ  కएࡅ   ఫంࣾߤ మ࠾ࡍ ఇ޴ ఉతओ కएࡅ ߤటऱ ఫంࣾࡓ  फޒ  ఫంࣾߤxy f x y 

छ޳ ࡏࠬ బܽदڒ ओߩనࣄۯ సࠪనం ړ ړ ߖ ࡌ న ఉనऒߩ࢙ ݟڕ ݡ ओߩ డ࡮ऱ dx dy࠭࠲  gx hy
అవకలన సࠬకరߖހऒ फࣃۨࣇ ڴసࠬకరణం ࡽࠋࡔప࣊ ࡽࠋయࡍ࢘  ࠭ ఇࡍ࢘ ݞږ ޴యࡽࠋ ࣊  ఉపࠪనం
సࠬకరణం ޳छ కएࡅ ߤఒక ఫంࣾ ޴ߝఅ ࡌ  ఉతओ  फ.dx dyޒ
 

ఓ߭ ࠭࠲ ڕవర 2 ࠑ ݟంߘ 2 ࠑ  pi piߤ
ఇంటࡓछ ऒߕޔࠓయۯ ߖప ڕవర  ࠑ ݟంߘ  ࠑ న࣒࠳ ࡹ ࡽ ం సࡔ   సమసङ PI 2޴ంޜڷࣃనڜ  pi 2

కएࡅ  పࢲࡍए రం  ࠳న࣒ 2 ޳ 2 ࠑछ రछߖ ߯ న࣒࠳ ࡌ ۨంచబݟందࣆۯ ࢓܌ࡏ ߖफం޴  మ࠾ࡍ , x y x
నऒڕࡏۯ ړ2  ߖ ओߩ కएࡅ ,ݡ  పࢲࡍए రం ޳ 2 ړछ pi ޴ంޔࡏۯ ࡌ x y

.
కएࡅ న࠳సࠪన ړ0     ऴߦరంభ  షరࡖ߮ ࡱޔए నబݟన ऴపޙङ క సందࡌग ऒߖ  చࡍऐ ంచంݟ.y 
 ఇకए డ ࠪࡏओ ऒߕफࣆఇ ߘక సమऴగత߅రవߖ ڕࠬ ߘߝ సంڝ  .ߘ
ޜక సమऴగతల߅రవߖ  
ప޳ۯ ߖभ ం, అ࢑
తڕए వ ࣃब నపओ࠼అ ࡱ࢓܋ ࠼ छࡌప ڔܽ एڕహ ۯ࢑ం܋ ڼ࡮అ , ޶ࡶ బܽदڒ ,޴ఉం ݞږ ړࡍ࢐ 
झࡽࠋయࡍ࢘ छ޳ ࣒ڒ ߘ  भ޳ڵ࠙ ࡌ ం మ޳ڵ࠙ ޜ   ࠾ࡍभ ం, త޳छ झy cos xࡽࠋయࡍ࢘ ࡌ y 
ఉంܼ࠼  అߖऒ  ఎడమ࢙ߩ మࡍ࢘ ࠾ࡍయࡽࠋझ  x a  ll ߘకరణڔఏ ࡏࠬ ,ݟన ఉంߩ࢙ݟڕ 
రछߖ ࣕంచవ۪ऐ ࡏࠬ ,
యవ۪ऐۯ కృతంڔఏ ߖ1 ࣒ڒ 1߯ కएࡅ ݋ంڒ࣊ ంۨ߅సంబం ړ ݋ంڙ࣊ ࣒ڒ ,  సమऴగత ఏࠫܽ,y y y   y y 
ఇڙ࣊ ۃ࡮ ޴ం݋  ప ऱ࣒  ङܼ झ࡯ఉంۧ ߘవࡱ࢑ రपߪంۨ సం߅సంబం ړ ߤ న అవసరం ޶ࡶ.y y 
  ఎం޶కం݄
మనం ఈ వङ వ࠳ ࡹ߅న࣒ 2 ߘం2   ࠑ ݟ వరڕ ఉߕऒ ࠭, ఇకए డ ࢑షయం ڒ࣊ ࢟ܽ܊ߦం݋  ప ऱ࣒  pi yߤܼ 

అం݄ ఏࠫܽ ߤ࣌ڜ ࣒ڒ ࠬద 1 ప ऱ࣒  y y y޴అ ߤఫంࣾ ࡍఒక స ߤ࣌ 
పऱ࣒ ߤవ ࠾ࡍమ ࢟ܽ܊ߦ  y޶ࡶ అవసరం ߤ࣌ వࡱ࢑ రपߪఒక సం   ޴ఉం ڴలంږߘࣃ ݞږ  ߤ࣌ 
కएࡅ ద 1ࠬ 1 ޴బܽद అڒ  సమऴగ ࡱ࢑వ ڙ࣊ ۃ࡮ం݋ పऱ࣒ tan ydy ࡏࠬ ఆ߯ ࠾ࡍమ ߤܼ 
మ࠾ࡍ ఇంܽऴగࡅ ࡽకए  సమऴగ࠳న ޳ ࣒ڒछ కएࡅ ߤ࣌ ࡌ  సమऴగతߘ ߰ంࡏ޳.y y 
ۃ࡮  
फޑ࠴ ల ۃ࡮ ݡంࡓ ࡏࠬ బܽदڒ ݋ంڙ࣊ ऒߖ  ߰ంڒ ࡏ޳బܽद ఇ޴ తڕए వ ఉతओ ߩ࢙ బܽद ఎడమڒ ޴ంޔ࢓फ అޒ
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࣋ए छ ࡛ न  ప ऱ࣒ छࡌత ޴ంޔ࢓కృతం అڔఏ ڴ ۃ࡮ పܽदక ݋ంڒ࣊  త ࠬڕsecant y y 
ఎడమ ࢙ߩన ࡏࠬ ޜ ۫࣋ అߝక సమࡐపత కࣆߧߖफంߩ࢙ݟڕ  ޴న ఉనऒ ऒߖ࠻࢑ష ޻అ ޜ     ۫డంݟ, y x
ऒߖ޳ ࡏࠬ బܽदڒ  ఏڔకృతం ࣄۯనߩओ ݡ
అ࡮  మݞ ࠾ࡍङ झߤ  ఇڙ࣊ ۃ࡮ ޴ం݋ ࣋ए छ ࡛ न  ప ऱ࣒ ङܼ ݋ంڙ࣊  झڡ  అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ࠬࡏng x x 
ऒߖ޵  ఏڔకృతం ࣄۯనߩओ ए࣋ ݋ంڙ࣊ ۃ࡮ ࡏޑ޶ం߰ ࡏࠬ ݡ छ ࡛ न  ప ऱ࣒  y ڕࠬ న సమయంࡕస ݋ంڙ࣊ 
లࣆࠚफం޴.
 
,ࡔస ࡱफڕపం ݡంࡓ
फࣃࡍకڶన అంߩ࢙ ఎడమ ࡏࠬ సࠪనంc ړ ړ పవ࡛ ࡏ e
ए࣋ ݋ంڙ࣊ छ ࡛ न  ప ऱ࣒ బܽद ఇకएڒ ߤܼ ݋ంڒ࣊  డ ࠭࠲ ఆࣃ࢘ߧफ ࠭ మ࠾ࡍ ఇ޴ పࢲࡍए రం అߖ ఇకए డ x x x 
ओߦۮ ࠭
మࡏࠬ ࠾ࡍ అభङ ంతరం ۮపओ వ۪ऐ    పࢲࡍए రం ړߖ޳y 
సࠪనం అۮ ߖపओ వ۪ऐ .
एࢲࡍప ࠭࠲   రం ߰ం࠭޳ ఏ ࡐపంࡹ పࢲࡍए రం ߰ం࠭޳ అ޴ߝ
అవङ ࡏࠬ క फ ఫంࣾߤ లߘ మ࠾ࡍ
ङݍߦ ࠬ ంࡹࢡऱ ङڕ࡯ڒ అవకలన  ߖ ల࣒ ߖࡹ అవङ క फ ࠡߖ޳ऒ  అధङ యనం ࣄۯన అవङ క फ ࡐపం࢑ ࡹవࡍంచబݟం޴ 
అవङ ࡏࠬ క फ ߇࢑లߘ ఎࡖ޶ए ంܼࡏ మ࠾ࡍ ఇకए డ t  he

అࡅ ޴ߝకए  y xࡏࠬ ޴ంݟంచబࡍ࢑వ ڴంࣾࡗప ߗڒ ,߅࢑ 
షएࡍప ߘలހఅవకలన సࠬకర ࡹదܽ ऴకమం࠴ ओߩంۨనࡍ డ࡮ऱ  
ఇ޴ జޔڷࡏం߄ࣃ   ޴రణంڴ పࢲࡍए రం అవङ క फ ࡐపంࡹ ఇకए డ జޔڷࡏం޴ సڒ ࡔబܽद పࢲࡍए రం
అవङ క फ ࡐపంࡹ ఇవछ బޔݡంڒ ޴బܽद  సऱݭ࠼ లࡿࢗ ڵࡍޒ ڕभ ం అڒ࣊ ,ߘ࢓ం݋ ࣋ए छ ࡛ न  ప ऱ࣒ y y ݋ంڒ࣊ 
ए࣋ ݋ంڙ࣊ ړࣄ పవ࡛ ߤܼ छ ࡛ न  ప ऱ࣒  సࠪనం y x x x ߤܼ ݋ంڒ࣊ 
అࡏࢡ۫ ࡏࠬ ߖ  పࢲࡍए రం
రछߖ ߯ 2 ݟంߘ న࣒ ߯ 2࠳ మం߯ࡌ࢑ తफం࠴ ۨంచబݟం޴, ఇకए డ పࢲࡍए రం ࠴తफం ࡌ࢑మంࡹ 
రछߖ ۨంచబݟందߖ సओ షदంڴ ఉం޴  ఈ ࡌ࢑మంࡹ

ఆߤ   ఉనऒ ओߩ  xࡏࠬ అం݄ ,޶ఏࠬ జరగ ݡ
ఓ߭ छࡓఇంట ߤ ఉనऒ ࡹ ࡽ ంత వరڕ అ޴ జరగ޶  ఈ సࠬకరణంࡹ ఏߕ޼ 
సమసङ  ఉనऒ ऱܿ అߧߖ फ࣎ ంڷ࠴ ړ2 ړ ,޴ठ ۫ޔߩంڒ ޴బܽद సమసङ  మࢁऱ ఏࠫ అޔڷݡం޳۫ ޾भ ం, x pi  
కएࡅ ࡏࠬ  x yݞږ 

छ޳ 2 ړ pi.࡯ߦ۫ ߖందޔࢂࢗ ࡌ
ए࣋  ࡏ ޒۯ ݟడం۫ ޾ంޔڷࡏన ఏࠫ జߩ࢙ݟڕ  छ ࡛ न  ప ऱ࣒ ide secant x x ݋ంڒ࣊ 
అం݄ ఏࠫܽ 1 ప ߤܼ ऱ࣒ ए࣋ ߤ࣌ڜ దࠬ ߤ࣌  छ ప 1 ߩ࢙ ݟڕ ࡛ ऱ࣒  x x xߤ࣌ 

ए࣋ ߤ࣌ڜ छ ࡛ न ࠬద  ప ऱ࣒ ట࡛ x x x 2 1ߝࠫߠݟ ࠾ࡍమ  ࡱ అऴ߱۶ ߤ࣌  x 2 2
࣋ए छ ࡛ न 0ڕࡏۯ ړంܿం޴.x 
ए࣋ ݋రకం ࣊కంڒ బܽद ఈڒ  छ ࡛ न  ప ऱ࣒  x xߤܼ ݋ంڒ࣊ 

 ప ऱ࣒  ఇߖऔ బܽद తపओڒ ޴ఉంܿం ڴबరంࣄ   రకంڒ ండవࡓ ఆ ࠾ࡍమ ޴ంޔࢂࢗ ړܾߖ  ఈx ڴࡍసߖ
࣊కం݋  ࣋ए छ ࡛ न  ప ऱ࣒ తపओ ߤܼ ݋ంڙ࣊  औߖఇ    ڴࡍసߖ ऱࡿࢗ ړܾߖ  y y y.࡯
 
छ޳ ࡏࠬ ओߩఎలऱ ࡌ ऒߕఉ ڴలంږߘࣃ ݢ రࡏڷ ߖफం۪ڝం࢟ܽ܊ߦ ݟ  ప ऱ࣒dx dy cos psi 1 
సమసङ ,޴ఉంܿం ڴలంږߘࣃ ࡹమంࡌ࢑ फ  ఈࡏڷ छ޳ ࠾ࡍమ ޶ࡶ   dx dy ޴ఉంܿం ڴలంږߘࣃ ࡌ
एࢲࡍబܽद పڒ రం

అߠ࠵ ޴ߝ ߠ࠵ ޴ߝఅ ߤఫంࣾ ۯం߭ ߤ݇ నऒޔڷࡏ߭ ߤ݇  ఫంࣾߤyx 
మࢀࢗ  ࠾ࡍऱన ऱܿڴ  ఇ޴ తపओ ओߩఇ ࡍసߖ  x pi by 2ݟంߘ ఈ సࠬకరణం ݡ

కएࡅ తపओ ݞږ  ߠ࠵ ܼࠊ ڴࡍసߖ ऱࡿࢗ ړ ߤ݇ छ޳    ࡯ y y pi my y of x 2޴ంޔڷࡏ߭ ړ ࡌ pi
झڒబܽद గత ఎڒ ऴపశऒ ߖࡹ నࠫ࢐छ߄సࠪ ڕ छ޳ ࡯ ओߩనࡍࠪ ړ߯  న࣒࠳ ࡌ  x 2 ڴफࡍߪ ޾ంޔڷࡏఏࠫ జ ݡ
అధङ యనం ۯయంݟ,
ए࣋ ݋కం࣊ ڕ ߤఈ ఫంࣾ ߘߝ బܽदڒ छ ࡛ न x
 ప ऱ࣒ ओߩऱనࢀࢗ ړ2 ړ߯ న࣒࠳ ߤܼ ݋ంڒ࣊  అధङ ޾ంޔڷࡏఏࠫ జ ݡ యనం ۯయڕࠬ ړߖݞ x x x 
వࣆ࢘࡯޴फߕऒ ఏࠫܽ  1 ప ޴అ ,ߘ ऱ࣒
ए࣋ ࣒ڒ ߯ ߤ࣌ छ ࡛ न ޳छ  x x x 2 pi޴ంޔࢂࢗ ړరం 0ࣔ  ڼ࡮అ ,޴ంޔࢂࢗ ړ2 ݟంߘ న࣒࠳ ࡌ
ऒߕࣆ ޴బܽद  ఇڒ ऒߕࣆ ࡹపంࡐ   అޔ࢓ంڒ ޴బܽद అ࡮ంܽ పޔࠫࡍలߘ ఎ࡮ ఎࡗ޶ए ࠬ ࣆࡱޘ ڕࠬ ࡹ࢐
సమసङ ޒࠫࡍప  ࡏࣃۯ ࡮ۧ ంܽ࢑࡮ఇ ࡏࠬ  ࠾ࡍమ ࡱ

నऒޔࢂࢗ ړ2 ړ న࣒࠳ ం޶న పړޒࠫࡍ ఏࠫ జޔڷࡏంڝࣆࡱޘ ޾వړߖݞ ఇߠ࢑   ޴దభࡍత࠳న x pi
࢐ङ ,మం࠻
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అ࠳   ڼ࡮న࣒ ߩ࢙ݟڕనࢀࢗ ڕऱనߩओ క x pi yxߘక ݟంచం߅ࢬࡍప ࡏࠬ ޾ంޔڷࡏఏࠫ జ  ړ త߅సంబం ݡ
ఇڕࠬ ޴ సంబం߅ంۨన޴
త޶పࡍ ऴపశऒ  ఏࠫటం݄, ऴߦరంభ ࣄबړ0 ޒ సࠪనం 0 0 ړݟڕ అޙ࠼ అ࠼ ఉం݄y 0 
, అం݄ అ࠼నߩओ  x 0 y.޴ంޔ࢓అ 0 ݞږ ݡ
जࡍऴపద ڴࡍవۨ ࣋۫ ࡏࠬ బܽदڒ  ంచబݟన సࠬకరణం ఏమޔ࢓ం޴.

ఇకए డ ఎߩࡏ రంࡹڷ ఉనऒ  ఈ సऱࡏࠬ ࡹ ݭ࠼ ఈ సࠬకరణంړ ߖ ࡹ సࠪనంڴ ఉంۧࡏ,x 0
అ޴ ఎߩࡏ రం࣋ۯ ࡹڷफ అం݄ 0 అࡏڷ ߖफం۪ڝంڒ ݟబܽद మ࠾ࡍ displ  ayed y 0 x 0 y 0.

 x 0 tan y 0   x 1 secant yݞږ ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓అ ޴ంޔ࢓అ ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓అ ߤܼ
1 అޔ࢓ంڒ ޴బܽद మన࡯ڵࠫ ڕ ఉనऒ   బܽदe cڒ సࠪనం 1 ړ పవ࡛  ޴फంࣆࠚల ڕమన ޴
ఎߩࡏ రంࡹڷ ऴపదࡍज ంచబݦ సࠬకరణం ࣊ڒం݋ ࣋ए छ ࡛ न  ప ऱ࣒ ए࣋ ݋ంڙ࣊ సࠪనం ړ ߤܼ ݋ంڙ࣊    छ ࡛ न y y y x
 ప ऱ࣒
x xe ڴఅదనం  ݟవలం ߰ందంښ ࡏࠬ బܽदڒ ࠾ࡍసࠪనం పవ࡛ అం݄ 1 మ ړ ߤܼ ݋ంڙ࣊ c secant 
secant y
ऱ సࠪనం ࣋एࡏࣃ छ ࡛ न  ప ऱ࣒ బలవంతంy secant x x tan x y x ߖసࠪనం అ ړ  ߖ ఈ సࠬకరణం ݋ంڒ࣊ 
ऒߕफࣆ࢑࠙ ߘߝ ߖంۧల߅ࢬࡍప ߖߖ޳ ࡏࠬ ޳ࡶ ޴फంࣆۯ एࢲࡍబܽद పڒ   ߕ రం

छ޳ న࠳సࠪన ړ ఇవछ ࡌ బݟంڒ  ޳బܽद ࡍڷ ࠭࠲ फంۨన శړ फ ړ సࠬకరణం 1 అޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍx x y c
బܽद ࠪ ఈ సࠬకరణం ࣋एڒ छ ࡛ न  ప ऱ࣒ ए࣋ ݋ంڙ࣊ ߖ  छ ࡛ न secant y secant by tan y x
 ప ऱ࣒ కएࡅ ޴ఇ ݟంߘ ߖ޵ బܽदڒ ޴ంޔ࢓޶చ ߖఅ ݋ంڙ࣊   x tan x x yࡏࠬ  ޴फంࣆࡍసߘఅ ߖ 
ఖۨऐ తంߖڜ ڴऒ फࡿࢗ ړߖ޳ࡍప޶త ࠭࠲ ࡯ంۧۨࡹంۨ ఆࡍڷ ߖ޳ ߧݟగ ࡱހࣾ  ࠭  సమసङ  ߘ
పࡍషए అవకలన ݟంచంࡍ
సࠬకరణం 1 ప ऱ࣒  ऱe to the power tdy by dt plus e t yࢁసࠪనం మ ړన࣒ 0࠳ పవ࡛ ݟంߘ 
ऴపశऒ   ऴపశऒ  ఏࠫటం݄ పࢲࡍए రం అనంతం వరڕ తߧओ ం۪ڕంܿంڜ ޳ంత సమయం వరڕ అవకలన
సࠬకరߖހऒ  పࡍషए  బܽदtڒ ޴ంޔࢂࢗ ړߖޑన࣒ అనం࠳ ޳ఉం ޒࠫࡍప ڕࠬ ݞږ  ޴फంࣆࡍ
ऴపశऒ  ڕࠬ ల సంఖङ అవకలన సࠬకరణం ఇవछ ڕ బݟం޴ సࡔ ఇࡍ࢘ ޴యࡽࠋ ࣊పࡽࠋࡔ ఈښछ షߤ
छ޳ ࡏࠬ फࣃڵ࠙ ړ న࣒࠳ పవ࡛ ࡌ ప 1 ࡏࠬ ࠾ࡍమ ࡏ ऱ࣒ फࣃڵ࠙ ړ పవ࡛ ޜ  e yࡏ e t
छ޳ ߖ ࠭࠲  బܽदڒ పऱ࣒ ࠹పవ࡛ व߯ ࠭࠲ ࠹ంۧ࠭  व߯ࡍफకߨసంऀ ࡌ dyݟంߘ  dt y e yy e 
పవ࡛ ࠬద 1 ప ऱ࣒  పవ࡛ 0  ړ సࠪనం అޔ࢓ంߖ޵ ࡏࠬ ,޴ऒ  తࣾణ࠲t e t 

యవ۪ऐۯ కృతంڔంۨ ఏ߅సంబం ړ  మࡏࠬ ࠾ࡍ  ప ऱ࣒ కएࡅ   పవ࡛  ప ऱ࣒ ړశ  ࡏޑ޶ం߰ ߖ ۃ࡮  फړ t 1 e y t 
అం݄

అ޴ߝ ఏڔకరణ ࡅకए కएࡅ కరణڔంకం,   ఏࡌबࣄ   c,޴ఉంܿం ڴలంږߘࣃ ڴߩ޳޳ ంకంࡌबࣄ 
1.
ప 1 ړ పవ࡛ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴలంږߘࣃ పదం ߝఅ ړ పవ࡛ ߖࡹ12 ऱ࣒ కएࡅ  y ݞږ ۃ࡮  e t e 
޴ఉంܿం ڴలంږߘࣃ
ంకం తపओࡌबࣄ కరణڔబܽद ఏڒ  బܽद అవకలన సࠬకరణం kayڒ  ఓ ݟఉండం ڴలంږߘࣃ  ࡯ݞఉం ڴࡍసߖ
޴फంࣆߧ۫ ݞږ
 y ڕࠬ ߖఉంద ڴలంږޒऴప ࠹व߯ ݟంߘ సࠬకరణం   ޴ంޔࠋۮ ఏࠫ ڕࠬ బܽद అవకలన సࠬకరణంڒ
,޴ంޔࠋۮ
फࣃ۫ ߖగܽ࢟ అߜ   ࠹व߯ ߝంటࢗ ࡏࠬ  y࠼ఉంܼ ڴలంږߘࣃ ࡱ߇࢑ ంకޑۅ ࡏ
फࣃ۫ ߖఅ   ࠹व߯ ۲ܼޒऴప ࡏࠬ ݟంߘ బܽद సࠬకరణంڒ బܽद y yڒ ޴ఉంܿం ڴలంږޒऴప ࡏ
అߠ࠵ ޴ߝ నऒޔठڷత ߤ݇  ఫంࣾߤ   ఎంߠ࠵ ڕ޶ ڼత ߤ݇ ठ ఫంࣾߤ మ࠾ࡍ
పࢲࡍए రం  ࠴తफం వङ వߕࣆ ࡹ߅ऒ ం޳ంڕߘఅ ߖ࢑ంచడం అ܋ ڕఅనంతం వర ݟంߘ 
, పࠫࡍత సమయంࡹ అనంړߖޑ తߧओ ం۪ߝڕ అవڒశం ࡶదߖ అڕߘం޳ం   ࡓంݡ అవࡱࢡڒ ఉߕऒ  ,࠼
ݡంࡓ
దృࢡङ एࢲࡍప  ࡱ రం తߧओ ం۪ڕంܿం޴  అనంతం వరڕ ఉం޴   అం݄ పࠫࡍత ڒల ࢑పޔफ
एࢲࡍప ޳ࡶ రం ࢡశछ తంࣆ࢑܋ ڴफం޴ అߖ అڕߘం޳ం   ࢡశछ తంࣆ࢑܋ ڴफం޴, అߩओ ఏࠫ ࡏࠬ ݡ
.యగలం 1ۯ
వछߖठ ۫పڷ࠴ ߩ࢙ అనంతం ࡹ12 ం1 ݟ.
भࡿࢗ ڵࡍޒ ړ  12 ం ڒబܽद ఇ޴ సࠬకరణం మۯ ߘߝ ࠾ࡍయగޙڵ࡯

కएࡅ  అߖऒ శछࢡ ,࢐లం݄ڒ ܿࠈऱࡱۮ ޴ఇ ڕవలࡱ࢑  తం࢑܋ ڴంచړߖݞ ఒక పࢲࡍए రం ఉం޴, అߩओ  t ݡ
ߘߝ

ళࢗ ړߖޑఅనం ߖ ऱړߖݞ అߘమޒంచగల1 ۃ࡮ ߘ ప ऱ࣒ tݟంߘ  oes to infinity   e 
పవ࡛ ట࡛घ ప 1 ۃ࡮  ऱ࣒  పవ࡛ అనంޔࢂࢗ ړߖޑం޴, మࡗ పదం t e t e
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పవ࡛ ݞږ ధߕతघ కం ڒబܽद ఎడమ ࢙ߩ అనంޔࢂࢗ ړߖޑంݟڕ  ޴y 
ధङࣃ ࡮ఎ ޴ఇ ޴ఉంܿం ڴबరంࣄ  ߩ࢙ మޔ࢓ం޴ మనࡏ࢙ ڕధङ ం ఉం޴ అࣃ ޴ధङ ం
एࢲࡍప  ޶ڒ రం ࠴తफం వङ వࣆ࢑܋ ࡹ߅फం0 ޴ అనంతం పࢲࡍए రం ࢡశछ తంڴ
एࢲࡍప  ޶࢑ంచ܋ రం అనంతం వరڕ పࠫࡍత ࠴తफంࡹ తߧओ ం۪࡯࢐ڝ అ޴ అనంޔࢂࢗ ړߖޑం޳ࡶ ޴

కएࡅ   ప ऱ࣒  ఇߖऔ औߖన࣒ ఇ࠳ ޴అ ޙࢀࢗ ړܾߖ ఆ߯ పవ࡛  ప   ޳फంࢂࢗ ړܾߖ ऱ࣒  ఇߖऔ  y y e y޴ంޔࢂࢗ ړܾߖ
మ1 ࠾ࡍ.
12 ఇ࡮ జరగڕంࣆ߅ࢺߖ ݞफంڒ ޴బܽद ఈ సందరग ం࠳ ࡹన࣒ అనంࡿࢗ ړߖޑऱ  y࠾ࡍమ ࡯
మనం ߖ ߰ంࢇࢗ ړ0  ࡯޳ऱ శړ फ 0 అం݄ పࢲࡍए రం  ߖరछ ۨంచబݟన అޒ ߭దभ ࡌ࢑మం 0e y t 

మࢀࢗ ړߖ޳ ࠾ࡍऱనߩओ  ఉనऒt ࡹړߖఅం݄   ఉ ޴ంޔڷࡏఏࠫ జ ݡ
సమయం అం݄, ఆ వࣆफ࢓ జరగࡃࠓ పࠫࡍత సమయం ࠳న࣒ అనంړߖޑ తߧओ ం۪ڝంݟ  మ࠾ࡍ ఆ y 
పࠫࡍత
సమయం  ࠮లధనం ڒబܽद ڒङ एڕబܽद తڒ వ ఎంతࡱ࢑ ࡽటߧ వ ڒङ బܽदt t t tڒ ޴ంޔࢂࢗ ړ ࡽటߧ
1.
12 సࠬకరణం1 ࡏࠬ ࡹ ప ऱ࣒  ఇޜ పవ࡛   ڒङ एڕత ߗڒ ࡏޑ޶ం߰ ۃ࡮ ړ ࡽటߧ వ ڒङ tړ ࡽటߧ t ty
औߖన࣒ ఇ࠳  ޴ంޔࢂࢗ పవ࡛ పదం అదృశङ ݟంߘ ఈ ړܾߖ మޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ మࢁऱ ߩ࢙ ݟڕe y 
ङڒ ࡏࠬ బܽदڒ ޴ఉంܿం ڴबరంࣄ  एړࡵ ޾ంޔࠓڒ ࡽటߧ ంచవ۪ऐ  అ޴t t 
పవ࡛ ڒङ ఇవछ ړ ࡽటߧ బޔݡం޴ పవ࡛ ࠳న࣒ 1ޜ ړ సࠪనం ڒబܽद ڒङ t ࡽటߧ c e  t
అం݄ పవ࡛ ࠳న࣒ 1ۃ࡮ ړ అޔ࢓ంڒ ޴బܽद   ఈ ࠴దܽ ऴపశऒ  c޴फంࣆనࠫ߄సࠪ ڴథࠫకంߦऴ ڕ
ऒߖڴ࠙ ݩంࡓ ߘߝ फࣃ࢘࡯޴వ ړߖݞంచۨࡹంۨ ఆࡍڷ ࠬ   ࡯ݞం ఆࣔరం ఉంۮంڜ ړߖݞంచۨࡹఆ  ࡏࠬ ߘ
ऒߖހఈ అవకలన సࠬకర ࠭࠲ , ओߩనࣄ۫  ओߩఇ ޾ంޔڷࡏఏࠫ జ ,ݡ भ޳۫ ݡ ం   ఈ అవకలన
సࠬకరణం  ޜ సࠪనం޳ ڴछ బܽद dxڒ ,޴నڵ࡯యగۯ ࡏ࢘ ࡌ dx 
మనం ఎపओ ܽకࣆڵ࠙ ޜ ߕ࠼फߕऒ మࡏڷ ߖफం۪࡯࢐ڝ.h

ऒߕࣆ ऒߕࣆ  ࢐సफవం ऴ߱ ߝదڒ  ऒߕࣆ ,޴ంޔ߱ ࠳యࠪ ޙࡍࠪ ڴ g x h h  h h   ޜ ޙక߱ڒ 
 h ,࠭ࡶంచڵ࠙ ޜ ࠭ࡶంచڵ࠙
అޙ࠼

ऒߕࣆ ऒߕࣆ ఉండటం వలऱ ఏࠫܽ ڴ  g g ߖఉంద ߖࣔ ڕటం݄, మనࠫ࠲నషद ڼ࡯రడం వలऱ కࠪ ڴ
ݟంڝफం۪ࡏڷ
झࡽࠋయࡍ࢘ ओࡏࠪ  ऒߕफࣆڵࡆఉప ߘ म޳ࣄ ࠭ ంతం ऴపޑङ ࠪऒ య ޳ࣄम ంతం ࠭࠲uh 
ऴపޑङ ࠪऒ య ޳ࣄम ంߖޑऒ ऒߕफࣆڵࡆऱ ఉపࡏࣃ࡮ۧ  మࡏڷ ߖफం۪ڝంݟ మ࠭࠲ ࠾ࡍ ऴపޑङ ࠪऒ య 
म޳ࣄ ంߖޑऒ  ࠪऴత࠲ ఉపڵࡆంచగల࠭ మ࠾ࡍ
ङ࢓ తओ నऒ ం ࡌ࢑మం అంతܼ ߕࣆऒ ओߩన࠼ఈ అ ޶ڒ   ऒg xߕࣆ  ళన޾ఆం ߝందޔڷࡏఏࠫ జ ݡ
సࡔ మࢁऱ ߄ࣃ ߘߝరణంߖ ڴజ ࢑܋త పࣄࡍबࡹޔऱ వۨऐ ࡱހఅవకలన సࠬకర ڕࠬ ߘޑߩۮ  నߩओ అ࢑ ݡ
ࡔߖ भࢢంచబݟన ऴߦరంభ షరޔలޜ ࠬ వదभڕ వࣃफ అం݄  ࡱޔबࣄࡍరంభ పߦబܽद ऴڒ ࠼
ఇకए ޶ࡶ సࠪనం ړ ݋ߕ ڕࠬ డ ڜ ݋ߕంత సమయం ఇవछ బޔݡం޴  మ࠾ࡍ y x x y naught
అࣄ ޴ߝసदࡅ ࠹కए ओߩఇ ,޶ڒ సࠪనం ڕ ړߖ࠻సమ ޒबࣄ  కएࡅ ݡ  x x   y h
ऒߕࣆ  అࡅ ,ޙ࠼కए ऒߕࣆ   అ࠼నటऱࡹޔۯ ݟڕ , ޙ࠼ऱ ऒߕࣆ     అߩ࢙ ݟڕ ޙ࠼ y h z  ero  
గమߖంచంݟ 
ओߩనࣄۯ ࡏ࢘ ߖ ߤన ఫంࣾ࠳बరࣄ ࡏࠬ , ऒߖހఅవకలన సࠬకర    ݡ
ऒߖ޳ ࡏࠬ ߤన ఫంࣾ࠳बరࣄ ࠾ࡍమ 0 ߩ࢙ ޒۯ ఎడమ  ޴फంࣆࡏफపߧసంతృ ߤన ఫంࣾ࠳बరࣄ   ప ऱࣄۯ ۃనߩओ  y ݡ

సࠪనంy ړ
फࣃ۫ ߖఅ 0 ݞږ ߩ࢙ ݟڕ ࡏࠬ ,޶ڒ .ࡏ
బܽदyeahڒ సࠪనం ړ బܽद 0  0ڒ 

కएࡅ ऒߖހసࠪనం అవకలన సࠬకర ڕ ߤన  ఫంࣾ࠳बరࣄ   సంతృߧफపࣆࡏफం޴,x y naught
ఇ޴ ऴߦరంభ ࣄबޒ ఫంࣾݞږ ߖ ߤ సంతృߧफపࣆࡏफం޴  ऴߦరంభ ࣄबޒ ఫంࣾߤ ऴప۲ܼޒ ఉంܿం޴ ऴప۲ܼޒ y y 

naught࠾ࡍసࠪనం మ ڕ
అంښ޶  ऴపޙङ వ సమసङࡱ࢑ రంభߦऴ ࠭࠲ బܽदڒ సࠪనం ڕ ݞږ ంۨ వదभړ x y  naught ߘ
పࡍషए ంۧ࠭ࡍ
అం݄ పࢲࡍए రం ࣄबర࠳న పࢲࡍए రం ڒబܽद ఉనऒ ओߩ गࡌసంద ݡ ऒߖ  ఈh 0 
నऒۨ ࡮ۧ రछߖ ࡹޒన పదम޼ ࣕంచవ۪ऐ , మࡅ ߩ࢙ࡗకए  ఏڒ 0 ޵క߱ޙ, మనం ڵ࠙ ߖߖ޳ంచవ۪ऐ  y h 
ݟంڝफం۪ࡏڷ
۪ दܿపకए ల ఉనऒ  పࣄࡍबښ ߖޒవలం   ۨనऒ ऒߕफࣆ۫ ࠲ऴతࠪ ࡹమంࡌ࢑  , ࡏ
పࢲࡍए రం    సమయం ࠴తफం వङ వࡹ߅ ఉండక߱వ۪ऐ  మ࠴ ࠾ࡍతफం ऴڷࡏ߰ ࠪݞ ऴߦంతంࡹ ࠪऴత࠲ 
.ݟంڝफం۪ࡏڷ ߖందޔ࢓అ ܿࠈऱࡱۮ
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ऴߦరంభ 
పࣄࡍबࡹޔऱ  అߕࣆ ޙ࠼ऒ వ۪ऐڒ  , ఈ సందరग ంࡹod  g x naught 
झࡽࠋయࡍ࢘ घࡏ߷  కएࡅ ࡮ ओࡏࠪ  కएࡅ  घࡏ߷  ङޑమన ऴప ࡮ ࠪऒ యం ޳ࣄम ంతం ࡅకए  ఉపࡆగం 
అߖࠪߘంచబݟనߩओ ࡯࠻ۯ మనం ఏࠫ ݡ
అం݄ మనం అߕࣆ ޴ߝऒ  అߕࣆ ޴ߝऒ  అ࢑࠙ ߖంۧ࡯.g g 
 

ఉనऒ  ऴపࢡ޻ల మధङ ం࠼ߦ  ऱܿ ఖۨऐ తంږߘࣃ ڴలం ޳ࡶ ఖۨऐ తంڴ ऴపږޒలంڴ ఉంܼ࠼ g 0 g 
మߕࣆ ࠭࠲ ࠾ࡍऒ  అం݄g ߖڒ 
࢑࢑ధ ࠪࡌ࢑లࡹ పࣄࡍबࢩ࢑ ߖޒ ऱࢳంۧ࡯, ఈ అڴࡏ࢘ 0 ޴ߝ ఉనऒg 
ऴపࢡ޻లڴݟ࢑ݟ࢑ ࡹ వङ వహࡍంۧ࡯.
 సࡔ త޶పࡍ ఉ޳హరణ࠭࠲ ڴ
ङ܉ న సమసङ޴దరణ ߰ంߕజ ࡮ۧ ݟంߘ ޒࠫ ంܼ࠭, ఈ సమసङڕࣆޓ ߘ  ࢑࢑ధ ߩసफڒలࡹ ఉం޴
ఇ࡮ۧ ޴ జߕదరణ ߰ం޴ంߘߝ ,޴ ఈ ఉ޳హరణ࠴ ߘదܽࡍࣃ ఎకए డ ۫ߖ ڕߕ ߠࣃజంࡏڷ ڴफ
ఇవछ   ޶ࡶ నంڕ޶ ࣾࠫంచంࡏࠬ  ݟ ఈ   ڝసం ࣇచన మ࠾ࡍ సమతల వऴకࡔఖ సమసङ  ఏࠫܽ  ߖ޳  fi 
ऒߗలࢡంހర߄ࣃ  ఒࠉ ښంڷ ࢓޶ంݞ
క࡛छ ߤన ߮ऱ࠳సࠪన ړ ޜफࣄऱ ఆࢇࢗ ङ܉ ݟనంھߘక ߖ  ङ܉ ࠬ दࢳఅంత࡛ దృ ࠬ ڴయంޓࠫ యfx yޓࠫ
అంత࡛ దృࢳद ఈ వऴకࡔఖ తపओ एࡍస ڴࡍసߖ ऒߖ޵ ,޴फంࣆయܑ࡯ޘ ڕࠬ ߖఅ ࡯ݞఉం ࠼అ ࡽ ङࠈ ࠭࠲  కߵ 
भ޳ۯ ం
ङڕ࡯ڒ ల࣒ ߖ ఉపڵࡆంۨ కۨऐ త࠳న గށత ࡍޑए కంޜ అంతࡏख ऒߖम అ޴
రघߕ ङࡃఅ ࣒ߦ ࡱ ࡽ छښఈ ࠾ࡍం మ޳ంڕߘఅ ߖలం అ࠮ ࢓޶ంࠉ  షޜ ߤ ఈښछ షޜ ߤ వऴకࡔఖ߯ ఒక   y y 
࢑లࣾణ ࠉంڕࣆޓ ߘ࢓޶ం޳ం,
छࡌఎంత? ఏࠬ ఫ ࡱ࢐ రణ߄ࣃ బܽदڒ  xߘߝ ,޶ࡶ
ऒߖޑऴۨ ڴజంߖ ङߕఈ ఉప ࡏࠬ కం݄޶ఎం ޶ࡶ న అవసరంࣄయవలڶ  ࢑ంܿనऒ ࡱࣃ ओߩ ߘߝ ݡ
ࠫమघ ऒ࡯ మघࠫ ߖయమڶ ߘలޑऴۨ ࣄۯ ࡽݡݢ  ऒ࡯ ऒߕޔࡏڝ    ఒక ݞږ ࡏࠬ కߘలభం కࣆ ࡮ۧ ޴ఇ ߘ
ۨऴతం అవసరం ޶ࡶ
ࠬ పߞ޶న ఊహߘ కڵ࡯ ఉండంڕࠬ ݟ ఈ ࠉం࢓޶ వۨऐ ం݋ߕ ޴ ఏࠬ ޶ࡶx y 
కएࡅ ݋ంܐంܼ ޶ࡶ ఏࠬ ݋ߕ ఖࡔవదभ వऴక ݋ం࠼ߦ  x y f x݋ߕ ࠹ఏࠫܽ व߯ ࡱ࢐ 
కएࡅ ݋ంܐబܽद ܼంڒ ޴ఉంܿం ڴలంబం ړ ݋ంܐంܼ ޴ߝఅ  ޳ࡶ ఏࠫܽ ࡱ࢐ రణ߄ࣃ బܽदڒ  mal ࡱ࢐ 

ऴప߄నం ޶ڒ.x 
  శړ फ -1 ڒబܽद
 న࣒y y naught m x࠳ ړࡹ న࣒ సࠪనం࠳ రణ సࠬకరణం߄ࣃ రణ సࠬకరణం ఏࠫܽ అం݄߄ࣃ

एڕబܽद తڒ ޶ڒ న࣒࠳ ߘࡱ࢐ న࣒ సࠪనం࠳ ݋ߕ వ ߩనరछ ङ వࣅबకరణx y y naught m x x 
పऱ࣒ ݋ߡ  ޴फంࣆన࣒ ఇ࠳ ڕࠬ ऒߕࣆ న࣒࠳   y x x x޶ڒ సࠪనం ړ
, ఇ߄ࣃ ޴రణం ࡅకए  సࠬకరణం ఇߩओ నऒޔࠋۮ మనం ݡ టం݄, ఈࠫ޻
ऒߖހలం ఈ సࠬకర࠮ బܽदڒ ޴ంޔࢂࢗ ݞంڷ లం࠮ రణం߄ࣃ  సంతృߧफపࣆࡏफంڒ ޴బܽद ߖ ߘߝ x
సࠪనంڴ ఉంۨనߩओ ݡ
0 మړ0 ࠾ࡍ సࠪనం ఇ޴ ఈ సࠬకరణం అ࠼ ఉంࡱۮ   ࡯ݞऱܿࠈ అࡃङ బܽद ఇకएڒ ޴ డ ړ0 ߖy x
మړ ࠾ࡍ సࠪనం ߖ ఉం۪޳ం, ఇకए డ మనం ఏࠫ ߰ం݋ߕ ࠭ޑ޶ పऱ࣒ yړ ࠹व߯ ࠆఎ ݋ߕ  0 x y 

ఈకछ ݋ߕ సࠬకరణం x 0 ޴ఇ   ړ ࡽ 1.
.1 ࠭࠲ బܽदڒ 13
13 వదभ తపओ ప ڴࡍసߖ दܿ࡯࢐ڝ
వऴకࡔఖߖࡹ అߖऒ ఖ߯ ఉనऒࡔల వదभ వऴక ݋ం࠼ߦ   అߖऒ .ఈ సࠬకరణం 1 ࠭࠲ ࡱ ݋ం࠼ߦ 
తపओ ߖ13 ప ڴࡍసߖ दܿڒ ,࡯࢐ڝబܽद
తࡌछ త ࡯࠻ۯझ న ప1 ߖ.

   సࠬకరߖހऒ  ۫డడం మ࠾ࡍ ఈ ߅ࠈంۯ సࠗ ऴࣄए 13ߘद లߵ
ऒߕࣆ  వదలడం, ڒబܽद ߅ࠈంۯ సࠗ ऴࣄए ऒߕࣆ ߘद లߵ  వ޳࢘࡯޴भ ం.
  ఇ޴ వऴకࡔఖ߯ ఉనऒ  అߖऒ ڕల ݋ం࠼ߦ 

ఏࠬ ڒ ޶ࡶబܽद ࠭࠲ సࠗ ऴࣄए ऒߕࣆ  दߵ फࣃऴ࢐ ߖޓऴ ߤవ ݋ం࠼ߦ ఒక ݞంڕࡶ  ࠭x 
మࡅ ࠾ࡍకए  व߯ࣃ ࠹ब నం޳ ࡹछ थ܉న సంࣄ࡯ޘ ࡌ ࠪనం ߖ ఉపࣃڵࡆफ ࠭ మ࠾ࡍ x f dx   dy dx 
छ޳ .1 ࡌ
13 x
 ప ऱ࣒  ఏࠫܽ  ޳छ ydy dx ydyࡏ࢘ ࡽࠋయࡍ࢘ ޴న࣒ ఇ࠳   సࠪనం ړ ఈ 0 ࡌ x 
అవకలన సࠬకరణం ఇࡍ࢘ ޴యࡏ࢘ ࡽࠋ అవకలన సࠬకరణం మߖ޵ ࡏࠬ ࠾ࡍऒ ߝంటࢗ 
ఏڔకృతం ۯయవ۪ऐ  మࡏࠬ ࠾ࡍ ࣋ए छ న࣒ ࣋ए࠳ ޜ   ߖ ࡛ छ ࡛ न  ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ न ప ऱ࣒ ంకంy 2ࡌबࣄ  x 2
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ए࣋ ޳ࡶ छ ࡛ ߰ందవ۪ऐ   ࣋ए छ ࡛ न సࠪనం వऴకࡔఖ వృతफం ڒబܽद ڕ࡯ڒङ ల࣒ ߖ ఉపڵࡆంۨy 2c   
ఖۨऐ త࠳న గށత ࡍޑए కం ޳छ ङࠈ दࢳమన అంత࡛ దృ ࡌ కۯ ߵయబݟంڒ ,޴బܽद వऴకࡔఖ అ޴ߝ
అߖऒ ओߩబܽद ఇڒ ఖ ఒక వృతफంࡔవऴక ޜऱ లࣾణంࢇࢗ ݞంڷ ݋ం࠼ߦ ఒక ࡱހర߄ࣃ   ߖࡹݞంܐఎ  ࠪ ݡ
త޶పࡍ అంశం 
థࠫక అవకలనߦసफక ऴߩ ࡽࢗ ߤ࠼ࡓ
సࠬకరހల ߘం࡮ۧ ݟ ఆసړ फకర࠳న ఉ޳హరణߘ అధङ యనం ۯయడం   ఖۨऐ త࠳న ࣇచన ఉ޳హరణ 
ۨవరࡹ ఇవछ బޔݡంڒ   ޴బܽद
మనం ࢘ࡍయۯ ࡏ࢘ ࡽࠋయగల సࠬకరణం వర ठߖ࡮࠮ऒ న࣒ ࣋ए࠳ ంܼ࠭  1ڕࣆޓ  छ ࡛ न ࠑ  ప ऱ࣒x dy dx 
న࣒ ࣋ए࠳ 1 छ ࡛ न ࡅకए  వర ठ࠮లం సࠪనం 0 ࡅకए  0 సࠪనం 2 ࠑ 3 ݋ࡐ ఎపओ    y yڼ࡮ܽ
న࣒ ࣋ए࠳ 1  ڕమన ޙڵࣃనڜ छ ࡛ न   ޳ ݋ࡐछ  xy dy ޴फంࣆసమऴగ వ ࡌ
࣋ए छ ࡛ न 0ړ సࠪనం.

ఇంܽऴగࡽ   అందࣄ࡯ޘ ڔࡍన ऱܿڴ  y y
కएࡅ ఇనछ ߤ࣌  ࡛झ  మ࠾ࡍ ఇంܽऴగߤ࣌ ࡽ ఇనछ ࡛झ  x x 
కएࡅ 0  సమऴగతࡍڷ ߘ फంచడం ڝసం ఇߩओ .ంకంࡌबࣄ ݡ
 

అ࠼నߩओ  x 0 y.2 ࠑ 3 ݋ࡐ 2 ࠑ 3 ݋ࡐ ޒबࣄࡍరంభ పߦऴ ݡ
బܽद ఇకएڒ  డ ړ 0 ߖx
మړ2 ࠑ 3 ݋ࡐ ߖ ࠾ࡍ సࠪనం ఉంచంݟ.y 
కएࡅ 2 ࠑ 3 ݋ࡐ బܽदڒ  ఇనछ ߤ࣌  ࡛झ    ఐ ڒ 3 ࠑబܽद ࡱ࢑వ
.ంకం  ߯ 3ࡌबࣄ 
ऒߖހంۨన ఈ అవకలన  సࠬకర߅సంబం ړޒबࣄ థࠫకߦఈ ऴ  ࠔఅ ޴బܽद అڒ   పࡍషए  ࡮ۧ ޴ఇ ڕంత వరۯంࡍ
న సమసङ࠳లభࣆ  అߕ ߖ ఉ޻भశङ ం 
మనం ఇకए ߗڒ ޶డږ߱ڵఆ ޜݟ
ऱࡿڙࣆޓ ڕ޶ం ࠭ంۮంڜ ߘధనࢬࡍమన ప ړߖ܉ߖ ऒߖڜ ࠾ࡍమ ࡯  ఆసړ फకర࠳న ࢑షࡱ࠻
వࣃफ .ݟంచంࠫࣾ  ࠼
एࢲࡍలభం పࣆ ࡮ۧ   ऒߖࡌ भ޳۫ ڴ࢑వరం ంతڜ  ం, ڒబܽद
మనం ࣄबࡌంకం ࡅకए ఇనछ ߤ࣌ ڕబܽद మనڒ ݟంڝफం۪ࡏڷ ࠑ 3 ߘవࡱ࢑  ࡛झ  సࠪనంy 

छ޳ ఇనछ ߤ࣌ న࣒࠳ 3 ࡌ ࡛झ ం  pi x  y޳ంڕࣆޓ ߤ࣌ లߩ࢙ ݡంࡓ ۯంࠚల ڕబܽद మనڒ ࠭ޑ޶ం߰ ߖ 
ఇనछ ߤ࣌ న࣒࠳ 3 ࠆఆ ߤ࣌ ࡛झ घࡏ߷ సం సంకలనڝ ߤ࣌   x޴फంࣆవ ڕफࡏڷ ࡮
పऱ࣒ ޴ఇ ࣄۯऴతం ఏࠫܽ దయࣇ సం సంకలనڝ ߤ࣌ పऱ࣒ ࠉ ࣒ڒ ఎ ߤ࣌ ࠉ 
బܽदڒ ࠉ ߤ࣌ ఏ ࣒ڒ న࣒࠳ ࠉ ࣒ڒ ఎ ߤ࣌  ࠉ న࣒࠳ ࠆఆ ߤ࣌ ࠾ࡍమ ࠉ ߤ࣌  ࣒ڒ
ఇ࣒ڒ 3 ߯ ߤ࣌ ޴ ఆߤ࣌ ࠆ ఇనछ ࡛झ ఇనछ ߤ࣌ ࠆఆ ߤ࣌ 3 ࠑ ߧ ࣒ڒ న࣒࠳  ࡛झx 

ఆࠆ ఆڒ ݋ࡕ ࡽబܽद ࠬڕ సࠪనం ޳ 3 ݋ࡐछ ఇనछ ߤ࣌ ࠆఆ ࣒ڒ 2  ࡌ ࡛झ  న࣒x x y x࠳ 
సగం అߩओ x x ړߖࣃరऴޔచ ࠾ࡍమ ڕߩ࢙ ఎడమ ߖ ఈ సగం  ࡯ంۧ࡯ࢣࡍమనం ప ݡ
ए࣋ ߤ࣌ న࣒࠳ 1  ࡯࢐ࡌڕࣆޓ छ ࡛ न

కएࡅ ఇనछ ߤ࣌  ࡛झ  ఇښ ޴వలం 1 ࠳న࣒ ࣋ए छ ࡛ न ఇښ ޴వలం 1 ࠳న࣒ ࣋ए छ ࡛ न ڴࠈ ఉంܿం޴  తࡌछ తx x x 
झ࡯࠻ۯ న పߖ޵ ߖऒ  ࢑సफࡍంచడం మߖ ࠾ࡍబంధనలߘ ࣋కࡍంచడం అڼ࡮ మనڕ మࡍంత ࣍గ࣌న 
కరణ xޓऴࣇ
࣋ए छ ࡛ न ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ न ప ऱ࣒  లࣆࠚफం޴  ఈړछ వ4 ࠑ 3 ࡽ.y xy 
నऒࠚ ఎంత ࡛ޑఈ అవ ݟంߘ ࡛ޑపܽ అవߘ࠭ ࠪ    ంڴ ఉం޾ గమߖంచంݟ 
ఇనछ ߤ࣌ ࡛ޑపܽ అవߘ࠭ ࠪ ࡛झ

 ప ऱ࣒ ఇనछ ߤ࣌  ࡛झ  ఈకछ ओߩఇ ࠾ࡍమ 3 ࠑ ࠑ ࡽ నऒࠚ ࡮ۧ ڕమన ݡ  నy x࠳
సࠬకరణం పࢲࡍए రం లࠚంۨం޴  పరంڴ అంతࡎ ऱనంڴ ఇవछ బݟం޴,y x 
भࡿࢗ ڕ޶ం ࠭ంۮంڜ ం, ఈ దశࡹ వڝࡱ޶వ޶भ ఈ వऴకࡔఖ
ఏࠫ݇ అర बం ڝࣆۯవړߖݞ ऴపయޒऒ भ޳ ం  ఇ޴  ߮ ऱࡹ ߤ ఒక వऴకࡔఖ అޙ࠼ పదం ఇߩओ  ం݄xy xyڕࡶ ݦ

࣋ए छ ࡛ न ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ न ఈڒछ फࣃࢳޜసం ࡮ۧ ࠭࠲ ڕవర 4 ࠑ 3 ݟంߘ   ࠭ మ࠭࠲ ࠾ࡍx y l 
छ޳ 3 ࢐ङ 2 ࡌ రࣃ बం ࡅకए  వృޑफ ऒߖ फࣃڶ  फޕࢡరదృషदవ޶ ߗڒ ࠭  ఈ పదం ࢑ష࠻లߘxy 
ړ ڴभ޴ڜ ऱషदతరం ࣆۯफం޴, అޙ࠼ ఈ సࠬకరణం ఎ࡮ంܽ వऴకతࣆۨࣇ ߘफం޾ అర बం ࢐ڝࣆۯలڕߘంܿߕऒ ࠭

࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ न ప ऱ࣒  సࠪనం.x y xy ړ 4 ړ3 
   వऴకࡔఖ ࡅకए  సछ ऒߖ࢐࠙  ప࡯ࢣࡍంచړߖݞ ࣋ए छ ࡛ नx 
 ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ न ప ऱ࣒  ࣋ए छ న ۨనऒ࠳సࠪన ړసࠪనం 1 ړ4 ࠑ 3 ࡛  y x yߖ 
లధనం  ప࠮ ऱ࣒ ङڒ  ࡍఆڝ  ݟటदం߭ ڴभ޴ڜ ࡽటߧ न܉ ݋ߝङ ठڴࡍస ߖޒࠫ ऐࡏߝ  నऒڕ  లం x y x 1࠮ దࠬ ࡹࠬ 
ङڒ న࣒࠳ సࠪనం ړ2  x y ࡽటߧ
࠲ ,
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ࡍఆڝ नࣄ ݋ߝసद࠻ ߘ ࠹ం޳ ࡽڵछ छ޳  ࡌ pi 4 ࡌ
ओߩޒ ऒߕޔ మࡍڷ ߖ फࣃफ ࠭.
  4 మ࠾ࡍ ࣋ए छ ࡛ न ప ऱ࣒x 

࣋ए छ ࡛ न ప ऱ࣒  సࠪనం.y xy ړ4 ړ3 
 అڜ   ڼ࡮తफ సࠬకరణం సࠬకరణం ޳ࡶ
ࡍఆڝ తफڜ नࣄ ݋ߝసदߖࡹ ࠹ వऴకࡔఖ ࣋ए छ ࡛ न ప ऱ࣒  ࣋ए छ సࠪనం.3 x y 3 ړ ࠑ  ࡛ 2
  తڕए వ మ࠾ࡍ ఇڿ޴ ఇڿ޴
ర޵ डవృޑफ రం 3 ࣋एڒ छ ࡛ न ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ न 3 ړ2 ࠑ సࠪనం అ޴ߝ ఒక ऴށࠪߦక ޵ర डవృతफం ఇߩओ  మనంx y ݡ
ఈ ޵ర डవృޑफ ऒߖ भ޳۫ ڴऴగతफ܉ ంۮంڜ  ం ڜతफ ڝఆࡍ न݋ߝ ల޵ ࡹర डవృతफం ࣋ए छ ࡛ न ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ न3x y 
.సࠪనం ړ2 ࠑ 3
 మనం ࡍڷ फంచړߖݞ ऴపయޒऒ भ޳ ం ఈ ޵ర डవృతफం ࡅకए  న࡛ అࣾం అం݄࠳-ࠬ࣊ ࠾ࡍజ࡛ అࣾం మ࠲-ࠬ࣊ 
ఏࠫܽ,
మనం సࠬకరߖހऒ छ޳ 3 3  छ޳ 2 ࡌ भ޳ڵ࠙ ࡌ ం, త޳छ फ࣋ۯ ࡮బܽद మనం అڒ ޴ంޔ࢓అ 1 ߩ࢙ ݟڕ ࡌ

छ޳  छ޳  ࡌ ए࣋ ڕమన  ࡯࠻ۯ ఏࠫ ݟంచంڵ࠙ ࡌ छ ࡛ ߯  సగం ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ न ఆ3ࠑ  ߤ 2 x y 3
.సࠪనం 1 ړ2
కएࡅ జ࡛ అࣾం అం݄ 3 ఓవ࡛ 2࠲ ࠬ࣊ జ࡛ అࣾం అం݄ ఏࠫܽ࠲ ࠬ࣊ బܽदڒ   వర ठ࠮లం
కएࡅ జ࡛ అࣾం 3 ఓవ࡛ 2࠲ ࠬ࣊  వర ठ࠮లం మ࠳-ࠬ࣊   ࠾ࡍన࡛ అࣾం 1 2߯ ݋ࡐ.
బܽदڒ 
ऴށࠪߦక ޵ర डవృతफం ऴప߄న మ࠾ࡍ ۨనऒ  అࣾం సమనछ య అࣾం ࢗంట ఉంܼ࠼,
అޙ࠼ మనం ఏࠫ ࡏڷ ࠵ࢡۯफం۪ڝంݟ.
ࡍఆڝ  नࣄ ݋ߝసद࠻ ߖ ࠹ం޳ ߯ ࡽڵछ छ޳  ࡌ ओߦޒ ࡌ ࠭.4
ࡍఆڝ  न݋ߝ
छ޳ ߯ ࡽڵం࠻ ߘ ࠹సदࣄ छ޳  ࡌ ओߦޒ ࡌ ࠭  .4
ర޵ ࡱబܽद అసڒ  डవృతफం ࡅకए  ऴప߄న మ࠾ࡍ ۨనऒ  అࣾం ఏࠫܽ
ఇ޴ వంڵࡍޒߩన ࡔఖ  ڝణం ޳छ ړఇతర పం ࠾ࡍమ ࡌ फn pi 4 
छ޳ 4 ࡹణంڝ న࣒࠳  pi.޴ఉంܿం ڴࡱ࢐ ࡌ
బܽद ࣋एڒ  छ ࡛ न ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ न ప ऱ࣒  సࠪనంx y xy 

छ޳ ణంڝ छ޳ 4 ࡌ పओޒ ࡌ బݟన ऴށࠪߦక ޵ర डవృతफం .3 by 4 pi   
హరణ  ఎ࡛޳న ఉ࠳బܽद ఈ అందڒ  ऱ ݟ
కएࡅ ऱࡶ࢑ ߤ࠼ࡓ  ఎ࠱࡯ంటݟ ࡎఫߖࡓलయࡽ ఈښछ షߤझ    ఐదవ ఎݟషߘ ߤంݟ ఈ ߩసफకం ۧ࡮
ఎݟషߤ లߘ ߰ం޴ం޴, ఇ޴ పదవ ఎݟషڕ ߤ వۨऐ ంߘߝ ߗڒ ޴ ఐదవ ఎݟషࣆۨࣇ ߖ ߤफߕऒ ܋߮ ࠾ࡍమ ߘ
సంఖङ ऒߕफࣆۨࣇ ߖ ߤషݟఐదవ ఎ ࡱ బܽद ఈ సమసङڒ ߘ    ఇంࡹ܋߮  ࡹ޶ కࣆߧߖफం޴  అంద࠳న 4243
࠾ࡍసफకం మߩ
ఇߖ޳ ޴ అ޶ग త࠳న సమసङ ల సࠪࣔరం ޵ర डవృޑफ ߩ ల ߤర  ఫంࣾڒ दܿకߘ ۫డమߘߝ ߖ ࠫమघ ऒ࡯  
ऒߕޔࡏڝ ߘ
, ఈ ࡍߖ भషद   సమసङ వ۪ऐڝߘఅ ࡏࠬ ߖలభం అࣆ ࡮ۧ  , ఇࣆ ࡮ۧ ޴లభ࠳న సమసङ
సమऴగ ࠳న࣒ ࣋ए छ ࡛ न  ܿߦ ޜ సమऴగ  ࣋ए छ ࡛dy 1 y dx 
న࣒ ࣋ए࠳ 1 ݋ࡐ छ ࡛ न 0  ړ సࠪనం అࡏࠬ ߖ ఆశऐ రङ ߱వ۪ऐ , మనం ఇ࡮ంܽ ప࡯ࠪړߖన ࢐ङ  మం x࠻
ఎంࣃۯ ڕ޶फ ం అࡏࠬ ߖ ఆశऐ రङ ߱వ۪ऐ ,
బࣗڜ ࡹࠬ ࢡందړࡍ ఇࡍࠓ ޴ంڴ ۃ అߧߖంచవ۪ऐ మघࠫ ߘߝ ߗڒ , ऒ࡯  ఒߧओ ంۧలڕߘంܿߕऒ   ߘ
గށతࢡवసफం࡮ۧ ࡹ
ۨనऒ ࢑షయం ߖڒ మ࡮ۧ ࠾ࡍ ఉޙफజకర࠳న ࠙ࣆޓ ࡍ޳ ړߖڴफం޴
ఈ ࣋ए छ ࡛ न ߖ ࣋ए छ ࡛ न ࡛ࠂ फ  ړ మ࠾ࡍ ఈ ࣋ए छ ࡛ न ޳छ  పవ࡛y y x x ࡌ
ऱ࣒߮ࡎ ړ ࡛ࠂ .޴చన ఉంࡹఆ ߝల࠻ۯ 
ङڕ࡯ڒ  ల࣒
వర ړ  పవ࡛ ݟంߘ న࣒࠳  ,రంڒऱ࣒ ల ऴపڒ  ठ࠮లం ޳छ ధङࣃ యడంۯ కృతంڔఏ ߖ ࡌ ం ڒద1 ࡏࠬ ߖ y 4 dy
.ࡏంܼڕࣆࡱޘ
࠭࠲ 
ఈ ࣍గ࣌న ࡐపంࡹ ఈ ࣍గ࣌న ࡐపంࡹ  ప ऱ࣒ ఇనछ ߤ࣌  ࡛झ కएࡅ   ఈ x y 
సࠬకరߖހऒ  ߰ం࠭޳.
  ࣊కంݟ ݭऴڶ క࡛छ ऱࡿࢗ ڕ޶ంత ࠭ంࡍల࡛ మ࠿ బܽदڒ  ߘఅత ࠾ࡍమ ݡ
ఈ పࣄࡍबߕࣆ ߖޒऒ .ݡࢡ۫ ڴసమऴగం ړ
ࡹపంࡐ ࢑࢑ధ ࡷ  
ऴ࢐యబݟన޴ అ޻ ఆࡹచన అ޴ڜ ޙ࠼भࠚ ڴనऒ న࣒ u dt 1 t࠳ ݟంߘ సమऴగ 0 ࡛ޑన అవ࠳
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࣋ए छ ࡛ మ࠾ࡍ సమऴగ 0 ߘంݟ వర ठ࠮లం ޳छ న࣒ ࣋ए࠳ 1 ࡌ छ ࡛ न మࢁऱ వర ठ࠮లం ޳छ సమऴగ v dt t dt ࡌ
న࣒ ࣋ए࠳ 1 छ నऒࠚ࢑ ߗڒ ,࡛  పߖڜ 0 ࡱޔࠫࡍऒ  సంړ ऱషद వङ ڔ फకరణలڕ సంబం߅ంۨనt 

మ࠾ࡍ ఈ సంړ ऱషद వङ ڔ फకరణ ఏࠫܽ ఇ࠳ 1 ݋ࡐ ޴న࣒ u v u v
࣋ए छ ࡛ न ప ऱ࣒ న࣒ ࣋ए࠳  ݋ࡐ  छ ࡛ न ڕ సࠪన࠳న ࡅకए  అతߘ ఏ ࠿ల࡛ ߖ భࡎ फ ݩࣃۯ  v 1 u uv pi, t 
ए࣋ ݟంߘ ڕపవ࡛ 4 వర ݟంߘ छ  t޴ంݟయబۯ ࡛
మ࠾ࡍ మࡍంత సంړ ऱషद࠳న ࡐࣃ ޜ࠭ࣆࡏపङ  వङ ڔ फకరణߘ ߰ం޴ం޴ మ࠾ࡍ ఇ࡮ۧ ޴
भࠈࢡద ݡ࠮ కం݄޶࢑జయం, ఎం న࠳షࢩ࢑ ల తࡌछ త ࡹ࢑ ࣒ڴమ ఫంࣾߘ ߤ అధङ యనం
న࣒ ࣋ए࠳ 1 ,ࡏࢡۯ छ కएࡅ ࡛ छ޳ ݋ࡐ  फ߭ࡏڷ ڕవర ݟంߘ సమऴగ 0 ࡌ दܿڝవడం ࣌ߤ ఇనछ ࡛झ   t   u dt u
మߖ޳ ࠾ࡍ
వర ݟంߘ సమऴగ 0 ߤఫంࣾ ڴ࢑ధం ޻అ ߤఫంࣾ ߤ࣌  మంࡹ࢑ ठ࠮లం ޳छ  1u dt ࡌ
 tߖ࢐ܽ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڵ࡯క ߖ  మࡹ࢑ ݦవబࡱߧ ߖఅ ߤఫంࣾ ߤ࣌ ڡदߧ࡯ఎ ݞږ పవ࡛ 4 ݟంߘ న࣒࠳
छ޳ ࣒ڴ అధङ ࡌ యనం ࡏࢡۯ  దࠈࢡभ ల తࡌछ త 1796 ࡏࠪࣆ సంవతझ రంࡹ మ࣒ڴ ࠾ࡍ  thr ee 
ऴڝޒణࠫߤ࣌ ޒ ఫంࣾڕ ߤ 
సంకలన ࣇऴతం ࡅకए  ఖۨऐ త࠳న అనߖ ۃ࡮ ఎߧ࡯दߤ࣌ ڡ ఫంࣾڝ  ߤసం అదనࣇ ߩऴߖޑऒ  ߰ంࡏ޳,
ۯంߧߖక ڴ޴ߖڒ కరంߖࣔ ࡮ۧ ޴ంۨనߧߖక ࡏࠬ బܽदڒ
అవకలన సࠬకరణం ړߖ܉ߖ ࠫమघ ऒ࡯ फࣃ۫ ࡏࠬ ߖऱందࢀࢗڕࣆޓ   .ࡏ
  గށత ࢡवసफం࡮ۧ ࡹ అ޶ग త࠳న ࠙ړߖڴ ऴప࢘శ ޳छ రం
ర޵ डవృޑफ म޳ࣄ ర ఫంࣾనऱڒ ంతం ఈ ࢑ష࠻ల ࡅకए న వర࠳అంద ࡮ۧ  पన

ࠪరए కएࡅ ࣁ࢑ࢲ ࣒ డవ۪ऐ۫  ࡹసफకంߩ   సంaiڝ ల ߤఫంࣾ ߤ࣌ న࠳షࢩ࢑ 
फࣃఇ ߘచనࣇ ࡹల ݭ࠼సऱ ڕࠬ ߘߝ ऒߖ޵ బܽदڒ ߘ చన వۨऐࡹఆ ߝ࢐లڝࣆޓ  ం޴  ఈx 
छښఈ ࡽलయߖࡓఫݟ ࡽࠋࡔప࣊ ࡽࠋయࡍ࢘ రణ߄ࣃ షڕࠬ ,ߖڕࣆޓ ߖ ߤ గށత ࢡवసफంߖࡹ ఒక అంద࠳న 
ऒߖڴ࠙  ఒక సంऴగࣔవࡹకనం ఇవछ .వడంڝࣆޓ ڴڕࣃ ߖߖ޵ ړߖݞ
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