
नमˋार
 ȑामुळे िवभेदक समीकरणांवरील मािलकेतील दुस̴या ʩाƥानात िवȨाȚाōचे ˢागत आहे 
चला आपण कोठे थांबलो होतो हे थोडƐात आठवूया आʉी
एक अितशय िनरागस िदसणारे िवभेदक समीकरण वगŊ बघत होतो आिण आʉी इथपयōतdy by dt equal to y 
आलो आिण आʉाला उपाय सापडला  बरोबर बाय 1 वजा असे आʉी िनरीƗण करतो कीyt c ct 
सोʞूशन जसा वेळ ओʬर ला डावीकडून जातो तो सोʞुशन अनंतात जातो तो ठरािवक वेळेतt 1 c yt 
उडातो तेथे एक मयाŊिदत वेळ आपȅी आहे कारण हे असे का घडते
या ˍेअर टमŊमुळे ˍेअर ǉा ऐवजी मी Ɛूब टाकला तर तुʉालाy y y 
तीच गोʼ मयाŊिदत वेळेत घडताना िदसेल सोʞूशन अनंतापयōत जाईल
, िडफरŐ िशयल समीकरणामȯे काहीही चुकीचे नाही िडफरŐ िशयल समीकरण सवŊũ पįरभािषत केलेy 
आहे  वगŊ हा बŠपदी आहे.
 तरीही सोʞूशन
संपूणŊ वाˑिवक रेषेवर राहत नाही ते उणे अनंतापासून ते वर 1 पयōत राहतात ते मȯांतर आहे Ǜावरc 
समाधान ही सामाɊतः  संपूणŊ खरी रेषा नसते परंतु वाˑिवक रेषेचा फƅ एक भाग असतो तीe  xists 
वाˑिवक रेषेचा फƅ एक लहान भाग असतो ʉणून मी मागील ˠाइडमȯे हेच ʉणायचे होते जेʬा
मी ʉटले होते की जरी िवभेदक समीकरण सवŊũ पįरभािषत केले जाईल  मȯांतर i i is

वजा ˢʙिवराम अिधक तो मȯांतर कदािचत पूणŊ मȯांतर असू शकत नाही equal to t naught a t naught a i 
जो मयाŊिदत वेळेत अनंतापयōत सुटू शकतो.

चला आता या घटनेकडे
थोडे अिधक तपशीलाने पाšया कदािचत आणखी काही उदाहरणांमȯे आपण ते घेǻापूवŎ पाš शकतो अहो,
आणखी एक लहान मुȞा आहे जो मी संबोिधत कŝ इİǅतो, ʉणजे जर तुमǉा लƗात आले की आʉी होतो
अिनिʮत अिवभाǛांचा वापर कŝन मला सूिचत करायचे आहे आिण मी
माǟा सवŊ िवȨाȚाōना हे सांगत आहे की जेʬा शƐ असेल तेʬा िनिʮत अिवभाǛांसह कायŊ करा अिनिʮत अंतराल टाळǻाचा Ůयȉ 
करा
अशा पįरİ̾थती आहेत जेʬा तुʉी ते कŝ शकत नाही अशा पįरİ̾थतीत हे शƐ नाही
िकंवा ते न वापरणे अिधक अनाकलनीय आहे ʉणून जेʬा जेʬा शƐ असेल तेʬा िनिʮत पूणाōक वापरǻाचा Ůयȉ करा
हा मूलभूत मंũ मला सांगायचा आहे की िनिʮत पूणाōक का
वापरावेत कारण िनिʮत पूणाōक हे ŵेʿ Ůाणी आहेत ते का ŵेʿ आहेत  Ůाǻांǉा
लƗात येते की अ ते पयōत अिवभाǛ हे कोणȑाही िनरंतर कायाŊसाठी b  fx dx f

अंतराल वर पįरभािषत केले आहे िचɎाचा अचूक अथŊ आहे की तुʉीx ab 
अिनिʮत पूणाōक मोजू शकता की नाही हे तुʉी शोधू शकता िकंवा नाही  ǉा याx f 
िचɎाचा अिवभाǛ ते साठी िŮिमिटʬ ʉणजे आणखी एक फायदा ʉणजे जेʬा तुʉीa bfx dx 
िवभेदक समीकरणांमȯे िनिʮत अिवभाǛ वापरता तेʬा तुʉी
सुŜवातीǉा अटी आपोआप अंतभूŊत करता तेʬा आपण तीच सम˟ा पुɎा अिनिʮत पूणाōकांऐवजी िभɄ पूणाōक वापŝन कŝया 
आपण पुɎा एकदा िवभेदक 
समीकरणाकडे जाऊ या  es

ǉा संदभाŊत ठरािवक अंतराल 0 ˢʙिवराम ʉणजे आपण या वेळी एक िनिʮत अिवभाǛ अिवभाǛ पहातt s 
आहोत आिण आपʞाला 0 ते ओʬर चा वगŊ मȯेs 1 yt y prime t dt 
समिवभाǛ 0 ते उजʩा बाजूने काय िमळेल  अथाŊतच डाʩा बाजूǉा बȞल मȯे समाकिलत होतेs dt s 
लƗात ठेवा िवभेदक समीकरण पहा हा वगŊ आहे ʉणून dy by dty prime y prime y y prime
हा धनाकार उजवा आहे ʉणून हे काटेकोरपणे मोनोटोन वाढणारे कायŊ आहे आिण ʉणून मी तुʉालाy 
Ůित̾थापन Ůमेयाला आवाहन कŝ शकतो  मी ǉा ǉा बरोबर बरोबर ठेवतो आिण मला Ůाइम t y u y t

िमळेल जेʬा असेल तेʬा 0 चे काय होते आिण जेʬा ǉा बरोबर ʬेįरएबलचे मूʞdt  du t 0 c y t s 
चे असेल ȑामुळे   Ůित̾थापन वापŝन अिवभाǛ ǉाu s y t 

बरोबरीचे चं Ŝपांतर  मȯे चा चा ˍेअर बरोबर आता तुʉी ˍेअर Ȫारे समाकिलत y integral c sdu sdu u s du u 
कŝ शकता आिण
मग सुŜवातीǉा अटी साठी वजा िचɎासह वर 1 असेल आिण हे c u c
आिण ची आिण तुʉी सोपी आिण पुनरŊचना केʞास तुʉाला तेच िमळेल  चीy  s s 

ला 1 वजा ने भागली जाते ʉणून मी ही लहान बीजगिणत वगळत आहे  ही सम˟ाty  c cs 
ˍेअर Ȫारे समाकिलत करणे  Ȫारे पुनरŊचना करणे आिण तुमचाu 
िमळवणे हा एक अितशय Ɨुʟक ʩायाम आहे आिण मी तुʉाला पुढे नेǻाचा आŤह करतो ते ˢतः  बाहेर काढा आिण सȑािपत कराy 

की शेवटी
तुʉाला 1 वजा वर चा िमळेल तुʉी या िवभेदक समीकरणाचे िनराकरण करालcs s y 
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पण यावेळी आʉी पȠतशीरपणे िनिʮत पूणाōकांचा वापर केला आहे आिण
मागील ˠाइड्स Ůमाणे अिनिʮत पूणाōक नाही ठीक आहे आिण मी एकदा  तु̱ हाला पु̢ हा तु̱ हाला ̾ मरण कŝन Ȩायचे आहे की
िनİ̻ चत अिवभाǛ हे ŵेʿ Ůाणी आहेत तु̱ ही आिदम शोध̜ यात सƗम आहात की नाही याची पवाŊ न करता 
तु̱ हाला एखादे फं̋ शन शोध̜ यात समथŊ आहे की नाही Ǜाचे
डेįरʬेिटʬ िदलेले फं̋ शन अँटी-डेįरʬेिटʬ आहे कारण ते इंिटŤल होते.
  कोसाइन चे ʩुȋɄ अिधकx sine x 

आहे कारण चे ʩुȋɄ कोसाइन आहे जे कोसाइनचे अँटी-डेįरʬेिटʬ आहेc sine x 
आहे या Ůकरणात हे शोधणे सोपे आहे  हॅट कोसाइनचे अँटी-डेįरʬेिटʬ आहे परंतु अनेक Ůकरणांमȯेsine w 

तुʉाला मािहत आहे की ʩुȋɄ करणे सोपे नाही हे अवघड आहे काहीवेळा तुमǉासाठी फंƕन शोधणे अिजबात शƐ नसते
Ǜाचे डेįरʬेिटʬ हे िदलेले फंƕन आहे परंतु जेʬा तुʉी िनिʮत पूणाōकांशी ʩवहार करता तेʬा
िनिʮत पूणाōक  लƗात ठेवा ची ʩाƥा Ɨेũे ʉणून केली जाते आिण ȑांचा अितशय
अचूक आिण कठोर गिणतीय अथŊ आहे
 ȑामुळे ते नेहमीच ŵेʿ वˑू असतात
ʉणून आता आपण दोन अɷासांकडे जाऊ या िवभेदक समीकरण अिधक dy by dt equals 1 y
वगŊ Ůारंिभक पįरİ̾थती ǉा 0 बरोबर िनधाŊįरत केʞा आहेत 1.y 
 समाधान
मयाŊिदत वेळेत अनंतापयōत िनघून जाते काय तर उजʩा हाताची बाजू 1 अिधक ने पॉवर 10 ने बदलली असेल तरy 
आपण थांबू आिण हा Ůʲ कसा करायचा याचा िवचार कŝया.
 तुʉाला िदसेल की तुमचा Ůारंिभक आवेग
हे एकिũत कŝया  िवभेदक समीकरण ठीक आहे चला Ůयȉ कŝया चला ते कŝया
आिण पूणŊ हॉग कŝ आिण इंिटŤलची गणना कŝ आिण गणनेचे िनराकरण कŝ या आिण नंतर उȅर
Ȩा  हा Ůʲ आहे की समाधान मयाŊिदत वेळेत अनंतापयōत िनघून जाते का ते सवŊ
ठीक आहे 
 ȑामुळे तुमचे िवभेदक समीकरण ने बरोबर 1 अिधक ˍेअर आहे तेथे 1   1 अिधक वगाŊनेdy dt y y 
भागǻात कोणतीही अडचण नाही कारण ते नेहमी सकाराȏक
समाकिलत होते  काही अंतराल 0 ते ʉणतात जेʬा वेळ ǉा बरोबर असतो तेʬा तुʉाला काय िमळेल आʉीs t 0 
Ůारंिभक İ̾थती िनधाŊįरत केली आहे 1 अिवभाǛ ने भागाकार 1 अिधक वगŊ समानdy y 

ते पयōत ʉणजे ʉणजे तुʉाला उलट टॅन िमळेल  चा चा वजा टॅन ʩुǿम 1dt 0 s s s s y s 
ǉा बरोबरीचा िकंवा तुʉाला चा बरोबर अिधक चा 4 चा टॅन िमळतोs s s s pi 

 ȑामुळे तुʉाला समाधान चांगले िमळाले ʉणून
तुʉी सोʞूशनवŝन ठीक ʉणाल तुʉी या सोʞूशनचे परीƗण कराल तुʉी सोʞूशनचे परीƗण कराल  आिण मग
तुʉाला कळेल जेʬा डावीकडून 4 ने जवळ येतो तेʬा चा सोʞूशन ɘस अनिफिनटी वर जातोs pi s y 
हे सवŊ खूप छान आहे पण चला सम˟ेकडे जाऊ या सम˟ेकडे परत जाऊ आिण तुʉाला काय िवचारले जात आहे ते पाš.

आहेत  िवचारले तर समाधान अनंतापयōतing 
िनसटते का तुʉांला उपाय ठरवायला सांिगतले जात 
नाही.
 ɘस y
ते पॉवर 10 आिण तुʉी िडफरŐशनल समीकरण सोडवǻाचा Ůयȉ कराल तर तुʉाला

अिधक बरोबर पॉवर 10 मȯे समाकिलत करावे लागेल आिण ते खूप कंटाळवाणे होणार आहे ते खूप वेळdy 1 y 
घेणारे आिण कंटाळवाणे असेल तर ते सवŊ आहे.
 असे िवचारले आहे की समाधान
मयाŊिदत वेळेत अनंतापयōत पोचते का सवŊ ठीक आहे
 ȑामुळे पृțीवर तुʉी या Ůʲाचे उȅर ˙ʼपणे न शोधता कसे देणार आहात असा
Ůʲ िवचारला कोणी ते कŝ शकते आिण ते कसे सोपे आहे याचा िवचार कसा करायचा ते पाš
या िवभेदक समीकरणांǉा िसȠांतातील अितशय महȇाचे   तȇ
ȑामुळे तुʉाला काय िदले आहे ते ने िदले आहे बरोबर 1 अिधक चा वगŊ चा 0 बरोबर 1.dt dy y y 

तुʉी िनिʮतपणे ने ला ˍेअर ओलांडले असे ʉणू शकता.dt dy y 
तुʉी माǟाशी सहमत ʬाल की 1 अिधक y 
वगŊ हा वगाŊपेƗा मोठा आहे खरं ʉणजे काटेकोरपणे मोठा आहे ʉणून आता आपणy  y 

तेच कŝ शकतो आता वगŊ धन आहे लƗात ठेवा ʉणून 1 वर वगŊ काटेकोरपणेy y dy by dt 
मोठा आहे  1 आता समाकिलत करा आता समाकिलत करा 0 सांगा तुʉाला अिवभाǛ काय िमळेलs 
जेʬा असेल तेʬा असेल तेʬा चे मूʞ असेल तर ते चे 1 2 असेल पेƗा जाˑ वगŊ  जेʬा तुʉी 1 t 0 t 0 y y 1 sdu y u s 

Pru
tor
@
IIT
K



समाकिलत करता तेʬा तुʉाला
मȯांतर चांगले िमळते आता तुʉी गणना चालू ठेवू शकता आिण मग
आʉी काय कŝ आʉी हे वजा 1 वर वर 1 ते पेƗा जाˑ असेलu ah y s 
ते होईल  मला 1 उणे 1 वर पेƗा मोठा Ȩा िकंवा 1 उणे वर s s s
1 पेƗा मोठा Ȩा ʉणजे याचा अथŊ असा होईल की चा 1s 
वर 1 उणे पेƗा वर जातो तेʬा आपण लगेच पाहतो की वŝन 1 वर जातो  ŮदिशŊत असमानतेǉा उजʩा बाजूला डावीकडे s s s 
लाल रंगात ŮदिशŊत असमानता अनंताकडे जाते

चे समाधान करते  ǉा बरोबर 1 ǉा पलीकडे जगू शकत नाही खरं तर आपण पािहले आहे की समाधानs certai y  s 
4 बाय पाई वर अनंताकडे जाते जे ŮȑƗात 1 पेƗा कमी आहे आता आपण काय केले आहे आपण एक अितशय सोपी
गोʼ केली आहे आपण िवभेदक समीकरणावŝन वर गेलो आहोत  िवभेदक असमानता आʉी फƅa 
हे 1 ठोकून देतो आिण आʉी ʉणतो की बाय हा वगाŊपेƗा मोठा आहे आिण बाकीची गणनाdy dt y  
अगदी सोपी होती
 ȑामुळे तुमǉाकडे 1 अिधक ची पॉवर 10 असली तरीही आʉी तेच कŝ शकतो.y 

एक बंद करा आिण तुʉी ʉणू शकता की ने ची पॉवर 10 ला ने भागू शकतो  10 ला ने भागू शकतोdy y y y 
आिण ȑाच ओळीने पुढे जाऊ शकतो असे करǻापासून काहीही थांबवत नाही
 ȑामुळे मुȞा हा आहे की
फरक सोडवणे आवʴक नाही  समीकरण हे पूणŊपणे बदलून घेǻासाठी पुरेसे
आहे आिण िभɄ समीकरण सोडवʞािशवाय
िवभेदक समीकरण सोडवणे आवʴक नाही, तरीही आपण आपले िनʺषŊ काढू शकतो आिण िभɄतेǉा िसȠांतामȯे ही सवाŊत महȇाची
गोʼ
आहे  भाडे समीकरणे एक Ɠिचतच िवभेदक समीकरण पूणŊ करǻासाठी सोडवते एक
अनेकदा समाधानाचे वतŊन िमळवते 
सोʞूशन ˙ʼपणे न ठरवता शेवटपयōत सोडवʞािशवाय आʉी सोʞूशनचे गुणधमŊ िमळिवǻाचा Ůयȉ करतो सोʞूशनचे गुणधमŊ 
िमळवǻाचा Ůयȉ
करतो तोच आता िवभेदक समीकरणांचा िसȠांत आहे.
 मी एक महȇाची िटɔणी टाकतो की
आपण बरोबर बरोबर 1 अिधक चा वगŊ बरोबरd y d dt y y 
0 ǉा बरोबर 1 बरोबर पेƗा मोठा असमानता पेƗा ǉा 0 ǉा बरोबरीǉा ǉाd y dy dt y y 
बरोबरीने उȅीणŊ झालो आहोत.
  1 आिण मग आʉी असा िनʺषŊ काढला की चा वर 1 वजा पेƗा मोठा आहे याचा अथŊ चा वरs y 1 s s y 1 
जाईल तोपयōत आधीच अनंतात गेला असेल हे लƗात ठेवा कीs 

चा Ůमाणेच अनंत होतो असे आपण ʉणत नाही  1 ला जातो आपण ʉणत आहोत की चा अनंताकडे जातोs y s s y 
एकतर एकाकडे जातो िकंवा कदािचत ȑापूवŎच चा अİˑȕाचा काळ आहेs s y 
एक ओलांडू शकत नाही पण ŮȑƗात तो कठोर असू शकतो  एकापेƗा लहान आʉी कृती केली आʉी हे पािहले आʉी y 
ˠाईड मधील पिहले िड̾ɘे dy dt
बरोबर 1 अिधक चा वगŊ बरोबर 0 बरोबर 1 आʉी ŮȑƗात हे िवभेदक समीकरण समाकिलत केलेy y 
आʉी पािहले की आʉाला समाधान सापडले  चे हे ǉा ǉा बरोबर ǉा बरोबर आहे आिण आʉी पािहलेt y t tan tan pi 4 
आहे की ūावण
अनंतात जातो कारण पाई 4 ने वळतो.t 
 ʉणून सोʞुशन बरोबर 1 ǉा वेळेपूवŎ अनंततेत होतेt 
ȑामुळे असमानतेमधील आमचा फरक तुʉाला काय सांगतो अİˑȕाचा काळ 1 पेƗा जाˑ असू शकत नाही
पण तो आता पेƗा कमी असू शकतो 1 अिधक वगŊ 1 वरy 
1 अिधक वगŊ पुɎा तुʉी 1 अिधक वगाŊने गुणाकार करा दोɎी बाजंूना समाकिलत करा संदभाŊत िनिʮत पूणाōक वापरǻाचीy y  
िशफारस केली नाही परंतु तुʉी अिनिʮत पूणाōक देखील वापŝ शकता जर तुʉाला ती तुमची
आवड आहे परंतु येथे शƐ िततƐा िठकाणी िशफारस केली आहे िनिʮतपणे वापरणे शƐ आहे जेणेकŝन तुʉी
ˢतः  दुस̴या सम˟ेचा Ůयȉ कŝ शकता आिण हे शोधǻाचा Ůयȉ कŝ शकता की उपाय
अनंतापयōत अनंत काळासाठी िनसटतो िकंवा तो कायमचा राहतो.
 सवŊ काही ठीक आहे ʉणून दोन सोपे ʩायाम आहेत
िवभƅ ʬेįरएबʤवर आधाįरत जे आणत आहेत  डावीकडे ˍेअरy 
आिण ǉा संदभाŊत एकिũत करणे आता आपण ितसरी सम˟ा येथेt 
घेऊया कोसाइन अिधक साइन Ȫारे बरोबर 1 अिधक साइन बरोबर कोसाइन मȯे पुɎा हेx 1 ydy dx x y 
ʬेįरएबल िवभाǛ समीकरण आहे काय लƗात ठेवा  ǉा ǉा बरोबरी ʉणून हा घटक कोसाइनdy by dx xy f 

अिधक साइन मȯे तुʉी उजʩा हाताǉा बाजूला ठेवलात आिण तुʉाला उजʩा बाजूला काय िमळेलx 1 y 
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हे ǉा दोन ʬेįरएबʤचे कायŊ आहे आिण ते ȑाचे उȋादन आहे  ǉा फंƕनǉा गुणाकार गुणाकारxy f y x 
ʉणून जेʬा जेʬा तुमǉा उजʩा बाजूला ने असेल तेʬा मȯे आʉीdx dy gx hy 
िवभेदक समीकरणाचा संदभŊ वेįरयेबल िवभाǛ समीकरण ʉणून पाहतो हे देखील ʬेįरएबल आहे  बोधकथाse 
समीकरण Ȫारे हे एकǨा ǉा फंƕनचे गुणाकार आहे गुिणले एकǨाचे फंƕन येथेdy dx x y 
अथाŊतच येथे कोसाइन खाली कोसाइनǉा उपİ̾थतीमुळे मी असे गृहीत धरणार आहे
की आिण हे ओपन इंटरʬल वजा मȯे आहेत  बाय 2 ते बाय 2 आʉी ओपनx y pi 2 pi 
इंटरʬल वजा बाय 2 ते बाय 2 मȯे काम करणार आहोत ठीक आहे ठीक आहे सम˟ा चालू राहते हे िसȠ करा कीpi pi 

चे समाधान संपूणŊ अंतराल वजा बाय 2 बाय 2 वर पįरभािषत केले आहे  आिण जेʬाx y pi x 
ǉा जवळ येतो तसतसे चे समाधान पाई 2 पयōत पोहोचते.pi 2 x y 

 Ǜामȯे
ǉा बरोबरीचे 0 िनिदŊʼ केले आहे ȑा िवशेष केसची चचाŊ कराy 0 

चला अिनिʮत अिवभाǛांसह कायŊ कŝया जरी ते
िनकृʼ Ůाणी असले तरी ȑांना सुȠा जगǻाचा अिधकार आहे जसे ते होते ʉणून आपण चल वेगळे
कŝया कारण ते ने भागूया आिण ने भागूया ʉणजे ʬेįरएबʤcos y cos x y 
आहेत  सवŊ डावीकडे आिण ʬेįरएबʤ आहेत  उजवीकडे आिण एकीकरण करा तुʉीx a ll 
1 वर वर ǉा संदभाŊत चे इंिटŤल काय आहेतcos y 1 cos y is secant y y secant y 
ते आहे िनरपेƗ मूʞ ठेवǻाची आवʴकता नाही  कारणlog secant y plus tan y 
आपण या अंतराल वजा ते मȯे आहोत िजथे गोʼ धनाȏक सेकंट अिधक pi by 2 pi by 2 y tan

आहे की ती 1 अिधक असेल वर एक सम फंƕन आहे तेy sine y cos y cosine 
सकाराȏक आहे आिण एक अिधक देखील सकाराȏक आहे िनरपेƗ ʬॅʞू ची गरज नाहीsine  y sine 
ʉणून ते 1 चा अिवभाǛ आहे कारण अिधक आहे आिण नंतर तुʉाला y log secant tan sine

चा अिवभाǛ Ȫारे िमळाला आहे जो चा अिवभाǛ आहे आिण अिवभाǛ आहे  y cos y tan ydy log
आहेsecant 

 ȑामुळे तुʉाला दोन लॉगची बेरीज िमळाली आहे ते खालचे उȋादन असेल
 ȑामुळे डाʩा हाताची बाजू

ˍेअर अिधक टेबलचा लॉग ʉणून एकिũत होईल नंतर तुʉाला येथे बरीच समिमती िदसेलsecant y secant y 
जी तुʉाला डावीकडे सह िदसते  तीच गोʼ उजवीकडे सह पहा ʉणजे जेʬा तुʉी तीच समाकिलत करताy x 
तेʬा  आिण नृȑ हे लॉग सेकंट ˍेअर अिधक सेकंट टॅƛ असेलng x x 
 ȑामुळे जेʬा तुʉी हे समाकिलत कराल तेʬा तुʉाला िमळेल तेʬा तुʉाला
लॉग सेकंट ˍेअर अिधक सेकंट िमळेल योƶ वेळी चलाy 
मला  थोडेसे धीमे कŝ Ȩा ŮȑƗात इɌटŊ कŝन  दोन ओळी सवŊ बरोबर तुʉी
सहमत आहात डाʩा बाजूला तुʉाला िमळत आहे वगŊ अिधक log secant y secant y tan

वगŊ अिधक y equals log secant x secant x tan x plus a constant of integration c
अिधक ǉा पॉवर मȯे मȯेexponentiate secant squared y secant y tan by e c c 

ˍेअर अिधक ʉणून आʉी येथे थांबतो आिण येथे आʉी ʉणतो कीsecant x secant x tan x 
हे समाधान आहे Ǜावर तुʉी आƗेप घेऊ शकता असे तुʉी ʉणू शकता की सोʞूशन समान असले पािहजेy 
Ǜाचे ˢŝप नाही Ǜाचे आʉाला समाधान िमळाले आहे  हे चे फंƕन आहे परंतु ˙ʼपणे वणŊन केले आहे   जेʬा तुʉीhe  y x 
पिहʞा Ţमाने िवभेदक समीकरणे सोडवता तेʬा हे घडणार आहे सामाɊत: सोʞूशन
ˢतः च गिभŊत ˢŝपात सादर होईल जसे ते येथे घडते ʉणून ठीक आहे ʉणून समाधान
अंतिनŊिहत ˢŝपात िदले आहे  चला ˠाईड्सवर परत जाऊया होय तुʉी पाहाल की सेकंट ˍेअर अिधक सेकंट y y

बरोबर ǉा पॉवर मȯे सेकंट ˍेअर अिधक काय सम˟ाtan y e c x secant x tan x 
तुʉाला िवचारते  सम˟ा पहा सम˟ा पहा पुɎा िसȠ करा की  सोʞूशन
संपूणŊ इंटरʬल वजा ते वर पįरभािषत केले आहे.pi by 2 pi by 2 
 हे ˙ʼ आहे की येथे सोʞूशन
संपूणŊ मȯांतरावर पįरभािषत केले आहे जेʬा वर या मȯांतराचा अथŊ असा आहे की तुʉी जोपयōतx 
खुʞा मȯांतरात आहात तोपयōत काहीही होत नाही  या समीकरणामȯे कोणȑाही Ůकारची अडचण आहे असे िदसते.
 

ची 2 बाय पाई कडे झुकत असʞाने सम˟ा पुɎा काय िवचारत आहे ते पाšया , तुʉाला दाखवावे लागेल की चा देखीलx x y 
2 ने वर जातो.pi 
 उजवीकडे काय होते ते पहा हात एस  ˍेअर अिधक ide secant x secant x

ʉणजे काय ते 1 अिधक साइन वर कोसाइन ˍेअर उजʩा बाजूस 1 अिधक साइनtan x x x 
वर कोसाइन ˍेअर आहे कारण पाई 2 1 अिधक साइन ǉा जवळ येतो आिण भाजकx x x x 2 

कोसाइन  ˍेअर ० पयōत पोहोचतो.x 
 आिण ʉणून हा घटक ˍेअर अिधक secant x secant x tan
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वर जातो आिण तो दुसरा फॅƃर एक İ̾थर असतो ʉणून अिनवायŊपणे हा x plus infinity secant
ˍेअर अिधक ने अनंताकडे जाणे आवʴक आहे हे िवभेदकy secant y tan y 
समीकरण सांगते  तुʉी Ȫारे नेहमी सकाराȏक असतो लƗात ठेवा सकाराȏक अिधक िचɎdx dy cos psi 1 
या मȯांतरावर सकाराȏक आहे काही सम˟ा नाही आिण ʉणून Ȫारे सकाराȏक आहे ʉणून उपायdy dx 

हे मोनोटोन वाढणारे फंƕन आहे एक मोनोटोन वाढणारे फंƕन आहे आिणyx 
जसे ला जातो  बाय 2 हे आता अिनवायŊ आहे कारण या समीकरणातून आपणx pi 2 
सƅीने पाहतो की चा देखील वर जाणे आवʴक आहे मोनोटोनचा पाई 2 ने वाढतोx y pi beta x y 
ȑामुळे शेवटǉा मȯे Ůʲाचे उȅर िमळेल जेʬा उणे ने जातो तेʬा काय होते याचा अɷास कराexa mple  x pi 2 
ʉणून मी हे अɷास करǻासाठी तुमǉावर सोडत आहे या फंƕनचे काय होते ˍेअर secant x
अिधक जेʬा उणे ने जातो तेʬा काय होते ते काय आहे  1 अिधकsecant x tan x x pi 2 

वर ˍेअर वर जातो ʉणून उणे वर जातो ʉणून अंश 0 वर जातो आिण ȑाचŮमाणे भाजक sine x cos x x pi by 2 
देखील 0 वर जातो
ʉणून तो शूɊ बाय शूɊ फॉमŊ आहे ʉणून तुʉाला अशा मयाŊदांना कसे सामोरे जावे हे मािहत आहे
तुʉी असे बरेच केले आहे  मयाŊदा सम˟ा आिण 

हे उणे पाय 2 ने गेʞाने मयाŊदेचे काय होते हे शोधणे तुमǉासाठी एक मनोरंजक ʩायाम आहे आिण ʉणून तुʉीx 
ȑाचŮमाणे उणे पाय उजवीकडे गेʞाने संबंिधत चे काय होईल हे शोधून काढता.x yx 

 ȑामुळे तुमǉासाठी काहीतरी आहे
पुढील Ůʲाचा िवचार करायचा आहे की Ůारंिभक İ̾थती जर 0 ची बरोबर 0 असेल तर 0 ची असेल तरy y 
0 असेल ʉणजे असेल तर देखील 0 असेल.x 0 y 
 तर तुʉी पाहत असलेʞा शेवटǉा ŮदिशŊत समीकरणाचे काय होते
येथे या ˠाइडमȯे लाल रंगात तुʉी समान ० या समीकरणात ठेवले आहे जेx 

आहे  लाल रंगात मग चे 0 0 आहे ते लƗात ठेवा ʉणजे आहे आिण आहे.displ ayed y x 0 y 0 

होतो आिण होतो होतो आिण देखीलtan x 0 tan y 0 secant x 1 secant y 
1 होतो
 ȑामुळे काय बाकी आहे ते आपʞाला िमळेल  ची घात ǉा बरोबरी 1 आहे ȑामुळेe c 
लाल रंगात ŮदिशŊत होणारे समीकरण सेकंट ˍेअर अिधक समान ˍेअर अिधकy secant y tan y secant x 

ची घात ची 1 आिण   ʉणजे काय 1 आिण ʉणजे तुʉाला फƅ वगŊ िमळेल  अिधक secant x tan xe c secant y 
secant y
गुणा समान ˍेअर अिधक हे समीकरण तुʉाला सƅी करेल की बरोबरy secant x secant x tan x y 

िकंवा मला असे वाटते की तुʉी याचा तपास केला पािहजे   तर ते फॉलो करते की समाधानx 
ǉा ǉा बरोबर िदले आहे  तर ǉा समीकरणाचे काय होते ची घात 1 आहे आिणx y x e c 

ʉणून आमचे हे समीकरण वाचते वगŊ अिधक हे वगŊ secant y secant by tan y secant x
अिधक आहेsecant x tan x 
 ȑामुळे ते ǉा ǉा बरोबरीचे अनुसरण करते  आपणx y 
िनिʮतपणे काही Ɨण घालवावे आिण ȑाबȞल िवचार करावा असे वाटते.
 आʉी पुढील गोʼीकडे जाऊ  सम˟ा सोडवा िडफरŐ िशयल
समीकरण 1 अिधक ते पॉवर Ȫारे ते पॉवर वजा बरोबर 0 पुɎाe tdy dt plus e t y 
Ůʲ हा आहे की समाधान अनंताकडे सुटते का काही मयाŊिदत काळासाठी िवभेदक समीकरण सोडवʞास ȑाला
देखील मयाŊदा आहे का वजा अनंताकडे जातो ȑामुळेt 
Ůʲांची संƥा तुʉाला एक िवभेदक समीकरण िदले जाते ठीक आहे हे एक वेįरयेबल िवभाǛ समीकरण आहे
तुʉी ने घात वजा ला भागता आिण तुʉी 1 अिधक ने घातe y e 
भागाता  आʉाला ची पॉवर Ůाइम अिधक चीy prime e yy e 
पॉवर वर 1 अिधक ची पॉवर बरोबर 0 तुʉी लगेचt e t 

ǉा संदभाŊत एकिũत कŝ शकता आिण तुʉाला 1 ɘस ǉा पॉवर अिधक लॉगमȯे िमळेल  पॉवर टीमȯेt e y  e 
हा एकीकरणाचा İ̾थरांक आहे c 

1.
12 मधील पॉवर ची संǒा सकाराȏक आहे आिण 1 ɘस ची पॉवर टी ची संǒा देखील सकाराȏक आहेy e 
ʉणून एकũीकरणाची İ̾थरता असणे आवʴक आहे  सकाराȏक रहा ʉणून िवभेदक समीकरण देखील दाखवतेo  kay 
ȑामुळे िवभेदक समीकरण तुʉाला काय सांगते   ते तुʉाला सांगते की अिवभाǛy 
समीकरणातून ऋण आहे अिवभाǛ आहे हे ऋण आहे घातांकीय कायő सकाराȏक आहेतy 
ʉणून समीकरणावŝन तुʉाला िदसेल की अिवभाǛ सवŊũ आहे  ऋण ʉणजे हे मोनोटोन कमी करणारेy y 
फंƕन का आहे मोनोटोन कमी करणारे फंƕन आहे आिण समजा समाधान
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हे संपूणŊ अंतराल शूɊ ते अनंतावर जगायचे असेल तर समजा
मयाŊिदत वेळेत अनंतातून सुटका नाही दोन शƐता आहेत दोन
पįरİ̾थती समाधान सुटते  अनंतात एक आहे एक मयाŊिदत वेळ आपȅी आहे
िकंवा समाधान कायमचे जगते समजा समाधान कायमचे जगते तर तुʉी काय कŝ शकता आʉी
1.
12 मȯे अनंताकडे झुकत नाही 1.
12 वर परत जाऊया तर हे एक समीकरण आहे आिण जर मी कŝ शकलो तर
जर हे ǉा सवŊ मूʞांसाठी वैध असेल तर कायमˢŝपी जगǻासाठी एक उपाय आहे तर मीt 

ला अनंतापयōत जाǻाची परवानगी देऊ शकतो जर ǉा चे 1 ǉाt tg oes to infinity 1 plus e log plus e 
टमŊ लॉग ला 1 ǉा पॉवर कडे ला जाते दुसरी टमŊ चीpower t plus e t infinity e 
सुȠा पॉिझिटʬ असतेpower y 

 ȑामुळे डाʩा हाताची बाजू अनंताकडे जाते तर  उजʩा हाताची
बाजू İ̾थर आहे हे कसे शƐ आहे आपʞाकडे एक िवरोधाभास आहे हे शƐ
नाही समाधान संपूणŊ अंतरालवर जगते ० अनंत समाधान कायमचे जगू शकत नाही
समाधान अनंतापयōत मयाŊिदत वेळेत िनसटले पािहजे ते अनंतापयōत जाईल िकंवा
ते उणे अनंताकडे जाईल का जर चा ɘस अनंताकडे गेला तर ǉा घात ला ɘस अनंताकडे जाईलt y e y 
आिण 1.
12 हे होǻापासून Ůितबंिधत करते ʉणून या Ůकरणात चा वजा अनंतावर जाणे आवʴक आहे आिणt y 
आपʞाला कडे जायला हवे  0 कडे जाणारी ची शƅी ʉणजे सवाŊत मोठा अंतराल 0 Ǜावर समाधानe y t 
पįरभािषत केले आहे आिण वर गेʞावर काय होते ते ʉणजे अİˑȕाचा काळ जो तेथेt 
आहे तो एक मयाŊिदत वेळ आहे Ǜामȯे गोʼ जात आहे वजा अनंतापयōत पळून जा  आिण ती मयाŊिदतy 
वेळ  भांडवली आहेt 
 ȑामुळे भांडवल चे मूʞ काय आहे ʉणून थोडे भांडवल मȯे जाते ʉणून समीकरणt t t 
1.
12 मȯे तुʉाला 1 अिधक चा लॉग िमळेल भांडवली ला पॉवर कॅिपटल ला पण थोडे कॅिपटल मȯेe t t t ty 
जाते  वजा अनंत करǻासाठी हे ते पॉवर टमŊ गायब होते आिण पुɎा उजवीकडील बाजूe y 
İ̾थर असते आिण
 ȑामुळे तुʉी मोजू शकता भांडवल िकती असेल हेt 

Ȫारे पॉवर कॅिपटल ला िदले जाणार आहे.e t 
ची पॉवर उणे 1 ǉा बरोबरी तर कॅिपटल ʉणजे  e c t 

काय आहे चा घात उणे 1 चा लॉग असेल जे मुळात तुमǉासाठी या पिहʞा Ůʲाचे उȅर देतेe c 
मी दुसरा भाग तुमǉावर िवचार करǻासाठी सोडतो िवचारासाठी काही अɄ असावे
आʉी आता या िवभेदक समीकरणाकडे पाहतो तेʬा काय होते हे िवशेष Ůकरण पाहणार आहोत
जे ʬेįरएबल िवभाǛ Ȫारे समान बरोबर आहे मȯे आʉाला आठवते कीdy dx gx hy 
आʉी नेहमीच ने भागाकार करत आहोत.h 
  वˑुİ̾थती आहे की शूɊ चांगले नाही Ůो काय आहेg x 

शूɊ झाला तर ने भागाकार केला नाही तर शूɊ झाला तर ने भागू शकत नाही पणh h h h 
शूɊ असǻाबȞल काय आहे शूɊ होǻात काय नुकसान आहे हे लƗात ठेवा की आपʞाजवळ आहेg g 

ʬेįरएबʤचा बदल वापरत आहोत Ůमेय Ůित̾थापन Ůमेय हे लƗात ठेवा की आपणuh 
Ůित̾थापन Ůमेय ब̴ याच वेळा वापरत आहोत आिण आिण आपण केवळ Ůित̾थापन Ůमेय वापŝ शकतो
ʩुȋɄ संपूणŊ मȯांतरात शूɊ नसलेले असते जेʬा चा हा असेल तेʬा काय होईल याची िचंता करा  शूɊx g 
ठीक आहे मी पुɎा ʉणतो सामाɊतः  वाˑिवक जीवनातील पįरİ̾थतीमंȯे जेʬा िभɄ समीकरणे तुमǉाकडे येतात तेʬा
ते तुमǉाकडे िविहत Ůारंिभक अटीसंह येतील आिण
 ȑामुळे सुŜवातीǉा अटी अशा असतात
की तुमǉाकडे शूɊ बरोबर शूɊ का आहे जेथे शूɊ हा काही वेळ आहे  आिण शूɊx y x y 
ही वेळेतील Ůणालीची İ̾थती बरोबर बरोबर नाही आता समजा शूɊाचा शूɊ झाला तर समजा x x y h y
शूɊाचा उजʩा हातात शूɊ असेल तर उजवीकडील बाजू आहे  इरोh z 
लƗात ƽा की जेʬा तुʉी एका İ̾थर फंƕनमȯे फरक करता तेʬा İ̾थर फंƕन हे िडफरŐ िशयल समीकरणाचे समाधान करते तेʬा
डावी बाजू ० असते आिण İ̾थर फंƕन बरोबर शूɊ असते जेʬाy y 
तुʉी ते ɘग इन करता तेʬा तुʉाला िदसेल की उजʩा हाताची बाजू देखील ० आहे.

 ȑामुळे 0  0 ǉा बरोबर होय,
 ȑामुळे चे İ̾थरx 
फंƕन शूɊाǉा बरोबरीचे िवभेदक समीकरण देखील पूणŊy y 
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करते  Ůारंिभक İ̾थतीचे कायŊ सवŊũ आहे सवŊũ शूɊाǉा समान आहे आिणy y 
ʉणून िवशेषत: शूɊ येथे देखील ते शूɊाǉा समान आहे ʉणून आʉी Ůारंिभक मूʞ सम˟ेचे िनराकरण केले आहेx y 
ʉणजे समाधान हे İ̾थर समाधान आहे
 ȑामुळे जेʬा असेल तेʬा केस याh 0 
अगदी Ɨुʟक पȠतीने हाताळले जाऊ शकते तर दुसरीकडे ǉा शूɊता 0 नसेल तर आपण ने भागू शकतो  लƗात ठेवाy hy 
आʉी  फƅ ̓ या आसपास̓ या छोǨा अंतराने आजूबाजूची पįरİ̾थती पाहत आहेत, हे लƗातx 
ठेवू नका की उपाय संपूणŊ कालावधीसाठी जगू शकत नाही आिण संपूणŊ नाटक केवळ शेजारीच वैध आहे
सुŜवातीǉा İ̾थतीचा ʉणजे हा शूɊाǉा जवळ आहे आिण शूɊाǉा जवळ जाणार आहेod x x y y 

शूɊ नाही ʉणून शूɊ होणार नाही ʉणून सातȑ आवडत नाही ʉणूनh y h 
मी शूɊाǉा ने भागू शकतो  परंतु चे शूɊ असू शकते Ǜा बाबतीत आपणy h x g 
पįरवतŊनीय सूũाǉा बदलाचा वापर केʞास आपʞा Ůित̾थापन Ůमेयाचा वापर संशया˙द आहे अशा पįरİ̾थतीत आपण काय
करावे हे ʉणजे शूɊ शूɊ आहे असे गृहीत धŝ  Ǜाg g 
िठकाणी आहे ȑा िठकाणांमधले िबंदू हे काटेकोरपणे सकाराȏक असतील िकंवा काटेकोरपणे नकाराȏक असतील आिण g 0 g 
आʉाला
वेगवेगʨा अंतरावर पįरİ̾थतीचे िवʶेषण करावे लागेल Ǜावर शूɊ नाही हा आहे वेगʨाg g 0 
िठकाणी Ǜांना ˢतंũपणे सामोरे जावे लागेल ठीक आहे पुढचे उदाहरण ʉणून आʉी भूिमतीची एक अितशय
लोकिŮय सम˟ा घेतो ही सम˟ा िविवध पुˑकांमȯे आहे
ती इतकी लोकिŮय आहे की हे उदाहरण मी पिहʞांदा कुठे पािहले ते मला आठवत नाही ʉणून मी
न िदʞाबȞल िदलगीर आहोत  तुʉी या साठी संदभŊ समतल वŢ कायfi nd 
सम˟ा आहे  समतल वŢ बरोबर शोधा की सवŊy fx   
सामाɊ समान िबंदू मधून जातात भौिमतीय̊̽Ǩा तुमची अंतǒाŊन तुमची भौिमितक
अंतǒाŊन तुʉाला सांगेल की हे वŢ एक वतुŊळ असले पािहजे तसेच चला याचा बॅकअप घेऊया
कॅʌुलसचा वापर कŝन अचूक गिणतीय तकाŊसह अंतǒाŊन आपण असे गृहीत धŝ की Ǜा िबंदूतून सवŊ सामाɊ
पास होतात तो मूळ आहे आिण आपण वŢ वर एक ठरािवक िबंदू घेऊ या समीकरण सह , तर x naught y naught y fx 
सामाɊ िबंदूचा
उतार िकती आहे x naught y nought
मला िचũ काढǻाची खरोखर गरज नाही कारण तुʉी ही ʩाƥाने ऐकत असताना मी
तुʉाला डूडल करǻाचा आिण ˢतः  िचũे काढǻाचा आŤह करतो हे इतके सोपे आहे की
तुʉालाही िचũ काढǻाची गरज नाही  तुमची ती˽ण कʙनाशƅी आहे तुʉाला हा िबंदू िमळाला आहे नॉट नॉटx y 
िबंदूवर वŢ वर शूɊ शूɊ ˙िशŊकेचा उतार िकती आहे अिवभाǛ शूɊx y f x 
तर सामाɊचा उतार िकती आहे  हे ˙िशŊकेला लंब आहे ʉणून ˙िशŊकेचा उतारmal 

चा अिवभाǛ आहे, सामाɊचा उतार शूɊाǉा Ůाइम वर उणे 1 असणार आहे, x f x f x
शूɊाǉा अिवभाǛ ˠाइडमȯे तेच िदसत आहे  पॉवर -1 ʉणजे कायf 
आहे सामाɊ चे समीकरण सामाɊ चे समीकरण उणे शूɊ आहे मȯे उणेy y y m x 

शूɊ वजा शूɊ समान मȯे उतार आहे उणे शूɊ इतके थोडे पुनरŊचनाx y y m x x 
तुʉाला उणे देते  ǉा Ůाइम मȯे शूɊ नाही ɘस उणे शूɊ समानy y x  x x 
हे सामाɊचे समीकरण आहे आता आपण काय ʉणत आहोत हे
सामाɊ उȋȅीमधून जाते ʉणून उȋिȅ हे समीकरण पूणŊ करते जŐʬा मी बरोबरx 
ठेवतो  0 आिण बरोबर 0 हे समीकरण वैध असले पािहजे ʉणून येथे बरोबर 0y x 
आिण बरोबर 0 ठेवू या येथे आपʞाला शूɊ अिधक शूɊ हे समीकरण शूɊाǉा y x y x f
Ůाइम मȯे िमळेल.
  0 हे 1.
13 समीकरण आहे ʉणून आपण पाहतो की 1.
13 ला धारण करणे आवʴक आहे
वŢातील सवŊ िबंदंूवरील वŢवरील सवŊ िबंदू आपण हे समीकरण 1.
13 धारण केले पािहजे ʉणून अथाŊतच
पुढील गोʼ ʉणजे समीकरण 1.
13 पाहणे आिण फƅ या ũासदायक सबİˌɐ्स
शूɊ सोडूया
 ȑामुळे ũासदायक सबİˌɐ्स शूɊ सोडू या  हे वŢवरील सवŊ िबंदू

साठी धŝन आहे आिण ʉणून आपण सबİˌɐ शूɊािशवाय एक िबंदू एक तीन िलšx naught y nought 
आिण ǉा ǉा जागी Ȫारे पįरिचत नोटेशन वापरतो आिण ʉणून 1.x f prime dx dy 
13 x
अिधक बाय काय आहे  0 ǉा बरोबर या Ȫारे समान आहे वजा हे एक ʬेįरएबल िवभाǛydy dx ydy dx x 
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िवभेदक समीकरण आहे ते एक ʬेįरएबल िवभाǛ िवभेदक समीकरण आहे आिण तुʉी ते ताबडतोब
समाकिलत कŝ शकता आिण तुʉाला ˍेअर 2 बरोबर वजा ˍेअर 2 ɘस कॉɍंटy x 
िकंवा ˍेअर ɘस िमळवू शकता  चौरस बरोबर वŢ हे वतुŊळ आहे ʉणून आपʞा अंतǒाŊनाचा कॅʌुलस वापŝनy x 2c   
अचूक गिणती तकाŊने बॅकअप घेतला गेला आहे ʉणून वŢ हा गुणधमŊ असलेला वŢ आहे
जो सवŊ नॉमŊल एका िबंदूतून जातो हे एक वतुŊळ आहे
 ȑामुळे आता आमǉा अजŐडातील पुढील आयटम रेनवेलǉा पुˑकातील Ůाथिमक िभɄता समीकरणांवरील
एक अितशय मनोरंजक उदाहरणाचा अɷास करणे आहे 
, ȑाचा अचूक संदभŊ नंतर उदाहरणाǉा शेवटी िदला जाईल, तर उदाहरणे कोणती आहेत
आपण एक चल िवभाजीत समीकरण वगŊमूळ घेऊ.
  1 वजा वगŊ Ȫारे अिधकx dy dx 
1 वजा वगाŊचे वगŊमूळ 0 बरोबर 0 बरोबर 3 बाय 2 नेहमीŮमाणे आपʞालाy y 
1 वजा वगाŊǉा मूळ Ȫारे अिवभाǛ िमळेल आिण 1 वजा ǉा वगŊमूळावर अिवभाǛ िमळेलxy dy x dx 
0 ǉा बरोबरीचा वगŊ.

अिवभाǛ हे चा साइन ʩुǿम आहे हे सवाōना माहीत आहे y y 
आिण अिवभाǛ हे 0 ǉा इंिटŤलचे साइन ʩुǿम आहे हे िनिʮतच आता एकx x   
İ̾थरता आहे हे िनिʮत करǻासाठी आʉी Ůारंिभक डेटामȯे Ůारंिभक अटी
ठेवतो  जेʬा असेल तेʬा Ůारंिभक İ̾थती ʉणजे ŝट 3 बाय 2 ŝट 3 बाय 2.x 0 y 
 ʉणून येथे बरोबर 0x 
आिण बरोबर ŝट 3 बाय 2 ठेवा.y 
 ʉणून ŝट 3 बाय 2 चा साइन ʩुǿम   बाय 3 आहेi 
 ȑामुळे ȑाचे मूʞ
İ̾थरांक पाई बाय ३ आहे.
 ʉणजे मला असे ʉणायचे आहे की या Ůारंिभक İ̾थतीसह हे िभɄ समीकरण सोडवणे ही एक अितशय सोपी सम˟ा आहे abou  
परंतु आपण येथे थांबू नये आपण
आपला तपास थोडा पुढे नेला पािहजे आिण काही अितशय मनोरंजक गोʼी समोर
येतात Ɨमˢ.
  जरा सोɗा पȠतीने उपाय पाšया ȑामुळे
आपʞाला İ̾थरांकाचे मूʞ पाई 3 बाय 3 हे काय िमळते ते लƗात ठेवा
 ȑामुळे आपʞाला चा ʩुǿम िमळतोy sine 

वजा तर आपण दोɎी बाजंूची साइन घेऊ.pi by 3 sine inverse of x 
  y

ǉा ǉा बरोबरीने 3 वजा चा साठी बेरीज फॉʄुŊला आठवत आहेpi sine sine x sine inverse sine 
साइन साठी बेरीज फॉʄुŊला काय आहे कृपया तो ची आहे a sine sine a cos b plus cos

आिण ची उणे आहे तरa sine b a sine b sine  sine a cos b cos a sine b 
हे उणे sine pi by 3 cos of sine inverse of x cos pi by 3 sine in sine of sine 
inverse

सवŊ बरोबर आहे ʉणजे तुʉाला बरोबर ŝट 3 िमळेल  2 उणेof x y by cos of sine inverse of x 
अधाŊ मग आपण Ůोब केले पािहजे  हा अधाŊ डाʩा हाताǉा बाजूने आिणx x 
चौरसावर आणू जेʬा आपण अिधक चा चौरस काढतो तेʬा पूणŊ वगŊ 3 बाय 4 असतो ˍेअर y x 2 cos sine

ǉा ʩुǿमात आिण जो 1 वजा सायन ˍेअर चा ʩुǿम असतो  1 वजा सायन ˍेअरx sine x 
आहे  चा ʩुǿम आहे तो फƅ 1 वजा ˍेअर आहे तो फƅ 1 वजा ˍेअर चांगला आहे पुढीलx sine x x 
गोʼ ʉणजे हे िवˑृत करणे आिण संǒा एकũ करणे चांगले आहे आʉाला अिधक शोिभवंत फॉʄुŊलेशन x
ˍेअर अिधक ˍेअर ɘस िमळेल  समान 3 बाय 4.y xy 
 आपʞा आधीǉा अवतारापेƗा हा सोʞूशनचा अवतार िकती वेगळा आहे हे लƗात ƽा
आपला मागील अवतार 

चा साइन ʩुǿम होता आिण चा ʩुǿम बरोबर 3 आिण आता आʉाला समाधानाचे एक अितशय वेगळेy x sine pi 
िदसणारे समीकरण िमळाले आहे.

हे ˙ʼपणे ǉा संदभाŊत िदलेले आहे  y x 
चला थोडे पुढे जाऊ या या ट̪ɗावर आपण हार मानू नका  हा वŢ काय आहे हे समजून
घेǻाचा Ůयȉ कŝया समतल मधील वŢ आहे जर संǒा नसती तरxy xy 
ती आली असती  वगŊ अिधक वगŊ सम  ते 3 बाय 4 आʉाला खूप आनंद होईल आिण आʉीx y l 
िũǛा ŝट 3 बाय 2 चे वतुŊळ काढणार आहोत पण दुदŔवाने या शɨामुळे गोʼी िकंिचत İƑʼ होणार आहेतxy 
पण हे समीकरण कोणȑा Ůकारचे वŢ Ůितिनिधȕ करते हे समजून ƽायला आवडेल

चौरस अिधक वगŊ अिधक बरोबर 3 बाय 4.x y xy 
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   वŢाचे ˢŝप तपासǻासाठी चौरसx 
अिधक वगŊ अिधक चौरस समान 3 बाय 4 आपण मूळ 2 वर 1 ǉा बरोबर थोडे ठेवूयाy x y 
भांडवल अिधक भांडवल थोडे  बरोबर 1 वर मूळ 2 मȯे कॅिपटल उणे कॅिपटल x y x x y
तुमǉापैकी Ǜांनी समɋय भूिमती योƶįरȑा िशकली आहे ते ओळखतील की आपण
समɋय Ůणालीला ǉा 4 ǉा कोनाȪारे िफरवत आहोत.pi 
 
4 आिण समजून घेǻाचा Ůयȉ करत आहे वगŊ अिधकx 

वगŊ अिधक समान 3 बाय 4 या समीकरणाचे काय होते.y xy 
 नवीन समीकरण समीकरण िकंवा
नवीन समɋय Ůणालीमधील वŢ 3 वगŊ अिधक वगŊ 3 बाय 2 ǉा समान आहे.x y 
  कमी आहे आिण पहा हे आहे
लंबवतुŊळ 3 चौरस अिधक वगŊ समान 3 बाय 2 हा एक मानक लंबवतुŊळ आहे आता आपणx y 
या लंबवतुŊळाकडे थोडे काळजीपूवŊक पाš या नवीन िनदőशांकातील लंबवतुŊळ वगŊ अिधक वगŊ3x y 
आहे  3 बाय 2.
 आपण आकृती काढǻाचा Ůयȉ कŝया या लंबवतुŊळाचा अधŊ-मुƥ अƗ आिण अधŊ-लहान अƗ काय आहे ते
आपण समीकरणाला 3 3 ने 2 ने भागू या जेणेकŝन उजवी बाजू 1 बनवता येईल, जर आपण असे केले तर
काय होते  चला 3 ने 2 ने भागू या काय कŝ.
  आपʞाला अȯाŊ वर वगŊ आिण वर 3 बायx y 
2 बरोबर 1 चा वगŊ िमळतो.
 तर अधŊ-Ůमुख अƗ काय आहे अधŊ-Ůमुख अƗ 3 पेƗा 2 चे वगŊमूळ आहे
अधŊ-Ůमुख अƗ 3 पेƗा 2 चे वगŊमूळ आहे आिण द  सेमी-मायनर अƗ मूळ 2 वर 1 आहे.
 ȑामुळे
मानक लंबवतुŊळ Ůमुख आिण लहान अƗ समɋय अƗाǉा बाजूने आहेत पण
आʉी काय केले हे लƗात ठेवा आʉी कोऑिडŊनेट िसːीम कोन Ȫारे 4 ने िफरवले आʉी कोऑिडŊनेट िसːीम कोन Ȫारे 4 ने pi pi 
िफरवले 
तर मूळ लंबवतुŊळाचा Ůमुख आिण िकरकोळ अƗ कोणता
आहे ही रेषा वर ितरकी आहे  चा कोन 4 बाय 4 आिण दुसरी रेषा तीa n pi 
उणे ǉा कोनात 4 बाय ितरकी आहे आिणpi 
 ȑामुळे वगŊ अिधक वगŊ अिधक बरोबर आहेx y xy 
3 बाय 4 हा एक मानक लंबवतुŊळ आहे जो ने कोनाने िफरवला जातो.pi 4 
 ʉणून हे संुदर उदाहरण  अलŊ डी
रेनİʬलǉा Ůाथिमक िभɄ समीकरणांपासून आहे या पुˑकाǉा पाचʩा आवृȅीǉा अनेक
आवृȆा झाʞा आहेत ते दहाʩा आवृȅीत आले आहेत पण मी पाचʩा आवृȅीचा संदभŊ देत आहे आिण पृʿ
Ţमांक पाचʩा आवृȅीचा संदभŊ घेत आहेत ʉणून ही सम˟ा याǉा पृʿ 4243 वर िदसते  संुदर पुˑक आिण
तो सम˟ांचा एक उʟेखनीय संŤह आहे जो मी तुʉाला लंबवतुŊळाकार फंƕɌǉा जɉाकडे पाहǻाची िवनंती करतो
आता तुʉाला वाटेल की ही िविशʼ सम˟ा खूपच सोपी होती ती अगदी सोपी सम˟ा
आहे  1 वजा वगŊमूळ Ȫारे अिवभाǛ आिण 1 वजा वगŊमूळ वरy dy y dx 
वगŊमूळ 1 वजा चा वगŊ बरोबर असेल तर तुʉाला आʮयŊ वाटेल की आʉी असा Ɨुʟक ʩायाम का करतोx 0 
कदािचत तुमǉापैकी काहीनंा हे कंटाळवाणे वाटेल पण मला हे पटवून Ȩायचे आहे की हे 
हे गिणताǉा अȑंत Ɨुʟक आिण अितशय रोमांचक भागाकडे नेत आहे
हा चा वगŊ ने घात चौȚाने बदलणे आिण हा चा वगŊ ने पॉवर फोर ने बदलणे ही कʙना आहे जरy y x x 
तुʉी तुमǉा इंिटŤलमȯे पुʺळ अिवभाǛांवर काम करत असाल तर कॅʌुलस Ƒासेसमȯे तुʉाला कळेल की
1 वजा ǉा घात 4 ǉा वगŊमूळानुसार हे समाकिलत केले जाऊ शकत नाही.y dy 
 तुʉी 

चा अिनिʮत पूणाōक 1 वजा ǉा वगŊमूळ Ȫारे घात 4 ची गणना कŝ शकतty y 
नाही तर काय होईल ते आʉी जे काही केले ते आहे चा ʩुǿम हे अिधकx sine x 

चा ʩुǿम या सुरेख ˢŜपात वगŊ अिधक वगŊ अिधक समान तीनy sine x y xy 
चौȚा Ůमाणे हे समीकरण िमळाले आहे
 ȑामुळे िवभेदक समीकरण कसे तरी
लंबवतुŊळाशी संबंिधत आहे अशी कदािचत तुʉाला कʙना येईल  दुस-या अंशाचा वŢ
 ȑामुळे युलर आणखी पुढे गेला आिण ȑाने
ही पįरİ̾थती पािहली  अिवभाǛ शूɊ ते उह आपʞा सोबत भाजकातील चौथी शƅीu 
ȑामुळे आपण जे काही केले आहे ते थोडेसे होऊ शकते  वेगʨा ˢŝपात िलिहले
तर ती एकच कʙना आहे पण थोǰा वेगʨा अवतार अिवभाǛ 0 ते Ȫारे 1 वजा u dt t
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वगाŊŮमाणे अिवभाǛ 0 ते ǉा वगŊमूळ Ȫारे 1 वजा वगŊ पुɎा अिवभाǛ v dt t dt
वगŊमूळ  1 वजा टी ˍेअर ची पण िभɄ मयाŊदा 0 ते काही İƑʼ अिभʩƅी Ǜात

आिण समािवʼ आहे ही गंुतागंुतीची अिभʩƅी काय आहे हे ǉा समान आहे ŝट 1 वजा u v uv phi u v
ˍेअर ɘस ŝट 1 वजा ˍेअर काय   युलरने बदलले होते  ने घात 4 ला ने वगŊ केलाv u t t 
आिण अिधक İƑʼ शुʋासह समान अिभʩƅी Ůाɑ केली आिण ही एक अितशय
उʟेखनीय कामिगरी होती कारण तीन दशकांनंतर गॉसने ʩˑ कायाŊचा अɷास केला  लƗात ठेवा

ǉा ŝट Ȫारे 1 वजा ˍेअर साइन ʩुǿम आहे  आिण ȑाचा ʩुǿमintegral 0 to u dt t u 
हे साइन फंƕन आहे ȑाचŮमाणे फंƕन इंिटŤल 0 ते Ȫारे 1u dt 
वजा ǉा घात 4 ǉा वगŊमूळात देखील एक ʩˑ आहे Ǜाला लंबवतुŊळाकार साइन फंƕन ʉणतात आिणt 
ȑांचा अɷास गॉस Ūीने केला होता  दशकांनंतर सुमारे 1796 मȯे आिण गॉसनेEE 
लंबवतुŊळाकार साइन फंƕनसाठी एक जोड सूũ Ůाɑ केले  िũकोणिमतीय साइन फंƕनसाठी जोड सूũाचा अचूक अॅनालॉग
ȑामुळे तुʉाला िदसेल की जे खूप िनŜपūवी िदसणारे
िवभेदक समीकरण आहे ते तुʉाला ŮȑƗात आणले आहे  गेटवे गिणताǉा अितशय भʩ
भागामȯे लंबवतुŊळाकार फंƕɌचा िसȠांत आहे या गोʼीचें एक अितशय संुदर वणŊन

माकŊ स शिवश यांǉा पुˑकात आढळू शकते उʟेखनीय िचɎ फंƕɌ ǛासाठीAI 
मी तुʉाला ˠाइड्समȯे संदभŊ देतो
 ȑामुळे हे घेǻाची कʙना होती  हेx 
सोपे ʬेįरएबल िवभाǛ िवभेदक समीकरण ƽायचे होते आिण ते तुʉाला गिणताǉा एका संुदर भागाची झलक देǻासाठी एक िनिमȅ 
ʉणून ƽायचे होते 
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