
 ഹേലാ ഡിഫറൻഷّൽ ഇേകٔഷനുകെളുׯറിتു׺ പരآരയിെല ര؇ാമെ؋ ْപഭാഷണ؋ിേല്ׯ 
വിദّാർ،ികെള സٔാഗതം െചുإക, ഞ׹ൾ എവിെട നിർ؋ിെയ്ؗ ചുരുׯമായി ഓർׯാം, ഞ׹ൾ y 
സ്കٔയറിനു തുലّമായ ْപകാരം വളെര നിَളٕ׸മായി കാണെؚടുؗ ഒരു ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം dt 
േനാുׯകയായിരുؗു , ഞ׹ൾ ഇതിേല്ׯ എ؋ി.  േപായിന്റ് , സി 1 ൈമനസ് സിടി്ׯ തുലّമായ 
പരിഹാരം ഞ׹ൾ കെ؇؋ി, ഇടതുവശ്؋ നി്ؗ ടി സമയം 1 ഓവർ സിയിേല്ׯ േപാകുേآാൾ 
പരിഹാരം അനؓതയിേല്ׯ േപാകുؗുെവ്ؗ ഞ׹ൾ നിരീײിുؗുׯ. ഇത് സംഭവിؗുׯതിന്െറ 
കാരണം ഇതാണ് സ് കٔയർ എؗതിന് പകരം ഈ സ് കٔയർ പദമാണ്, ഞാൻ കّൂബ് ഇ؂ാൽ , y y y 
പരിമിതമായ സമയ؋ിനുتിൽ ഇേത കാരّം സംഭവിؗുׯത് നി׹ൾ കാണും , പരിഹാരം 
അനؓതയിേല്ׯ നീു׹ം, ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ؋ിൽ െതെئാؗുമിب. എبായിടു؋ം 
ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം നിർവചിׯെؚടുؗു ചതുരം ഒരു ബഹുപദമാണ്, എؗിരുؗാലും y 
പരിഹാരം മുഴുവൻ യഥാർ، േരഖയിൽ ജീവിؗുׯിب , അത് ൈമനസ് അനؓതയിൽ നി്ؗ 1-ന് c 
േല്ׯ ജീവിുؗുׯ, അതായത് ഇടേവള പരിഹാരം നിലനിൽؗുׯത് സാധാരണയായി മുഴുവൻ o  
യഥാർ، േരഖയب, യഥാർ، േരഖയുെട ഒരു ഭാഗം മാْതമാണ്, ഇത് യഥാർ، വരിയുെട വളെര െചറിയ 
ഭാഗം മാْതമാണ്, അതിനാൽ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّമാെണ׸ിലും മുآെ؋ ൈسഡിൽ ഞാൻ 
പറ؁േؚാൾ ഇതാണ് ഞാൻ ഉേؐശി׺ത് ഇടേവള എبായിടു؋ം നിർവചിׯെؚടും , അതായത് ഐ 
ഈകٔൽ ئി നൗ؂് ൈമനസ് എ േകാമ ടി നൗ؛ ؂്സ് ആ ഇന്റർെവൽ ഐ ഇെകٔൽ ഓഫ് ൈടം 
പരിമിതമായ സമയം ശരി, അതിനാൽ നമു്ׯ ഇേؚാൾ ഈ ْപതിഭാസെ؋ കുറു׺കൂടി വിശദമായി 
േനാׯാം, ഒരുപേײ ര؇് ഉദാഹരണ׹ളിലൂെട നമു്ׯ അത് എടുؗുׯതിന് മു്آ നമു്ׯ കാണാൻ 
കഴിയും, ആഹ് ഞാൻ അഭിസംേബാധന െചإാൻ ആْഗഹിؗുׯ മെئാരു െചറിയ കാരّമു؇്, അതായത് 
നി׹ളാെണ׸ിൽ ഞ׹ൾ അനിحിത ഇന്റْഗലുകൾ ഉപേയാഗിുؗുׯെ؇്ؗ ْശؑിുׯക , ഞാൻ 
ചൂ؇ിׯാണിׯാൻ ആْഗഹിുؗുׯ, എന്െറ എبാ വിദّാർ،ികേളാടും ഞാൻ ഇത് പറയുؗു, 
സാധّമാകുേآാെഴبാം കൃതّമായ ഇന്റْഗലുകൾ ഉപേയാഗി്׺ ْപവർ؋ിׯാൻ അനിحിതകാല 
ഇടേവളകൾ ഒഴിവാׯാൻ ْശമിുׯക നി׹ൾ്ׯ കഴിയാ؋ സാഹചരّ׹ളു؇്.  ഇത് െചുإക 
അെ׸بിൽ ചില സാഹചരّ׹ളിൽ ഇത് ْപാേയാഗികമبാ؋േؚാൾ അെ׸بിൽ അത് 
ഉപേയാഗിׯാതിരിؗുׯത് കൂടുതൽ വിചിْതമായിരിുׯേآാൾ, സാധّമാകുേآാെഴبാം കൃതّമായ 
ഇന്റْഗലുകൾ ഉപേയാഗിׯാൻ ْശമിുׯക അതാണ് അടിرാന മْؓം, എؓുെകാ؇ാണ് കൃതّമായ 
ഇന്റْഗലുകൾ ഉപേയാഗിേׯ؇ത് എ്ؗ ഞാൻ അറിയിׯാൻ ആْഗഹിുؗുׯ, കാരണം കൃതّമായ 
ഇന്റْഗലുകൾ മിക׺താണ്  ജീവികൾ എؓിനാണ് അവർ േْശ ٫َ രായ ജീവികൾ , മുതൽ വെരയുت a b 
അവിഭാജّ എഫ്എ٧്ع ഡിഎ٧്ع , ഇടേവളയ്്ׯ േമെലയുت എؗ തുടർ׺യായ ഫംഗ് ഷൻ fx 
നിർവചി׺ിരിؗുׯത് എؗ ചി؋صിന് കൃതّമായ അർ،മു؇് , നി׹ൾ്ׯ അനിحിതതٔ ab 
അവിഭാജّ കണ്ׯ നി׹ൾ്ׯ കഴിയുേമാ ഇبേയാ എؗത് ന്െറ ന്െറ ْപാകൃതം കെ؇؋ാൻ x x 
കഴിയും ഈ ചിصം സമْഗമായ അർ،ം മെئാരു ഗുണം , നി׹ൾ ഡിഫറൻഷّൽ a to bfx dx 
സമവാകّ׹ളിൽ നിحിത ഇന്റْഗലുകൾ ഉപേയാഗിുׯേآാൾ നി׹ൾ സٔേْപരിതമായി ْപാരംഭ 
വّവرകൾ സംേയാജിؚിുׯം, പകരം വّതُّ ٝഇന്റْഗലുകൾ ഉപേയാഗി്׺ അേത ْപٍ٠ം വീ؇ും 
െചإാം. അനിحിത ഇന്റْഗലുകളുെട, അതിനാൽ നമു്ׯ വീ؇ും ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ؋ിേല്ׯ 
മട׹ാം 1 ചതുര؋ിൽ തുലّമാണ് 1. ഇേؚാൾ നأൾ ഒരു നിحിത ഇടേവളയിൽ 0 േകാമകേളാട് y dy dt 
ബؖെؚ؂് ര؇് വശ׹ളും സംേയാജിؚിുׯം , അതായത് ഞ׹ൾ ഇ؋വണ ഒരു നിحിത 
അവിഭാജّമാണ് േനാؗുׯത്, കൂടാെത ൈْപം ന് സമാؓരമായി 0 മുതൽ വെര y t dt s dt 
സമാؓരമായി 0 മുതൽ വെര നമു്ׯ എ്ؓ ലഭിുׯം വലത് വശം തീർ׺യായും േല്ׯ s 1 s 
സംേയാജിؚിുؗുׯ , ഇടത് വശെ؋ സംേയാജനം ഓർുׯക , ൈْപം ൈْപം എؗ dty y y 
ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം േനാുׯക, വർ״ം ൈْപം ആണ്, അതിനാൽ ൈْപം േപാസിئീവ് ആണ്, y y y 
അതിനാൽ കർശനമായി ഏകതാനമായ വർؑിؚിؗുׯ ഫംഗ്ഷനാണ് , അതിനാൽ എനി്ׯ y 
നി׹ൾ്ׯ അേപײിׯാം സബ്زിറ്റّൂഷൻ സിؑാؓം യുെട എؗതിന് തുലّമാണ് , എനി്ׯ y u y 
ൈْപം ലഭിؗുׯത് ആകുേآാൾ ൈْപം ആണ് ആണ് , അത് 0 യുെട t dt t 0 y t dt du c y 
ആയിരുؗു , ന് തുലّമാകുേآാൾ േവരിയബിളിന്െറ മൂലّം യുെട ആകും അതിനാൽ t s u y 
അവിഭാജّമാണ്  എؗതിന് തുലّമായ യുെട പകരം വയ്ׯൽ ഉപേയാഗി്׺, സ് കٔയർ െചയ് ത u y u u 
സ് കٔയർ െചയ് ത് ഇന്റْഗൽ േല്ׯ യുെട ആയി രൂപാؓരെؚടുؗു, ഇേؚാൾ നി׹ൾ്ׯ c sdu y u 
സ് കٔയർ ഉപേയാഗി്׺ സംേയാജിؚിׯാം , തുടർ്ؗ അത് ْപാരംഭ അവر എؗതിന്െറ ൈമനസ് du c 
ചിصേ؋ാെട േമൽ 1 ആയിരിുׯം. ന്െറ എؗിവ നി׹ൾ ലളിതമാുׯകയും u s- c, y 
പുനഃْകമീകരിുׯകയും െച1  ുؗുإ ൈമനസ് െകാ؇് ഹരി׺ാൽ നി׹ൾ്ׯ ലഭിؗുׯ അേത കാരّംcs 
നി׹ൾ്ׯ ലഭിുׯം , അതിനാൽ ഞാൻ ഈ െചറിയ ബീജഗണിതം ഒഴിവാുׯകയാണ്, ഈ െചറിയ 
ബീജഗണിതം ഈ െചറിയ ബീജഗണിതം ഒഴിവാുؗുׯ , നി׹ൾ സ്കٔയർ െചᅃٝുെകാ؇് ഡു 
സമനٔയിؚിؗുׯതിനുت ഈ ْപٍ٠ം പുനഃْകമീകരിുׯകയും നി׹ളുെട യുെട േനടുകയും y y 
െചؗുإത് വളെര നിشാരമാണ്  വّായാമം െചുإക , അത് സٔയം നടؚിലാׯാനും ഒടുവിൽ 1 ൈമനസ് 

ന് യുെട യുെട ലഭിുׯെമ്ؗ പരിേശാധിׯാനും ഞാൻ നി׹േളാട് അഭّർ،ിുؗുׯ , ഈ cs- c y y 
ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ؋ിന്െറ പരിഹാരം നി׹ൾ വീെ؇ടുുؗുׯ, എؗാൽ ഇ؋വണ ഞ׹ൾ 
വّവرാപിതമായി നിحിത ഇന്റْഗലുകൾ ഉപേയാഗിു׺, അبാെത അനിحിത ഇന്റْഗലുകൾ അب  
മുآെ؋ ൈسഡുകൾ ശരിയാണ് , നി׹ൾ്ׯ ആദിമമായത് കെ؇؋ാൻ കഴിയുേമാ ഇبേയാ എؗത് 
പരിഗണിׯാെത തെؗ, നിحിത ഇന്റْഗലുകൾ മിക׺ ജീവികളാെണ്ؗ നി׹െള ഒരിׯൽ കൂടി 
ഓർأിؚിׯാൻ ഞാൻ ആْഗഹിുؗുׯ. േകാൈസൻ ന്െറ അവിഭാജّമായതിനാൽ x 
ആന്റി-െഡറിേവئീവ് ൈസൻ ؛സ് സി ആണ്, കാരണം ന്െറ െഡറിേവئീവ് േകാൈസൻ x x sine x 
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ആണ്, അത് േകാൈസന്െറ ആന്റി െഡറിേവئീവ് ആയ ആണ് അേؐഹ؋ിന്െറ cosine t.  
കാരّ؋ിൽ , േകാൈസനിന്െറ ആന്റി-െഡറിേവئീവ് എؓാെണ്ؗ ക؇ുപിടിׯാൻ എളുؚമാണ്, 
എؗാൽ പല േകസുകളിലും െഡറിേവئീവ് നിർ؉യിؗുׯത് എളുؚമെ്ؗب നി׹ൾ്ׯ അറിയാവുؗത് 
േപാെല, ചിലേؚാെഴാെׯ അത് ബുؑിമുت؂ു കാരّമാണ്. നി׹ൾ കൃതّമായ ഇന്റْഗലുകൾ ൈകകാരّം
െചുإേآാൾ, നിحിത ഇന്റْഗലുകൾ ഏരിയകളായി നിർവചിׯെؚടുؗു, അവയ്്ׯ വളെര കൃതّവും 
കർശനവുമായ ഗണിതശാസ്ْതപരമായ അർ،മു؇്, അതിനാൽ അവ എبായ്േؚാഴും മിക׺ 
വُٝു  . കൾ 0dرേപാകാം ْപാരംഭ വّവ ׯളിേല്׹ര؇് വّായാമ ׯളാണ്, അതിനാൽ ഇേؚാൾ നമു്ׯ
യുെട ന് തുലّമാണ് 1. പരിമിതമായ സമയ؋ിനുتിൽ പരിഹാരം അനؓതയിേല്ׯ രײെؚടുേമാ , y 
വലത് വശം 1 ؛സ് ഉപേയാഗി്׺ പവർ 10 േല്ׯ മാئിയാൽ എ്ؓ സംഭവിുׯം, അതിനാൽ ഞ׹ൾ്ׯ y 
താൽׯാലികമായി നിർ؋ി ഈ േചാദّം എ׹െന െചإാെമ്ؗ ചിؓിׯാം നി׹ളുെട  ْപാരംഭ 
ْപേചാദനം ആയിരിുׯം നമു്ׯ ഈ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം സംേയാജിؚിׯാം ശരി നമു്ׯ ഇത് 
ْശമിׯാം, നമു്ׯ അത് െചإാം, നമു്ׯ മുഴുവനായി േപായി ഇന്റْഗൽ , ക؂്ൂّآ ഡിئർ◌ം കണׯാׯാം  
പരിമിതമായ സമയ؋ിനുتിൽ പരിഹാരം അനؓതയിേല്ׯ രײെؚടുേമാ എ്ؗ ഈ േചാദّ؋ിന് 
ഉ؋രം നൽകുക, അതിനാൽ നി׹ളുെട ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം െകാ؇് എؗത് 1 ؛സ് dt dy y 
ചതുര؋ിന് തുലّമാണ് , 1 1 ؛സ് വർ״ം െകാ؇് ഹരിؗുׯതിൽ ഒരു ْപٍ٠വുമിب.  ചില y 
ഇടേവളകളിൽ ഇത് എبായ്േؚാഴും േപാസിئീവ് ആയതിനാൽ , സമയം ന് തുലّമാകുേآാൾ t 0 
നി׹ൾ്ׯ എ്ؓ ലഭിുׯം എ്ؗ  0 മുതൽ വെര പറയൂ അത് നി׹ൾ്ׯ യുെട ന്െറ വിപരീതം s y y 
ൈമനസ് ടാൻ വിപരീതം 1 ന്െറ ൈമനസ് ടാൻ നൽകും അെ׸بിൽ നി׹ൾ്ׯ ന്െറ ന്െറ ടാനിന് s y 
തുലّം ؛സ് ൈപ 4 െകാ؇് ലഭിുׯം, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ പരിഹാരം നؗായി ലഭിു׺, അതിനാൽ s 
പരിഹാര؋ിൽ നി്ؗ നി׹ൾ ശരി എ്ؗ പറയും നി׹ൾ ഇത് പരിേശാധിുׯം നി׹ൾ പരിഹാരം 
പരിേശാധിുׯം , തുടർ്ؗ ൈപെയ ഇടതുവശ്؋ നി്ؗ 4 െകാ؇് സമീപിുׯേآാൾ നി׹ൾ്ׯ s 
മനشിലാകും, ന്െറ പരിഹാരം ؛സ് അനؓതയിേല്ׯ േപാകുؗു, ഇെതبാം വളെര മിക׺താണ്, s y 
പേײ നമു്ׯ ْപٍ؋٠ിേല്ׯ േപാകാം, നമു്ׯ ْപٍ؋٠ിേല്ׯ മട׹ാം .  നി׹േളാട് എؓാണ് d 
േചാദിؗുׯെത്ؗ േചാദിؗുׯത് േനാൂׯ , പരിമിതമായ സമയ؋ിനുتിൽ പരിഹാരം 
അനؓതയിേല്ׯ രײെؚടുേമാ , പരിഹാരം നിർ؉യിׯാൻ നി׹േളാട് ആവശّെؚടുؗിب , മെئാരു 
ْപٍ٠ം , 1 ؛സ് ചതുര؋ിന് പകരം വലത് വശം 1 ؛സ് ആയിരിുׯം എؗതാണ്  പവർ 10 േല്ׯ y y 
ഇേؚാൾ നി׹ൾ്؛ 1 ׯസ് പവർ 10 േല്ׯ ഉെ؇്ؗ കരുതുക , നി׹ൾ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം y 
പരിഹരിׯാൻ ْശമിുׯകയാെണ׸ിൽ, നി׹ൾ  1 ؛സ് െയ പവർ 10 േല്ׯ സംേയാജിؚിേׯ؇ി വരും,y 
അത് വളെര മടുؚിؗുׯതായിരിുׯം.  സമയെമടുؗുׯതും മടുؚിؗുׯതുമായിരിുׯക, എؗാൽ 
േചാദിؗുׯെതبാം പരിമിതമായ സമയ؋ിനുتിൽ അനؓതയിേല്ׯ രײെؚടുേമാ എؗതാണ് ശരി,
അതിനാൽ ഭൂമിയിൽ നി׹ൾ ഈ േചാദّ؋ിന് വّװമായി പരിഹാരം കെ؇؋ാെത എ׹െന ഉ؋രം 
നൽകാൻ േപാകുؗു എ്ؗ േചാദിുׯക , അത് എ׹െന െചإാെമ്ؗ നമു്ׯ േനാׯാം ഇത് വളെര 
എളുؚമാെണ്ؗ ചിؓിുׯക, ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ׹ളുെട സിؑാؓ؋ിൽ ഇത് വളെര ْപധാനെؚ؂
ഒരു തٔ؋ം കാണിുؗുׯ, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ നൽകിയിരിؗുׯത് െകാ؇ാണ് നൽകുؗത് , 0dt dy 
ന്െറ  ؛സ് സ്കٔയർ യ്്ׯ തുലّമാണ്  യുെട സ് കٔയർ കവിയുؗു എ്ؗ നി׹ൾ്1 ׯ y y 1. dt dt y 
ഉറؚായും പറയാം ,  ؛സ് സ് കٔയർ സ് കٔയറിേനׯാൾ വലുതാെണ്ؗ നി׹ൾ തീർ׺യായും 1 y y 
എേؗാട് സأതിുׯം, വാُവٝ؋ിൽ , സ് കٔയർ േപാസിئീവ് ആയതിനാൽ ഇേؚാൾ നമു്ׯ അേത y 
കാരّം െചإാം ഓർുׯക, 1 ന് വർ؋״ിൽ എؗത് 1 എؗതിേനׯാൾ വളെര വലുതാണ്, ഇേؚാൾ y dt 
സംേയാജിؚിുׯക, ഇേؚാൾ സംേയാജിؚിുׯക, 0 എؗതിന് മുകളിൽ പറയുക, ആകുേآാൾ s t 0 
നി׹ൾ്ׯ എؓാണ് അവിഭാജّമാകുؗത്, സമയം ആകുേآാൾ യുെട മൂലّം 1 ആണ് t 0 y y 
അതിനാൽ ഇത്  നി׹ൾ 1 സമനٔയിؚിുׯേآാൾ െയׯാൾ യുെട 1 2 വർഷം കൂടുതലായിരിുׯം, s- sdu-
നി׹ൾ 1-െന സംേയാജിؚിുׯേآാൾ, നി׹ൾ്ׯ കൾ ലഭിുؗുׯ , ഇേؚാൾ നി׹ൾ്ׯ s-
കണുׯകൂ؂ലുകൾ തുടരാം , തുടർ്ؗ ഞ׹ൾ എؓാണ് െചേإ؇ത്, ഞ׹ൾ ഇത് ൈമനസ് 1 ആയി 
െചുإം ന്െറ 1 മുതൽ വെര വലുത്, അത് എനി്1 ׯ ൈമനസ് 1- ന്െറ ൽ േനׯാൾ വലുത് s- y y- s-
അെ׸بിൽ 1-ന്െറ ൽ 1-ൽ വലുത്, അെ׸بിൽ 1-ന്െറ ൽ 1-ൽ 1-െനׯാൾ വലുത് എؗതായിരിുׯം y- y-
ഇത് അർ،മാؗുׯത്. ൈമനസ് ْപദർശിؚി׺ിരിؗുׯ ന്െറ ഇടതുവശ്؋ നി്ؗ 1 േല്ׯ s , inequ s 
േപാകുേآാൾ വലത് വശം ഞ׹ൾ ഉടൻ കാണുؗു ചുവؚിൽ ْപദർശിؚി׺ിരിؗുׯ അസമതٔം ality 
അനؓതയിേല്ׯ േപാകുؗു, ന്െറ പരിഹാരം തീർ׺യായും 1 ന് തുലّമായ നؚുറം ജീവിׯാൻ s y s-
കഴിയിب , വാُവٝ؋ിൽ, പരിഹാരം ൽ അനؓതയിേല്4 ׯ-ൽ േപാകുؗുെവ്ؗ ഞ׹ൾ ക؇ു, ഇത് pi-
യഥാർ،؋ിൽ 1-ൽ താെഴയാണ്, ഇേؚാൾ നأൾ എؓാണ് െചᅃٝത് വളെര ലളിതമായ ഒരു കാരّം െചᅃٝു,
ഞ׹ൾ ഡിഫറൻഷّൽ ഇേകٔഷനിൽ നി്ؗ ഒരു ഡിഫറൻഷّൽ അസമതٔ؋ിേല്ׯ േപായി , ഞ׹ൾ 
ഇത് 1 ഒഴിവാׯി, ൈബ എؗത് സ്കٔയറിേനׯാൾ വലുതാെണؗും ബാׯിയുت dt dt y 
കണുׯകൂ؂ൽ വളെര ലളിതമാണ് അതിനാൽ നി׹ൾ്؛ 1 ׯസ് ഉെ؇׸ിൽ േപാലും  ന്െറ പവർ y-

-േലയ് ്ׯ നമു്ׯ ഒേര കാരّം െചإാൻ കഴിയും, നമു്ׯ ഒؗിെന ത؂ിമാئാം, ന്െറ ന്െറ പവർ 10 dt- y-
10-േല്ׯ െയ കവിയുؗു എ്ؗ നി׹ൾ്ׯ പറയാം. y-
അ׹െന െചؗുإത് , ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം പൂർ؉മായും പരിഹരിേׯ؇ ആവശّമിب, അത് 
മെئെؓ׸ിലും ഉപേയാഗി്׺ മാئിرാപിׯാൻ മതിയാകും, നമു്ׯ കഴിയുؗ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം
പരിഹരിׯാെത ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം പരിഹരിേׯ؇തിب  ഇേؚാഴും ഞ׹ളുെട നിഗമന׹ളിൽ 
എ؋ിേ׺രുؗു, ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ׹ളുെട സിؑാؓ؋ിെല ഏئവും ْപധാനെؚ؂ കാരّം 
ഇതാണ്, ഒരാൾ അപൂർجമായി ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം പൂർ؋ിയാുׯം   ഡിഫറൻഷّൽ 
സമവാകّ׹ളുെട സിؑാؓം എؓാണ് എؗ പരിഹാര؋ിന്െറ ഗുണവിേശഷതകൾ ഇേؚാൾ 
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ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ؋ിൽ നി്ؗ എؗ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ؋ിൽ നി്ؗ 1 ؛സ് d y 
സ്കٔയറിൽ 0 യുെട 1 ന് തുലّമായ െകാ؇് ഡിഫറൻഷّലിന് തുലّമായ എؗ സമവാകّ؋ിൽ y d 
നി്ؗ നأൾ കടؗുേപായിരിുؗുׯ എؗ ഒരു ْപധാന അഭിْപായം േരഖെؚടു؋െ؂.  അസമതٔം dy y 
െയׯാൾ വലുതാണ്, 0 ന്െറ ന് തുലّമാണ് , തുടർ്ؗ ഞ׹ൾ നിഗമനം െചᅃٝു, ന്െറ ന് 1 dt y 1 s y 1 
ൈമനസ് എؗതിേനׯാൾ വലുതാണ്, അതായത് ന്െറ കുറിؚിേല്ׯ േപാകുേآാേഴുׯം s s y 1 
അനؓതയിേല്ׯ േപായിരിുׯം  ന്െറ 1 േല്ׯ േപാകുؗത് േപാെല തെؗ യുെട അനؓതയായി s s y 
മാറുെമ്ؗ ഞ׹ൾ പറയുؗിب, ഒؗുകിൽ ഒؗിേല്ׯ േപാകുؗതുേപാെല അെ׸بിൽ ഒരുപേײ s 
അതിന് മു്آ അനؓതയിേല്ׯ േപാകുؗു എ്ؗ ഞ׹ൾ പറയുؗു. അതായത് യുെട അُിٝതٔ സമയം y 
ഒؗിൽ കവിയാൻ പാടിب, എؗാൽ ഇത് യഥാർ،؋ിൽ ഒؗിെനׯാൾ െചറുതായിരിുׯം, ഞ׹ൾ ഇത് 
ക؇ു, ഞ׹ൾ ഇത് ക؇ു , ൈسഡിെല ആദّെ؋ ഡിസ്േ؛യിെല ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം ഞ׹ൾ 
യഥാർ،؋ിൽ 1 ؛സ് സ്കٔയർ ഉപേയാഗി്׺ െകാ؇് സംേയാജിؚി0  .ു׺ ന്െറ 1 ന് തുലّമായ ഈ y dt 
ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം ഞ׹ൾ യഥാർ،؋ിൽ സംേയാജിؚി്׺ ഞ׹ൾ ക؇ു  ന് തുലّമായ t 1 
സമയ؋ിന് മു്آ പരിഹാരം അനؓമായി മാറുؗു, അതിനാൽ അസമതٔ؋ിെല നുأെട വّതّാസം 
നി׹േളാട് എؓാണ് പറയുؗത്, അُിٝതٔ സമയം 1-ൽ കൂടുതലാകാൻ കഴിയിب, എؗാൽ അത് 
ഇേؚാഴുتതിേനׯാൾ കുറവായിരിׯാം എؗതാണ് അടു؋ ْപٍ٠ം, അേത േചാദّ؋ിന് ഉ؋രം 
നൽകുക എؗതാണ്.  ؛സ് ചതുര؋ിന് തുലّമായ ഞാൻ നി׹ൾ്ׯ നൽകുؗു ൈബ dt 1 y dt dt dt 
തുലّമാണ്  ന്  ؛സ് സ് കٔയർ  ന്  ؛സ് സ് കٔയർ വീ؇ും നി׹ൾ  ؛സ് സ് കٔയർ െകാ؇് 1 1 y 1 1 y 1 y 
ഗുണി׺ാൽ ഉപേയാഗിؗുׯതിന് നിحിത ഇന്റْഗലുകൾ ഉപേയാഗി്׺ ര؇് വശ׹ളും t 
സംേയാജിؚിുׯക, പേײ നി׹ൾ്ׯ കഴിയും  ഉം ഉപേയാഗിുׯക  നി׹ൾ്ׯ i ndefinite integrals 
ഇഷ് ടമാെണ׸ിൽ, അത് നി׹ളുെട തിരെ؁ടുؚാണ്, എؗാൽ ഇവിെട അത് നിർ؉ായകമായി 
ഉപേയാഗിׯാൻ ശുപാർശ െചുؗുإ, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ ര؇ാമെ؋ ْപٍ٠ം സٔയം പരീײി്׺ , 
അനؓമായ അനؓമായ സമയേׯ്؋ പരിഹാരം കടؗുേപാകുേമാ അെ׸بിൽ അത് എേؗുׯം 
ജീവിുׯേമാ എ്ؗ മനസിലാׯാൻ ْശമിുׯക.  ര؇് ലളിതമായ വّായാമ׹ൾ േവരിയബിളുകൾ 
േവർതിരിؗുׯതിെന അടിرാനമാׯിയുتതാണ്, അത് ഇടതുവശ്؋ സ്കٔയർ െകാ؇ുവരികയും y 

യുമായി സംേയാജിؚിുׯകയും െചുؗുإ , t 
അ׹െനെയ׸ിൽ ഇേؚാൾ മൂؗാമെ؋ ْപٍ٠ം േനാׯാം. വീ؇ും ഒരു േവരിയബിൾsine x in cosine y 
േവരിയബിൾ സമവാകّമാണ് , ന്െറ യുെട തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഈ ഘടകം ആയി dx f dx cosine x 
 എؓാണ് y ؋വലതുവശ് ׯൾ്׹ാൽ നി׺െവ ؋ൾ വലതുവശ്׹സ് ൈസൻ ആയി നി؛ 1
ലഭിؗുׯത്?  യുെട ര؇് േവരിയബിളുകളുെട ഒരു ഫംഗ് ഷൻ ആണ്, ഇത് യുെട ഇര؂ി xy f y x 
ഫംഗ് ഷന്െറ ഒരു ഫലമാണ്, അതിനാൽ വലതു വശം എേؚാെഴ׸ിലും ന്െറ എؗത് േല്ׯ dx- dy gx-

ന് തുലّമാണ്. േവരിയബിൾ േവരിയബിൾ സമവാകّം എؗ നിലയിൽ ഡിഫറൻഷّൽ hy-
സമവാകّ؋ിേല്ׯ ഇത് ഒരു േവരിയബിൾ േവരിയബിൾ സമവാകّമാണ് ന്െറ എؗത് മാْതം dx dy x 
ഒരു ഫംഗ് ഷന്െറ ഒരു ഫലമാണ്, ഇവിെട മാْതം ഒരു ഫംഗ് ഷൻ യുെട ഒരു ഫംഗ് ഷൻ തീർ׺യായും y y 
ഇവിെട േകാൈസന് കീഴിൽ േകാൈസൻ ഉتതിനാൽ ഉം ഉം ഓؚൺ ഇന്റർെവലിൽ ൈമനസ് i x y 
ൈപ ൈബ 2 മുതൽ ൈപ ൈബ 2 വെരയുت ഓؚൺ ഇന്റർെവലിൽ ഞ׹ൾ ْപവർ؋ിׯാൻ േപാകുؗു
എ്ؗ ഞാൻ അനുമാനിׯാൻ േപാകുؗു എؗത് മുഴുവൻ ഇടേവളയിലും ൈമനസ് ൈപെയ 2 ൈബ 2 x 
െകാ؇് നിർവചി׺ിരിുؗുׯ, കൂടാെത ൈപെയ 2 െകാ؇് സമീപിുׯേآാൾ ന്െറ പരിഹാരം x x y 2 
െകാ؇് ൈപെയ സമീപിുؗുׯ . ْപാരംഭ വّവرകൾ 0 ന്െറ 0 ന് തുലّം 0 എ്ؗ വّװമാׯിയിരിؗുׯ
ْപേതّക സാഹചരّം ചർ׺ െചുإക.  ഒരു മാئം ഞാൻ നി׹ൾ്ׯ ഒരു അനിحിത ഇന്റْഗൽ നൽകുؗു, 
ഒരു മാ؋ئിന് േവ؇ി നമു്ׯ അനിحിത ഇന്റْഗലുകൾ ഉപേയാഗി്׺ ْപവർ؋ിׯാം, അവ താഴ്ؗ  
ജീവികളാെണ׸ിലും അവയ് ുׯം ജീവിׯാനുت അവകാശമു؇്, അതിനാൽ നമു്ׯ േവരിയബിളുകെള 
േവർതിരിׯാം, അത് േകാസ് െകാ؇് ഹരിׯാം  ഒؚം അനുവദിുׯക  ഞ׹െള െകാ؇് y cos x 
ഹരിുؗുׯ, 
അ׹െന േവരിയബിളുകൾ എبാം ഇടതുവശു؋ം േവരിയബിളുകൾ എبാം വലതുവശു؋ം y x 
ആയിരിുׯകയും ഒരു ഏകീകരണം നടു؋കയും െചുإക െയ സംബؖി്׺, ഇത് േലാഗ് െസׯന്റ് y y 
 ൾ ഈ ഇടേവളയിൽ ൈമനസ് ൈപ yأകാരണം ന ,بസ് ടാൻ ആണ്, േകവല മൂലّം ഇേട؇ ആവശّമി؛
ൈബ 2 മുതൽ ൈപ ൈബ 2 വെര ആണ്, അവിെട കാരّം േപാസിئീവ് െസׯന്റ് ؛സ് ടാൻ എؓാണ് y y 
േപാകുؗത്  ؛സ് ൈസൻ ഓൺ േകാസ് ൈവ േകാൈസൻ ആകുؗത് ഒരു ഇര؂ ഫംഗ് ഷനാണ്, അത് 1 y 
േപാസിئീവ് ആണ് , വൺ ؛സ് ൈസൻ േപാസിئീവ് ആണ്, ഒരു േകവല മൂലّം ൈസനിന്െറ y 
ആവശّമിب, അതിനാൽ ഇത് േകാസ് േലാഗ് െസׯന്റ് ؛സ് ടാൻ ആണ് , തുടർ്ؗ 1 ന്െറ y 
അവിഭാജّമാണ്  നി׹ൾ്ׯ യുെട അവിഭാജّമായ യുെട ഇന്റْഗൽ ലഭിു׺, അത് tan ydy sine y tan 

യുെട അവിഭാജّമാണ്, ഇന്റْഗൽ േലാഗ് െസׯന്റാണ്, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ ര؇് േലാഗുകളുെട ydy 
ആെകു؋ക ഇത് ഒരു താഴ്ؗ ഉൽؚؗമായിരിുׯം, അതിനാൽ ഇടത് വശം െസׯന്റ് സ്കٔയർ ؛സ് y 
േലാഗ് ആയി സംേയാജിؚിുׯം െസׯന്റ് േടബിൾ, അേؚാൾ നി׹ൾ കാണുؗ ഒ؂നവധി സമമിതി y 
ഇവിെട കാണാം  ഇടതുവശ്؋ വലതുവശ്؋ ഉപേയാഗി്׺ നി׹ൾ ഒേര കാരّം കാണുؗു, y , x 
അതിനാൽ നി׹ൾ ഒേര പാ؂ും നൃ؋വും സമനٔയിؚിുׯേآാൾ അത് േലാഗ് െസׯന്റ് സ്കٔയർ x 
 ഒരു x ׯൾ്׹ാൾ നിآേുׯൾ ഇത് സമനٔയിؚി׹ം, അതിനാൽ നിുׯആയിരി ٧്عന്റ് ടാׯസ് െസ؛
േലാഗ് െസׯന്റ് ലഭിുׯം  ചതുരാകൃതിയിലു؛ تസ് െസׯന്റ് ശരിയായ സമയം , ര؇് വരികൾ y 
േചർുׯേآാൾ, ശരി , ഇടതുവശ്؋ നി׹ൾ സأതിുؗുׯ, നി׹ൾ്ׯ േലാഗ് െസׯന്റ് സ്കٔയർ y 
 സ് y x x x؛ ന്റ് ടാൻׯസ് െസ؛  ന്റ് സ്കٔയർׯന്റ് ൈവ ടാൻ തുലّമാണ് േലാഗ് െസׯസ് െസ؛
ഏകീകരണ؋ിന്െറ ഒരു رിരാ׸ം എക് സ് േപാണൻേഷ്ّئ െസׯന്റ് സ് കٔയർ ؛സ് െസׯന്റ് c y y 
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ടാൻ പവർ സി്ׯ തുലّമായി സി െസׯന്റ് സ് കٔയർ ؛സ് െസׯന്റ് ടാൻ ആׯി ഞ׹ൾ x x x 
ഇവിെട നിർുؗു؋, ഇതാണ് പരിഹാരെമ്ؗ ഞ׹ൾ പറയുؗു  നി׹ൾ്ׯ എതിർؚു؇ാകാം, പരിഹാരം 

ആയിരിׯണെമ്ؗ നി׹ൾ പറേׯ؁ാം , അത് ഏത് രൂപ؋ിലാണ് ഞ׹ൾ്ׯ പരിഹാരം ലഭി׺ത്, y 
ഏത് രൂപ؋ിലാണ് ഞ׹ൾ്ׯ പരിഹാരം ലഭി׺ത് എؗത് വّװമായ രൂപ؋ിൽ വിവരി׺ിരിുؗുׯ, 
നി׹ൾ അവّװമായ ْപവർ؋ന׹ൾ പഠിു׺, വّװമായ വّതّാസമു؇്  നി׹ളുെട 
പാഠّപؑതിയുെട ഡിഫറൻഷّൽ കാൽുׯലസ് ഭാഗ്؋ നി׹ൾ്ׯ അവّװമായ ഫംഗ് ഷനുകൾ 
േനരിേട؇ിവരുؗു, അതിനാൽ ഇവിെട എؗത് ന്െറ ഒരു ഫംഗ് ഷനാണ്, പേײ പേരാײമായി y x 
വിവരി׺ിരിؗുׯത് നി׹ൾ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ׹ൾ ആദّ ْകമ؋ിൽ പരിഹരിുׯേآാെഴبാം 
ഇത് സംഭവിׯാൻ േപാകുകയാണ്. േഫാം ഇവിെട സംഭവിؗുׯത് േപാെല എبാം ശരിയാണ്, അതിനാൽ 
പരിഹാരം പേരാײമായ രൂപ؋ിൽ നൽകിയിരിുؗുׯ, അതിനാൽ നമു്ׯ ൈسഡുകളിേല്ׯ മട׹ാം 
അെത, െസׯന്റ് സ്കٔയർ ؛സ് െസׯന്റ് ൈവ ടാൻ പവർ സി്ׯ തുലّമാെണ്ؗ നി׹ൾ y y 
കാണുؗു.  ْപٍ٠ം നി׹േളാട് േചാദിുؗുׯേ؇ാ ْപٍ٠ം േനാൂׯ ْപٍ٠ം േനാൂׯ , പരിഹാരം 2 മുതൽ pi 
വെര 2 വെര ൈമനസ് ൈപ െകാ؇് നിർവചിׯെؚ؂ി؂ുെ؇്ؗ വّװമാണ്, ഇവിെട പരിഹാരം മുഴുവൻ 
ഇടേവളയിലും നിർവചി׺ിരിؗുׯത് ഈ ഇടേവളയിൽ ആകുേآാൾ ഒؗും സംഭവിؗുׯിب നി׹ൾ x 
ഓؚൺ ഇന്റർെവലിൽ ആയിരിؗുׯിടേ؋ാളം കാലം ഈ സമവാകّ؋ിൽ ഒരു തര؋ിലുت 
ْപശ് നവും ഉെ؇്ؗ േതാؗുؗിب,  ആയി വീ؇ും എؓാണ് ْപٍ٠ം േചാദിؗുׯെത്ؗ േനാׯാം x 10 ds to

ന്െറ ലും േല്ׯ േപാകുؗു എ്ؗ നി׹ൾ കാണിׯണം . വലതുവശ്؋ എؓാണ് pi by 2 x y 2 pi 
സംഭവിؗുׯെത്ؗ േനാുׯക െസׯന്റ് സ്കٔയർ ؛സ് െസׯന്റ് ടാൻ എؓാണ് അത് 1 ؛സ് x x x 
ൈസൻ േകാൈസൻ ചതുര؋ിൽ വലത് വശം 1 ؛സ് ൈസൻ ന് േമൽ േകാൈസൻ സ്കٔയർ x x x x 
ആണ് , േല്؛ 1 2 ׯസ് ൈസൻ സമീപി2 ുؗുׯ , ഡിേനാമിേനئർ േകാൈസൻ സ്കٔയർ x pi x x 0 
േല്ׯ അടുുؗുׯ. േല്؛ ׯസ് അനؓവും ര؇ാമെ؋ ഘടകം ഒരു رിരാ׸ം ആയതിനാൽ 
നിർബؖമായും ഈ െസׯന്റ് സ് കٔയർ ؛സ് െസׯന്റ് ടാൻ അനؓതയിേല്ׯ േപാകണം y y y 
ആകُ٣ികമായി ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം നി׹േളാട് പറയുؗത് െകാ؇ുت എേؚാഴും dx dy 
േപാസിئീവ് ആെണ്ؗ ഓർുׯക േപാസിئീവ് ؛സ് ചിصം േപാസിئീവ് ആണ്  ഈ cos psi 1 
ഇടേവളയിൽ ഒരു ْപٍ٠വുമിب , അതിനാൽ േപാസിئീവ് ആയതിനാൽ പരിഹാരം ഒരു dy by dx yx 
േമാേണാേടാൺ വർؑിؚിؗുׯ ഫംഗ് ഷനാണ് േമാേണാേടാൺ വർؑിؚിؗുׯ ഫംഗ് ഷനാണ്, കൂടാെത x 

േല്2 ׯ േല്ׯ േപാകുേآാൾ ഇത് നിർബؖമാണ്, ഈ സമവാകّ؋ിൽ നി്ؗ നأൾ pi-
നിർബؖിതരാകുؗു  ന്െറ ബീئയിേലുׯം േപാേക؇തുെ؇്ؗ കാണുؗു, എന്െറ ന്െറ y y x pi y y 

േമാേണാേടാൺ ആയി 2 ആയി വർؑിുؗുׯ, x pi 
അ׹െന അവസാനെ؋ ഉദാഹരണ؋ിെല േചാദّ؋ിന് ഉ؋രം നൽകുؗു, ൈമനസ് േല്2 ׯ x pi 
ആകുേآാൾ എ്ؓ സംഭവിുׯെമ്ؗ പഠിുׯക, അതിനാൽ ഞാൻ അത് നി׹ൾ്ׯ വി؂ുതരുؗു ഈ 
ഫംഗ് ഷനിൽ എ്ؓ സംഭവിുׯെമ്ؗ പഠിുׯക െസׯന്റ് സ് കٔയർ ؛സ് െസׯന്റ് ടാൻ x x x x 
ൈമനസ് ൈപയിേല്2 ׯ േപാകുേآാൾ എؓാണ് സംഭവിؗുׯത്, അത് എؓാണ്, അത് എؓാണ് 1 ؛സ് 
ൈസൻ ന് േകാസ് സ് കٔയർ ന് ൈമനസ് ൈപയിേല്ׯ േപാകുേآാൾ  െകാ؇് ൈമനസ് x x x x 2
ൈപയിേല്ׯ േപാകുؗു  0 , ഡിേനാമിേനئറും 
അ׹െന തെؗ, അതിനാൽ ഇത് പൂജّ؋ിന് പൂജّമാണ്, അതിനാൽ അ؋രം പരിധികെള എ׹െന 
ൈകകാരّം െചإണെമ്ؗ നി׹ൾׯറിയാം, അ؋രം നിരവധി പരിധി ْപٍ׹٠ൾ നി׹ൾ 
പൂർ؋ിയാׯിׯഴി؁ു , കൂടാെത േപാകുേآാൾ പരിധി്ׯ എ്ؓ സംഭവിുׯെമ്ؗ കെ؇ؗു؋ത് x 
നി׹ൾ്ׯ രസകരമായ ഒരു വّായാമമാണ്. ൈമനസ് ൈപ 2 േല്ׯ, ൈമനസ് ൈപ വലേׯ്؋ x 
േപാകുേآാൾ അനുബؖ ന് എ്ؓ സംഭവിുׯെമ്ؗ നി׹ൾ അേനٔഷിുׯം, അതിനാൽ ْപാരംഭ yx 
അവ0 ر ന്െറ ന് തുലّമാെണ׸ിൽ 0 വലത് ആെണ׸ിൽ അടു؋ േചാദّെുׯ؋റി്׺ നി׹ൾ y 
ചിؓിേׯ؇ കാരّമാണിത്.  0 ന്െറ ആകും, അതായത് ആകുേآാൾ യും 0 ആകും. അേؚാൾ y 0 x 0 y 
എ്ؓ സംഭവിു׺  ചുവؗ നിറ؋ിലുت ഈ ൈسഡിൽ നി׹ൾ ഇവിെട കാണുؗ അവസാനെ؋ 
ْപദർശിؚി׺ സമവാകّ؋ിേലتുׯ േപനകൾ ചുവؗ നിറ؋ിൽ ْപദർശിؚി׺ിരിؗുׯ ഈ 
സമവാകّ؋ിൽ നി׹ൾ ഇ؂ു 0 ന് തുലّമാണ്, തുടർ്ؗ 0 ന്െറ സംഭവിؗുׯത് 0 ആണ് , അതിനാൽ x y 

ഉം ഉം ആണ്. ടാൻ ആയി മാറുകയും ടാൻ ആയി മാറുകയും െസׯന്റ് ആയി x 0 y 0 x 0 y 0 x 1 
മാറുകയും െസׯന്റ് ആയി മാറുകയും െചുؗുإ , y 1 
അ׹െന അവേശഷിؗുׯത് എؗ പവർ േല്ׯ തുലّം 1 ആയി മാറുؗു, അതിനാൽ ചുവؚിൽ e c 
കാണിؗുׯ സമവാകّം ചതുരാകൃതിയിലു؛ تസ് െസׯന്റ് ടാൻ ആയി ലളിതമാുؗുׯ secant y y 

സമം ചതുരം ؛സ് എؗത് എؓാണ്  അെ׸بിൽ ന് y secant x secant x tan xe to the power c x x 
തുലّമായ ന്െറ ആണ് പരിഹാരം നൽകുؗത് എ്ؗ നി׹ൾ അേനٔഷിׯണെമ്ؗ ഞാൻ x y 
കരുതുؗുേ؇ാ, അതിനാൽ ഞ׹ൾ കെ؇؋ിയ പവർ യുെട സമവാകّ؋ിന് എ്ؓ സംഭവിുׯം 1 , c 
അതിനാൽ ഞ׹ളുെട ഈ സമവാകّം െസׯന്റ് സ്കٔയർ വായി؛  ുؗുׯസ് y secant by tan y 
എؗത് െസׯന്റ് സ്കٔയർ ؛സ് െസׯന്റ് ടാൻ േസാ േْഫാ ആണ്  ന്െറ ന് തുലّമായത് x x x m x x 
നി׹ൾ തീർ׺യായും കുറ്׺ നിമിഷ׹ൾ ചിലവഴിׯണെമ്ؗ കരുതുؗു, അതിെനുׯറി്׺ ചിؓിുׯക,
ഞ׹ൾ അടു؋ ْപശ് ന؋ിേല്ׯ േപാകും  ؛സ് എؗ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം ؛സ് മുതൽ 1 e dt e 
പവർ ൈമനസ് വെരയുت പവർ േല്ׯ പരിഹരി0  ുؗുׯ ന് തുലّമാണ് േചാദّം.  െകാ؇് t y tdy e 
ഹരി׺ാൽ പവർ ൈമനസ് യും നി׹ൾ 1 ؛സ് െയ പവർ യും െകാ؇് ഹരിുؗുׯ, y e t 
അ׹െന ഞ׹ൾ െയ െകാ؇് ൈْപം െകാ؇് ചുരുുؗുׯ, നമു്ׯ പവർ ൈْപം ؛സ് dy dt y e yy e 
പവർ ന് 1 ؛സ് േല്ׯ ലഭിുׯം 0 ന് തുലّമായ പവർ ടി നി׹ൾ്ׯ ഇത് ഉടനടി സംേയാജിؚിׯാൻ t e 
കഴിയും , കൂടാെത നി׹ൾ്ׯ പവർ ؛സ് േലാഗ് 1 ؛സ് യിേല്ׯ ലഭിുׯം, ഇവിെട എؗത് e y e- c 
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ഏകീകരണ؋ിന്െറ رിരാ׸മാണ്, സംേയാജന؋ിന്െറ رിരാ׸ം ഏതാ؇് േപാസിئീവ് ആയാണ് 
പദം.  ഇ ടു  1.12 െല പവർ േപാസിئീവ് ആണ് , കൂടാെത 1 ؛സ് യുെട പവർ യുെട േലാഗ് േപാസിئീവ് y e t 
ആണ്, അതിനാൽ ഏകീകരണ؋ിന്െറ رിരാ׸ം േപാസിئീവ് ആയിരിׯണം, അതിനാൽ 
ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّവും കാണിുؗുׯ, അതിനാൽ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം നി׹േളാട് 
എؓാണ് പറയുؗെത്ؗ അത് ൈْപം ആെണ്ؗ നി׹േളാട് പറയുؗു  സമവാകّ؋ിൽ നി്ؗ y 
െനഗئീവ് , ൈْപം െനഗئീവ് ആെണ്ؗ എക് സ് േപാണൻഷّൽ ഫംഗ് ഷനുകൾ േപാസിئീവ് ആെണ്ؗ y 
നി׹ൾ ഉടൻ കാണുؗു, അതിനാൽ സമവാകّ؋ിൽ നി്ؗ ൈْപം എبായിടു؋ം െനഗئീവ് ആെണ്ؗy 
നി׹ൾ കാണുؗു, അതിനാൽ ഒരു േമാേണാേടാൺ കുറയുؗ ഫംഗ്ഷനാണ്, എؓുെകാ؇് y 
േമാേണാേടാൺ കുറയുؗു , പരിഹാരം ജീവിׯണം എ്ؗ കരുതുക പൂജّം മുതൽ അനؓത വെരയുت 
മുഴുവൻ ഇടേവളയിലും പരിമിതമായ സമയ؋ിനുتിൽ അനؓതയിേലتുׯ രײയിെ്ؗب കരുതുക,
ര؇് സാധّതകളു؇് ര؇് സാഹചരّ׹ൾ അനؓതയിേല്ׯ രײെؚടുؗു, അത് ഒരു നിحിത സമയ 
ദുരؓമു؇് അെ׸بിൽ പരിഹാരം ശാശٔതമായി ജീവിുؗുׯ എ്ؗ കരുതുക. അേؚാൾ നി׹ൾ്ׯ എ്ؓ 
െചإാൻ കഴിയും 1.12-ൽ നമു്ׯ അനؓതയിേല്ׯ േപാകാം, നമു്1.12 ׯ-േല്ׯ മട׹ാം, അതിനാൽ 
ഇെതാരു സമവാകّമാണ്. ഇത് യുെട എبാ മൂലّ׹ൾുׯം സാധുതയുتതാെണ׸ിൽ, ശാശٔതമായി t 
ജീവിׯാൻ ഒരു പരിഹാരമു؇് , അനؓതയിേല്ׯ േപാകുകയാെണ׸ിൽ അനؓതയിേല്ׯ േപാകാൻt 
എനി്ׯ അനുവദിׯാം 1 ؛സ് യുെട േലാഗിന് പവർ േടം േലാഗിന് എ്ؓ സംഭവിുׯം  1-ന്െറ ന്െറ e t e-
ശװി അനؓതയിേല്ׯ േപാകുؗു , മെئാരു പദമായ യുെട േലتുׯതും േപാസിئീവ് ആണ്, t e- y-
അതിനാൽ ഇടത് വശം അനؓതയിേല്ׯ േപാകുؗു , വലതുഭാഗം رിരമായിരിുׯേآാൾ, ഇത് 
എ׹െന സാധّമാണ്, നമു്ׯ ഒരു ൈവരുّؑമു؇്, അത് സാധّമب. പരിഹാരം 0  അനؓതയിലുടനീളം 
നിലനിൽുؗുׯ  പവർ ؛സ് അനؓതയിേലുׯം 1.12 ഇത് സംഭവിؗുׯത് തടയുؗു, അതിനാൽ ഈ y 
സാഹചരّ؋ിൽ യുെട ൈമനസ് അനؓതയിേല്ׯ േപാകണം, കൂടാെത 0 േല്ׯ േപാകുؗ പവർ y t y 
യിേല്ׯ നأൾ എ؋ണം 0 ന്െറ ഏئവും വലിയ ഇടേവള 0 ആണ്.  നിർവചിׯെؚ؂തും ടി ആയി t t 
സംഭവിؗുׯതും  അതിേല്ׯ േപാകുؗു അُിٝതٔ؋ിന്െറ സമയം എؓാണ്, അവിെട ഒരു 
പരിമിതമായ സമയമു؇് , അതിൽ വُٝു  ൈമനസ് അനؓതയിേല്ׯ രײെؚടാൻ േപാകുؗു , ആ 
പരിമിതമായ സമയം മൂലധനമാണ് അതിനാൽ മൂലധന؋ിന്െറ മൂലّം എؓാണ് വളെര കുറ്׺ ടി t t 
േപാകുؗു  മൂലധനം അതിനാൽ 1.12 എؗ സമവാകّ؋ിൽ നി׹ൾ്ׯ പവർ കّാപിئൽ യിേല്1 ׯ t t 
 ാൾ ൈമനസ് e t tyآേപാകുേ ׯിേല്؋ം, എؗാൽ െചറിയ മൂലധനുׯസ് യുെട േലാഗ് ലഭി؛
അനؓതയിേല്ׯ േപാകുؗു, ഈ പവർ പദ؋ിേല്ׯ അْപതّײമാകുؗു, വീ؇ും വലതുഭാഗം e y 
 t t e ׯൽ യ്്ئാം, അത് പവർ കّാപിׯാׯകണ ׯൾ്׹െമ്ؗ നിുׯിരമാണ്. മൂലധനം എؓായിരിر
െകാടുׯാൻ േപാകുؗു, അത് പവർ ൈമനസ് 1 ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ മൂലധനം എؓാണ് യുെട c e 
േലാഗ് ആകാൻ േപാകുؗത് പവർ സി ൈമനസ് 1 േല്ׯ, അതിനാൽ അടിرാനപരമായി നി׹ൾتുׯ 
ഈ ആദّ േചാദّ؋ിന് ഉ؋രം നൽകുؗതിന് ഞാൻ ര؇ാം ഭാഗം നി׹ൾׯായി ഉേപײിുؗുׯ, 
നി׹ൾ്ׯ ചിؓിׯാൻ കുറ്׺ ഭײണം ഉ؇ായിരിׯണം , ഞ׹ൾ ഇത് േനാുׯേآാൾ എ്ؓ 
സംഭവിുׯെമ്ؗ ْപേതّക സാഹചരّം േനാׯാം േവരിയബിളായ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം dx eq 
െകാ؇് േവർതിരിׯാവുؗ േല്ׯ എؗതിേല്ׯ ഞ׹ൾ എبായ് േؚാഴും െകാ؇് dy  ual to gx hy h 
ഹരിു׺െകാ؇ിരിുׯകയാെണ്ؗ ഞ׹ൾ ഓർുؗുׯ, പൂജّമب എؗ വُٝു തയും ഞ׹ൾ gx 
ഉപേയാഗിു׺വരുؗു, പൂജّമായാൽ അْപതّײമാകുؗതിന്െറ ْപശ് നം എؓാണ് , ഇെ׸بിൽ h h h h 
െകാ؇് ഹരിׯാൻ കഴിയിب  പൂജّെ؋ നമു്ׯ ഇേؚാഴും െകാ؇് ഹരിׯാം, എؗാൽ പൂജّമായാൽ h g 
എ്ؓ േദാഷമാണ് പൂജّമാകുؗതിെല േദാഷം എؓാണ് േദാഷം എؗത് ഓർുׯക , g 
േവരിയബിളുകളുെട മാئമാണ് നأൾ ഉപേയാഗിؗുׯെത്ؗ ഓർുׯക സബ്زിറ്റّൂഷൻ uh theorem 
സിؑാؓം നأൾ സബ്زിറ്റّൂഷൻ സിؑാؓമാണ് ഉപേയാഗിؗുׯത് എ്ؗ ഓർുׯക പല ْപാവശّം 
മാْതേമ നമു്ׯ സബ്زിറ്റّൂഷൻ സിؑാؓം ഉപേയാഗിׯാനാകൂ, ഇടേവളയിൽ ഉടനീളം െഡറിേവئീവ് 
പൂജّമب എؗത് പൂജّമب , ഈ ْഗാം പൂജّമാകുേآാൾ എ്ؓ സംഭവിുׯം എؗതിെനുׯറിتു׺ x 
ആശ׸ വീ؇ും യഥാർ، ജീവിത സാഹചരّ׹ളിൽ വّതُّ ٝസമവാകّ׹ൾ വരുേآാൾ ഞാൻ പറയും
 നിർേؐശി׺ ْപാരംഭ വّവرകളുമായി നി׹ളുെട അടുׯൽ വരൂ , അതിനാൽ ْപാരംഭ വّവرകൾ 
എؓുെകാ؇ാണ് നി׹ൾ്ׯ നൗ؂ിന് തുലّമായ അبാ؋ത്, ഇവിെട എؗത് കുറ്׺ y x x Nough 
സമയവും എؗത് സമയ؋ിെല സി؋زിന്െറ അവرയും തുലّമാണ്  ഇേؚാൾ y Nough x x ht y 
യുെട പൂജّമായാൽ യുെട പൂജّമായാൽ വലത് ൈകകളിൽ പൂജّമായാൽ വലത് വശം പൂജّമാണ് , h y h 
നി׹ൾ رിരമായ ഒരു ഫംഗ് ഷൻ ഇടത് വّതّാസെؚടുു؋േآാൾ رിരമായ ْപവർ؋നം 
ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّെ؋ തൃلിٝെؚടുുؗു؋. ൈക വശം 0 ആണ് , നി׹ൾ അത് ؛ഗ് ഇൻ 
െചുإേآാൾ അبാ؋തിന് തുലّമായ رിരമായ ഫംഗ് ഷൻ വലത് വശവും  ആെണ്ؗ നി׹ൾ y y 0
കാണുؗു. അതിനാൽ  യ് ്ׯ തുലّമാണ്, അതിനാൽ ന്െറ رിരമായ ഫംഗ് ഷൻ ന് തുലّമ0 0 ب y y y 
ഇത് ْപാരംഭ അവر ഫംഗ് ഷൻ എبായിടു؋ം തൃلിٝെؚടുുؗു؋, എبായിടു؋ം എبായിടു؋ം y y 
അبാ؋തിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ْപേതّകിു׺ം ലും ഇത് നൗ؂ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽx Naught y 
ഞ׹ൾ ْപാരംഭ മൂലّ ْപശ് നം പരിഹരിു׺, അതായത് പരിഹാരം رിരമായ പരിഹാരമാണ്, 
അ׹െന െചുإേآാൾ  ആണ് 0 എؗത് വളെര നിشാരമായ രീതിയിൽ ൈകകാരّം െചإാൻ കഴിയും , h 
മറുവശ്؋, യുെട ഒؗും 0 അെ׸بിൽ, നമു്ׯ െകാ؇് ഹരിׯാം, ഞ׹ൾ ഒരു െചറിയ y h hy 
ഇടേവളയിൽ മാْതേമ സാഹചരّം േനാൂتുؗുׯ എ്ؗ ഓർുׯക . ഈ പരിഹാരം മുഴുവൻ സമയ 
ഇടേവളയിലും നിലനിൽׯിب എؗും ഓർുׯക, മുഴുവൻ നാടകവും ْപാരംഭ സാഹചരّ׹ളുെട 
അയൽപ؋്ׯ മാْതേമ സാധുതയുൂت, അതിനാൽ ന് അടു؋ാണ്, ന് അടു്؋ േപാകും. x x y y 
പൂജّമب, അതിനാൽ എؗത് പൂജّമാകാൻ േപാകുؗിب, എؓുെകാ؇് തുടർ׺െയ ഇذെؚടുؗിب, h 
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അതിനാൽ എനി്ׯ ന്െറ െകാ؇് ഹരിׯാം, എؗാൽ ന്െറ പൂജّമാകാം, ഈ സാഹചരّ؋ിൽ y h x g 
നുأെട േവരിയബിളുകളുെട മാئം േഫാർമുല ഉപേയാഗി്׺ സബ്زിറ്റّൂഷൻ സിؑാؓം 
ഉപേയാഗിുؗുׯ സംശയമുെ؇׸ിൽ, നأൾ എؓാണ് െചേإ؇ത് , എؗത് 0 ആയ g g 
 ൾ g׹പരിമിതമായ നിരവധി േപായിന്റുകളിൽ എؗത് പൂജّമാെണ്ؗ ഞ تിടയിലുׯൾ׹ലر
അനുമാനിുׯം, കൂടാെത ഞ׹ൾ സാഹചരّം വിശകലനം െചേإ؇തു؇്.  ജി പൂജّമبാ؋ വّതُّ ٝ
ഇടേവളകളിൽ, ഒئെؚر ؂ല׹ളിൽ ഈ ആണ്, അത് ْപേതّകം ൈകകാരّം െചേإ؇ത് അടു؋ g 0 
ഉദാഹരണമായി, ജّാമിതിയിൽ നിؗുت വളെര ജനْപിയമായ ഒരു ْപٍ٠ം ഞ׹ൾ എടുുؗുׯ, ഈ ْപٍ٠ം 
വّതُّ ٝപുُകٝ׹ളിൽ ഉ؇് അത്  വളെര ജനْപിയമായതിനാൽ, ഈ ഉദാഹരണം ഞാൻ ആദّമായി 
എവിെടയാണ് ക؇െത്ؗ എനി്ׯ ശരിുׯം ഓർമയിب, അതിനാൽ ഇതിന് ഒരു റഫറൻസ് 
നൽകാ؋തിൽ ഞാൻ ײമ േചാദിുؗുׯ, ഒരു െ؛യിൻ കർവ് കെ؇ു؋ക എؓാണ് ْപٍ٠ം ?  അതിന്െറ 
േനാർമലുകൾ ജّാമിതീയമായി അേത ബിؕുവിലൂെട കടؗുേപാകുؗു നി׹ളുെട ജّാമിതീയ 
അവേബാധം ഈ വْകം ഒരു വൃ؋മായിരിׯണം എ്ؗ നി׹േളാട് പറയണം  കൂടാെത, ന് തുലّമായ fx 
സമവാകّേ؋ാടുകൂടിയ വْക؋ിെല ഒരു സാധാരണ േപായിന്റ് എടുׯാം, അതിനാൽ ൽ x Naught y- 
സാധാരണമായതിന്െറ ചരിവ് എؓാണ് , എനി്ׯ ശരിുׯം ഒരു ചിْതം വരയ്േׯ؇ ആവശّമിب, 
കാരണം ഞാൻ നി׹േളാട് ആവശّെؚടുؗു.  നി׹ൾ ഈ ْപഭാഷണ׹ൾ ْശؑിൂׯ , ചിْത׹ൾ സٔയം 
വരയ്ׯാനും ഡൂഡിൽ െചإാനും ഞാൻ നി׹േളാട് അഭّർ،ിുؗുׯ, ഇത് വളെര ലളിതമാണ് , ഒരു 
ചിْത؋ിന്െറ ആവശّമിب, നി׹ളുെട ഭാവനയും നി׹ൾ്ׯ ഈ േപായിന്റ ്ലഭിു׺ െവറുെത X 
േപായിന്റിെല  വْക؋ിൽ ഒؗുമിب േനാർമലിന്െറ ൈമനസ് 1 എഫ ്ൈْപം നൗ؂് ആകാൻ േപാകുؗു, x 
അതാണ് ൈسഡിൽ നി׹ൾ കാണുؗത് നൗ؂ിന്െറ ൈമനസ് എഫ ്ൈْപം മുതൽ പവർ -1, അതിനാൽ x 
േനാർമലിന്െറ സമവാകّം എؓാണ്, േനാർമലിന്െറ സമവാകّം ൈമനസ് ആണ്  ഒؗും ൈമനസ് y y x 

അب ൈമനസ് ഒؗും തുലّമാണ് ചരിവ് ൈമനസ് അبാ؋തിനാൽ െചറിയ x y y m x x 
പുനഃْകമീകരണം നി׹ൾ്ׯ ൈമനസ് ഒؗും ൈْപമിേല്؛ ׯസ് ൈമനസ് y y f x Naught x x 
പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ് .  സാധാരണ ഇേؚാൾ നأൾ എؓാണ് പറയുؗത് , ഇത് സാധാരണ 
ഉ؍വ؋ിലൂെട കടؗുേപാകുؗു, അതിനാൽ ഉ؍വം ഈ സമവാകّെ؋ തൃلിٝെؚടുുؗു؋, അതാണ് 
ഞാൻ ന് തുലّവും ന് തുലّവും ഇടുേآാൾ ഈ സമവാകّം സാധുതയുتതായിരിׯണം x 0 y 0 
അതിനാൽ നമു്ׯ തുലّമാׯാം  ഇവിെട 0 േല്ׯ, ഇവിെട ന് തുലّമാണ് നأൾ എؓാണ് x y 0 
െചؗുإത്  നമു്ׯ ഈ സമവാകّം അبാ؋തും അبാ؋തും ൈْപം ആയി അ0 ب ന് x y f x 
തുലّമാണ്, ഇത് സമവാകّം 1.13 ആണ്, അതിനാൽ 1.13 വْക؋ിെല എبാ േപായിന്റുകളിലും 
വْക؋ിെല എبാ േപായിന്റുകളിലും പിടിׯണെമ്ؗ ഞ׹ൾ കാണുؗു. അതിനാൽ തീർ׺യായും 
അടു؋തായി െചേإ؇ത് സമവാകّം  േനാുׯകയും ഈ ശലّെؚടുؗു؋ സബ് സ് ْകിപ് ുئകൾ 1.13
പൂജّമായി ഇടുകയും െചുإക, അതിനാൽ ശലّെؚടുؗു؋ സബ് സ് ْകിപ് ുئകൾ പൂജّമായി വിടാം, 
അതിനാൽ ഇത് എبാ േപായിന്റുകൾുׯം ഒؗും ഒؗും വْക؋ിൽ ഉتതിനാൽ ഞ׹ൾ ഒരു x y 
േപായിന്റ് എഴുതുؗു. സബ് സ് ْകിപ് ്ئ പൂജّമിبാെത ഒ്ؗ മൂ്ؗ, ന്െറ ൈْപമിന് പകരം x f dx 
ഉപേയാഗി്׺ പരിചിതമായ െനാേ؂ഷൻ ഉപേയാഗിുؗുׯ , അതിനാൽ 1.13 ؛സ് ന്െറ ന് dy x ydy dx 
തുലّമാണ് , ന്െറ ൈമനസ് ന് തുലّമാണ്, ഇത് ഒരു േവരിയബിൾ േവരിയബിൾ ഡിഫറൻഷّൽ dx ydy x 
സമവാകّമാണ്.  േവരിയബിൾ േവർതിരിׯാവുؗ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം , നി׹ൾ്ׯ ഇത് ഉടനടി 
സംേയാജിؚിׯാം, നി׹ൾ്2 ׯ സമം ൈമനസ് വർ״ം 2 ؛സ് رിരാ׸ം അെ׸بിൽ സ്കٔയർ ؛സ് x y x
ചതുരം തുലّം 2 സി വൃ؋ം വൃ؋ം ആയതിനാൽ നുأെട അവേബാധം േതനീ׺യാണ്  കാൽുׯലസ് n 
ഉപേയാഗി്׺ കൃതّമായ ഗണിതശാസ്ْതപരമായ നّായവാദ؋ാൽ ബാ്ؚׯ െചയ് തിരിുؗുׯ, അതിനാൽ
എبാ േനാർമലുകളും ഒരു ബിؕുവിലൂെട കടؗുേപാകുؗ സٔഭാവമുت വْകമാണ് വْകം, അതിനാൽ 
ഇേؚാൾ ഞ׹ളുെട അജ؇യിെല അടു؋ ഇനം െറയിൻ െവبിന്െറ പുُകٝ؋ിെല എലിെമന്ററി 
ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ׹ളിൽ നി്ؗ വളെര രസകരമായ ഒരു ഉദാഹരണം പഠിുׯക എؗതാണ്.  
കൃതّമായ റഫറൻസ് പിؗീട് ഉദാഹരണ؋ിന്െറ അവസാന؋ിൽ നൽകും, അതിനാൽ 1 ൈമനസ് x 
സ്കٔയർ ന്െറ േവരിയബിൾ േവരിയബിൾ സമവാകّം വർ״മൂലّം ഞ׹ൾ എടുുׯം ന്െറ dy dx 
വർ״മൂലവും 1 ൈമനസ് ചതുരവും 0 ന്െറ 0 ന്െറ റൂ؂് 3 ന് തുലّമാണ്  2 പതിവുേപാെല y y y 
തുടരുേآാൾ, നമു്ׯ  ൈമനസ് സ് കٔയർ ,  ൈമനസ് സ് കٔയർ, -ന് തുലّമായ സ് കٔയർ റൂ؂ിന്െറ 1 xy 1 x 0
േമൽ ഇന്റْഗൽ ഇന്റْഗൽ എؗിവ ലഭിുׯം . എبാവർുׯം അറിയാവുؗതുേപാെല, dx, dx y 
ഇന്റْഗൽ ന്െറ ൈസൻ വിപരീതവും ഇന്റْഗൽ ന്െറ ൈസൻ വിപരീതവുമാണ്. y- x x-
സംേയാജന؋ിന്െറ رിരാ׸ം നിർ؉യിׯാൻ 0 യുെട സമْഗം തീർ׺യായും ഒരു رിരാ׸മാണ്  2 
െകാ؇് 2. ഇവിെട സമം 0 നും െയ റൂ؂് 3 ന് 2 നും തുലّമാുׯക. അതിനാൽ റൂ؂് 3 ന്െറ 2 ന്െറ ൈസൻ x y 
വിപരീതം ആണ്, അതിനാൽ رിരാ؋׸ിന്െറ മൂലّം ആണ്. അതിനാൽ i by 3 pi - 3 
അതിെനുׯറി׺ാണ് ഞാൻ അർ،മാؗുׯത്. ഈ ْപാരംഭ അവرയുമായി ഈ ഡിഫറൻഷّൽ 
സമവാകّം പരിഹരിؗുׯിടേ؋ാളം എളുؚമുت ْപٍ٠ം പേײ ഇവിെട നിർ؋രുത്, വാُവٝ؋ിൽ 
നുأെട അേനٔഷണം കുറു׺കൂടി മുേؗാ؂് െകാ؇ുേപാകണം, വളെര രസകരമായ ചില കാരّ׹ൾ 
വരുؗു, ײമിׯണം, ഇത് വളെര എളുؚമാെണ്ؗ േതാؗുെമ׸ിലും നമു്ׯ പരിഹാരം േനാׯാം  
കുറു׺കൂടി വിശദമായി പറ؁ാൽ , رിരാ؋׸ിന്െറ മൂലّം 3 ന്െറ മൂലّം നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് 
ഓർുׯക, അതിനാൽ നമു്ׯ യുെട ൈസൻ വിപരീതം ന്െറ 3 ൈമനസ് ൈസൻ വിപരീതമായി y x-
ലഭിുؗുׯ, അതിനാൽ നമു്ׯ ര؇് വശ׹ളിെലയും ൈസൻ എടുׯാം, നമു്ׯ യുെട ന് y pi-
തുലّമാണ് ലഭിؗുׯത്. ന്െറ 3 ൈമനസ് ൈസൻ വിപരീതം ൈസനിന്െറ സ׸ലന സൂْതവാകّം x 
ഓർأിؚിുؗുׯ, ൈസനിന്െറ സ׸ലന സൂْതവാകّം എؓാണ് ദയവായി ഇത് ഒരു ؛സ് ബി ൈസൻ എ 
േകാസ് ബി ؛സ് േകാസ് എ ൈസൻ ബി ആണ്, ൈമനസ് ബി ൈസൻ എ േകാസ് ബി ൈമനസ് േകാസ്  ഒരു 
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ൈസൻ ബി ആയതിനാൽ ഇത് ന്െറ ൈസൻ വിപരീത؋ിന്െറ 3 േകാസ് ൈസൻ ൈപ ആകും ൈമനസ്x 
േകാസ് ൈപ  ൈബ ൈസൻ ഓഫ് ൈസൻ ഇൻേവഴ് സ് എക് സ് ഓൾ ൈറ്ئ ആയതിനാൽ ൈസൻ 3
വിപരീതമായ ൈമനസ് ഹാഫ് ന്െറ റൂ؂് 3 ൈബ 2 േകാസിന് തുലّമായ നി׹ൾ്ׯ നൽകുؗു , x x y 
അേؚാൾ നأൾ ഈ പകുതി ഇടത് വശു؋ം ചതുര؋ിലും െകാ؇ുവരണം  നമു്؛ ׯസ് x y x 2 
െകാ؇് 2 ലഭിുׯം  ൈമനസ് ചതുരാകൃതിയിലുتത് 1 ൈമനസ് ചതുരം ആണ് , അടു؋തായി x x 
െചേإ؇ത് ഇത് വിപുലീകരിുׯകയും പദ׹ൾ നؗായി േശഖരിുׯകയും െചുإക എؗതാണ് നമു്ׯ 
കൂടുതൽ ഗംഭീരമായ േഫാർമുേലഷൻ സ് കٔയർ ؛സ് സ് കٔയർ ؛സ്  ൈബ  ന് തുലّമാണ് . ഈ x y xy 3 4
അവതാർ എْത വّതُّമٝാെണ്ؗ ْശؑിുׯക ഞ׹ളുെട മുൻ അവതാറിൽ നിؗുت പരിഹാര؋ിന്, 
ഞ׹ളുെട മുൻ അവതാർ യുെട ൈസൻ വിപരീതമാണ് ؛സ് ൈസൻ വിപരീതം ന് തുലّമായ ന് 3 y x pi 
ആണ് , ഇത് ഇേؚാൾ നമു്ׯ വളെര വّതُّമٝായ ഒരു സമവാകّം ലഭിു׺, ന്െറ അടിرാന؋ിൽ x y 
യുെട പരിഹാരം പേരാײമായി നൽകിയിരിുؗുׯ, നമു്ׯ കുറ്׺ മുേؗാ؂് േപാകാം  ഇതിൽ നാം 
തളരരുത്  ന്െറ ഘ؂ം ഈ വْകം എؓാെണ്ؗ മനസിലാׯാൻ ْശമിׯാം , ഇത് വിമാന؋ിെല ഒരു xy 
വْകമാണ് , പദം ഇبായിരുؗുെവ׸ിൽ, അത് സ്കٔയർഡ് ؛സ് ചതുരം 3 4 ന് തുലّമാണ്, ഞ׹ൾ xy x y 
വളെര സؓുذരായിരിുׯം, ഞ׹ൾ' േറഡിയസ് റൂ؂് 3 ന്െറ ഒരു വൃ؋ം 2 െകാ؇് വരയ്ുׯം, പേײ 
നിർഭാഗّവശാൽ ഈ പദം കാരّ׹ൾ അൽؚം സ׸ീർ؉മാുׯം, എؗാൽ ഈ സമവാകّം ഏത് xy 
തര؋ിലുت വْകമാണ് എ്ؗ മനസിലാׯാൻ ഞ׹ൾ ആْഗഹിുؗുׯ, ചതുരവും ചതുരവും x y xy 3 
ന് 4 തുലّമാണ്.  വْക؋ിന്െറ സٔഭാവം ചതുരവും ചതുരവും ചതുരവും 3 ന് 4 തുലّമാണ്  x y x 
നി׹ളിൽ േകാർഡിേന്ئ ജّാമിതി ശരിയായി പഠി׺വർ, ഞ׹ൾ േകാർഡിേന്ئ സിزെ؋ ആംഗിൾ 
ൈപ ഉപേയാഗി4 ്׺ െകാ؇് തിരിുׯകയാെണ്ؗ തിരി׺റിയും. സ്കٔയർ ؛സ് ന് 4 ന് തുലّമാണ്. xye  3 
പുതിയ സമവാകّം സമവാകّം അെ׸بിൽ പുതിയ േകാർഡിേന്ئ സി؋زിെല വْകം 3 സ്കٔയർ ؛സ്x 

സ്കٔയർ 3 ൈബ 2 ന് തുലّമാണ്. താഴ്ؗ ത് 3 സ്കٔയർ ؛സ് ചതുരം 3 ന് തുലّമാണ് 2 ഒരു y x y 
സാധാരണ ദീർഘവൃ؋മാണ് ഇേؚാൾ നമു്ׯ ഈ ദീർഘവൃ؋ം അൽؚം ْശؑേയാെട േനാׯാം പുതിയ 
േകാർഡിേനുئകളിെല ദീർഘവൃ؋ം ചതുരവും ചതുരവും 3 ൈബ 2 ന് തുലّമാണ്. െസമി-േമജർ 3x y 
അײവും െസമി-ൈമനറും എؓാെണ്ؗ നമു്ׯ ക؇ുപിടിׯാൻ ْശമിׯാം. ഈ ദീർഘവൃ؋؋ിന്െറ 
അു׺ത؇് നമു്ׯ സമവാകّെ3 3 ؋ െകാ؇് 2 െകാ؇് ഹരിׯാം, 
അ׹െന വലത് വശം 1 ആׯി മാئാം, 
അ׹െന െചᅃٝാൽ നമു്3 ׯ െകാ؇് 2 െകാ؇് ഹരിׯാം, നമു്ׯ പകുതിയിൽ നി്ؗ െയ 3 െകാ؇് x y 
ചതുരമാുׯം.  2 സമം 1. അതിനാൽ എؓാണ് െസമി-േമജർ അײം, െസമി-േമജർ അײം 3 ഓവർ 2 ന്െറ 
വർ״മൂലമാണ്, െസമി-േമജർ അײം 3 ഓവർ 2 ന്െറ വർ״മൂലമാണ്, അർؑ-ൈമനർ അײം 1 േമൽ റൂ؂് 2
ആണ്. അതിനാൽ  സാധാരണ ദീർഘവൃ؋ം ْപധാനവും െചറുതുമായ അ׹ײൾ േകാർഡിേന്ئ 
അു׺ത؇ിലാണ്, എؗാൽ ഞ׹ൾ എؓാണ് െചᅃٝെത്ؗ ഓർുׯക, ഞ׹ൾ േകാർഡിേന്ئ സിزം 
തിരിുؗുׯ ആംഗിൾ ൈപയിലൂെട 4 ആംഗിൾ ൈപയിലൂെട ഞ׹ൾ േകാർഡിേന്ئ സിزെ؋ ആംഗിൾ 
ൈപയിലൂെട 4 െകാ؇് തിരിുؗുׯ. അതിനാൽ യഥാർ، ദീർഘവൃ؋؋ിന്െറ വലുതും െചറുതുമായ 
അു׺ത؇് ഏെതാെׯയാണ്, അത് ൈപയുെട േകാണിൽ 4 ചരി؁ േരഖയും മേئ േരഖ േകാണിൽ 
ചരി؁തുമാണ്  ൈമനസ് ൈപ 4. 
അ׹െന സ് കٔയർ ؛സ് സ് കٔയർ ؛സ് സമം  ൈബ  ആംഗിൾ ൈപ െകാ؇് ْഭമണം െചؗുإ x y xy 3 4
ഒരു സാധാരണ ദീർഘവൃ؋മാണ് . അതിനാൽ ഈ മേനാഹരമായ ഉദാഹരണം എർൾ ഡി 
െറയിൻ വിبിന്െറ ْപാഥമിക ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ׹ളിൽ നിؗുتതാണ്, ഈ പുസ് തകം അേനകം 
പതിؚുകൾ്ׯ വിേധയമായി؂ു؇്.  എഡിഷനുകൾ ഇത് പ؋ാം പതിؚിൽ എ؋ിയി؂ു؇്, പേײ ഞാൻ 
അ؀ാം പതിؚിെനയാണ് പരാമർശിؗുׯത്, േപജ് നآറുകൾ അ؀ാം പതിؚിെനയാണ് 
സൂചിؚിؗുׯത്, അതിനാൽ ഈ ْപٍ٠ം ഈ മേനാഹരമായ പുُകٝ؋ിന്െറ േപജ് 4243-ൽ ദൃശّമാകുؗു , 
അതിൻെറ ْശേؑയമായ ْപٍ׹٠ളുെട േശഖരമാണ് ഞാൻ േനാׯാൻ നി׹േളാട് ആവശّെؚടുؗത്. 
ദീർഘവൃ؋ാകൃതിയിലുت ْപവർ؋ന׹ളുെട ജനനം, ഈ ْപേതّക ْപٍ٠ം വളെര 
ലളിതമായിരുؗുെവ്ؗ നി׹ൾ ഇേؚാൾ ചിؓിേׯ׺ാം, ഇത് വളെര ലളിതമായ ْപٍ٠മാണ് ഇന്റْഗൽ dy 1
ൈമനസ് സ് കٔയർഡ് ؛സ് സ് കٔയർ റൂ؂ിൽ ന്െറ ഇന്റْഗൽ   ൈമനസ് സ്കٔയർ  ന് y dx 1 x 0
തുലّമായത് എؓിനാണ് നأൾ ഇ؋രം നിشാര വّായാമം െചؗുإെത്ؗ നി׹ൾ ചിؓിേׯ׺ാം, 
ഒരുപേײ നി׹ളിൽ ചിലർ്ׯ ഇത് വിരസമായി േതാؗിേയׯാം, എؗാൽ ഇത് ഗണിതശാസ്ْത؋ിന്െറ
വളെര നിشാരമبാ؋തും ആേവശകരവുമായ ഒؗിേല്ׯ നയിുؗുׯെവ്ؗ നി׹െള 
േബാധّെؚടു؋ാൻ ഞാൻ ആْഗഹിുؗുׯ.  ഈ സ് കٔയർ െചയ് തത് െകാ؇് പവർ േഫാർമിേലുׯം y y 
ഈ ന്െറ വർ״െ؋ പവർ നാലിേലുׯം മാئിرാപിുׯക എؗതാണ് നി׹ൾ ഇേؚാൾ നി׹ളുെട x 
ഇന്റْഗൽ കാൽുׯലസ് ױാസുകളിൽ ധാരാളം ഇന്റْഗലുകൾ വർ്ׯ െചുؗുإെ؇׸ിൽ, എؗത് 1 dy 
ൈമനസ് ന്െറ സ് കٔയർ റൂ؂് ഉപേയാഗി്׺ നി׹ൾ്ׯ അറിയാനാകും.  പവർ  സംേയാജിؚിׯാൻ y 4
കഴിയിب, നി׹ൾ്1 ׯ ൈമനസ് യുെട വർ״മൂലّം ഉപേയാഗി്׺ യുെട അനിحിത ഇന്റْഗൽ y ty 
കണׯാׯാൻ കഴിയിب , അതിനാൽ എؓാണ് സംഭവിؗുׯത്, നأൾ എ്ؓ െചᅃٝാലും നമു്ׯ ഈ 
സമവാകّം ؛സ് ൈസൻ വിപരീതം യുെട വിപരീതമായി ലഭിു׺ എؗതാണ്.  ഈ ഗംഭീരമായ x y 
രൂപ؋ിൽ േല്ׯ സ് കٔയർ ؛സ് സ് കٔയർ ؛സ് മൂ്ؗ നാലിെലാؗിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ c x y xy 
ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം എ׹െനെയ׸ിലും ഒരു ദീർഘവൃ؋ാകൃതിയിലുت ര؇ാം ഡിْഗി 
വْകവുമായി ബؖെؚ؂ിരിുؗുׯ എؗ ആശയം നി׹ൾ്ׯ ലഭിേׯ׺ാം.  കൂടുതൽ മുേؗാ؂് േപായി , r 
അേؐഹം ഈ സാഹചരّം അവിഭാജّ പൂജّ؋ിേല്ׯ േനാׯി, ഞ׹േളാെടാؚം ഡിേനാമിേനئറിെല 
നാലാമെ؋ ശװി, അതിനാൽ നأൾ ഇേؚാൾ െചᅃٝെതبാം വّതُّ ٝരൂപ؋ിൽ െചറുതായി എഴുതാം, 
അത് ഒേര ആശയമാണ്, പേײ കുറ്׺ വّതُّമٝായി.  അവതാർ ഇന്റْഗൽ 0 മുതൽ വെരയു1 ت u dt 
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ൈമനസ് സ്കٔയർ മുതൽ ഇന്റْഗൽ 0 മുതൽ വെരയു1 ت ൈമനസ് സ്കٔയർ 1 ൈമനസ് t v dt t t 
സ്കٔയർ സ്കٔയർ റൂ؂് ഉപേയാഗി്׺ വീ؇ും അവിഭാജّ ആണ്, എؗാൽ 1 ൈമനസ് ചതുര؋ിന്െറ dt t 
വർ״മൂലമുت വّതُّ ٝപരിധികൾ 0 േല്ׯ ഉൾെؚടുؗ ചില സ׸ീർ؉മായ പദْപേയാഗ׹ൾ  കൂടാെതu 

എؓാണ് ഈ സ׸ീർ؉മായ പദْപേയാഗം, ഇത് റൂ؂ിന് തുലّമായ യുെട ആണ് 1 ൈമനസ് v u uv phi v 
സ് കٔയർ ؛സ് റൂ؂്  ൈമനസ് സ് കٔയർ െചയ് തത് യൂലർ എؓാണ് െചᅃٝത്, അവൻ െകാ؇് െയ v 1 u t t 
പവർ 4 േല്ׯ മാئി സമാനമായ ഒരു പദْപേയാഗം കൂടുതൽ ഉപേയാഗി്׺ ലഭിു׺ സ׸ീർ؉മായ ഫീസ് , ഇത്
വളെര ْശേؑയമായ േന؂മായിരുؗു, കാരണം മൂ്ؗ പതിئാ؇ുകൾ്ׯ േശഷം േഗാസ് വിപരീത 
ْപവർ؋നെുׯ؋റി്׺ പഠിു׺, ഇന്റْഗൽ 0 മുതൽ വെരയു1 ت ൈമനസ് ടി സ്കٔയർ റൂ؂് u dt 
ഉപേയാഗി്׺ ഓർأിുׯക, ഇത് യുെട ൈസൻ വിപരീതമാണ്, അതിന്െറ വിപരീതം ൈസൻ ഫ׸ാണ്  u 
അേയാൺ സമാനമായി 1 ൈമനസ് ടി മുതൽ പവർ 4 വെരയുت വർ״മൂലമു0 ت മുതൽ വെരയുت u dt 
ഫംഗ് ഷനും ദീർഘവൃ؋ ൈസൻ ഫംഗ് ഷൻ എؗറിയെؚടുؗ ഒരു വിപരീത ഫലമു؇് , അവ മൂ്ؗ 
പതിئാ؇ുകൾ്ׯ േശഷം ഏകേദശം 1796 -ൽ േഗാസ് പഠിു׺  ദീർഘവൃ؋ാകൃതിയിലുت ൈസൻ 
ഫംഗ് ഷൻ ْതിേകാണമിതി ൈസൻ ഫംഗ് ഷന്െറ സ׸ലന സൂْതവാകّ؋ിന്െറ കൃതّമായ അനേലാഗ് 
ആയതിനാൽ , വളെര നിരുപْദവകരമായി കാണെؚടുؗ ഒരു ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം നി׹െള 
േഗ്ئ േവയിലൂെട യഥാർ،؋ിൽ േഗ്ئ േവയിലൂെട ഗണിതശാസ്ْത؋ിന്െറ വളെര ഗംഭീരമായ ഒരു 
ഭാഗേׯ്؋ െകാ؇ുേപായി എ്ؗ നി׹ൾ കാണുؗു. ഈ കാരّ׹ളുെട വളെര മേനാഹരമായ വിവരണം 

മാർׯസ് ഷാവിഷിന്െറ പുُകٝ؋ിൽ കാണാം, അതിനായി ഞാൻ നി׹ൾ്ׯ ൈسഡുകളിൽ AI 
റഫറൻസ് നൽകുؗു, അതിനാൽ ഈ എടുുׯക എؗ ആശയം ഈ ലളിതമായ േവരിയബിൾ x 
േവരിയബിൾ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം എടു്؋ അതിെന ഒരു ആയി എടുുׯക എؗതായിരുؗു. 
ഗണിതശാസ്ْത؋ിന്െറ  മേനാഹരമായ ഒരു ഭാഗെുׯ؋റി്׺ നി׹ൾ്ׯ ഒരു കാٌ ٗനൽകാൻ 
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