
हैलो, अंतर समीकरणो ंपर ŵंृखला के दूसरे ʩाƥान मŐ छाũो ंका ˢागत है, आइए हम संƗेप मŐ याद करŐ  िक हम कहाँ Ŝके थे हम एक बŠत ही मासूम 
िदखने वाले अंतर समीकरण को देख रहे थे जो के बराबर वगŊ के बराबर है और हम इस िबंदु पर आए और हमने इसका हल ढंूढ िलया dt y yt 
बराबर बटा 1 माइनस हम देखते हœ िक समय बायी ंओर से 1 बटा पर जाता है अनंत तक जाता है समाधान पįरिमत समय मŐ उड़ c ct t c yt 
जाता है एक सीिमत समय तबाही होती है Ɛोिंक यही कारण है िक ऐसा होता है इस वजह से चुकता के बजाय चुकता शɨ है यिद मœ घन y y y 
डालता šं तो आप एक ही चीज़ को पįरिमत समय मŐ होते Šए देखŐगे, समाधान अनंत तक शूट होगा अंतर समीकरण के साथ कुछ भी गलत नही ंहै अंतर 
समीकरण हर जगह पįरभािषत िकया गया है चुकता एक बŠपद है िफर भी समाधान संपूणŊ वाˑिवक रेखा पर नही ंरहता है यह ऋणाȏक अनंत से 1 y 
बटा तक रहता है अथाŊत वह अंतराल िजस पर समाधान मौजूद होता है वह आमतौर पर संपूणŊ Ɨेũ नही ंहोता है रेखा लेिकन वाˑिवक रेखा का c l 
केवल एक िहˣा यह वाˑिवक रेखा का केवल एक बŠत छोटा िहˣा है,
इसिलए िपछली ˠाइड मŐ मेरा यही मतलब था जब मœने कहा था िक भले ही अंतर समीकरण हर जगह पįरभािषत िकया जाएगा टी नॉट माइनस ए I 
कॉमा टी नॉट ɘस ए वह अंतराल के बराबर मœ समय का पूरा अंतराल नही ंहो सकता है िक पįरिमत समय मŐ अनंत से बच सकता है समाधान सीिमत 
समय मŐ अनंत तक बच सकते हœ ठीक है तो आइए अब उह को देखŐ यह उह घटना थोड़ा और िवˑार से शायद कुछ और उदाहरणो ंमŐ हम इसे लेने से 
पहले देख सकते हœ आह एक और छोटा िबंदु है िजसे मœ संबोिधत करना चाहता šं, अथाŊत् यिद आप ȯान दŐ  िक हम अिनिʮत इंटीŤल का उपयोग कर रहे 
हœ जो मœ चाहता šं इंिगत करŐ  और मœ अपने सभी छाũो ंसे यह कह रहा šं िक जब भी संभव हो िनिʮत अिभɄ के साथ काम अिनिʮत अंतराल से बचने की 
कोिशश करŐ , ऐसी İ̾थितयां हœ जहां आप इसे नही ंकर सकते हœ या जब कुछ İ̾थितयो ंमŐ यह संभव नही ंहै या यह अिधक बेकार है इसका उपयोग करने के
िलए जब भी संभव हो तो िनिʮत इंटीŤल का उपयोग करने का Ůयास करŐ , यही मूल मंũ है, मœ यह बताना चाहता šं िक िनिʮत इंटीŤल का उपयोग Ɛो ं
िकया जाना चािहए Ɛोिंक िनिʮत इंटीŤल ŵेʿ Ůाणी हœ, वे ŵेʿ Ůाणी Ɛो ंहœ, यह देखते हœ िक ए से बी तक के इंटीŤल एफएƛ डीएƛ को पįरभािषत 
िकया गया है । अंतराल पर िकसी भी िनरंतर कायŊ के िलए Ůतीक का एक सटीक अथŊ है िक आप अिनिʮतकालीन अिभɄ की गणना करने मŐ ab fx 
सƗम हœ या नही,ं आप के के िलए आिदम खोजने मŐ सƗम हœ या नही,ं यह Ůतीक से का अिभɄ अंग बनाता है। परफेƃ सŐस एक x f a bfx dx 
और फायदा यह है िक जब आप िडफरŐ िशयल इƓेशन मŐ िनिʮत इंटीŤल का इˑेमाल करते हœ तो आप ˢचािलत ŝप से शुŜआती कंडीशंस को शािमल 
कर लेते हœ,
इसिलए आइए हम िफर से वही Ůॉɰम अिनिʮअल इंटीŤल के बजाय अलग-अलग इंटीŤल का इˑेमाल करते हœ,
इसिलए हम िफर से िडफरŐ िशयल इƓेशन 1 बटा ˍायर डाई पर वापस जाते हœ। बराबर 1. अब हम दोनो ंपƗो ंको एक िनिʮत अंतराल पर केy dt t 
संबंध मŐ एकीकृत करŐ गे 0 अʙिवराम अथाŊत हम एक िनिʮत अिभɄ को देख रहे हœ उसका समय और हमŐ Ůाइम मŐ चुकता पर 0 से काt y yt s 1 
इंटीŤल Ɛा िमलता है इंटीŤल 0 से के बराबर होता है । Ůाइम चुकता हैt dt s dt y y 
इसिलए Ůाइम पॉिजिटव राइट हैy 
इसिलए एक सƢी से मोनोटोन बढ़ाने वाला कायŊ है औरy 
इसिलए मœ Ůित̾थापन Ůमेय के िलए अपील कर सकता šं िक मœ के को के बराबर रखता šं और मुझे Ůाइम िमलता है होता है y y u y t dt du 
जब होता है 0 का Ɛा था और जब के बराबर का मान का होगा, तो के के बराबर के Ůित̾थापन का उपयोग करके t 0 c y t s u y t y u 
इंटीŤल, के से के इंटीŤल मŐ वगŊ के बराबर के बराबर हो जाता है आप यू वगŊ Ȫारा डु को एकीकृत कर सकते हœ और िफर यह sdu y y u s 
Ůारंिभक İ̾थित सी के िलए ऋण िच˥ के साथ 1 बटा यू होगा और यह सी और एस के वाई और आप सरल और पुनʩŊवİ̾थत करते हœ, आपको वही चीज़ 
िमलती है जो आपको एस के बराबर सी से िवभािजत होती है 1 माइनस सीएस
इसिलए मœ इस छोटे बीजगिणत को छोड़ रहा šं, डु को एकीकृत करने की इस सम˟ा को यू ˍेडŊ Ȫारा सीमा मŐ डाल िदया गया है पुनʩŊव̾था करना d 
और अपना Ůाɑ करना यह एक बŠत ही तुǅ अɷास है और मœ आपसे इसे ˢयं करने का आŤह करता šं और सȑािपत करता šं िक अंत मŐ y 
आपको का बराबर बटा 1 घटा िमलता है, आप इस अंतर समीकरण के समाधान को पुनŮाŊɑ करते हœ लेिकन इस बार हमने ʩवİ̾थत y y c cs 
ŝप से िनिʮत इंटीŤल को िनयोिजत िकया है, न िक अिनिʮत इंटीŤल को, जैसा िक िपछली ˠाइड्स मŐ िदखाया गया है, ठीक है और मœ एक बार िफर 
आपको याद िदलाना चाहता šं िक िनिʮत इंटीŤल ŵेʿ Ůाणी हœ, इस पर ȯान िदए िबना िक आप आिदम को खोजने मŐ सƗम हœ या नही,ं यह पįरभाषा सही
समझ मŐ आती है। एक ऐसा फ़ंƕन खोजने मŐ सƗम हœ िजसका ʩुȋɄ िदया गया कायŊ है, जो िक कोसाइन एƛ का अिभɄ अंग है, साइन एƛ ɘस सी 
है Ɛोिंक साइन एƛ का ʩुȋɄ कोसाइन है जो कोसाइन का एक िवरोधी ʩुȋɄ है इस मामले मŐ यह यह पता लगाना आसान है िक कोसाइन का 
एंटी-डेįरवेिटव Ɛा है, लेिकन कई मामलो ंमŐ जैसा िक आप जानते हœ िक ʩुȋɄ का िनधाŊरण करना आसान नही ंहै , यह मुİʭल है कभी-कभी यह 
आपके िलए िबʋुल भी संभव नही ंहै। िŢया िजसका ʩुȋɄ एक िदया गया कायŊ है, लेिकन जब आप िनिʮत इंटीŤल के साथ काम करते हœ तो िनिʮत 
इंटीŤल याद को Ɨेũो ंके ŝप मŐ पįरभािषत िकया जाता है और उनका एक बŠत ही सटीक और कठोर गिणतीय अथŊ होता है ,
इसिलए वे हमेशा बेहतर वˑुएं होती हœ,
इसिलए अब दो अɷासो ंपर िवचार करŐ  अंतर समीकरण पर िवचार करŐ  बटा बराबर 1 जमा चुकता Ůारंिभक शतŒ िनधाŊįरत हœ dy dt y y of 0 
बराबर 1. Ɛा समाधान पįरिमत समय मŐ अनंत तक बच जाता है यिद दािहने हाथ की ओर 1 जमा को घात 10 से बदल िदया जाए तो आइए ŜकŐ  और y 
इसके बारे मŐ सोचŐ इस Ůʲ को कैसे करŐ  आप देखते हœ िक आपका Ůारंिभक आवेग हमŐ इस अंतर समीकरण को एकीकृत करने देगा ठीक है चलो इसे 
करने की कोिशश करते हœ उह चलो पूरे हॉग पर जाएं और अिभɄ की गणना करŐ  और समाधान िनधाŊįरत करŐ  और िफर इस Ůʲ का उȅर दŐ  िक Ɛा 
समाधान बच जाता है समय की सीिमत माũा मŐ अनंत ठीक है तो देखते हœ िक आपका अंतर समीकरण बटा बराबर 1 जमा वगŊ है, से dy dt y 
िवभािजत करने मŐ कोई सम˟ा नही ंहै 1 1 जमा चुकता Ɛोिंक यह हमेशा कुछ अंतराल पर सकाराȏक एकीकृत होता है, जैसे 0 से आपको y s , 
Ɛा िमलता है जब समय के बराबर होता है, तो हमने Ůारंिभक शतŊ िनधाŊįरत की है िक 1 पूणाōक को 1 से िवभािजत करके वगŊ 0 से पूणाōक t 0 dy y 

के बराबर है। से जो है जो आपको के के िवपरीत टैन देगा माइनस टैन 1 का ʩुǿम के बराबर है या आपको का के dt s s y y s s s y s 
टैन के बराबर ɘस बटा 4 िमलता है,pi 
इसिलए आपको समाधान अǅी तरह से िमला है
इसिलए समाधान से आप कहŐगे ठीक है, आप इस समाधान की जांच करŐ गे, आप समाधान की जांच करŐ गे और िफर आप यह पता लगाएंगे िक जब बाईंs 
ओर से की ओर 4 तक पŠंचता है, तो का समाधान ɘस इनिफिनटी मŐ जाता है यह सब बŠत अǅा है, लेिकन सम˟ा पर चलते हœ, चलो pi s y 
वापस जाते हœ सम˟ा और देखŐ िक Ɛा पूछा जा रहा है िक आपसे Ɛा पूछा जा रहा है, Ɛा समाधान सीिमत समय मŐ अनंत तक बच जाता है, आपको 
समाधान िनधाŊįरत करने के िलए नही ंकहा जाता है और दूसरी सम˟ा यह है िक 1 ɘस वगŊ के बजाय दािहने हाथ की ओर होगा 1 जमा से घात 10y y 
अब मान लŐ िक आपके पास 1 जमा है से घात 10 तक और आप अंतर समीकरण को हल करने का Ůयास करते हœ, िजसके िलए आपको को 1 y dy 
ɘस को घात 10 मŐ एकीकृत करना होगा और यह अȑिधक थकाऊ होने वाला है, यह समय लेने वाला और थकाऊ होने वाला है जबिक वह सब पूछा y 
जा रहा है Ɛा समाधान पįरिमत समय मŐ अनंत तक बच जाता है, सब ठीक हो जाता है,
इसिलए Ůʲ करŐ  िक आप पृțी पर कैसे इस Ůʲ का उȅर ˙ʼ ŝप से समाधान खोजने के िबना जा रहे हœ, कोई ऐसा कर सकता है और देखते हœ िक 
इसके बारे मŐ कैसे सोचना है यह बŠत आसान है और यह बŠत िदखाता है िडफरŐ िशयल इƓेशन के िसȠांत मŐ महȕपूणŊ िसȠांत
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इसिलए आपको जो िदया गया है वह आपको के बराबर िदया गया है 1 जमा वगŊ का 0 बराबर 1 है। ठीक है, आप िनिʮत ŝप से कह सकते हœdt y y 
िक बटा वगŊ से अिधक है िनिʮत ŝप से आप मुझसे सहमत होगें िक 1 ɘस चुकता चुकता से बड़ा है, तȚ की बात के ŝप मŐ सƢी dy dt y y y 
से बड़ा है,
इसिलए अब हम वही काम कर सकते हœ अब वगŊ सकाराȏक है याद रखŐy 
इसिलए 1 बटा वगŊ डाई बाय सƢी से 1 से बड़ा है अब एकीकृत करŐ  अब 0 कहŐ पर एकीकृत करŐ  Ɛा करŐ  जब होता है तो आप इंटीŤल y dt t 0 
हो जाते हœ जब समय होता है, तो का मान 1 होता है,t 0 y y 
इसिलए यह का 1 2 होगा, जब आप 1 को एकीकृत करते हœ तो आप से अिधक हो जाते हœ। अंतराल अǅी तरह से अब आप गणना जारी s du y s 
रख सकते हœ और िफर हम Ɛा करते हœ हम यह माइनस 1 बटा करते हœ 1 से तक से बड़ा है जो िक मुझे 1 माइनस 1 बटा बड़ा देगा u ah y s y s
या 1 माइनस बटा से बड़ा है तो इसका मतलब यह होगा िक का बटा 1 माइनस से अिधक है, हम तुरंत देखते हœ िक जैसे ही s 1 y y y 1 s 
ŮदिशŊत असमानता के दाईं ओर बाईं ओर से 1 जाता है लाल रंग मŐ ŮदिशŊत असमानता अनंत तक जाती है Ɛा का समाधान िनिʮत ŝप से 1 के s y 
बराबर से आगे नही ंरह सकता है, वाˑव मŐ हमने देखा है िक समाधान पर 4 से अनंत तक जाता है जो वाˑव मŐ 1 से कम है अब हमने Ɛा s pi 
िकया है हमने िकया है एक बŠत ही साधारण सी बात है िक हम िडफरŐ िशयल इƓेशन से िडफरŐ िशयल असमानता मŐ चले गए हœ, हम बस इस 1 को खȏ 
कर देते हœ और हम कहते हœ िक डाई बाय डीटी है वगŊ से बड़ा और बाकी की गणना बŠत सरल थी,y 
इसिलए भले ही आपके पास 1 ɘस से घात 10 हो, हम वही काम कर सकते हœ जो हम केवल एक को बंद कर सकते हœ और आप कह सकते हœ िक y 

से अिधक है। 10 हम से घात 10 मŐ िवभािजत कर सकते हœ और उसी पंİƅयो ंके साथ आगे बढ़ सकते हœ, कुछ भी हमŐ ऐसा करने dy by dt y y 
से नही ंरोकता है,
इसिलए मुȞा यह है िक उह अंतर समीकरण को पूरी तरह से हल करना आवʴक नही ंहै, इसे िकसी और चीज़ से बदलने के िलए पयाŊɑ है और यह है 
िवभेदक समीकरण को हल िकए िबना अंतर समीकरण को हल करने के िलए आवʴक नही ंहै , हम अभी भी अपने िनʺषŊ िनकाल सकते हœ और यह 
अंतर समीकरणो ंके िसȠांत मŐ सबसे महȕपूणŊ बात है जो शायद ही कभी अंतर समीकरण को पूरा करने के िलए हल करता है एक अƛर ˙ʼ ŝप से 
िकए िबना समाधान का ʩवहार Ůाɑ करता है समाधान का िनधाŊरण िकए िबना अंत तक समाधान ˙ʼ ŝप से हम समाधान के गुण Ůाɑ करने का 
Ůयास करते हœ जो िक अंतर समीकरणो ंका िसȠांत है अब मुझे सİʃिलत करने दŐ  एक महȕपूणŊ िटɔणी नोट है िक हमने अंतर समीकरण बटाt d y 

बराबर 1 जमा वगŊ से के 0 के बराबर 1 से अंतर असमानता बटा से बड़ा वगŊ के साथ 0 के के बराबर 1 और तब हमने d dt y y dy dt y y 
िनʺषŊ िनकाला िक का बटा 1 माइनस से बड़ा है, िजसका अथŊ है िक का पहले से ही अनंत तक जा चुका होगा जब तक िक s y 1 s s y s 1 
तक नही ंजाता है, हम यह नही ंकह रहे हœ िक का अनंत हो जाता है, ठीक उसी तरह जैसे जाता है 1 हम कह रहे हœ िक का अनंत तक s y s y y 
जाता है या तो एक के पास जाता है या शायद इससे पहले िक अİˑȕ का समय एक से अिधक नही ंहो सकता है, लेिकन यह वाˑव मŐ एक से s y 
बŠत छोटा हो सकता है िजसे हम कायŊ करते हœ हमने देखा िक हमने वाˑव मŐ एकीकृत िकया था िडफरŐ िशयल इƓेशन ˠाइड डाई बटा डीटी मŐ पहला 
िड̾ɘे 1 ɘस ˍेडŊ के साथ 0 का बराबर 1 हमने वाˑव मŐ इस िडफरŐ िशयल इƓेशन को एकीकृत िकया हमने देखा िक हमने पाया िक सॉʞूशनy y 

का के बराबर ɘस के टैन के बराबर है 4 और हमने देखा िक समाधान अनंत तक जाता है Ɛोिंक से की ओर जाता है।y t t pi t 4 pi 
इसिलए थ ई समाधान 1 के बराबर समय से पहले अनंत हो जाता है,
इसिलए असमानता मŐ हमारा अंतर आपको बताता है िक अİˑȕ का समय 1 से अिधक नही ंहो सकता है लेिकन यह वाˑव मŐ अब से कम हो सकता है 
अगली सम˟ा उसी Ůʲ का उȅर देना है, लेिकन डाई के बजाय से 1 जमा वगŊ के बराबर मœ आपको बटा बराबर 1 बटा 1 जोड़ dt y dy dt y 
चुकता 1 बटा 1 जोड़ चुकता िफर से आप 1 जमा वगŊ से गुणा करते हœ, के संबंध मŐ दोनो ंपƗो ंको एकीकृत करने की अनुशंसा की जाती है, y y t 
लेिकन आप यिद आप अपनी पसंद को पसंद करते हœ तो अिनिʮतकालीन इंटीŤल का भी उपयोग कर सकते हœ , लेिकन यहां जहां भी संभव हो िनिʮत 
ŝप से उपयोग करने की िसफाįरश की जाती है तािक आप दूसरी सम˟ा को ˢयं आज़मा सकŐ  और यह पता लगाने का Ůयास कर सकŐ  िक समाधान 
अनंत काल तक बच जाता है या Ɛा यह हमेशा के िलए रहता है ठीक है,
इसिलए दो सरल अɷास हœ जो चर को अलग करने पर आधाįरत हœ जो वगŊ को बाईं ओर ला रहे हœ और के संबंध मŐ एकीकृत कर रहे हœ और इसी y t 
तरह अब हम तीसरी सम˟ा लेते हœ यहाँ हम सम˟ा पर िवचार करते हœ कोसाइन गुणा 1 जमा साइन बटा बराबर 1 जमा साइन x ydy dx x 
कोसाइन मŐ िफर से यह एक चर िवयोǛ समीकरण है याद रखŐ िक के के बराबर Ȫारा Ɛा हैy xy f dx dy 
इसिलए यह कारक कोसाइन मŐ 1 जमा साइन आप इसे दाईं ओर रखते हœ हाथ की ओर और आपको Ɛा िमलता है दािहना हाथ के दो चर x y xy f
का एक कायŊ है और यह के फ़ंƕन के गुणा का एक उȋाद है,y x 
इसिलए जब भी दािहने हाथ की ओर िक जब भी आपके पास Ȫारा होता है तो के बराबर होता है हम अंतर समीकरण को एक चर िवयोǛ dx dy gx 
समीकरण के ŝप मŐ संदिभŊत करते हœ, यह एक चर िवयोǛ समीकरण भी है, अकेले के एक फ़ंƕन का एक उȋाद है जो यहाँ अकेले dy by dx x 

के एक फ़ंƕन है, िनिʮत ŝप से यहाँ कोसाइन की उपİ̾थित के कारण कोसाइन वहाँ मœ यह मानने जा रहा šँ िक और खुले अंतराल मŐ माइनसy x y 
से 2 से बटा 2 मŐ झठू बोलते हœ हम खुले अंतराल मŐ काम करने जा रहे हœ माइनस से 2 से बटा 2 ठीक है ठीक है सम˟ा जारी है pi pi pi pi 

सािबत करŐ  िक का हल पूरे अंतराल पर पįरभािषत िकया गया है घटा बटा 2 बटा 2 और जैसे ही के पास 2 की ओर जाता है, x y pi pi x pi x 
का हल बटा 2 के पास पŠंचता है। उस िवशेष मामले पर चचाŊ करŐ  जहां Ůारंिभक शतŒ िनिदŊʼ हœ, 0 का के बराबर है। यहां एक बदलाव केy, pi y 0 
िलए मœ आपको केवल एक बदलाव के िलए एक अिनिʮत अिभɄ अंग दे रहा šं। चलो अिनिʮत अिभɄ के साथ काम करते हœ, हालांिक वे हीन Ůाणी हœ, 
उɎŐ कोई फकŊ  नही ंपड़ता िक उɎŐ भी जीने का अिधकार है Ɛोिंक यह थे
इसिलए हम चर को अलग करते हœ Ɛोिंक इसे हमŐ से िवभािजत करते हœ और हमŐ से िवभािजत करते हœ तािक चर हœ सभी बाईं cos y cos x y 
ओर और चर सभी दाईं ओर हœ और एक एकीकरण करते हœ िजसे आप 1 बटा बटा एकीकृत कर सकते हœ, x cos y 1 cos y secant y y 
के संबंध मŐ का समाकलन Ɛा है, यह है िनरपेƗ मान डालने की कोई आवʴकता नही ंहै Ɛोिंकsecant y log secant y plus tan y 
हम इस अंतराल मŐ माइनस पीआई 2 से पीआई बटा 2 हœ जहां बात सकाराȏक सेकŐ ड है वाई ɘस टैन वाई Ɛा है िक यह कॉस वाई कोसाइन पर 1 ɘस
साइन वाई होने जा रहा है। एक सम फलन यह धनाȏक है और एक जमा साइन भी धनाȏक है, इसकी कोई आवʴकता नही ंहै या एक िनरपेƗ y f 
मान साइन
इसिलए िक 1 बटा कॉस का इंटीŤल लॉग सेकŐ ट ɘस टैन है और िफर आपको कॉस वाई Ȫारा साइन वाई का इंटीŤल िमला है जो टैन यडी का इंटीŤलy 
है और इंटीŤल लॉग सेकŐ ट है,
इसिलए आपको योग िमला दो लॉग यह एक िनचला उȋाद होगा,
इसिलए बाएं हाथ की तरफ सेकŐ ड ˍायर वाई ɘस सेकŐ ड वाई टेबल के लॉग के ŝप मŐ एकीकृत होगा, िफर आप यहां बŠत सी समŝपता देखते हœ जो 
आप बाईं ओर वाई के साथ देखते हœ आप वही चीज़ देखते हœ एƛ पर ठीक है,
इसिलए जब आप एक ही गीत को एकीकृत करते हœ और नृȑ करते हœ तो यह लॉग सेकŐ ड ˍायर एƛ ɘस सेकŐ ड एƛ टैƛ होगा,
इसिलए जब आप इसे एकीकृत करŐ गे तो आपको एक लॉग सेकŐ ड ˍायर वाई ɘस सेकŐ ड सही समय िमलेगा, चलो बस मुझे एक धीमा कर दŐ  वाˑव मŐ 
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कुछ पंİƅयो ंको सİʃिलत करके आप बाईं ओर सहमत हœ, आप लॉग सेकŐ ड ˍायर ɘस सेकŐ ड वाई टैन वाई बराबर लॉग सेकŐ ड ˍायर एƛ ɘस y 
सेकŐ ड एƛ टैन एƛ ɘस इंटीŤेशन सी एƛपोनŐिटयेट सेकŐ ट Ůाɑ कर रहे हœ वगŊ जोड़ बटा बराबर घात गुणा चुकता y y tan e c secant 
एƛ ɘस सेकŐ ड एƛ टैन एƛ तो यहां हम Ŝकते हœ और यहां हम कहते हœ िक यह समाधान अǅी तरह से आप आपिȅ कर सकते हœ आप कह सकते 
हœ िक समाधान के बराबर होना चािहए जो उस ŝप मŐ नही ंहै िजसमŐ हमŐ समाधान िमला है हमारे पास Ɛा ŝप है समाधान को िनिहत ŝप मŐ विणŊत y 
िकया गया है आपने अपने पाǬŢम के िवभेदक कैलकुस भाग मŐ िनिहत कायŘ और अंतिनŊिहत भेदभाव का अȯयन िकया है, आप िनिहत कायŘ का 
सामना करते हœ और
इसिलए यहां का एक कायŊ है, लेिकन यह ˙ʼ ŝप से विणŊत है िक जब भी आप पहले Ţम मŐ अंतर समीकरणो ंको हल करŐ  आमतौर पर समाधान y x 
ˢयं को िनिहत ŝप मŐ Ůˑुत करेगा Ɛोिंक यह यहां होता है ठीक है
इसिलए समाधान िनिहत ŝप मŐ िदया गया है तो चिलए ˠाइड्स पर वापस जाते हœ हाँ आप देखते हœ िक सेकŐ ड ˍायर वाई ɘस सेकŐ ड वाई टैन वाई 
बराबर है से घात मŐ वगŊ जमा सम˟ा Ɛा है जो आपसे सम˟ा पूछती है सम˟ा को िफर से देखŐ सम˟ा e c secant x secant x tan x 
को िफर से देखŐ सािबत करŐ  िक समाधान संपूणŊ पूणाōक पर पįरभािषत है रावल माइनस पीआई 2 से पीआई बाय 2 यह ˙ʼ है िक यहां समाधान पूरे 
अंतराल पर पįरभािषत िकया गया है कुछ भी नही ंहोता है जब एƛ इस अंतराल पर मेरा मतलब है िक जब तक आप खुले अंतराल मŐ हœ तब तक िकसी 
भी Ůकार का Ůतीत नही ंहोता है इस समीकरण मŐ परेशानी अǅी तरह से देखते हœ िक सम˟ा िफर से Ɛा पूछ रही है Ɛोिंक से की ओर x 2 pi 
जाता है आपको यह िदखाना होगा िक का भी 2 से हो जाता है। देखŐ िक दािहनी ओर सेकŐ ट वगŊ ɘस पर Ɛा होता है x y pi x secant x tan

वह Ɛा है जो कोसाइन वगŊ पर 1 ɘस साइन है, दािहनी ओर 1 जोड़ साइन अपॉन कोसाइन वगŊ है, जैसे से के पास पŠंचता x x x x x x 2 pi 
है 1 ɘस साइन के करीब पŠंचता है और हर कोसाइन वगŊ तक पŠंचता है. औरx 2 x 0 
इसिलए यह कारक सेकŐ ड ˍायर एƛ ɘस सेकŐ ड एƛ टैन एƛ ɘस इनिफिनटी मŐ जाता है और दूसरा कारक İ̾थर है
इसिलए अिनवायŊ ŝप से यह सेकŐ ड ˍायर वाई ɘस सेकŐ ड वाई टैन वाई को अनंतता पर जाना चािहए संयोग से ȯान दŐ  िक अंतर समीकरण आपको 
बताता है िक डीएƛ Ȫारा डीई हमेशा सकाराȏक है याद रखŐ Ɛोिंक सकाराȏक साई 1 ɘस िच˥ है इस अंतराल पर धनाȏक है, कोई सम˟ा नही ंहै 
और
इसिलए Ȫारा धनाȏक है,dx dy 
इसिलए समाधान एक मोनोटोन वृİȠशील फलन है, एक मोनोटोन वृİȠ फलन है और जैसे ही तक 2 जाता है, अब यह अिनवायŊ है िक इस yx x, pi 
समीकरण से हम अिनवायŊ ŝप से देखŐ िक का भी बीटा मŐ जाना चािहए , मोनोटोन का मेरा से तक बढ़ जाता है तािक अंितम x y pi x y 2 pi 
उदाहरण मŐ Ůʲ का उȅर िदया जा सके अȯयन Ɛा होता है जब माइनस से कम हो जाता है,x pi 2 
इसिलए मœ इसे आपके िलए अȯयन करने के िलए छोड़ रहा šं िक Ɛा इस फ़ंƕन के साथ होता है सेकŐ ड ˍायर एƛ ɘस सेकŐ ड एƛ टैन एƛ Ɛा 
होता है जब एƛ माइनस पीआई 2 अǅी तरह से जाता है यह Ɛा है यह 1 ɘस साइन एƛ अपॉन कॉस ˍेर एƛ है Ɛोिंक एƛ माइनस पीआई से 
2 तक जाता है, अंश 0 पर जाता है और तो हर करता है तो यह शूɊ से शूɊ ŝप है
इसिलए आप जानते हœ िक ऐसी सीमाओ ंसे कैसे िनपटŐ, आपने ऐसी कई सीमा सम˟ाएं की हœ और यह पता लगाने के िलए आपके िलए एक मनोरंजक 
अɷास है िक सीमा का Ɛा होता है Ɛोिंक शूɊ से नीचे जाता है 2 से पीआई औरx 
इसिलए आप इसी तरह जांच करते हœ िक संबंिधत का Ɛा होगा के ŝप मŐ माइनस पर जाता है , तो यह आपके िलए अगले Ůʲ के बारे मŐ yx x pi 
सोचने के िलए कुछ है यिद Ůारंिभक İ̾थित 0 का बराबर 0 है, यिद 0 का होता है, अथाŊत जब होता है तो होता है भी 0. तो अंितम y y 0 x 0 y 
ŮदिशŊत समीकरण का Ɛा होता है जो आप यहां इस ˠाइड मŐ लाल रंग मŐ देखते हœ आप इस समीकरण मŐ के बराबर 0 डालते हœ जो लाल रंग मŐ x 
ŮदिशŊत होता है तो Ɛा होता है 0 का है याद रखŐ तो है और है 0. हो जाता है और हो जाता है, y 0 x 0 y tan x 0 tan y 0 secant x 
1 हो जाता है और भी 1 हो जाता है,secant y 
इसिलए जो बचा है वह को घात के बराबर 1 Ůाɑ करता है,e c 
इसिलए लाल रंग मŐ ŮदिशŊत होने वाला समीकरण वगŊ को सरल करता है जमा बराबर वगŊ और secant y secant y tan y secant x 

से घात है औरsecant x tan xe c 1 
इसिलए आपको बस चुकता जमा गुणा बराबर वगŊ जमा िमलता है, यह secant y secant y y secant x secant x tan x 
समीकरण बल देगा आप िक के बराबर है या Ɛा मुझे लगता है िक आपको इसकी जांच करनी चािहए, तो Ɛा यह इस बात का अनुसरण करता है y x 
िक के के बराबर का हल िदया गया है तो समीकरण ई के साथ Ɛा होता है जो हमŐ पता चला िक 1 है औरx y x 
इसिलए हमारा यह समीकरण पढ़ता है सेकŐ ड ˍायर वाई ɘस सेकŐ ड बाय टैन वाई सेकŐ ड ˍायर एƛ ɘस सेकŐ ड एƛ टैन एƛ है तो इससे यह एƛ
के बराबर वाई का पालन करता है को लगता है िक आपको िनिʮत ŝप से कुछ Ɨण िबताने चािहए और इसके बारे मŐ सोचना चािहए हम अगली xi 
सम˟ा पर जाते हœ अंतर समीकरण को हल करते हœ 1 ɘस ई को पावर टीडी बटा डीटी ɘस ई से पावर टी माइनस वाई बराबर 0 िफर से सवाल हल 
करता है कुछ पįरिमत समय के िलए अनंत तक पलायन , अंतर समीकरण को हल करŐ , इसकी भी कोई सीमा नही ंहै Ɛोिंक माइनस इनिफिनटी मŐ t 
जाता है,
इसिलए आपको िजतने Ůʲ िदए जाते हœ, वह एक िडफरŐ िशयल इƓेशन होता है, यह एक वैįरएबल िवयोǛ समीकरण है िजसे आप ई से पावर माइनस y 
मŐ िवभािजत करते हœ और आप 1 ɘस ई से पावर टी मŐ िवभािजत करŐ ,
इसिलए हम ऐसा करते हœ िक डीई बाय डीटी बाय वाई Ůाइम हम ई को पावर Ůाइम ɘस ई को पावर टी पर 1 ɘस ई को पावर टी के बराबर 0 के yy 
बराबर करते हœ, आप इसे तुरंत एकीकृत कर सकते हœ टी के संबंध मŐ और आप ई को घात ɘस Ůाɑ करते हœ 1 ɘस ई टू पावर टी का लॉग वह जगह y 
है जहां सी एकीकरण का िनरंतर है, एकीकरण की िनरंतरता लगभग ˙ʼ ŝप से सकाराȏक है ई शɨ 1.12 मŐ पावर वाई के िलए सकाराȏक है और 1
ɘस ई का पावर टी भी सकाराȏक है
इसिलए एकीकरण का İ̾थरांक सकाराȏक होना चािहए ठीक है
इसिलए अंतर समीकरण भी िदखाता है तो अंतर समीकरण आपको Ɛा बताता है यह आपको बताता है िक Ůाइम समीकरण से नकाराȏक है आप y 
तुरंत देखते हœ िक Ůाइम नकाराȏक है घातीय कायŊ सकाराȏक हœy 
इसिलए समीकरण से आप देखते हœ िक Ůाइम हर जगह नकाराȏक हैy 
इसिलए एक मोनोटोन घटने वाला कायŊ है, मोनोटोन घटते कायŊ Ɛो ंहै और मान लीिजए िक समाधान पूरे अंतराल पर शूɊ से अनंत तक रहना था मानy 
लीिजए िक सीिमत समय मŐ अनंत से कोई बच नही ंहै दो संभावनाएं दो पįर̊ʴ समाधान अनंत तक भाग जाता है एक है िक एक सीिमत समय आपदा है 
या समाधान हमेशा के िलए रहता है मान लीिजए िक एक समाधान हमेशा के िलए रहता है तो Ɛा सी Ɛा आप ऐसा कर सकते हœ िक हम 1.12 मŐ अनंत 
की ओर Ŝख कर सकते हœ, आइए 1.12 पर वापस जाएं,
इसिलए यह एक समीकरण है और अगर मœ यह कर सकता šं िक यह टी के सभी मूʞो ंके िलए माɊ हो तो एक समाधान हमेशा के िलए जीना था तो मœ 
अनुमित दे सकता šं अनंत तक जाने के िलए यिद अनंत तक जाता है तो Ɛा होता है 1 जमा के घात का टमŊ लॉग 1 जमा का घात t t e t e t 
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अनंत तक जाता है दूसरा पद से घात भी धनाȏक होता है तो बायां हाथ की ओर अनंत तक जाता है जबिक दािहने हाथ की ओर İ̾थर है यह कैसे e y 
संभव है हमारे पास एक िवरोधाभास है यह संभव नही ंहै िक समाधान पूरे अंतराल पर रहता है 0 अनंत समाधान हमेशा के िलए नही ंरह सकता समाधान 
समय की सीिमत माũा मŐ अनंत तक बच जाना चािहए Ɛा यह अनंत तक जाएगा या यह शूɊ से अनंत तक जाएगा यिद टी का वाई ɘस अनंत तक जाता 
है तो ई शİƅ वाई ɘस अनंत पर जाएगा और 1.12 ऐसा होने से मना करता है इस मामले मŐ टी के वाई को शूɊ से जाना चािहए अनंत और हमŐ ई Ůाɑ 
करना चािहए की शİƅ पर जा रहा है लार Ɛा है इशारा अंतराल 0 टी िजस पर समाधान पįरभािषत िकया गया है और टी के ŝप मŐ Ɛा होता y y 0 
है वह अİˑȕ का समय है जो वहां है एक सीिमत समय है िजसमŐ चीज शूɊ से अनंत तक बचने जा रही है और वह सीिमत समय है पंूजी टी तो पंूजी का 
मूʞ Ɛा है टी इतना कम टी पंूजी टी मŐ जाता है
इसिलए समीकरण 1.12 मŐ आपको पावर कैिपटल टी मŐ 1 ɘस ई का लॉग िमलेगा लेिकन जैसे ही टी पंूजी मŐ जाता है शूɊ से अनंत तक जाता है यहty 
ई शİƅ शɨ गायब हो जाता है और िफर से दािहना हाथ İ̾थर होता है औरy 
इसिलए आप गणना कर सकते हœ िक पंूजी Ɛा होने वाली है, वह पंूजी Ɛा है जो Ȫारा दी जाने वाली शİƅ पंूजी के बराबर के बराबर है। t t e t e 
सी माइनस 1 तो कैिपटल टी Ɛा है, ई का लॉग इन पावर सी माइनस 1 तािक मूल ŝप से आपके िलए इस पहले Ůʲ का उȅर िदया जा सके, मœ आपके 
बारे मŐ सोचने के िलए दूसरा भाग छोड़ दंूगा आपके पास िवचार के िलए कुछ खाना होना चािहए अब हम उस िवशेष İ̾थित को देखŐगे जब हम इस अवकल
समीकरण को देखते हœ तो Ɛा होता है? जो पįरवतŊनशील िवयोǛ है के बराबर मŐ हमŐ याद है िक हम हर समय से िवभािजत होते dy dx gx hy h 
रहे हœ हम इस तȚ का भी उपयोग कर रहे हœ िक शूɊ अǅी तरह से नही ंहै के गायब होने मŐ Ɛा सम˟ा है यिद शूɊ हो जाता है तो हम g x h h 
कर सकते हœ ' को से िवभािजत करŐ  यिद शूɊ नही ंहै तो हम अभी भी से िवभािजत कर सकते हœ लेिकन के शूɊ होने के बारे मŐ Ɛा है, t h h h g g
के शूɊ होने मŐ Ɛा नुकसान है नुकसान यह है िक याद रखŐ िक हम चर के पįरवतŊन का उपयोग कर रहे हœ उह Ůमेय Ůित̾थापन Ůमेय याद रखŐ िक हम 
कई बार Ůित̾थापन Ůमेय का उपयोग कर रहे हœ और हम केवल Ůित̾थापन Ůमेय का उपयोग कर सकते हœ, ʩुȋɄ अंतराल के दौरान गैर-शूɊ है, इस 
बारे मŐ िचंता करŐ  िक Ɛा होता है जब का यह जी शूɊ होता है ठीक है, मœ आमतौर पर वाˑिवक जीवन İ̾थितयो ंमŐ कहता šं जब िडफरŐ िशयल x 
इƓेशन आपके पास आते हœ, वे िनधाŊįरत Ůारंिभक शतŘ के साथ आपके पास आएंगे और
इसिलए शुŜआती İ̾थितयां ऐसी हœ िक आपके पास के बराबर Ɛो ंहै जहां कुछ िनिʮत समय है और x n n y naught x naught y 

िसːम की İ̾थित समय मŐ है बराबर अब मान लीिजए िक यिद का शूɊ शूɊ होता है, मान लीिजए िक का शूɊ दािहने हाथो ंnaught x x y y n 
मŐ शूɊ होता है, तो दािहने हाथ की ओर शूɊ होता है, ȯान दŐ  िक İ̾थर फ़ंƕन अंतर समीकरण को ठीक उसी समय संतुʼ करता है जब आप एक İ̾थर 
फ़ंƕन को अलग करते हœ। बाएं हाथ की ओर 0 है और İ̾थर कायŊ बराबर शूɊ है जब आप इसे ɘग इन करते हœ तो आप देखते हœ िक दािहने हाथy y 
की ओर भी 0 है।
इसिलए 0 0 के बराबर है,
इसिलए शूɊ के बराबर का िनरंतर कायŊ अंतर को संतुʼ करता है समीकरण यह Ůारंिभक İ̾थित फ़ंƕन को भी संतुʼ करता है हर जगह हर y x y 
जगह शूɊ के बराबर है औरy 
इसिलए िवशेष ŝप से शूɊ पर भी यह शूɊ के बराबर हैx y 
इसिलए हमने Ůारंिभक मूʞ सम˟ा को हल िकया है अथाŊत् समाधान िनरंतर समाधान है
इसिलए मामला जब एच 0 होता है तो दूसरी तरफ इस बŠत ही मामूली फैशन मŐ संभाला जा सकता है यिद वाई शूɊ का एच 0 नही ंहै तो हम हाय याद से
िवभािजत कर सकते हœ हम केवल एƛ के आसपास एक छोटे से अंतराल मŐ İ̾थित को देख रहे हœ याद नही ं िक समाधान पूरे समय के अंतराल के िलएr 
नही ंरह सकता है और संपूणŊ नाटक केवल Ůारंिभक İ̾थितयो ंके पड़ोस मŐ माɊ है,
इसिलए शूɊ के करीब है और शूɊ के करीब जा रहा है। का शूɊ शूɊ नही ंहैx y y y 
इसिलए एच शूɊ नही ंहोने वाला है, िनरंतरता की तरह Ɛो ंनही ंहै,
इसिलए मœ शूɊ के एच से िवभािजत कर सकता šं लेिकन एƛ शूɊ का जी शूɊ हो सकता है, इस मामले मŐ चर सूũ के पįरवतŊन का हमारा उपयोग y 
Ůित̾थापन Ůमेय का हमारा उपयोग संिदƭ है िकस मामले मŐ हम यह करŐ गे िक हम मान लŐगे िक जी शूɊ है जी शूɊ है , उन ̾थानो ंके बीच बŠत से िबंदु 
जहां जी 0 है जी सƢी से सकाराȏक या सƢी से नकाराȏक होने जा रहा है और हमŐ अलग-अलग İ̾थित का िवʶेषण करना होगा अंतराल िजस पर 
जी शूɊ नही ंहै यह जी अलग-अलग ̾थानो ंपर 0 है िजसे अलग से िनपटाया जाना है, अगले उदाहरण के ŝप मŐ हम Ǜािमित से एक बŠत लोकिŮय 
सम˟ा लेते हœ यह सम˟ा िविभɄ पुˑको ंमŐ है यह इतनी लोकिŮय है िक मुझे वाˑव मŐ याद नही ंहै िक मœने इसे कहाँ देखा था पहली बार उदाहरण के 
िलए,
इसिलए मœ आपको इसके िलए एक संदभŊ नही ंदेने के िलए Ɨमा चाहता šं, एक िवमान वŢ खोजŐ सम˟ा Ɛा है िवमान वŢ को संपिȅ के साथ केy fx 
बराबर खोजŐ िक इसके सभी मानदंड एक ही िबंदु से गुजरते हœ Ǜािमतीय ŝप से आपका अंतǒाŊन आपका Ǜािमतीय अंतǒाŊन आपको यह बताना चािहए 
िक यह वŢ एक वृȅ होना चािहए, आइए हम कैलकुलस का उपयोग करते Šए सटीक गिणतीय तकŊ  के साथ इस अंतǒाŊन का बैकअप लŐ, आइए मान लŐ 
िक िजस िबंदु से सभी मानदंड गुजरते हœ वह मूल िबंदु है और आइए हम एक िविशʼ िबंदु पर शूɊ लŐ। समीकरण के साथ वŢ के x n y y y fx 
बराबर है तो पर सामाɊ का ढलान Ɛा है, वाˑव मŐ मुझे िचũ बनाने की कोई आवʴकता नही ंहै Ɛोिंक मœ आपसे आŤह करता šं x naught y 
िक जब आप इन ʩाƥानो ंको सुनते हœ तो मœ आपसे डूडल और डŌ ा करने का आŤह करता šं िचũ ˢयं इतना सरल है िक िचũ की कोई आवʴकता नही ं
है आपके पास अपनी तेज कʙना भी है आपको यह िबंदु शूɊ पर वŢ पर शूɊ शूɊ शूɊ ˙शŊरेखा का ढलान Ɛा है x x y f p rime x 

तो सामाɊ सामाɊ का ढलान ˙शŊरेखा के लंबवत हैnaught 
इसिलए ˙शŊरेखा का ढलान का अभाǛ है, सामाɊ का ढलान शूɊ से 1 बटा अभाǛ शूɊ होने वाला है, जो िक आप ˠाइड मŐ देखŐ का x f x x 
अभाǛ शूɊ से घात -1 तो सामाɊ का समीकरण Ɛा है सामाɊ का समीकरण घटा है बराबर गुणा घटा शूɊ घटा y y naught m x x y y 
शूɊ बराबर ढलान मŐ माइनस नॉट सो िलिटल रीअरŐजमŐट आपको वाई माइनस वाई नॉट इन एफ Ůाइम ऑफ एƛ नॉट ɘस एƛ माइनस m x x 
एƛ शूɊ बराबर शूɊ देता है यह सामाɊ का समीकरण है अब हम Ɛा कह रहे हœ हम कह रहे हœ िक यह सामाɊ मूल से गुजरता है
इसिलए मूल इस समीकरण को संतुʼ करता है िक जब मœ को 0 के बराबर और को 0 के बराबर रखता šं तो यह समीकरण माɊ होना चािहए तो x y 
चिलए को 0 के बराबर और को 0 के बराबर रखते हœ, हमŐ Ɛा िमलता है हमŐ समीकरण शूɊ िमलता है ɘस शूɊ मŐ का अभाǛ x y x y x x 
शूɊ के बराबर 0 यह समीकरण 1.13 है
इसिलए हम देखते हœ टी 1.13 को वŢ के सभी िबंदुओ ंपर वŢ के सभी िबंदुओ ंपर पकड़ना चािहए, हम इस समीकरण 1.13 को धारण करना tha 
चािहए, िनिʮत ŝप से अगली बात यह होगी िक समीकरण 1.13 को देखŐ और बस इन कʼŮद सबİˌɐ को शूɊ पर छोड़ दŐ , तो चलो छोड़ दŐ  कʼŮद 
सबİˌɐ शूɊ
इसिलए चंूिक यह वŢ पर सभी िबंदुओ ं शूɊ शूɊ के िलए रखता है औरx y 
इसिलए हम सबİˌɐ शूɊ के िबना एक िबंदु एक तीन िलखते हœ और के Ůाइम के ̾थान पर Ȫारा पįरिचत नोटेशन डाई का उपयोग करते हœ x f dx 
और
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इसिलए 1.13 Ɛा है जमा बटा बराबर 0 यह बटा बराबर घटा यह एक चर िवयोǛ अंतर समीकरण है यह एक चर िवयोǛx ydy dx ydy dx x 
अंतर समीकरण है और आप इसे तुरंत एकीकृत कर सकते हœ और आप चुकता बटा 2 बराबर घटा चुकता 2 जमा İ̾थरांक Ůाɑ कर सकते हœ या y x y
चुकता जमा चुकता के बराबर होता है वŢ वृȅ हैx 2c 
इसिलए हमारे अंतǒाŊन को कैलकुलस का उपयोग करते Šए सटीक गिणतीय तकŊ  Ȫारा समिथŊत िकया गया है ,
इसिलए वŢ संपिȅ के साथ वŢ है जो सभी मानदंड एक िबंदु से गुजरते हœ
इसिलए अब एक वृȅ है हमारे एजŐडे मŐ अगला आइटम रेनवेल की पुˑक Ůाथिमक अंतर समीकरणो ंसे एक बŠत ही रोचक उदाहरण का अȯयन करना
है, सटीक संदभŊ बाद मŐ उदाहरण के अंत मŐ िदया जाएगा, तो उदाहरण Ɛा हœ हम एक चर िवयोǛ समीकरण लेते हœ 1 घटा वगŊ का वगŊमूल बटा x dy 

ɘस वगŊमूल 1 घटा चुकता बराबर 0 का 0 बराबर ŝट 3 बटा 2, हमेशा की तरह आगे बढ़ने पर हमŐ 1 घटा वगŊ का पूणाōक Ůाɑ dx y y xy dx 
होता है और 1 ऋण वगŊ के वगŊमूल पर पूणाōक के बराबर होता है। इंटीŤल, जैसा िक सभी जानते हœ, का साइन ʩुǿम है और x dx 0 y y x 
इंटीŤल, 0 का इंटीŤल का साइन ʩुǿम है, िनिʮत ŝप से अब एक İ̾थरांक है जो इंटीŤेशन के İ̾थरांक को िनधाŊįरत करने के िलए है िजसे हम x 
Ůारंिभक डेटा मŐ Ůारंिभक İ̾थित के िलए Ůारंिभक İ̾थित मŐ डालते हœ जब है ŝट 3 बटा 2 ŝट 3 बटा 2 है.x 0 y 
इसिलए को 0 के बराबर और को ŝट 3 बटा 2 मŐ रखŐ.x y 
इसिलए ŝट 3 बटा 2 का Ǜा ʩुǿम बटा 3 हैi 
इसिलए अचर का मान बटा है 3. तो यह इसके बारे मŐ है मेरा मतलब है िक यह एक बŠत ही आसान सम˟ा है जहाँ तक सॉİʢन जी इस Ůारंिभक pi 
İ̾थित के साथ इस अंतर समीकरण का संबंध है , लेिकन हमŐ यहां नही ंŜकना चािहए, हमŐ वाˑव मŐ अपनी जांच को थोड़ा और आगे ले जाना चािहए और 
कुछ बŠत ही रोचक चीजŐ सामने आती हœ, Ɨमा करŐ , जबिक यह बŠत आसान लग सकता है आइए हम समाधान को कुछ िवˑार से देखŐ तो Ɛा Ɛा हमŐ 
İ̾थरांक का मान बटा 3 िमलता है याद रखŐ तो हमŐ बराबर बटा 3 घटा का Ǜा ʩुǿम िमलता है, तो चिलए दोनो ंपƗो ंकी Ǜा लेते हœ, pi y pi x 
हमŐ बराबर की Ǜा बटा 3 घटा साइन ʩुǿम िमलता है एƛ साइन के िलए अितįरƅ सूũ को याद करते Šए साइन के िलए अितįरƅ सूũ Ɛा y pi 
है कृपया यह एक ɘस बी की साइन है, एक कॉस बी ɘस कॉस ए साइन बी है और एक माइनस बी की साइन साइन ए कॉस बी माइनस कॉस ए साइन 
बी है तो यह साइन पाई बटा 3 कॉस ऑफ साइन ʩुǿम एƛ माइनस कॉस पीआई बटा 3 इन साइन ऑफ साइन इन इनवसŊ ऑफ एƛ ऑल राइट 
होने जा रहा है िजससे आपको बराबर ŝट 3 बटा 2 कॉस ऑफ साइन ʩुǿम माइनस हाफ िमलता है तो हम शायद इस आधे को बायी ंy x x x 
ओर लाना चािहए और वगŊ जब हम वगाŊकार करते हœ तो हमŐ Ɛा िमलता है जमा बटा 2 पूरा वगŊ 3 बटा 4 है, का Ůितलोम चुकता है और y x x cos 
जो का 1 ऋण साइन चुकता Ǜा Ůितलोम है 1 ऋण साइन चुकता Ɛा है का Ůितलोम यह केवल 1 ऋण चुकता है यह बस है 1 माइनस x x x x 
ˍेडŊ वेल अगली बात यह होगी िक इसका िवˑार िकया जाए और शɨो ंको अǅी तरह से इकǧा िकया जाए, हमŐ अिधक सुŜिचपूणŊ फॉमूŊलेशन िमलता 
है ˍेडŊ ɘस ˍेडŊ ɘस बराबर 3 बटा 4। ȯान दŐ  िक समाधान का यह अवतार हमारे िपछले से िकतना अलग है। अवतार हमारा िपछला x y xy 
अवतार ɘस साइन ʩुǿम के बराबर बटा 3 का था और अब हमŐ एक बŠत अलग िदखने वाला समीकरण िमला है िजसका समाधान को y x pi y 

के संदभŊ मŐ िदया गया है, चलो थोड़ा आगे बढ़ते हœ आइए हम हार न मानŐ इस चरण मŐ आइए हम यह समझने की कोिशश करŐ  िक यह वŢ Ɛा है यह x 
तल मŐ एक वŢ है यिद पद नही ंहोता तो यह केवल वगŊ होता और चुकता 3 बटा 4 के बराबर होता हम बŠत खुश होगें और हम ' िũǛा xy xy x y 

मूल 3 बटा 2 का एक वृȅ खीचं रहा होगा लेिकन दुभाŊƶ से यह शɨ चल रहा है जी चीजो ंको थोड़ा जिटल करने के िलए लेिकन हम यह समझना xy 
चाहŐगे िक यह समीकरण िकस तरह का वŢ है जो एƛ वगŊ ɘस वाई ˍायर ɘस एƛवाई बराबर 3 बटा 4 का Ůितिनिधȕ करता है। वŢ की Ůकृित 
की जांच करने के िलए एƛ ˍायर ɘस वाई ˍायर ɘस एƛ ˍायर बराबर 3 ब 4 आइए हम छोटे को 1 बटा ŝट 2 मŐ कैिपटल ɘस y x 
कैिपटल िलिटल बराबर 1 बटा ŝट 2 मŐ कैिपटल घटाकर कैिपटल मŐ डालते हœ, आप मŐ से उन लोगो ंके िलए िजɎोनें कोऑिडŊनेट ǛोमेटŌ ी y x x y 
ठीक से सीख ली है, वे पहचान लŐगे िक हम घूणŊन कर रहे हœ हम िनदőशांक Ůणाली को के कोण से 4 से घुमा रहे हœ और यह समझने की कोिशश कर pi 
रहे हœ िक समीकरण वगŊ ɘस वगŊ ɘस बराबर 3 बटा 4 का Ɛा होता है। अǅी तरह से नया समीकरण समीकरण या नई िनदőशांक Ůणाली x y xy 
मŐ वŢ 3 वगŊ और वगŊ 3 बटा 2 के बराबर है। िनɻ और देखो यह एक दीघŊवृȅ है 3 वगŊ और वगŊ 3 बटा 2 के बराबर एक मानक दीघŊवृȅ है x y x y 
अब आइए इस दीघŊवृȅ को थोड़ा देखŐ नए समɋय मŐ ȯान से दीघŊवृȅ वगŊ है और वगŊ 3 बटा 2 है। आइए यह पता लगाने की कोिशश करŐ  tes 3x y 
िक इस दीघŊवृȅ का अधŊ-Ůमुख अƗ और अधŊ-लघु अƗ Ɛा है आइए हम समीकरण को 3 3 से 2 से िवभािजत करŐ  तािक सही बनाया जा सके हाथ की 
तरफ 1 तो अगर हम ऐसा करते हœ तो Ɛा होता है 3 से 2 से िवभािजत करते हœ हमŐ Ɛा िमलता है वगŊ बटा आधा जोड़ चुकता 3 बटा 2 बराबर 1. x y 
तो अधŊ-Ůमुख अƗ Ɛा है अधŊ -Ůमुख अƗ वगŊमूल है 3 बटा 2 का अधŊ-Ůमुख अƗ 3 बटा 2 का वगŊमूल है और अधŊ-लघु अƗ 1 बटा ŝट 2 है।
इसिलए मानक दीघŊवृȅ Ůमुख और लघु अƗ समɋय अƗ के साथ हœ लेिकन याद रखŐ िक हमने Ɛा िकया हमने घुमाया कोण पीआई के माȯम से 
समɋय Ůणाली 4 से हमने कोण पीआई के माȯम से समɋय Ůणाली को 4 से घुमाया। तो मूल अंडाकार की Ůमुख और छोटी धुरी Ɛा हœ यह पीआई के 
कोण पर 4 के कोण पर ढलान वाली रेखा है और दूसरी रेखा िजस पर ढलान हो रही है माइनस पीआई बटा 4 का कोण।
इसिलए वगŊ जोड़ वगŊ जोड़ बराबर 3 बटा 4 एक मानक दीघŊवृȅ है िजसे कोण Ȫारा 4 से घुमाया जाता है। यह संुदर उदाहरण अलŊ डी x y xy pi 
रेनिवले के Ůाथिमक अंतर समीकरणो ंसे है, पांचवŐ संˋरण मŐ इस पुˑक के कई संˋरण आए हœ, यह दसवŐ संˋरण मŐ आया है लेिकन मœ पांचवŐ 
संˋरण की बात कर रहा šं और पेज नंबर पांचवŐ संˋरण को संदिभŊत करता है
इसिलए यह सम˟ा पृʿ पर िदखाई देती है इस खूबसूरत िकताब का 4243 और यह सम˟ाओ ंका इसका उʟेखनीय संŤह है, मœ आपसे अǷाकार 
कायŘ के जɉ को देखने का आŤह करता šं, अब आप सोच सकते हœ िक यह िवशेष सम˟ा बŠत सरल थी, यह बŠत ही सरल सम˟ा है, 1 माइनस y 
वगŊ के वगŊमूल Ȫारा एकीकृत डाई ɘस 1 के वगŊमूल पर का इंटीŤल माइनस वगŊ बराबर 0 आपको आʮयŊ हो सकता है िक हम इस तरह के तुǅdx x 
अɷास Ɛो ंकरते हœ शायद आप मŐ से कुछ को यह उबाऊ लग सकता है लेिकन मœ आपको यह िवʷास िदलाना चाहता šं िक इससे कुछ बŠत ही 
गैर-तुǅ होता है और गिणत का बŠत ही रोमांचक िहˣा यह िवचार है िक इस चुकता को से घात चौथाई मŐ बदल िदया जाए और इस वगŊ को y y x 

से घात चार मŐ बदल िदया जाए यिद आप बŠत काम कर रहे हœ आपके इंटीŤल कैलकुलस कƗाओ ंमŐ इंटीŤल के एस आपको पता चल जाएगा िक 1 x 
माइनस के वगŊमूल से घात 4 को एकीकृत नही ंिकया जा सकता है आप के अिनिʮतकालीन इंटीŤल की गणना 1 माइनस के वगŊमूल से घात 4 y ty y 
तक अǅी तरह से नही ंकर सकते हœ तो Ɛा होता है यह है िक हमने जो कुछ भी िकया था, हमŐ यह समीकरण ɘस साइन ʩुǿम के बराबर x y c 
इस सुŜिचपूणŊ ŝप मŐ वगŊ ɘस वगŊ ɘस तीन चौथाई के बराबर िमला है,x y xy 
इसिलए िकसी तरह आपको शायद यह िवचार िमल जाना चािहए िक अंतर समीकरण िकसी भी तरह से एक दीघŊवृȅ िȪतीय िडŤी वŢ से संबंिधत है,
इसिलए यूलर आगे चला गया और उसने इस İ̾थित को अिभɄ शूɊ से यू उह के साथ देखा, िजसमŐ हर मŐ चौथी शİƅ थी,
इसिलए हमने जो कुछ भी िकया है, वह थोड़ा अलग ŝप मŐ िलखा जा सकता है। एक ही िवचार है लेिकन थोड़ा अलग अवतार मŐ 0 से यू डीटी के मूल से 1 
घटा वगŊ ɘस इंटीŤल 0 से के वगŊमूल Ȫारा 1 घटा वगŊ िफर से इंटीŤल बटा 1 माइनस वगŊ का वगŊमूल है लेिकन यू और वी को t v dt t dt t 
शािमल करने वाली कुछ जिटल अिभʩİƅ के िलए अलग-अलग सीमाएं 0 यह जिटल अिभʩİƅ Ɛा है यह यूवी का फाई है जो यू ŝट के बराबर है 1 
घटा वी वगŊ ɘस वी ŝट 1 शूɊ से यू चुकता यूलर ने Ɛा िकया था उसने टी वगŊ को टी से बदल िदया था शİƅ 4 और एक अिधक जिटल शुʋ के साथ 
एक समान अिभʩİƅ Ůाɑ की और यह एक बŠत ही उʟेखनीय उपलİɩ थी Ɛोिंक तीन दशक बाद गॉस ने ʩुǿम फ़ंƕन का अȯयन िकया याद 
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रखŐ 0 से के मूल Ȫारा 1 घटा वगŊ, का साइन ʩुǿम है और इसका ʩुǿम है साइन फंƕन इसी तरह फंƕन इंटीŤल 0 टू यू डीटी बाय u dt t u 
ˍायर ŝट 1 माइनस टी टू पावर 4 का एक ʩुǿम भी होता है िजसे एिलिɐक साइन फंƕन कहा जाता है और िजनका अȯयन गॉस Ȫारा तीन दशक 
बाद लगभग 1796 मŐ िकया गया था और गॉस ने एक अितįरƅ Ůाɑ िकया अǷाकार साइन फ़ंƕन के िलए सूũ िũकोणिमतीय साइन फ़ंƕन के िलए 
अितįरƅ सूũ का एक एनालॉग सटीक है तािक आप देख सकŐ  िक जो एक बŠत ही सहज िदखने वाला अंतर समीकरण Ůतीत होता है वह वाˑव मŐ है 
आपको Ůवेश Ȫार के माȯम से गिणत के एक बŠत ही शानदार िहˣे मŐ ले गया, अǷाकार कायŘ का िसȠांत इन चीजो ंका एक बŠत ही संुदर िववरण 
एआई माकŊ स शैिवश की पुˑक मŐ पाया जा सकता है , उʟेखनीय संकेत कायŊ िजसके िलए मœ आपको ˠाइड मŐ संदभŊ देता šं
इसिलए िवचार था इसे लेने के िलए इस सरल चर िवयोǛ अंतर समीकरण को लेना था और इसे गिणत के एक संुदर िहˣे की एक झलक देने के िलए एक
बहाने के ŝप मŐ लेना था। 
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