
નમչતે
 તેથી િવભેદક સમીકરણો પરના Ԛેણીના બીӽ յયા՚યાનમાં િવԾાથӯઓનું չવાગત છે 
ચાલો આપણે સંિԟՃમા ંયાદ કરીએ કે અમે Ԟાં રોકાયા હતા અમે
એક ખૂબ જ િનદӷષ દેખાતા િવભેદક સમીકરણ બાય બરાબર չՄેર જોઈ રՑા હતાdy dt y 
અને અમે આ િબંદુ સુધી આյયા અને અમને ઉકેલ મմયો  બરાબર બાય 1 માઈનસ અમે અવલોકન કરીએ છીએ કેyt c ct 
ઉકેલ ԧાર ેડાબી બાજુથી 1 ઓવર પર ӽય છે ըયાર ેઉકેલ અનંત સુધી ӽય છેc 
.
 મયાӪિદત સમયમાં ઉકેલ ઉડી ӽય છે ըયા ંએક મયાӪિદત સમય આપિԱ હોય છે કારણ કે આ કારણ હતું કે આવું કેમ થાય છે
કારણ કે આ չՄેર ટમӪને չՄેરને બદલે જો હંુ Ԟુબ મુકંુ તો તમે જોશો કે તેy y y 
જ વչતુ મયાӪિદત સમયમાં થઈ રહી છે ઉકેલ અનંત સુધી શૂટ થઈ જશે ըયાં
િવભેદક સમીકરણમા ંકંઈ ખોટંુ નથી  િવભેદક સમીકરણ 
દરકે જ՛યાએ յયા՚યાિયત થયેલ છે  չՄેર એ બહુપદી છે.y 
 તેમ છતાં ઉકેલ એ
સંપૂણӪ વાչતિવક રખેા પર રહેતો નથી તે પર માઈનસ અનંતથી 1 સુધી રહે છે તે અંતરાલ છે જનેા પરc 
ઉકેલ એ સામાլય રીતે સંપૂણӪ વાչતિવક રખેા નથી પરંતુ વાչતિવક રખેાનો માԋ એક ભાગ છે તેe  xists 
વાչતિવક રખેાનો માԋ એક ખૂબ જ નાનો ભાગ છે જથેી હંુ અગાઉની չલાઇડમાં આનો અથӪ એ જ હતો ԧારે
મӱ કՑું હતંુ કે ભલે િવભેદક સમીકરણ દરકે જ՛યાએ յયા՚યાિયત કરવામાં આવશે  અંતરાલ કે જ ેi 

ઓછા અճપિવરામ વԱા એ તે અંતરાલ કદાચi is equal to t naught a t naught i 
સમયનો આખો અંતરાલ ન હોઈ શકે જ ેમયાӪિદત સમયમાં અનંતમા ંભાગી શકે છે.

ચાલો હવે આ ઘટનાને
થોડી વધુ િવગતમાં જોઈએ કદાચ થોડા વધુ ઉદાહરણોમાં આપણે જોઈ શકીએ છીએ કે આપણે તેને իયાનમાં લઈએ તે પહેલાં આપણે 
જોઈ શકીએ છીએ કે એક
અլય નાનો મԹુો છે જનેે હંુ સંબોધવા માંગુ છંુ.
 એટલે કે જો તમે નોիંયું હોય કે
અમે  અિનિՆત પૂણાӭકોનો ઉપયોગ કરીને હંુ િનદӲશ કરવા માગંુ છંુ અને હંુ
મારા બધા િવԾાથӯઓને આ વાત કહંુ છંુ કે ԧાર ેપણ શԞ હોય ըયાર ેચોԜસ પૂણાӭકો સાથે કામ કરો, અિનિՆત અંતરાલો ટાળવાનો 
Ԑયાસ કરો
એવી પિરિչથિતઓ છે ԧાં તમે તે કરી શકતા નથી અથવા ԧાર ે અને પિરિչથિતઓમાં તે સંભવતઃ
શԞ નથી અથવા તેનો ઉપયોગ ન કરવો તે વધુ અણઘડ છે
 તેથી ԧાર ેપણ શԞ હોય ըયાર ેચોԜસ પૂણાӭકોનો ઉપયોગ કરવાનો Ԑયાસ કરો
તે મૂળભૂત મԋં છે જ ેહંુ જણાવવા માંગુ છંુ કે શા માટે ચોԜસ પૂણાӭકોનો ઉપયોગ કરવો જોઈએ
કારણ કે ચોԜસ પૂણાӭકો ԚેՌ છે તેઓ શા માટે ԚેՌ છે  Ӿવોએ
નોիંયું છે કે અિવભાԧ એ થી સુધી કોઈપણ સતત કાયӪ માટે յયા՚યાિયત કરવામાં આવે છે fx dx a b f

અંતરાલ પર Ԑતીકનો ચોԜસ અથӪ છે કે તમેx ab 
અિનિՆત પૂણાӭકની ગણતરી કરી શકો છો કે નહી ંતમે શોધી શકો છો કે નહી ં ના માટે આિદમ આx f 
Ԑતીક અિવભાԧ એ માટે સંપૂણӪ અથӪમા ંબનાવે છે બીજો ફાયદો એ છે કે ԧાર ેતમે િવભેદક સમીકરણોમાં ચોԜસ bfx dx 
પૂણાӭકોનો ઉપયોગ કરો છો ըયાર ેતમે Ԑારંિભક શરતોને આપમેળે સમાિવՋ કરો છો
 તેથી ચાલો આપણે એ જ સમչયા ફરીથી
અિનિՆત પૂણાӭકોને બદલે િવિવધ પૂણાӭકોનો ઉપયોગ કરીને કરીએ.
  ચાલો ફરીથી
િવભેદક સમીકરણ 1 પર પાછા જઈએ
ચોԜસ અંતરાલ 0 અճપિવરામ પર ના સંદભӪમા,ં એટલે કે આપણે આ વખતે ચોԜસ પૂણાӭક જોઈ રՑાs t 
છીએ અને આપણે અિભՂ 0 થી ઓવર નો વગӪ Ԑાઇમ માંs 1 yt y t dt 
પૂણાӭક 0 થી જમણી બાજુએ શું મેળવીએ છીએ  અલબԱ ડાબી બાજુએ શું છે તે સાથ ેસંકિલત થાય છેs dt 
યાદ રાખો કે િવભેદક સમીકરણ Ԑાઇમ Ԑાઇમ չՄેર છેdy dty y y 
 તેથી y
અિવભાԧ સકારાԵક જમણો છે
 તેથી એ સખત રીતે મોનોટોન વધતું કાયӪ છે અનેy 
 તેથી હંુ તમને
અવӾે Ԑમેયને અપીલ કરી શકંુ છંુ  હંુ નું બરાબર ની સાથે મૂકંુ છંુ અને મને અિવભાԧ મળે છે t y u y t dt

ԧાર ે હોય ըયાર ે0 નું શું હતું અને ԧાર ે નું મճૂય ની ચલનું મૂճયis du t 0 y c t s s 
નું હશે તેથી   અવેӾનો ઉપયોગ કરીને પૂણાӭક નું બરાબર મા ંԁપાંતિરત થાય છેu s y t y u 

થી ના Հારા ચોરસ બરાબર હવે તમે ને વગӪ Հારા સંકિલત કરી શકો છો અનેintegral c sdu sdu u s du u 
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પછી તે Ԑારંિભક િչથિત માટે ઓછા િચՏ સાથે પર 1 હશે અને આ c u c
અને અને તમે સરળ અને પુનઃյયવિչથત કરો  ની y  s s ty
બરાબર છે ને 1 ઓછા વડે ભા՛યા છેc cs 
 તેથી હંુ આ નાના બીજગિણતને બાદ કરી રՑો છંુ
ડુને એકીકૃત કરવાની આ સમչયાને չՄેર Հારા મયાӪદામાં મૂકીને પુનઃ ગોઠવણી કરીને અને તમારોu 

મેળવવો એ ખૂબ જ નӾવી કવાયત છે અને હંુ તમને વહન કરવા િવનંતી કԀં છંુ તે ӽતે જ બહાર કાઢો અને ચકાસો કે અંતેy 
તમને 1 ઓછા પર ની બરાબર મળે છે તમે આ િવભેદક સમીકરણનો ઉકેલ મેળવો છોcs c y 
પરંતુ આ વખતે અમે અગાઉની չલાઇեસની જમે յયવિչથત રીતે િનિՆત પૂણાӭકોનો ઉપયોગ કયӷ છે અને અિનિՆત
પૂણાӭકોનો ઉપયોગ કયӷ છે ઠીક છે અને હંુ એકવાર  તમને ફરીથી યાદ અપાવવા માંગુ છંુ કે ચોԜસ
અિભՂ յયિԝઓ ԚેՌ Ӿવો છે յયા՚યા તમને આિદમ શોધવા માટે સԟમ છે કે નહી ંતે իયાનમાં લીધા િવના સંપૂણӪ અથӪમા ંછે કે 
તમે કોઈ ફં՘શન શોધી શકશો કે જનેું
յયըુપՂ આપેલ ફં՘શન એլટી-ડેિરવેિટવ છે કારણ કે તે અિભՂ હતા.
  કોસાઈન એ સાઈન વԱાx x 

છે કારણ કે સાઈન નું յયըુપՂ કોસાઈન છે જ ેકોસાઈનનું િવરોધી յયըુપՂ છે સાઈનc x 
છે આ િકչસામાં આકૃિત કરવી સરળ છે  હેટ કોસાઇનનું એિլટ-ડેિરવેિટવ છે પરંતુ ઘણા િકչસાઓમાંw 
તમે ӽણો છો કે ડેિરવેિટવ નԜી કરવું સરળ નથી તે મնુકેલ છે Ԟારકે
તમારા માટે તે ફં՘શન શોધવાનું િબલકુલ શԞ નથી કે જનંુે ડેિરવેિટવ એ આપેલ ફં՘શન છે પરંતુ ԧાર ેતમે ચોԜસ ઇિլટԆલ સાથ ે
કામ કરો છો ըયારે
ચોԜસ ઇિլટԆճસ  યાદ રાખો કે િવչતારો તરીકે յયા՚યાિયત કરવામાં આવે છે અને તેનો ખૂબ જ
સચોટ અને સખત ગાિણિતક અથӪ છે જથેી તેઓ હંમેશા ԚેՌ પદાથӷ હોય છે
તેથી હવે ચાલો બે કવાયત પર જઈએ િવભેદક સમીકરણ બાય બરાબર 1 વԱાdy dt 

չՄેર Ԑારંિભક શરતો િનધાӪિરત છે 0 ની બરાબર  1.y 
 શું સોճયુશન મયાӪિદત સમયમાં અનંત સુધી છટકી ӽય છે
તો શું થશ ેજો જમણી બાજુએ 1 વԱા ને ઘાત 10 થી બદલવામાં આવે તોy 
ચાલો આ ԐՇ કેવી રીતે કરવો તે િવશે થોભો અને િવચારીએ.
 તમે જોશો કે તમારો Ԑારંિભક આવેગ આને સંકિલત કરવા દો.

િવભેદક સમીકરણ ઠીક છે, ચાલો તેને અજમાવીએ, ચાલો તે કરીએ ઉહ ચાલો આપણે
સંપૂણӪ હોગ જઈએ અને અિભՂની ગણતરી કરીએ અને ગણતરી કરીએ ઉકેલ નԜી કરો અને પછી જવાબ
આપો  એ ԐՇ છે કે શું ઉકેલ મયાӪિદત સમય માં અનંત સુધી છટકી ӽય છે બધુ બરાબર છે
તો ચાલો જોઈએ કે તમાԀં િવભેદક સમીકરણ બાય બરાબર 1 વԱા չՄેર છે ըયા ં1   1 વԱા չՄેરdy dt y y 
વડે ભાગવામાં કોઈ સમչયા નથી કારણ કે તે હંમેશા સકારાԵક
એકીકૃત છે  અમુક અંતરાલ કહે છે કે 0 થી ԧાર ેસમય ની બરાબર હોય ըયાર ેતમને શું મળે છે અમેs t 0 
Ԑારંિભક શરતને 1 અિવભાԧ વડે ભા՛યા 1 વԱા չՄેર બરાબરdy y 
0 થી સુધીના અિવભાԧ જ ે છે તે તમને ટૅન ઇનવસӪ આપશે  ના ના ઓછા ટૅન յયըુԃમ 1s dt s s y 
બરાબર અથવા તમને ના બરાબર વԱા ના 4 બાય ટાન મળે છેs s s s pi 
 તેથી તમને ઉકેલ સારી રીતે મմયો તેથી
તમે કહો કે ઠીક છે તમે આ ઉકેલની તપાસ કરશો તમે ઉકેલની તપાસ કરશો  અને પછી
ԧાર ે ડાબી બાજુથી 4 Հારા પાઈ સુધી પહોચેં છે ըયાર ેતમે સમӾ શકશો કે નો ઉકેલ խલસ ઈિլફિનટી પર ӽય છેs s y 
આ બધું ખૂબ સરસ છે પણ ચાલો સમչયા પર જઈએ ચાલો સમչયા પર પાછા જઈએ અને જોઈએ કે
તમને શું પૂછવામાં આવે છે  હોય છે  પૂછવામા ંઆવે છે કે 
શું તમને ઉકેલ નԜી કરવા માટે કહેવામા ંઆյયું નથી તે મયાӪિદત સમયમાં ઉકેલ અનંત સુધી છટકી ӽય છે અને બીӾ સમչયા એ છે 
કે
1 વԱા વગӪને બદલે જમણી બાજુ 1 વԱા ની ઘાત 10 હશે હવે ધારો કે તમારી પાસે 1 છે  խલસ y y y
ની પાવર 10 અને તમે િવભેદક સમીકરણને ઉકેલવાનો Ԑયાસ કરશો તો તમાર ેઅંતે

વԱા ને પાવર 10 સાથે એકીકૃત કરવું પડશે અને તે ખૂબ જ કંટાળાજનક હશે તે સમયdy 1 y 
માગંી લે તેવંુ અને કંટાળાજનક હશે ԧાર ેતે બધું જ થઈ રՑું છે  પૂછવામા ંઆવે છે કે શું ઉકેલ
મયાӪિદત સમયમાં અનંત સુધી પલાયન થઈ ӽય છે બધુ બરાબર ફૂલી ӽય છે, તો ԐՇ કરો કે પૃթવી પર તમે આ ԐՇનો જવાબ չપՋ 
રીતે શોիયા િવના કેવી રીતે આપવા જઈ રՑા 
છો.
 કોઈ તે કરી શકે છે અને ચાલો જોઈએ કે તે િવશે કેવી રીતે િવચારવું
તે ખૂબ જ સરળ છે અને તે બતાવે છે િવભેદક સમીકરણોના િસԺાંતમાં
ખૂબ જ મહըવપૂણӪ   િસԺાંત  તો તમને શું આપવામાં આવે છે તે તમને Հારા આપવામાં આવે છે 1 વԱા વગӪ ની 0 બરાબર dt y y 
1.
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 સાԀં
તમે ચોԜસપણે કહી શકો છો કે Հારા એ Հારા વગӪને વટાવી ӽય છે.dt dy dt y 

તમે મારી સાથે સંમત થશો કે 1 વԱા y 
વગӪ એ વગӪ કરતા મોટો છે તે હકીકતમાં કડક રીતે મોટો છેy  y 

 તેથી હવે આપણે એ જ વչતુ કરી શકીએ છીએ
હવે વગӪ ધન છે યાદ રાખોy 
 તેથી 1 પર વગӪ તારીખ સુધીમાં કડક રીતેy dy 
મોટો છે  1 હવે સંકિલત કરો હવે સંકિલત કરો 0 પર કહો ԧારેs 

હોય ըયાર ેԧાર ે હોય ըયાર ેતમને અિવભાԧ શું મળે છે ԧાર ે હોય ըયાર ે નું મճૂય નું મճૂય 1 છેt 0 t 0 t 0 y y 
 તેથી તે 1 2 હશે  ԧાર ેતમે 1 ને એકીકૃત કરો છો ըયારેy s 
તમને અંતરાલ પર સારી રીતે મળે છે હવે તમે ગણતરીઓ ચાલુ રાખી શકો છો અને પછીs 
અમે શું કરીએ અમે આ માઈનસ 1 પર થી થી સધુી કરીએ છીએ જ ેહશેu ah s 1 y 
તે થશે  મને ની ની પર 1 બાદબાકી 1 આપો અથવા ની પર 1 કરતા 1 ઓછાs s y s y 

મોટી આપો તો આનો અથӪ એ થશે કે નું 1s s 
1 બાદ 1 થી વધી ӽય છે આપણે તરત જ જોઈશું કે માંથી 1 પર ӽય છે  ԐદિશӪત અસમાનતાની ડાબી બાજુએ s 
લાલ રંગમાં ԐદિશӪત અસમાનતા અનંત સુધી ӽય
છે તે નો ઉકેલ કર ેછે  માԋ બરાબર 1 થી આગળ Ӿવી શકતા નથી હકીકતમા ંઆપણે જોયંુ છે કે ઉકેલs certai y s 
4 Հારા પર અનંત સુધી ӽય છે જ ેવાչતવમા ં1 કરતા ઓછો છે હવે આપણે શું કયુӭ આપણે એક ખૂબ જ સરળpi 
વչતુ કરી છે જ ેઆપણે િવભેદક સમીકરણમાથંી પર ગયા છીએ.a 
  િવભેદક અસમાનતા આપણે
આ 1ને ખાલી કાઢી નાખીએ છીએ અને અમે કહીએ છીએ કે બાય વગӪ કરતા મોટો છે અને બાકીની ગણતરી ખૂબ જdy y s 
સરળ હતી
 તેથી જો તમારી પાસે ઘાત 10 ની 1 વԱા હોય તો પણ આપણે તે જ કરી શકીએ છીએ જ ેઆપણે ખાલી કરી શકીએ છીએy 
એક બંધ કરો અને તમે કહી શકો છો કે Հારા ને ઘાત 10 ને વડે િવભાિજત કરી શકીએ છીએdy dt y 10 y 
અને તે જ રખેાઓ સાથ ેઆગળ વધીએ છીએ જ ેઆપણને આમ કરવાથી કોઈ રોકતંુ નથી
 તેથી મુԹો એ છે કે ઉહ તે
તફાવતને ઉકેલવા માટે જԁરી નથી સમીકરણ તેને કંઈક અլય Հારા બદલવા માટે પૂરતું છે
અને િવભેદક સમીકરણને ઉકેճયા િવના િવભેદક સમીકરણને હલ કરવું જԁરી નથી
અમે હજુ પણ અમારા િનոકષӷ દોરી શકીએ છીએ અને તફાવતના િસԺાંતમા ંતે સૌથી મહըવપૂણӪ બાબત
છે  ભાડાકીય સમીકરણો એક ભા՛યે જ િવભેદક સમીકરણને પૂણӪ કરવા માટે ઉકેલે છે એક
ઘણી વખત ઉકેલની વતӪણૂક મેળવે છે.
 չપՋપણે ઉકેલને િનધાӪિરત કયાӪ િવના અંત સુધી ઉકેલને આગળ ધપાյયા
િવના, અમે ઉકેલના ગુણધમӷ મેળવવાનો Ԑયાસ કરીએ
છીએ જ ેહવે િવભેદક સમીકરણોનો િસԺાંત છે.
 મને એક મહըવપૂણӪ િટխપણી દાખલ કરવા દો કે
આપણે િવભેદક સમીકરણ બાય બરાબર 1 વԱા չՄેરમાંથી d y d dt y y
0 બરાબર 1 સાથે િવભેદક અસમાનતા બાય થી મોટા ના વગӪ સાથે 0 ના 0dy dt y 
બરાબર  1 અને પછી અમે િનոકષӪ પર આյયા કે નો એ 1 બટા 1 ઓછા કરતા મોટો છે જનેો અથӪ એ છે કે નો મા ંs y s s y 1 
ӽય
ըયા ંસુધીમાં અનંતતામાં ગયો હશે નોધં કરો કે અમે એમ નથી કહી રՑા કે

ની બરાબર તરીકે અનંત બની ӽય છે.s y s 
 1 પર ӽય છે અમે કહીએ છીએ કે નું અનંતમાં ӽય છેs y 
કા ંતો એકમાં ӽય છે અથવા કદાચ તે પહેલાંના અિչતըવનો સમય છે નો s s y
એક કરતાં વધી શકતો નથી પરંતુ તે ખરખેર કડક હોઈ શકે છે  એક કરતા નાના અમે કાયӪ કરીએ છીએ અમે આ જોયંુ અમેy 
ખરખેર િવભેદક સમીકરણને સંકિલત કયુӭ છે չલાઇડ માં Ԑથમ િડչխલે dy dt
બરાબર 1 વԱા չՄેર સાથ ે ની 0 બરાબર 1 અમે વાչતવમા ંઆ િવભેદક સમીકરણને એકીકૃત કયુӭ છેy y 
અમે જોયંુ કે ઉકેલ  ની એ વԱા બાય 4 ના ની બરાબર છે અને અમે જોયું કે સોճયુશનt y t pi tan 
અનંતતામાં ӽય છે કારણ કે બાય તરફ વલણ ધરાવે છે.t 4 pi 

 તેથી 1 ની સમાનતાના સમય પહેલાં ઉકેલ અનંત બની ӽય છે
તેથી અસમાનતામા ંઆપણો તફાવત તમને શું કહે છે કે અિչતըવનો સમય 1 કરતા વધાર ેન હોઈ શકે
પરંતુ તે હવે કરતાં ઓછો હોઈ શકે છે  1 વԱા չՄેર 1 પરy 
1 વԱા չՄેર ફરીથી તમે 1 વԱા չՄેડӪ  Հારા ગુણાકાર કરો છો.y y  
 િનિՆત પૂણાӭકોનો ઉપયોગ ન કરવા સંદભӲ બંને બાજુઓને

Pru
tor
@
IIT
K



એકીકૃત કરવાની ભલામણ કરવામા ંઆવે છે પરંતુ તમે અિનિՆત પૂણાӭકોનો પણ ઉપયોગ કરી શકો છો જો તમને ગમે તો તે તમારી
પસંદગી છે પરંતુ અહી ંશԞ હોય ըયા ંભલામણ કરવામા ંઆવે છે િનિՆતપણે ઉપયોગ કરવા માટે સԟમ છે જથેી તમે
બીӾ સમչયા ӽતે અજમાવી શકો અને એ શોધવાનો Ԑયાસ કરો કે શું ઉકેલ
અનંત સમયની અનંત માԋામાં છટકી ӽય છે અથવા તે હંમેશ માટે રહે છે.
 બધુ બરાબર છે
 તેથી ըયા ંબે સરળ કસરતો છે
જ ેચલોને અલગ કરવા પર આધાિરત છે જ ે લાવે છે.y 
  ડાબી બાજુએ ચોરસ અને

ના સંદભӪમા ંસંકલન કરીએ છીએ અને હવે ચાલો ԋીӾ સમչયાને અહી ંલઈએt 
આપણે કોસાઈન ને 1 વԱા સાઈન બાય બાય 1 વԱા સાઈન બરાબર કોસાઈન મા ંիયાનમાં લઈએ તે ફરીથી એકx ydy dx x y 
ચલ િવભાિજત સમીકરણ છે યાદ રાખો શું  બરાબર ના નીdy by dx xy f 
 તેથી આ અવયવ કોસાઈન

વԱા સાઈન મા ંતમે તેને જમણી બાજુએ મુકો છો અને તમને જમણી બાજુ શું મળે છે તેx 1 y 
ના બે ચલ નું કાયӪ છે અને તે તેનું ઉըપાદન છે  નું ફં՘શન નું ફં՘શન ગણું છેxy f x y 

જથેી ԧાર ેપણ જમણી બાજુ કે ԧાર ેપણ તમારી પાસે બાય હોય ըયાર ે માં હોય ըયાર ેઅમેdx dy gx hy 
િવભેદક સમીકરણને ચલ િવભાિજત સમીકરણ તરીકે સંદિભӪત કરીએ છીએ આ પણ એક ચલ સે છે

Հારા સમીકરણ એ એકલા ના ફં՘શનનું ઉըપાદન છે અને અહી ંએકલા નું ફં՘શન છે,dx dy x y 
અલબԱ અહી ંકોસાઇન હેઠળ કોસાઇનની હાજરી હોવાને કારણે હંુ માનીશ
કે અને ખુճલા અંતરાલ માઇનસમા ંઆવેલું છે  થી બાય 2 સુધી આપણે ખુճલા અંતરાલ માઈનસ બાય 2 થી x y pi 2 pi pi 

બાય 2 મા ંકામ કરવા જઈ રՑા છીએpi 
ઠીક ઠીક છે સમչયા ચાલુ રહે છે તે સાિબત કર ેછે કે

નો ઉકેલ સમԆ અંતરાલ માઈનસ બાય 2 બાય 2 પર յયા՚યાિયત થયેલ છે  અને જમે Հારા સુધી પહોચં ેછેx y pi pi x 2 pi 
તેમ

નું સોճયુશન Հારા સુધી પહોચં ેછે.x y 2 pi 
 ખાસ કેસની ચચાӪ કરો ԧાં Ԑારંિભક
શરતો બરાબર 0 નો ઉճલેખ કરવામાં આવે છે.y 0 
 અહી ંફેરફાર માટે હંુ તમને માԋ એક ફેરફાર માટે અિનિՆત ઇિլટԆલ આપી રՑો છંુ
ચાલો અિનિՆત અિવભાԧ સાથે કામ કરીએ, જો કે તેઓ
હલકી ગુણવԱાવાળા Ӿવો છે, વાંધો નથી તેઓને પણ Ӿવવાનો અિધકાર છે,
 તેથી ચાલો આપણે
ચલોને અલગ કરીએ કારણ કે તે અમને Հારા િવભાિજત કરવા દો અને Հારા િવભાિજત કરીએ જથેી ચલcos y cos x y 
છે  બધા ડાબી બાજુએ છે અને ચલ એ છે જમણી બાજુએ અને એકીકરણ કરી શકો છો તમેx ll   
1 પર પર છે ના સંદભӪમા ંસેકլટ ના અિવભાԧ શું છેcos y 1 cos y y y y 
તે લોગ સકેլટ વԱા છે સપંૂણӪ મૂճય મૂકવાની કોઈ જԁર નથી  કારણ કેy tan y 
આપણે આ અંતરાલ માઈનસ પાઈ બાય 2 થી પાઈ બાય 2 માં છીએ ԧાં વչતુ ધન સેકլટ વԱા ટેનy 

છે તે શું છે કે તે 1 વԱા સાઈન પર કોસાઈન એક સમ કાયӪ છે તેy y cos y 
હકારાԵક છે અને એક વԱા સાઈન  પણ સકારાԵક છે ըયા ંિનરપેԟ મૂճય ની કોઈ જԁર નથીy sine 
જથેી તે 1 નું અિવભાԧ છે કારણ કે એ લોગ સેકլટ વԱા છે અને પછી તમનેy tan 

નું અિવભાԧ કારણ Հારા મմયું છે જ ે અને અિવભાԧનું અિવભાԧ છેsine y y tan ydy 
લૉગ સેકլટ છે
 તેથી તમને બે લૉગનો સરવાળો મմયો છે તે એક નીચું ઉըપાદન હશે
 તેથી ડાબી બાજુની બાજુ
સેકլટ չՄેર વԱા સકેլટ ટેબલના લોગ તરીકે સંકિલત થશે, પછી તમે અહી ંઘણી બધી સમԐમાણતા જુઓ છો જ ેતમેy y 
ડાબી બાજુએ સાથ ેજુઓ છો  જમણી બાજુએ સાથે સમાન વչતુ જુઓ જથેી ԧાર ેતમે તે જ રીતે સંકિલત કરો ըયારેy x 

અને ડાլસ તે લોગ સેકլટ չՄેડӪ  વԱા સકેլટ ટે՘સ હશે જથેી ԧાર ેતમેng x x 
આને એકીકૃત કરશો ըયાર ેતમને મળશ ેલોગ સેકլટ չՄેડӪ  խલસ સેકլટ યો՛ય સમયે ચાલોy 
મને વાչતવમા ંએક દાખલ કરીને થોડો ધીમો કરવા દો બે લીટીઓ બરાબર તમે
ડાબી બાજુએ સંમત થાઓ છો, તમે લોગ મેળવી રՑાં છો ની ઘાત માંe c 
સેકլટ չՄેર વԱા સકેլટ ટેન ની બરાબર છેx x x 
 તેથી અમે અહી ંરોકીએ છીએ અને અહી ંઅમે કહીએ છીએ કે આ
તે ઉકેલ છે જ ેતમે વાધંો ઉઠાવી શકો છો, તમે કહી શકો છો કે ઉકેલ સમાન હોવો જોઈએy 
જનેું չવԁપ નથી  જનેો અમને ઉકેલ મળી ગયો છે  he

એ નું કાયӪ છે પરંતુ ગિભӪત રીતે વણӪવેલ છે ԧાર ેપણ તમેy x 
Ԑથમ ԃમમાં િવભેદક સમીકરણોને હલ કરો છો ըયાર ેસામાլય રીતે સોճયુશન ગિભӪત չવԁપમા ંજ રજૂ થશે
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કારણ કે તે અહી ંથાય છે બરાબર
 તેથી ઉકેલ ગિભӪત չવԁપમા ંઆપવામાં આવે છે
તેથી  ચાલો չલાઇեસ પર પાછા જઈએ હા તમે જુઓ છો કે સેકլટ չՄેર વԱા સકેլટ y y
ટેન બરાબર ની ઘાત મા ંસેકլટ չՄેડӪ  વԱા સકેլટ શું સમչયાy e c x x tan x 
તમને પૂછે છે  સમչયા જુઓ સમչયા જુઓ ફરી સાિબત કરો કે  ઉકેલ
સમԆ અંતરાલ માઈનસ પર յયા՚યાિયત થયેલ છે તે չપՋ છે કે અહી ંઉકેલpi by 2 to pi by 2 
સમԆ અંતરાલ પર յયા՚યાિયત થયેલ છે ԧાર ે આ અંતરાલ પર હોય ըયાર ેકંઈ થતંુ નથી, મારો મતલબ છે કે ԧાં સધુી તમેx 
ખુճલા અંતરાલમાં હોવ ըયા ંસુધી કંઈ થતંુ નથી આ સમીકરણમાં કોઈપણ Ԑકારની મնુકેલી હોય તેવું લાગે છે, ચાલો
જોઈએ કે સમչયા ફરીથી શું પૂછે છે કારણ કે Հારા તરફ વલણ ધરાવે છે તમાર ેબતાવવંુ પડશે કે નો પણx 2 pi  x y 
2 Հારા પર ӽય છે.pi 
 જમણી બાજુએ શું થાય છે તે જુઓ હાથ એસ  સેકլટ չՄેર વԱા સકેլટ ide x x

તે શું છે તે 1 વԱા સાઈન પર કોસાઈન ચોરસ જમણી બાજુ 1 વԱા સાઈનtan x x x 
પર કોસાઈન չՄેડӪ  છે કારણ કે Հારા 1 વԱા સાઈન સુધી પહોચં ેછે અને છેદx x x 2 x 2 

કોસાઈન  չՄેર સુધી પહોચં ેછે.x 0 
 અને
 તેથી આ પિરબળ સેકլટ չՄેડӪ  વԱા સકેլટ ટેનx x 

વԱા અનંત પર ӽય છે અને તે બીજો પિરબળ એ એક અચળ છેx 
 તેથી ફરિજયાતપણે આ સેકլટ
չՄેડӪ  વԱા સકેլટ ટેન એ અનંત પર જવું જોઈએ આકિչમક રીતે իયાન આપો કે િવભેદકy y y 
સમીકરણ કહે છે  તમે જ ે Հારા હંમેશા હકારાԵક હોય છે તે યાદ રાખો પોિઝિટવ વԱાdx dy cos psi 1 
િચՏ  આ અંતરાલ પર હકારાԵક છે ըયા ંકોઈ સમչયા નથી અને
 તેથી Հારા હકારાԵક છેdx dy 
 તેથી ઉકેલ

એ મોનોટોન વધારવાનું કાયӪ છે એક મોનોટોન વધતું કાયӪ છે અનેyx 
જમે ӽય છે  હવે ફરિજયાત છે કે આ સમીકરણમાંથી આપણેx pi by 2 
ફરિજયાતપણે જોઈએ છીએ કે નો પણ પર જવો જોઈએ મોનોટોન 2 Հારા સુધી વધેx y pi beta my y of x pi 
છે જથેી છેճલા એ՘ઝા માં ԐՇનો જવાબ મળે  અհયાસ કરો કે ԧાર ે માઈનસ Հારા થાય છે ըયાર ેશું થાય છેmple x pi 2 
તેથી હંુ તે તમારા પર અհયાસ કરવા માટે છોડી રՑો છંુ આ ફં՘શનનું શું થાય છે સેકլટ չՄેડӪ  x
વԱા સકેլટ ԧાર ે Հારા માઈનસ પર ӽય છે ըયાર ેશું થાય છે તે શું છે  1 વԱાx tan x x 2 pi 
સાઈન ઓન કોસ չՄેડӪ  તરીકે માઈનસ પાઈ બાય 2 પર ӽય છે અને અંશ 0 પર ӽય છે અને તે જx x x 
રીતે છેદ પણ શլૂય બાય શૂլય չવԁપ છે જથેી તમે ӽણો છો કે આવી મયાӪદાઓ સાથે કેવી રીતે յયવહાર કરવો,
તમે આવા ઘણા બધા કામ કરી લીધા છે  સીિમત સમչયાઓ અને તે તમારા માટે એક મનોરંજક કવાયત છે
કે ԧાર ે માઇનસ પર ӽય છે ըયાર ેમયાӪદાનું શું થાય છે અનેx pi 2 
 તેથી તમે તે જ રીતે તપાસ કરો છો
કે અનુԁપ નું શું થશે કારણ કે માઇનસ જમણે ӽય છે જથેી તે તમારા માટે કંઈક છેyx x pi 
આગળના ԐՇ િવશે િવચારવું એ છે કે જો Ԑારંિભક િչથિત 0 ની બરાબર 0 બરાબર છે જો 0 ની થાયy y 0 
છે એટલે કે ԧાર ે હોય ըયાર ે પણ 0 હોય છે.x 0 y 
 તો તમે જુઓ છો તે છેճલા ԐદિશӪત સમીકરણનું શું થાય છે
અહી ંલાલ રંગની આ չલાઇડમાં તમે આ સમીકરણમાં બરાબર 0 મૂકો છોx 
જ ે છે  લાલ રંગમાં છે તો પછી 0 નું શું થાય છે તે 0 છે યાદ રાખોdispl y 
 તેથી છે અને છે.x 0 y 0 

બને છે અને બને છે 0 બને છે અને પણtan x 0 tan y secant x 1 secant y 
1 બને છે તો શું બાકી છે તે આપણને મળે છે  ની ઘાત બરાબર છેe c 1 
 તેથી જ ેસમીકરણ
લાલ રંગમાં ԐદિશӪત થાય છે તે સેકլટ չՄેર વԱા સકેլટ સમાન સેકլટ չՄેડӪ  વԱાy y tan y x 
સેકլટ ની ઘાત શું છે તે 1 અને   માટે સરળ બનાવ ેછેx tan xe c 
 તેથી તમને ફԝ સેકլટ չՄેર મળે છે  વԱા સકેլટ y y
ગુէռા બરાબર સેકլટ չՄેર વԱા સકેլટ આ સમીકરણ તમને દબાણ કરશે કે બરાબરy x x tan x y 

અથવા શું મને લાગે છે કે તમાર ેતેની તપાસ કરવી જોઈએ તો શું તે અનુસર ેછે કે ઉકેલx 
બરાબર Հારા આપવામાં આવે છે  તો સમીકરણ નું શું થાય છે તે ઘાત માટે આપણે 1 શોધી કાઢռું છે અનેx x y e c 

તેથી આપણંુ આ સમીકરણ સકેլટ չՄેડӪ  խલસ સેકլટ બાય ટેન એ સેકլટ չՄેડӪ  y y x
વԱા સકેլટ વાંચે છે,x tan x 
 તેથી આમાંથી તે ની બરાબર ને અનુસર ેછે  તમને લાગે છે કે તમાર ેx y 
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ચોԜસ ԟણો િવતાવવી જોઈએ અને તેના િવશે િવચારવું જોઈએ.
 અમે આગળ જઈએ છીએ  સમչયાના િવભેદક
સમીકરણ 1 વԱા ને વԱા ની ઘાત ને વԱા ની ઘાત માઈનસ બરાબર 0 ને હલ કરો ફરીe dt e tdy dt e t y 
ԐՇ એ છે કે શું ઉકેલ અમુક મયાӪિદત સમય માટે અનંત સુધી છટકી ӽય છે .
 િવભેદક
સમીકરણ ઉકેલે છે તેની પણ મયાӪદા છે.

માઈનસ અનંત પર ӽય છે તેથી t 
ԐՇોની સ՚ંયા તમને િવભેદક સમીકરણ આપવામાં આવે છે.
 ઠીક છે તે એક ચલ િવભાિજત સમીકરણ છે જ ે
તમે વડે ઘાત ઓછા સાથે ભાગો છો અને તમે 1 વԱા વડે ઘાત માં ભાગો છો તેથીe y e t 
અમે તે સંિԟՃ ને Հારા કરીએ છીએ  અમને ની ઘાત Ԑાઇમ વԱા મળે છેdy dt y prime e yy e 
પાવર પર 1 વԱા ની ઘાત ની બરાબર 0 તમે આને ના સંદભӪમા ંતરત જ એકીકૃત કરી શકો છોt e t t 
અને તમને 1 વԱા ના ઘાત խલસ લોગમાં મળે છે  પાવર એ છે ԧાંe y e t 

એ એકીકરણનો િչથરાંક છે એકીકરણનો િչથરાંક લગભગ չપՋપણેc 
હકારાԵક છે 1.
12 માં ઘાત નો શկદ ધન છે અને પાવર માટે 1 વԱા નો લોગ પણ સકારાԵક છેy e t e 
તેથી એકીકરણનો િչથરાંક હોવો જોઈએ  હકારાԵક બનો ઓ  કે જથેી િવભેદક સમીકરણ પણ બતાવે છે
તો િવભેદક સમીકરણ તમને શું કહે છે તે તમને કહે છે કે અિવભાԧ સમીકરણમાંથી ઋણ છેy 
તમે તરત જ જોશો કે અિવભાԧ છે ઋણ છે ઘાતાંકીય કાયӷ હકારાԵક છેy 
તેથી સમીકરણ પરથી તમે જુઓ છો કે અિવભાԧ દરકે જ՛યાએ છે  નકારાԵકy 
 તેથી એક મોનોટોન ઘટતુંy 
ફં՘શન છે કેમ મોનોટોન ઘટતું ફં՘શન છે અને ધારો કે સોճયુશન
એ સંપૂણӪ અંતરાલ શլૂયથી અનંત સુધી રહેવાનું હતું ધારો કે
મયાӪિદત સમયમાં અનંતથી બચી શકાતંુ નથી ըયા ંબે શԞતાઓ છે બે
ӿնયો ઉકેલ છટકી ӽય છે  અનંત માટે ըયા ંએક છે જ ેમયાӪિદત સમયની આપિԱ છે
અથવા ઉકેલ કાયમ રહે છે ધારો કે ઉકેલ કાયમ માટે Ӿવે છે તો તમે શું કરી શકો અમે
1.
12 માં અનંત તરફ વલણ ન આપી શકીએ ચાલો 1.
12 પર પાછા જઈએ તો આ એક સમીકરણ છે અને જો હંુ કરી શકંુ તો  જો
આ ના તમામ મճૂયો માટે માլય હોવું જોઈએ તો ըયા ંએક ઉકેલ છે જ ેહંમેશ માટે Ӿવે છે તો હંુt 
ટી ને અનંત સુધી જવાની મજૂંરી આપી શકંુ જો માટે 1 વԱા ના લોગનું શું થાય છે  1 વԱા નાtg  oes to infinity e e 
પાવર ટમӪ લોગ સાથ ે1 խલસ ની પાવર સાથે અનંતતામાં ӽય છે બીӾ પદ નીt e t e 
પાવર પણ સકારાԵક છેy 
 તેથી ડાબી બાજુએ અનંતમાં ӽય છે ԧાર ે જમણી બાજુની
બાજુ િչથર છે આ કેવી રીતે શԞ છે.
 અમારી પાસે િવરોધાભાસ છે તે શԞ નથી
કે ઉકેલ સમԆ અંતરાલ પર રહે છે 0 અનંત ઉકેલ કાયમ માટે Ӿવી શકતો નથી
ઉકેલ મયાӪિદત માԋામાં અનંત સુધી છટકી જવો જોઈએ.
 સારી રીતે તે અનંત સુધી જશે અથવા  શું તે
માઈનસ ઈિլફિનટી પર જશે જો નો խલસ ઈિլફિનટી પર ӽય છે તો ની ઘાત વԱા અનંત પર જશેt y e y 
અને 1.
12 માટે આવું થવાથી મનાઈ કર ેછે
 તેથી આ િકչસામાં નો માઈનસ ઈિլફિનટી પર જવો જોઈએ અનેt y 
આપણે ઈ મેળવવું જોઈએ  પાવર પર જતો હોય છે તે સૌથી મોટો અંતરાલ 0 શું છે જનેા પર સોճયુશનy 0 t 
յયા՚યાિયત કરવામાં આવે છે અને પર જવાથી શું થાય છે તે અિչતըવનો સમય છે જ ેըયા ંછેt 
ըયા ંએક મયાӪિદત સમય છે જમેાં વչતુ જઈ રહી છે માઈનસ અનંત સુધી છટકી ӽઓ  અને તે મયાӪિદતy 
સમય મૂડી છેt 
 તેથી મૂડી નું મճૂય શું છેt 
 તેથી ઓછી મૂડી પર ӽય છેt t 
 તેથી સમીકરણ
1.
12 માં તમને પાવર મૂડી માટે 1 વԱા નો લોગ મળશે પરંતુ જટેલું ઓછંુ મૂડીમાંt e t 
ӽય છે  માઇનસ અનંત સુધી આ ની ઘાત ની મુદત અӿնય થઈ ӽય છે અને ફરીથી જમણી બાજુe y 
અચળ છે અન
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 તેથી તમે ગણતરી કરી શકો છો કે મૂડી શું હશે તે
Հારા પાવર કેિપટલ ને આપવામાં આવશે.e t 

ની ઘાત માઈનસ 1 ની બરાબર છે તો મૂડી ટી  e c 
શું છે તે લોગ ઈ ની ઘાત માઈનસ 1 હશે જથેી મૂળભૂત રીતે તમારા માટે આ Ԑથમ ԐՇનો જવાબ આપેc 
હંુ બીӽ ભાગને તમારા માટે તમારા િવશે િવચારવા માટે છોડીશ િવચાર માટે થોડો ખોરાક હોવો જોઈએ
આપણે હવે ખાસ કેસ પર જોઈશું કે શું થાય છે ԧાર ેઆપણે આ િવભેદક સમીકરણને જોઈએ છીએ
જ ેચલ િવભાિજત કરી શકાય તેવું બાય બરાબર છે માં આપણે યાદ રાખીએ છીએ કે આપણે હંમેશાdy dx gx hy 

વડે ભાગાકાર કરીએ છીએ જનેો આપણે પણ ઉપયોગ કરી રՑા છીએ  હકીકત એ છે કે શૂլય બરાબર નથી Ԑો શું છેh g x 
જો શૂլય થઈ ӽય તો અӿնય થઈ ӽય છે, જો શլૂય ન હોય તો આપણે વડે ભાગી શકતા નથી, પરંતુh h h h 

શૂլય હોવા િવશે શું છે, શլૂય થવામાં શું નુકસાન છે તે યાદ રાખો કે અમારી પાસે છેg g 
ચલોના પિરવતӪનનો ઉપયોગ કરી રՑા છીએ Ԑમેય આ અવӾે Ԑમેય યાદ રાખો કે આપણેuh 
અવӾે Ԑમેયનો ઘણી વખત ઉપયોગ કરી રՑા છીએ અને અને  અમે ફԝ અવӾેના Ԑમેયનો ઉપયોગ કરી શકીએ છીએ જે
સમԆ અંતરાલ દરિમયાન શૂլય ન હોય તો શું થાય છે તેની િચંતા કરો ԧાર ે નું આ છે  શૂլયx g 
ઠીક છે ફરી હંુ કહંુ છંુ કે સામાլય રીતે વાչતિવક Ӿવનની પિરિչથિતઓમાં ԧાર ેિવભેદક સમીકરણો તમારી પાસે આવે છે ըયાર ેતેઓ
િનધાӪિરત Ԑારંિભક શરતો સાથે તમારી પાસ ેઆવશે અને
 તેથી Ԑારંિભક શરતો એવી હોય છે કે
શા માટે તમારી પાસે બરાબર છે ԧાં એ અમુક આપેલ સમય છે  અને x nought y nought x nought y nought
એ સમયની િસչટમની િչથિત છે બરાબર હવે ધારો કે જો નોx x nought y nought 

શૂլય થાય તો ધારો કે નો નો જમણા હાથમાં શլૂય થાય તો જમણી બાજુ છે  ઈરોh y h z 
નોધં લો કે ԧાર ેતમે
કોઈ િչથર કાયӪને અલગ કરો છો ըયાર ેઅચળ કાયӪ એ િવભેદક સમીકરણને સંતોષે છે ԧાર ેડાબી બાજુ 0 છે અને ԧાર ેતમે તેને խલગ 
ઇન કરો છો ըયાર ેિչથર કાયӪ બરાબર નથીy y 
.
 તમે જુઓ છો કે જમણી બાજુ પણ 0 છે.

 તેથી 0  0 ની બરાબર હા તેથી
નું અચળ કાયӪ નૉટની સમાન છે તે િવભેદક સમીકરણને સંતોષે છેx y y 

તે Ԑારંિભક િչથિત કાયӪ પણ દરકે જ՛યાએ છે બધે જ શૂլયની બરાબર છે અનેy y 
તેથી ખાસ કરીને પર પણ તે ની બરાબર છે x naught y nought 
 તેથી અમે Ԑારંિભક મճૂયની સમչયાને હલ કરી છે
એટલે કે ઉકેલ એ સતત ઉકેલ છે.

 તેથી ԧાર ે હોય ըયાર ેઆh 0 
ખૂબ જ તુ՞છ રીતે સંભાળી શકાય છે બીӾ તરફ જો નો નટ 0 ન હોય તો આપણે Հારા િવભાӾત કરીy hy 
શકીએ છીએ.
  માԋ ની આસપાસના નાના અંતરાલમા ંઆસપાસની પિરિչથિતને જ જોઈ રՑા છે, યાદ રાખો કેx 
ઉકેલ સમયના સમԆ અંતરાલ માટે Ӿવી શકતો નથી અને સમԆ નાટક ફԝ પડોશમાં જ માլય છે
Ԑારંિભક િչથિતઓમાંથી તો એ શૂլયની નӾક છે અને શૂլયની નӾક જઈ રՑો છેod x x y y 

શૂլય નથીh y 
 તેથી શૂլય નથી થવાનું છે શા માટે સાતըય પસંદ નથી જથેીh 
હંુ ના વડે ભાગી શકંુ  પરંતુ નો શૂլય હોઈ શકે છે જ ેિકչસામાંy h x g 
ચલોના ફોձયુӪલાના ફેરફારનો આપણો ઉપયોગ અવӾે Ԑમેયનો ઉપયોગ શંકાչપદ છે તેવા િકչસામાં આપણે શું કરવું જોઈએ તે
એ છે કે આપણે માની લઈશું કે Ӿ શլૂય છે Ӿ શլૂય છે.
 չથાનો વ՞ચેના િબંદુઓ
ԧાં છે તે સખત હકારાԵક હોય છે અથવા સખત નકારાԵક હોય છે અને આપણેg 0 g 
િવિવધ અંતરાલ પર પિરિչથિતનું પթૃથકરણ કરવંુ પડશે કે જનેા પર િબન-શլૂય છે આ છે અલગ અલગg g 0 
չથળોએ જનેી સાથે અલગથી յયવહાર કરવો પડશે ઠીક છે, આગળના ઉદાહરણ તરીકે અમે ભૂિમિતમાંથી એક ખૂબ જ
લોકિԐય સમչયા લઈએ છીએ આ સમչયા િવિવધ પુչતકોમાં છે
તે એટલી લોકિԐય છે કે મને ખરખેર યાદ નથી કે મӱ આ ઉદાહરણ પહેલીવાર Ԟાં જોયું હતું
 તેથી હંુ
ન આપવા બદલ ԟમા ચાહંુ છંુ  તમે આ માટે સંદભӪ આપો  સમતલ વԃ શું સમչયાnd 
છે  એ ગુણધમӪ સાથે સમતલ વԃ બરાબર શોધો કે તેના તમામy y fx  
નોમӪલ એક જ િબંદુમાંથી પસાર થાય છે ભૌિમિતક રીતે તમારી અંતԥાӪન તમારી ભૌિમિતક
અંતԥાӪન તમને જણાવે છે કે આ વળાંક એક વતુӪળ હોવો જોઈએ, ચાલો આનો બેકઅપ લઈએ.
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કેճԞુલસનો ઉપયોગ કરીને ચોԜસ ગાિણિતક તકӪ  સાથે અંતઃԐેરણા ચાલો ધારીએ કે જ ેિબંદુમાથંી બધા
સામાլય પસાર થાય છે તે મૂળ છે અને ચાલો ના સમીકરણ સાથે વળાકં પર લાԟિણક િબંદુ fx y x naught y naught 
લઈએ 
તો સામાլયનો ઢોળાવ શું છે  x naught y nought,
ખરખેર મારા માટે િચԋ દોરવાની કોઈ જԁર નથી કારણ કે જમે તમે આ Ԑવચનો સાભંળો છો તેમ હંુ તમને િવનંતી કԀં છંુ કે
તમે ડૂડલ કરો અને િચԋો ӽતે દોરો તે એટલું સરળ છે કે તમાર ેપણ િચԋની જԁર નથી
તમારી તીՔણ કճપના છે તમને આ િબંદુ મմયું નૉટ નૉટx y 
િબંદુ પર વળાંક પર નૉટ નૉટ ટેլજլેટનો ઢોળાવ શું છે અિવભાԧ નૉટx y f x 
તો સામાլયનો ઢોળાવ શું છે  એ չપશӪકને કાટખૂણે છેmal 
 તેથી չપશӪનો ઢોળાવ

નો અિવભાԧ છે, નોમӪલનો ઢોળાવ શլૂયના Ԑાઇમ પર માઇનસ 1 થવાનો છે,x f x f 
તે જ તમે չલાઇડ માઇનસ Ԑાઇમ ઓફ અિવભાԧમા ંજોશો  ઘાત -1 તો શુંf x 
છે સામાլયનું સમીકરણ સામાլયનું સમીકરણ ઓછા બરાબર માં ઓછાy y nought m x 

ઓછા બરાબર ઢાળ માં ઓછા x nought y y nought m x x nought
 તેથી થોડી પુનઃ ગોઠવણી
તમને ઓછા આપે છે  ના Ԑાઇમ ઇન નૉટ નૉટ વԱા ઓછા શૂլય બરાબરy y x   f x x 
આ સામાլયનું સમીકરણ છે હવ ેઆપણે શું કહીએ છીએ અમે કહીએ છીએ કે આ
સામાլય મૂળમાંથી પસાર થાય છે
 તેથી મૂળ આ સમીકરણને સંતોષે છે ԧાર ેહંુ બરાબર મૂકંુx 
છંુ  0 અને બરાબર 0 તે આ સમીકરણ માլય હોવું જોઈએ તો ચાલો આપણે અહી ં બરાબર 0 નીy x 
અને બરાબર 0 મૂકીએ અહી ંઆપણને શું મળે છે y x nought plus y naught in f prime

આ સમીકરણ 1.of x nought equal to  0 
13 છે
 તેથી આપણે જોઈએ છીએ કે 1.
13 એ પકડી રાખવું જોઈએ
વળાંક પરના તમામ િબદુંઓ  વળાંક પરના તમામ િબદુંઓ પર આપણે આ સમીકરણ 1.
13 ને પકડી રાખવું જોઈએ
 તેથી અલબԱ
આગળનું કામ સમીકરણ 1.
13 ને જોવાનું છે અને ફԝ
આ હેરાન સબિչԃխգસને શૂլય છોડી દઈએ,
 તેથી ચાલો હેરાન સબિչԃխգસને શૂլય છોડી દઈએ.
 
આ વળાંક પરના તમામ િબંદુઓ માટે ધરાવે છે અનેx naught y nought 
 તેથી અમે સબિչԃխટ શૂլય વગર એક િબદું એક ԋણ લખીએ છીએ
અને ના Ԑાઇમ ની જ՛યાએ Հારા પિરિચત સંકેત નો ઉપયોગ કરીએ છીએ અનેx f dx dy 
 તેથી Հારા 1.dx 
13 x
વԱા શું છે  0 ની બરાબર આ બાય બાય બરાબર છે માઈનસ તે એક ચલ અલગydy ydy dx x 
કરી શકાય તેવું િવભેદક સમીકરણ છે અને તમે તેને તરત જ
એકીકૃત કરી શકો છો અને તમે વગӪ મેળવી શકો છો 2 બરાબર ઓછા વગӪ 2 વԱા સતતy x 
અથવા વગӪ વԱા વગӪ બરાબર વળાંક એ વતુӪળ છેy x  2c   
 તેથી અમારી અંતԥાӪનને ગણતરીનો ઉપયોગ
કરીને ચોԜસ ગાિણિતક તકӪ  Հારા બેકઅપ લેવામાં આյયું છે જથેી વԃ એ ગુણધમӪ સાથેનો વળાંક છે
જ ેતમામ સામાլય િબંદુઓમાંથી પસાર થાય છે એક વતુӪળ છે
 તેથી હવે અમારા કાયӪસૂિચમાં આગળની આઇટમ રનેવેલના પչુતક Ԑાથિમક િવભેદક સમીકરણોમાંથી
એક ખૂબ જ રસԐદ ઉદાહરણનો અհયાસ કરવાનો છે જનેો
ચોԜસ સદંભӪ પછીથી ઉદાહરણના અંતે આપવામાં આવશે જથેી
આપણે ચલ િવભાિજત સમીકરણ વગӪમૂળ લઈએ.
 1 ઓછા ચોરસ બાય વԱાx dy dx 
1 ઓછા વગӪનું વગӪમૂળ બરાબર 0 નું 0 બરાબર 3 બાય 2 હંમેશની જમે આપણે y y 
1 ઓછા ના વગӪમૂળ વԱા 1 ઓછા ના વગӪમૂળ પર પૂણાӭક મેળવીએ છીએx x dx 
0 ની બરાબરનો વગӪ.
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અિવભાԧ એ નું સાઈન յયըુԃમ છે y y 
અને અિવભાԧ એ 0 નું સાઈન յયըુԃમ છે અને અિવભાԧ એ 0 ના અિવભાԧનું સાઈન յયըુԃમ છે, અલબԱ હવેx x 
એકીકરણનો િչથરાંક નԜી કરવા માટે અમે Ԑારંિભક ડેટામાં Ԑારંિભક શરતો મુકીએ છીએ
Ԑારંિભક િչથિત ԧાર ે હોય ըયાર ે મૂળ 3 બાય 2 મૂળ 3 બાય 2 શું છે.x 0 y 

 તેથી અહી ં બરાબર 0  અને બરાબર 3 બાય 2 મૂકો.x y 

તેથી મૂળ 3 બાય 2 નું સાઈન յયչત છે બાય 3i 
 તેથી તેનું મճૂય  િչથરાંક
એ બાય 3 છે.pi 

 તેથી તે લગભગ છે  તેનો અથӪ એ છે કે ԧાં સધુી આ Ԑારંિભક િչથિત સાથે આ િવભેદક સમીકરણને ઉકેલવાનો સંબંધ છે ըયા ંસુધી તે 
ખૂબ જ સરળ સમչયા છે, 
પરંતુ આપણે અહી ંઅટકવંુ જોઈએ નહી,ં આપણે
વાչતવમા ંઅમારી તપાસને થોડી આગળ લઈ જવી જોઈએ અને કેટલીક ખૂબ જ રસԐદ બાબતો સામે આવે
છે માફ કરશો ԧાર ેઆ લાગે છે  ખૂબ જ સરળ ચાલો આપણે ઉકેલને થોડી િવગતમાં જોઈએ તો
આપણે શું મેળવીએ છીએ તે અચલનું મճૂય 3 બાય છે યાદ રાખો જથેી આપણને બરાબરpi y 

ની સાઈન յયըુԃમ મળે છે જ ે નો 3 ઓછા સાઈન յયըુԃમ મળે છે તો ચાલો આપણે બંને બાજુઓની સાઈન લઈએ.pi x 
  y

ની સાઈન ની બરાબર 3 ઓછા સાઈન ની સાઈન յયըુԃમ pi x 
સાઈન ઓછા છે તેથીa cos b cos a sine b 
આ સાઈન પાઈ બાય 3 બાય cos of sine inverse of x minus cos pi 3 sine in sine inverse

બરાબર છે જથેી તે તમને ની બરાબર આપે છે મૂળ 3 બાય  માઈનસ અડધા ના સાઈન յયըુԃમના 2 of x y x x cos
પછી આપણે Ԑોબ કરીશું  આ અડધી ને ડાબી બાજુએ અને ચોરસ પર લાવો ԧારેx 
આપણે ચોરસ કરીએ ըયાર ેઆપણને વԱા Հારા શું મળે છે સમԆ ચોરસ 3 બાય 4 છે કોસ չՄેડӪ  સાઈનy x 2 

ના յયչત અને જ ે1 ઓછા સાઈન չՄેડӪ  સાઈન ઈլવસӪ ઓફ શું છે  1 ઓછા સાઈન չՄેરx x 
છે  નું સાઈન յયըુԃમ છે તે ફԝ 1 ઓછા չՄેર છે તે ફԝ 1 ઓછા չՄેડӪ  બરાબર છે આગળનંુ કામx x x 
આને િવչતૃત કરવું અને શરતો એકિԋત કરવાનું છે સાથ ેસાથે આપણને વધુ ભյય ફોձયુӪલેશન x
չՄેડӪ  વԱા չՄેડӪ  વԱા મળે છે  બરાબર 3 બાય 4.y xy 
 નોધં લો કે
ઉકેલનો આ અવતાર આપણા અગાઉના અવતારથી કેટલો અલગ છે.
 આપણો અગાઉનો અવતાર 

ની સાઈન ઈլવસӪ խલસ સાઈન ઈլવસӪ ઓફ બરાબર બાય 3 હતો અને આ હવે આપણને ખૂબ જ અલગ દેખાતંુ સમીકરણ y x pi 
મմયું છે.
 

չપՋપણે ના સંદભӪમા ંઆપેલ છે ચાલોy   x
થોડંુ આગળ વધીએ ચાલો આ તબԜે હાર ન માનીએ  ચાલો સમજવાનો ԐયԴ કરીએ કે આ વળાકં શું
છે તે સમતલમાં એક વળાંક છે જો શկદ ન હોત તો તે હમણા ંજ થયુંxy xy 
હોત  વગӪ વԱા વગӪ સમકԟ  થી 3 બાય 4 અમે ખૂબ જ ખુશ થઈશું અને અમેx y l 
િԋԧા Ԁટ 3 બાય 2નું વતુӪળ દોરીશું પરંતુ કમનસીબે આ શկદ વչતુઓનેxy 
થોડી જિટલ બનાવશે પણ અમે સમજવા માગંીએ છીએ કે આ સમીકરણ કેવા Ԑકારનું વળાંક રજૂ કર ેછે

ચોરસ વԱા વગӪ વԱા બરાબર 3 બાય 4.x y xy 
 વળાંકની Ԑકૃિત તપાસવા માટે ચોરસx 
વԱા વગӪ વԱા ચોરસ બરાબર 3 બાય 4 ચાલો આપણેy x 
મૂડી વԱા મૂડી િલટલમાં 1 ની બરાબર મૂકીએ  બરાબર 1 પર મૂળ 2 કેિપટલ ઓછા કેિપટલ માંx y y x x y 
તમારામાંથી જઓે કોઓિડӪનેટ ભૂિમિત યો՛ય રીતે શી՚યા છે તેઓ ઓળખશે કે
આપણે કોઓિડӪનેટ િસչટમને ના ખૂણા Հારા 4 Հારા ફેરવીએ છીએ.pi 
 
4 અને સમજવાનો Ԑયાસ કરી રՑા છીએ કે સમીકરણ չՄેર વԱાx 

չՄેર વԱા બરાબર 3 બાય 4.y xy 
 સાથે સાથ ેનવું સમીકરણ સમીકરણ અથવા
નવી કોઓિડӪનેટ િસչટમમાં વળાંક 3 չՄેર વԱા չՄેર બરાબર 3 બાય 2 છે.x y 
  ઓછી અને જુઓ આ છે
લંબગોળ 3 ચોરસ વԱા વગӪ બરાબર 3 બાય 2 એ Ԑમાણભૂત લંબગોળ છે હવે ચાલોx y 
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આ અંડાકારને જરા իયાનથી જોઈએ નવા કોઓિડӪનેટમાં લંબગોળ ચોરસ વԱા વગӪ3x y 
3 બાય 2 બરાબર છે.
 ચાલો આકૃિત કરવાનો Ԑયાસ કરીએ આ લંબગોળની અધӪ-મ՚ુય અԟ અને અધӪ-લઘુ અԟ શું છે તે બહાર કાઢો,
ચાલો આપણે સમીકરણને 3 3 વડે 2 વડે ભાગીએ જથેી કરીને જમણી બાજુ 1 બનાવી શકાય, જો આપણે તે કરીએ તો
શું થાય છે ચાલો 3 વડે 2 વડે ભાગીએ શું કરીએ  આપણને મળે છે નો વગӪ અડધા પર વԱા નો વગӪ 3 બાયx y 
2 બરાબર 1 પર.
 તો અધӪ-મ՚ુય અԟ શું છે અધӪ-મ՚ુય અԟ 3 નું વગӪમૂળ છે 2 નું વગӪમૂળ છે
અધӪ-મ՚ુય અԟ 3 નું વગӪમૂળ છે 2 અને   અધӪ-ગૌણ અԟ એ Ԁટ 2 પર 1 છે.
 તેથી
Ԑમાણભૂત લંબગોળ મ՚ુય અને ગૌણ અԟ કોઓિડӪનેટ અԟ સાથે છે, પરંતુ યાદ રાખો કે
અમે શું કયુӭ અમે કોઓિડӪનેટ િસչટમને કોણ Հારા 4 Հારા ફેરյયું અમે કોણ Հારા 4 Հારા કોઓિડӪનેટpi pi 
િસչટમને ફેરյયું 
 તેથી મૂળ લંબગોળની મ՚ુય અને નાની અԟ શું છે
તે એક પર ઢાળવાળી રખેા છે  નો ખૂણો બાય 4 અને બીӾ રખેા તેn pi 
માઈનસ ના ખૂણા પર 4 બાય ઢોળાવ કર ેછે અનેpi 
 તેથી ચોરસ વԱા વગӪ વԱા બરાબરx y xy 
3 બાય 4 એ કોણ Հારા ફેરવાયેલ Ԑમાણભૂત લંબગોળ છે .pi   4 

 તેથી આ સુંદર ઉદાહરણ  અલӪ ડી
રનેિવલેના Ԑાથિમક િવભેદક સમીકરણોમાંથી છે આ પુչતકની પાંચમી આવૃિԱ ઘણી
આવૃિԱઓમાંથી પસાર થઈ છે તે દસમી આવૃિԱમા ંઆવી છે પરંતુ હંુ પાંચમી આવૃિԱનો ઉճલેખ કԀં છંુ અને પՌૃ
નંબરો પાંચમી આવૃિԱનો સંદભӪ આપે છે
 તેથી આ સમչયા આના પૃՌ 4243 પર દેખાય છે  સુંદર પુչતક અને
તે તેની સમչયાઓનો નોધંપાԋ સԆંહ છે જ ેહંુ તમને લંબગોળ કાયӷના જլમને જોવા માટે િવનંતી કԀં છંુ
હવે તમે િવચારી શકો છો કે આ ચોԜસ સમչયા ખૂબ જ સરળ હતી તે ખૂબ જ સરળ સમչયા
છે  1 ઓછા વગӪમૂળ વԱા 1 ઓછા વગӪમૂળ વડે અિવભાԧ પરy y dy dx 
1 ઓછા ચોરસ બરાબર 0 નાં વગӪમૂળ પર તમને આՆયӪ થશ ેકે અમે શા માટે આવી તુ՞છ કસરત કરીએ છીએx 
કદાચ તમારામાંથી કેટલાકને આ કંટાળાજનક લાગશે પરંતુ હંુ તમને સમӽવવા માંગુ છંુ કે આ
ખૂબ જ િબન-તુ՞છ અને ગિણતના ખૂબ જ ઉԱેજક ભાગ તરફ દોરી ӽય છે આ િવચાર એ છે કે
આ વગӪને વડે ઘાત ચોથા સાથ ેબદલવાનો અને હવે જોy y 
તમે તમારા પૂણાӭકમાં ઘણા બધા પૂણાӭકો પર કામ કરી રՑાં હોવ તો કેճԞુલસ વગӷથી તમે ӽણશો કે

ને 1 ઓછા ના વગӪમૂળ Հારા ઘાત 4 સાથે સંકિલત કરી શકાતંુ નથી.dy y 
 તમે 
ઘાત 4 ના 1 ઓછા ના વગӪમૂળ Հારા ના અિનિՆત અિવભાԧની ગણતરી કરી શકતા નથી,y ty 
તો શું થાય છે કે અમે જ ેકયુӭ તે આપણને આ ભյય չવԁપમા ંઆ સમીકરણ મմયું છે વԱાx 
સાઈન յયըુԃમ નું બરાબર બરાબર આ ભյય չવԁપમા ં ચોરસ વԱા વગӪ વԱા બરાબર ԋણy y x y xy 
ચોથા
 તેથી કોઈક રીતે તમને ՚યાલ આવશે કે િવભેદક સમીકરણ કોઈક
રીતે અંડાકાર સાથે સંબંિધત છે  સેકլડ ડીԆી વળાંક જથેી યુલર વધુ આગળ વիયો અને તેણે
આ પિરિչથિતને અિવભાԧ શլૂયથી ઉહ ની સાથ ેઅમારી સાથે છેદમાં ચોથી શિԝ તરફ જોયુંu 
તો અમે જ ેકંઈ કયુӭ છે તે થોડંુ થઈ શકે છે.
  અલગ-અલગ չવԁપમા ંલખવામા ંઆવે તો તે
એક જ િવચાર છે પરંતુ સહેજ અલગ અવતારમાં અિવભાԧ 0 થી બાય ԁટ 1 ઓછા u dt t
ચોરસ વԱા ઈિլટԆલ 0 થી ના વગӪમૂળ Հારા 1 ઓછા չՄેર ફરીથી ઈિլટԆલ વગӪમૂળ Հારાv dt t dt 
1 ઓછા ચોરસની પરંતુ િવિવધ મયાӪદાઓ 0 થી કેટલીક જિટલ અિભյયિԝ જમેાંt 

અને શામેલ છે આ જિટલ અિભյયિԝ શું છે તે યુ ԁટ 1 ઓછા u v v
չՄેડӪ  વԱા ԁટ 1 ઓછા યુ չՄેડӪ  છે તે યુલર ેશું કયુӭ હતંુ તે બદճયું હતું  વડે v t t
Հારા ઘાત 4 નો વગӪ કયӷ અને વધુ જિટલ ફી સાથ ેસમાન અિભյયિԝ ԐાՃ કરી અને આ એક ખૂબ જ
નોધંપાԋ િસિԺ હતી કારણ કે ԋણ દાયકા પછી ગૌસે յયչત ફં՘શનનો અհયાસ કયӷ યાદ રાખો
ઇિլટԆલ 0 થી ના મૂળ Հારા 1 ઓછા ચોરસ સાઈન յયըુԃમ છે  નું અને તેની յયչતતાu dt t u 
એ સાઈન ફં՘શન છે તેવી જ રીતે ફં՘શન ઇિլટԆલ 0 થી Հારા 1u dt 
ઓછા ના ઘાત 4 ના વગӪમૂળમાં પણ એક յયչત છે જનેે લંબગોળ સાઈન ફં՘શન કહેવાય છે અનેt 
તેનો અհયાસ ગૌસ Ԍ Հારા કરવામાં આյયો હતો.

દાયકાઓ પછી લગભગ 1796 માં અને ગૌસે  EE 
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લંબગોળ સાઈન ફં՘શન માટે એક વધારાનું સԋૂ મેળյયું  િԋકોણિમિત સાઈન ફં՘શન માટેના ઉમેરણ સԋૂનું ચોԜસ એનાલોગ
જથેી તમે જોશો કે જ ેખૂબ જ િનદӷષ દેખાતા
િવભેદક સમીકરણ તરીકે દેખાય છે તે ખરખેર તમને લઈ ગયા છે.
  ગિણતના એક ખૂબ જ ભյય ભાગમાં ԐવેશՀાર
એ એિલિխટક ફં՘શլસના િસԺાંતમા ંઆ વչતુઓનું ખૂબ જ સુંદર વણӪન
એઆઈ માકӪસ શિવશના પુչતકમા ંજોવા મળે છે જ ેનોધંપાԋ સાઇન ફં՘શլસ છે જનેા માટે
હંુ તમને չલાઇեસમાં સદંભӪ આપું છંુ જથેી આ લેવાનો િવચાર આյયો  એ આx 
સરળ ચલ િવભાિજત િવભેદક સમીકરણ લેવાનું હતું અને તેને ગિણતના એક સુંદર ભાગની તમને ઝલક આપવા માટે બહાનું તરીકે લેવું 
હતું.
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