
سنیماسن كرشنا گوپال پروفیسر ہوں میں آمدید، خوش میں سلسلے اس كے لیكچرز پر مساوات تفریق كو آپ مارننگ گڈ  iit bombay  شعبہ كے
كے كیلكولس اور مساوات تفریق كہ جو چیزیں اہم  گے كریں ساته كے خاكے تاریخی مختصر آغاز كا سلسلے كے لیكچرز ان ہم لہذا سے، ریاضی  

كیا تعاون میں مطالعہ كے مساوات تفریق نے جنہوں گا دوں نام كے دانوں ریاضی اہم چند كو آپ میں پهر ہیں ہوئی میں آغاز كے دور اس  
اور درستگی كی سكنات و حركات كی سیاروں كریں۔ شروع ہونا لیس سے قوانین كے حركیات كے اس سے نیوٹن آئزک كیلكولس كے اس آئیے تو  

یادگار ایک كا نیوٹن یہ ہے چكا ہو تبدیل میں سائنس متحرک میں سائنس تجرباتی تک اب جو تها قابل كے كرنے وضاحت كی تشكیل كی فلكیات جوار  
جاتے بدل جو لیے كے تبدیلی كی خیالات لیكن لیے كے ایجاد كی كیلكولس صرف جاتا۔ سمجها نہیں بڑا بہت اسے سے وجہ كی جس ہے كارنامہ  

نظام كے مساوات تفریق لیے كے مسائل جسمانی دو پر طور بنیادی وه كیا جو نے نیوٹن پر طور كے سائنس متحرک ایک بطور علم كا فلكیات  ہیں۔  
كا مساوات تک نیوٹن كم از كم ابتداء كی تفریق نظریہ تاكہ رہا كامیاب میں كرنے اخذ كو قوانین كے حركت آزاد كی سیارے كے كیپلر وه اور نمٹا سے
شامل میں مضمون اس كو ماسٹرز ابتدائی جو دیں كرنے نشاندہی كی ناموں كے ماسٹرز كچه كو آپ میں سلائیڈ اگلی مجهے اب ہے سكتا جا لگایا پتہ  

چلے واپس پر بیرو آئزک ہی پہلے نظریات كچه كے كیلكولس كے نیوٹن آئزک  تهے۔ استاد ایک جو دیكهیں نام كا بیرو اسحاق آپ پہلے تها گیا كیا  
كیا دریافت نے اس اور دیكهیں نام كا لیبنز آپ كیا مربوط كو مساوات تفریق لكیری ایک میں  نے اس ہے آتا میں  نیوٹن یقیناً  پهر ہیں جاتے 16871693

لیے كے مساوات یكساں كہ برابر   y  tx شاید گے كریں سامنا كا مساوات برنولی میں بعد ہم نام مشہور بہت ایک كا برنولی ہے۔ آتا پهر متبادل
كو آپ پهر مطابق كے نظریہ كے مساوات تفریق  ہے ڈالا حصہ میں اس نے برنولی اور میں لیكچر چهٹے یا پانچویں  riccati ہے آتا نظر نام كا

مساوات مشہور جو  y prime equal to ax y squared plus bxy plus cx بے اسے كیونكہ ہے بدنام مساوات تفریق یہ ہے
دكهایا نے اس جینئس گریٹ دی ایلر لیونارڈ كیسز سكتا۔ جا كیا نہیں حل علاوه كے خاص اسے كہ ہے لگتا ایسا حالانكہ سكتا جا كیا نہیں حل قصور  

ہو معلوم حل خاص كوئی اگر ہے سكتا جا كیا كم كیسے میں مساوات لكیری كو مساوات ریكاٹی كہ  
اس ہمیں ہم اور ہے پرانا سال  كم از كم موضوع كا مساوات تفریق كیونكہ چاہیے كرنا چهوٹا كو فہرست اس ہمیں اور ہے لمبی بہت فہرست تو 350

مزید پر پیشرفت تاریخی اس ہم اور ہے ضرورت كی پہنچنے تک سختی كی كورس موجوده  
ایک پر مساوات تفریق كی ربی باب ابتدائی كا كتاب اس گا چاہوں دینا حوالہ ایک صرف لیے كے پیشرفت تاریخی كو آپ میں سكتے دے نہیں توجہ  
كیا اظہار جب ہیں قوانین تعارفی تاریخی خوبصورت ایک كے طبیعیات میں اس ایڈیشن دوسرا كا اطلاقات اور نتائج كے تصورات بنیادی  ہے۔ تعارف  
حیاتیات كو آپ قانون كا عمل پر پیمانے بڑے میں كیمسٹری پر طور كے مثال ہیں دیتے جنم كو مساوات تفریق میں اصطلاحات ریاضیاتی  ہے گیا  

جنم كو مساوات تفریق سب یہ ہے كرتا فراہم مساوات تفریق كی ماڈلز كائنےٹک انزائم اور حركیات كیمیائی والے ہونے پیدا میں ڈیموگرافی ایكولوجی  
مساوا امتیازی ان ماڈلز ماحولیاتی میں حصے آخری كے لیكچر كے آج ۔ گے دیكهیں مثالیں كچه سے میں ان ہم ہیں دیتے

كے نظاموں كے قسم دونوں ، ہیں ہوتی پیدا میں ماحولیات ریاضیاتی اور حركیات كیمیائی جو ہیں دیكهتے مماثلتیں انگیز حیرت كچه درمیان كے توں  
مثال ہے جاری تحقیق میں حیاتیات ریاضیاتی  ہے۔ فعال اور ہے چكی كر ترقی میں علاقے وسیع ایک آج حیاتیات ریاضیاتی ہیں مماثلتیں مضبوط درمیان

پر طور كے   ec siemens كو ہكسلے اور ہڈكن پر طور كے مساوات تفریق كی نظام ایک ہوئے كامیاب میں كرنے ماڈلنگ كی دهڑكن كی دل
ملا انعام نوبل لیے كے كام اپنے كے تحریكوں اعصابی  

ہیں ہوتے پیدا مسائل جو میں جیومیٹری پهر تو  
میں سائنسز فزیكل لیے اس حصہ دوسرا كا ریاضی حصہ ایک كا ریاضی  ہیں دیكهتے درخواست كی ہم  كہ ہے یہ حال صورت ایک یہاں تو  

بہت لیے اس لیے كے مساوات تفریق ہے برابر تفریق پر جگہوں تمام میں ڈیموگرافی ایكولوجی كیمسٹری میں سائنسز بائیولوجیكل میں انجینئرنگ  
مختلف كو كسی كہ ہیں وجوہات والی كرنے قائل لیے كے اس چاہیے كرنا مطالعہ كا مساوات تفریق كو كسی سے وجہ كی جن ہیں وجوہات ساری  

مساوا تفریق
ہے۔ شروعات معمولی ایک كی علاقے وسیع بہت ایک كے ریاضی وه گے دیكهیں میں كورس اس آپ كچه جو اور چاہیے كرنا كیوں مطالعہ كا توں   

پینڈولم ساده ہیں كرتے شروع ہوئے دیكهتے كو صورتحال جسمانی ساده ہی بہت ایک آئیے  
پر پیمانے بڑے ہے ہوتا مشتمل پر اس ہے ہوتا كیا پینڈولم ساده ایک تو   m میں تصویر اس آپ كہ جیسا ہے ہوتا معطل سے نقطہ ایک جو باب ایک كا

پر پیمانے بڑے كہ ہیں رہے دیكه لمبائی  ہے۔ معلق ذریعے كے چهڑی والی وزن بغیر باب ایک كا   m  l یہ اور ہے جاتی كی سیٹ میں دولن جو
باب یہ اور باب یا ہے پوزیشن اوسط یہ زاویہ زاویہ ایک كو   i  s  y دیكهتے آپ ہے ہوتا سیٹ میں دوغلوں یہ اور ہے جاتا كیا گهر بے سے

كمیت كا باب كہ ہیں اور ہے اور ہے كرتا كام طرف كی نیچے پر طور عمودی جو ہے وزن   m  mg  mg sine y جزو كا سمت اس ہے جزو
والے كرنے كنٹرول كو حركت كی باب اس كے پینڈولم قانون دوسرا كا حركت كا نیوٹن كہ لیے كے بتانے یہ ہیں چاہتے ہم اب سمت ٹینجینٹل ہے  

ہے دیتا جنم كیسے كو نظام كے مساوات تفریق ، 
وقت اس مكانی نقل كونیی كہ ہیں دیكهتے آئیے تو كے زاویہ كا مكانی نقل  اگر سرعت كونیی كہ ہیں دیكهتے ہم اب اور ہے   t  y  y پهر ہے

یہ ہے كیا رفتار كونیی سے حساب كے یہ ہے كیا سرعت كونیی ہے بذریعہ   dt  dy  d2y  dt جو ہے قوت ایک پاس كے آپ اور ہے مربع
ٹارک گی۔ دے جنم كو ایک قوت وه اور ہے رہی كر كام طرف كی نیچے پر طور عمودی  

میگنیٹیوڈ كی ٹارک اس ہے كیا میگنیٹیوڈ كی ٹارک اس تو سائن اسے لیے كے كرنے حاصل ٹارک كو آپ ہے  mgl  y  l اور ہوگا كرنا ضرب سے
لمحہ كا جڑت كی باب اس اب كا باب اس  ہے؟ كیا لمحہ كا   i  nertia ml ہے مربع

لمحہ كا جڑتا كہ ہیں دیكهتے آپ اور ہیں چلتے پر سلائیڈز واپس آئیے تو سرعت زاویہ آپ ہے مربع كو  ml  d2y  dt كرتے ضرب سے مربع
ہیں  inertia mn م سے ٹارک بیرونی یہ اور سے لمحے كے مربع

مائنس ٹارک بیرونی  ۔ گا جائے ہو توازن بذریعہ مساوات كو آپ اور ہے جاتا ہو كینسل mgl sine y m 1.1 پلس مربع  d2y  dt  g over
l sine y 01.1یا بم پینڈولم ساده یہ لہذا ہے مساوات تفریق والی كرنے كنٹرول كو حركت كی پینڈولم ساده ایک  مساوات لہذا ہے۔ ملتی  برابر  

ہے چلتی ذریعے كے مساوات تفریق اس حركت كی پینڈولم ساده بذریعہ پلس مربع d 2 y  dt  g over l sine y 0 ایک كہ جو  برابر  
ماس پینڈولم ساده ہے مساوات تفریق لیے كے حركت كی پینڈولم ساده ایک كا لمبائی  ہے   m  ma  l ہے ٹهیک كریں سیٹ میں حركت اور

ہیں آتے واپس پر  مساوات تفریق اس آئیے تو 1.1  
یہ ہیں مشتق كے وقت دو كہ گے دیكهیں آپ تو بذریعہ   d2y  dt ہے مربع

ام اور ہے ٹهیک آئن  ہے۔ مساوات تفریق ترتیب دوسرا یہ تو  
ہیں چلتے پر اگلی آئیے تو  

دیكهیں مثال اور ایک كی فزكس آئیے تو   shm ہے مطلب كا حركت ہارمونک ساده
ہے دكهاتا حركت ہارمونک ساده ایک ذره ایک اگر ہے كیا حركت ہارمونک ساده ایک تو  

والی كرنے عمل پر ذره اور ہے كرتی حركت میں لكیر سیدهی ایک یہ پہلے سے سب لكیر سیدهی ایک  ہے۔ كرتا حركت یہ اگر كہ ہے جاتا كہا تو  
مكانی نقل كی ذره لہذا ہے كرتی كام میں سمت مخالف كے مكانی نقل قوت یہ اور ہے متناسب كے مكانی نقل سے اصل قوت كا    t  y پهر ہے

ایكسلریشن بذریعہ كو سرعت اس اور ہے مربع قوت یہ اور ہے ملتی قوت كو آپ دیں ضرب سے  d2y  dt  m  y لیے اس اور ہے متناسب كے
شدت كی قوت اس   ky لہذا ہے مخالف سمت كیونكہ ہے والی اٹهانے نشان منفی ایک یہ اور ہے

Pru
tor
@
IIT
K



كو آپ  قانون توازن بذریعہ جمع مربع اور برابر كو m d2 y  dt  ky 0 كال پر طور كے اسكوائر اومیگا بذریعہ  divide by m  k  m  
بذریعہ مساوات تفریق ہمیں اور كریں اسكوائر اومیگا پلس اسكوائر 1.2ہے۔ ملتا  برابر  d2y  dt  y 0   

ظاہر مشتق دوسرا كہ ہیں دیكهتے آپ كیونكہ ہے كیوں مساوات تفریق كی ترتیب دوسری یہ ہے مساوات تفریق كی ترتیب دوسری  مساوات تو 1.2  
ہے ہوتا بذریعہ    d2y  dt ہے ملی مساوات تفریق ہمیں جہاں ہیں دیكهتے مثال دوسری كی طبیعیات ہم یہاں اب لہذا ہے ٹهیک بالكل مربع

م ذریعے كے قانون توازن
ہیں جاتے كیے بیان میں اصطلاحوں كی ریاضی جب قوانین كے طبیعیات كہ ہوں دہراتا پهر بار ایک میں كر دیكه كو قانون توازن  

تهوڑا چلو ہیں، مساوات تفریق كی آرڈر سیكنڈ دونوں وه مثالیں دو ہیں دیكهی ہی پہلے مثالیں دو ایسی نے ہم اور ہیں دیتے جنم كو مساوات تفریق تو  
سے تفصیل تهوڑی كو موشن ہارمونک ساده اس ہم پہلے سے اس لیكن دیكهیں كو مثالوں كی فزكس پهر اور آگے تهوڑا مزید  ہیں۔ بڑهتے آگے  

سلائیڈ دوباره مساوات كی موشن ہارمونک ساده تاكہ ہیں دیكهتے میں اسكوائرڈ اومیگا پلس اسكوائر   d2y  dt  y ہوتی ظاہر ذریعے كے ایكوئیل
كوسائن كا ٹی اومیگا كہ ہے سكتا كر تصدیق راست براه اور ہے سكتا كر تبدیل كو كوسائن كے ٹی اومیگا میں  مساوات بهی كوئی سے  ہے۔ 01.2  

سكتا كر كوشش بهی كوئی طرح اسی ہیں كہتے پر طور كے حل كے  مساوات كو كوزائن كے ٹی اومیگا ہم پر   ہے كرتا پورا كو مساوات 1.21.2  
كہ ہے y 1.2 بهی ٹی اومیگا سائن كہ ہے سكتا كر تصدیق كی بات اس كوئی اور دے بدل میں  مساوات تفریق كو اس ٹی اومیگا سائن برابر كے  

ہے حل كا  مساوات 1.2  
حل دو  گیا۔ مل ہمیں تو اور  cosine omega t  sine omega t 1.2 آپ لہذا ہیں واقف سے خیال كے سپرپوزیشن آپ میں طبیعیات اب

ہیں لیتے درست كو سپرپوزیشن كی لہروں دو  
كہ ہے مطلب كا اس سائن ایک اور كوزائن ایک  ہیں لیتے سپرپوزیشن ایک ہم كہ ہے مطلب كیا كا كہنے یہ ہے كیا معنی ریاضیاتی كا سپرپوزیشن تو  

یعنی  قسم تیسری كی حل كہ دیكهیں آپ 1.3  cos omega t plus b sine omega t 
مساوات تفریق  ہے۔ مطمئن بهی  كہ گے سكیں كر تصدیق سے جلدی آپ اور دیں بدل میں  مساوات كر لے كو  مساوات ہم آئیے تو 1.31.21.3  

1.2 
ٹی اومیگا كوسائن ایک پر طور عام اور ٹی اومیگا سائن ٹی اومیگا كوسائن یعنی ہیں كیے درج حل سے بہت كے  نے ہم اب ہے كیا كیا نے ہم تو 1.2  

اور برابر كے  آپ اگر میں   ہے نوٹس  كہ جو ٹی اومیگا سائن بی پلس 1.31.31ہیں لیتے برابر كے  b 0  
اومیگا ہمیں تو اور برابر كے  ہم اگر ہے ملتا كوسائن كا t 0 ہیں لیتے برابر كے  b 1  

آپ اور ہو بهی كچه جو   ہوں سكتا دے نصف منفی  قدریں مختلف میں اور ہے ملتا ٹی اومیگا سائن ہمیں تو 1 13 2 3سكتے دے قدریں مختلف  b 
لیے كے انتخاب ہر كے مستقل لیے اس وغیره  مائنس  روٹ پر  ہیں اور 1 20 11حل كا  مساوات آسیلیٹر ہارمونک  مساوات  a  b 1.31.2  

آپ اپنے ہم آئیے تاہم كیا درج كو خاندان لامحدود ایک كے حل كے   ہم درحقیقت ہیں كیے درج حل سے بہت كے  نے ہم لہذا ہے دكهاتا 1.21.2  
كہ ہے سكتا ہو ہے دیتا كر ختم كو حل تمام  یہ كہ گا چلے پتہ كیسے مجهے ہے كیا درج كو حلوں تمام نے ہم كیا كہ پوچهیں سوال یہ سے 1.3  

ہے۔ نہیں میں فارم جو نكالے حل كا  اور ہو ہوشیار زیاده بہت كوئی 1.2كا سوال اس  a cosine omega t plus b sine omega t 
اگر كہ ہیں جانتے كیسے یہ ہم كہ ہے ضروری دینا جواب   zt 1.2 ہے حل كوئی كا

تو پلس ٹی اومیگا كوسائن ایک اومیگا سائن ہے میں شكل كی اور  zt  b  t  a  b ہیں۔ رہے جا لے طرف كی ویں پر طور قدرتی ہم كہ دیكهیں  ہم
ایک محلول ہر كا  ہے دیتا كر ختم كو حل تمام كے  كہ ہے نہیں مشكل كرنا ظاہر یہ مسئلہ كا كرنے بیان كو كلاس كی حلوں تمام 1.2 1.31.2  

 cosine omega t Plus b sine omega tكریں ایسا  گے۔ كریں نہیں ایسا ہم لیكن ہے نہیں مشكل كرنا ثابت یہ ہے ہوتا میں شكل كی
ہے دیتا اجازت وقت اگر گے آئیں واپس میں بعد بہت پر اس ہم وقت اس كہ  

ایک ہے كیا اینالاگ كا  كہ ہیں دیكهتے مثالیں كچه كی سركٹس الیكٹریكل ہم آئیے ہیں چلتے طرف كی مثالوں اور كچه بجائے كے اس ہم تو 1.2 1.2
مخالف اور ہے لكیری جو ہے كرتی حركت ساته كے لكیر سیدهی ذریعے كے قوت ایک حركت كی ذرّه ایک ہے۔ نظام میكانی ایک كا ہارمونک ساده  

یعنی ہے ہوتا پیدا میں نظریہ كے سركٹس برقی بهی اینالاگ كا  میں سمت مطلب كا سركٹس اور 1.2مطلب كا  lc  inductance  c  
لیے كے بحث پر ان لہذا ہے  capacitance   lc circuitsگا دوں حوالہ كا كتاب مشہور كی ہالیڈے ڈیوڈ اور ریسنک رابرٹ كو آپ میں

جلد دوسری كی ایڈیشن تیسرے اور ہیں رہے پڑه لیے كے تیاریوں اپنی وقت اس سب آپ كہ ہے یقین مجهے جو    p پر ایڈیشن
ہیں اٹهاتے ایڈیشن غلط آپ اگر لیے اس ہیں چكے ہو ایڈیشن كئی كے كتاب اس كیونكہ دیں توجہ  

میں بارے كے  مساوات  صفحہ كے ایڈیشن تیسرے كے پہلوانی میں لیے اس ہیں نہیں پر صفحے ایک ہم كہ گے ہوں نہیں قابل اس ہم تو 84538.5
گی آئے نظر وضاحت تفصیلی بہت كی سركٹس سی ایل الیكٹریكل اس كو آپ وہاں كتاب۔ مشہور كی چهٹی كی  والیوم فزكس اور ہوں۔ رہا كر بات 2  

یہ ہیں كیا مساوات والی كرنے كنٹرول كو سركٹ آر سی ایل اور ہے كرتا بات میں بارے كے سركٹس آر سی ایل پر  صفحہ وه درحقیقت 848  d2 
ہے۔ پلس اسكوائر ٹی ڈی از یہاں ہے برابر كے صفر  q   r over l dq by dt plus q over lc  r  lہے مزاحمت ایک

اور ہے   inductance  cہے صفر مزاحمت پر طور خاص ہے صفر مزاحمت اگر پر طور خاص
آپ جو ہے ہوتا كیا كا مساوات تفریق اس ہے ہوتا كیا تو اگر ہے نہیں اصطلاح درمیانی ہے نہیں ٹرم مڈل اصطلاح  ہیں دیكهتے كو  r  r ہے صفر

پاس كے آپ ہے كیا پاس كے آپ تو بذریعہ كیوبڈ دو اوقات مستقل پلس مربع ہے صفر ہے؟ كیا ایک مستقل پر ایک   d  dt  q  lc   lc ایک
كو آپ لہذا ہیں سكتے كہہ اسكوائر اومیگا اسے آپ لہذا ہے مستقل مثبت بذریعہ مكعب مربع اومیگا اور مربع   d2  dt  q 0 آتا نظر برابر كے

ہے نہیں برابر كے  یہ كیا لیكن ہے بذریعہ مربع اومیگا جمع مربع 1.2 1.2ہے برابر كے صفر  d2y  dt  y  
كا سسٹم مكینیكل كے حركت ہارمونک ساده ایک وه ہیں كرتے سامنا آپ كا سركٹس سی ایل جس میں تهیوری سركٹ الیكٹریكل كہ ہیں دیكهتے آپ  تو  

ہیں پهینكتے میں اصطلاح مزاحمتی آپ اگر ہے جلتی ملتی بہت مساوات تفریق طرف دوسری لہذا ہے اینالاگ برقی  
اصطلاح درمیانی  ہے اصطلاح درمیانی پاس كے آپ تو   the r by l dq by dt ایک مساوات یہ لیے اس ہے اصطلاح درمیانی

ایک میں جس گی ہو oscillator  damping term 15.37دوں حوالہ كا  مساوات كی چهٹی اور ریسلنگ كو آپ میں لیے اس گی جائے ڈالی
نے مالتهس میں  ایكولوجی ریاضیاتی پر طور خاص جائیں میں دائرے كے حیاتیات آہستہ آہستہ اور دیں چهوڑ كو دائرے كے فزكس ہم اب گا 1798  

میں بارے كے بیكٹ آپ پر طور كے مثال ہے نوع ایک صرف كی حیاتیات میں جس كیا تجویز ماڈل ایک لیے كے اضافے میں آبادی كی ماحولیات ایک  
ثقاف بیكٹیریل ہیں۔ سكتے سوچ

جو تها كیا تجویز پر طور آزادانہ پہلے عرصہ كچه بهی نے یولر لیونارڈ كو ماڈل اس ہے نوع ہی ایک صرف میں ماحولیات اس اب نشوونما كی توں  
اگر كہ ہے كہتا ماڈل كا جب ہے آبادی كی پرجاتیوں وقت اس تبدیلی كی آبادی  شرح كی بذریعہ   t  y  t  dy  dt كے آبادی موجود وقت اس

میں لفظوں دوسرے ہے متناسب بذریعہ مستقل كچه لیے كے تناسب ضرب dy  d  k  k  y 1.4 كے نوع ایک كسی ہے  مساوات یہ ہے  
كہ ہے بتاتا كو آپ پر طور فوری  كہ كریں نوٹ ماڈل مالتهوسیئن یا مساوات كی ماحولیات كا طاقت كے 1.4مساوات چاہئے ہونا  t  y  kt  ae 

سے آبادی كہ ہے كرتا ظاہر یہ لہذا ہے مطمئن سے طاقت كفایتی گنا ایک كے  ae  kt  y 1.4لئے كے سنگل ایک لہذا چاہئے بڑهنی سے تیزی
آپ اپنے ہم آئیے ہے، بڑهتا سے تیزی بہت یہ ہے بڑهتا سے تیزی بہت یہ سے پهٹنے كے آبادی ماحولیات پرجاتی  مطابق كے ماڈل مالتهوسیئن  
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آبادی فطرت كیا ساته كے رفتاری تیز سے تیزی دوران كے وقت لامحدود ہے؟ سكتی بڑها كو آبادی پر طور عملی یہ كیا پوچهیں سوالات چند سے  
تیزی اس جو گے ہوں نہیں عوامل والے روكنے كچه سے وجہ كی محدودیت كی وسائل قدرتی كیا گی دے اجازت كی اضافے سے تیزی قدر اس میں

طریقہ كوئی نہ كوئی كا رفتاری تیز سے تیزی وقت كسی سكتا ركه نہیں جاری اضافہ میں آبادی یہ كہ ہیں جانتے ہم گے روكیں كو بڑهنے سے  
تفریق كہ ہیں كہتے ورہول جسے تها كیا تجویز نے ورہسٹ میں  كار طریقہ ایسا ہے جاتا روكا اسے ذریعے كے جس ہے ہوتا ضرور 1836  

صرف وہاں دیكهیں كو  مساوات ہے برابر 1.4جب ہے ضروری كرنا تبدیل كو ہاته دائیں كہ ہیں دیكهتے آپ كیا  ہے كہتا كیا  dy by dt  ky  
ہے ہوتی خوراک مثبت جب ہے ہوتی كمی كی وسائل قدرتی  

ہے۔ پڑتا اثر منفی پر ترقی كی آبادی كا رگڑ معاشرتی اس اور ہے بنتی سبب كا رگڑ معاشرتی جو ہے ہوتی پیدا رگڑ معاشرتی سے اس تو   ky كی
كو اصطلاح مائنس بذریعہ چاہیے جانا كیا تبدیل میں مربع فرق دیكهیں كو  مساوات اصطلاح aky  ky  r 1.5 میں   ential equation  

شرح كی تبدیلی كی آبادی ہے آئی تبدیلی ہے نہیں برابر ہے برابر كے ہے ہے برابر   dy  dy by dt  ky  dy  dt  ky كچه مائنس
ہے كیا اصطلاح بذریعہ مربع جہاں اس ہے مستقل اور ایک مستقل دوسرا كو   ky  r  r  r  r صلاحیت كی جانے لے كی ماحول ہے جاتا كہا
مستقل اس  r ہے كتاب خوبصورت ہی بہت ایک پر حیاتیات كی ریاضی ہے رہا ہو ارتقا كا ماحولیات میں جس ہوگا پر حدود ان كی ماحول انحصار كا

  jd murrayریاضیاتی  ہے۔ گیا لكها پر جس ہے ایک سے میں معاہدوں جامع زیاده سے سب یہ كہ ہے دیا حوالہ كا اس كو آپ نے میں كی
كی ماڈلز مختلف ان نے سائنسدانوں مختلف جو ماڈلز مختلف ماڈلز مختلف گی ملیں تفصیلات تاریخی ساری بہت میں كتاب اس كو آپ اور حیاتیات  

كسی  آئیے اب اور ہیں ہوتی حاصل كر بنا مفروضے مختلف كو آپ جو مساواتیں تفریق كی قسم مختلف وه ہے كیا تجویز كو خامیوں اور خوبیوں  
ہیں قسمیں دو میں ماحولیات اس بار اس لیكن ہیں چلتے طرف كی نظام ماحولیاتی ایک ہیں چلتے پر نظام دوسرے   pecies a predator 

  and a preyبهی كوئی اور شكاری بهی كوئی یا ہیں سكتے سوچ پر طور كے سارڈینز كو شكار اور شارک كو شكاری آپ پر طور كے مثال
چاہیں آپ اگر ہیں سكتے سوچ میں بارے كے چوہے اور بلیوں آپ جسے شكار  

آبادی كریں۔ غور پر ماحولیات كی انواع دو مشتمل پر شكاری ایک آئیے تو آبادی اور ساته كے   xd  yt كے شكاریوں لیے اس شكار ایک ساته كے
ہیں رہے دیكه كو نظام آبی آپ اگر پر طور كے مثال ہیں جانور خور سبزی وه شكار اور ہے دستیابی كی شكار ذریعہ كا خوراک لیے  

كهانا خور سبزی قدرتی پر طور كے مثال پر طحالب  ہے۔ رہتا زنده شكار كہ گے كریں فرض آپ تو  
كریں فرض ہے نہیں شكار كوئی پر طور كے مثال كریں فرض تو   y ہے نہیں وہاں

ہے نہیں كهانا لیے كے كهانے پاس كے شكاریوں تو  
كہ ہے یہ مطلب كا اس  ہے برابر كے كلہاڑی مائنس جو دیكهیں كو مساوات گی جائے مر سے تیزی آبادی كی ان تو 1.6كا جس  dx  exp  

فنكشن كہ ہے مطلب  xt e كی لامحدودیت میں لفظوں دوسرے وقت كیونكہ گا جائے ہو ختم طرح كی مائنس پاور پر اس ہے رہا جا ہونے طرح كی
اگر ہے نہیں شكار كوئی اگر  اگر ہے جاتا طرف   yt ہے نہیں

تو وہاں ہیں نہیں شكاری اگر طرف دوسری گی رہے ہوتی كم سے تیزی بہت شرح كی آبادی كی   xt  xt ہے نہیں
ہے رہتا ہوتا اضافہ سے تیزی میں آبادی كی ان اور ہیں جانور خور سبزی شكار شكار  ہے۔ نہیں چیز كوئی لئے كے روكنے كو اضافے میں آبادی تو

شكاری اور ہے سكتا ہو خرگوش شكار پر طور كے مثال ہیں سكتے سوچ میں بارے كے ماحول والے لومڑی اور خرگوش آپ پر طور كے مثال  
ركهیں ساته ایک كو اقسام دو ان كی جانوروں كہ ہیں دیكهتے آئیے اب ہیں خور گوشت لومڑیاں اور ہیں جانور خور سبزی خرگوش ہے سكتا ہو لومڑی

مائنس كہ جو كمی میں آبادی لیے اس ہے خوراک لیے كے كهانے اب پاس كے شكاریوں كیونكہ رہی نہیں درست اب شرح كی كمی كی  تو 1.6  
پلس گی۔ جائے كی پڑتال جانچ كی اس ہے اصطلاح كی كلہاڑی   bxy مساوات كہ گے دیكهیں لائن آخری میں سلائیڈ آپ پر اضافے كے اصطلاح

پلس ایكس مائنس كو ایكس مائنس طرف كی ہاته دائیں كے ہے۔ گیا كیا تبدیل كر بدل سے تمام آپ  bxy m  ind  constants abc  1.6اور
k 1.7اور ڈالیں كو شكاریوں آپ اب ہے گئی كی نشاندہی كی شرح كی اضافے میں ہاته دائیں كے  اور ہوگا كیا كا اس اب ہے ٹهیک ہیں مثبت سب  

آبادی ہے سكتی جا نہیں ہی بڑهتی طرح كی  آبادی كی شكار تاكہ كهائیں كو شكار  ہیں۔ رہے جا وه ہیں وہاں شكاری اب كہ كریں دعا ساته ایک 1.7  
شرح كی سے حساب كے ہے برابر كے آپ گی جائے كی ترمیم طرح كس میں اس ہے رہی جا كی ترمیم میں اصطلاح  dt  ky  ky  ky مائنس

ہیں رہے دیكه كو آپ مائنس نظام شده ترمیم كا مساوات طرح اس اور گے ہوں رہے دیكه كو cxy  ky  cxy  dx by dt  minus ہوگا برابر
برابر مائنس اور گا ملے جوڑا ایک كا مساوات تفریق كو آپ ax plus bxy dy by dt  ky  cxy 1.8اس اب  constants abc  k 

پلس نے میں كہ ہیں سكتے پوچه آپ ہیں مثبت پر موڑ مائنس اور اصطلاح چوكور یہ ڈالا كیوں  bxy  cxy  xyy naught x  yy مربع
 naught xyہیں كرتے تجربہ كر سمجه سوچ ایک ہم بات دوسری پہلے سے سب ہیں نہیں ماڈل درست یہ اور ہیں ماڈل یہ سے طرح اچهی مربع
اور جائے ہو دوگنی آبادی كی بلیوں كہ كریں فرض اب ہیں چوہے اور بلی ایک یہ كہ جائے كہا میں جس ہے ماحول ایسا پاس كے آپ كہ كریں فرض

جائے ہو دوگنی بهی آبادی كی چوہوں  
كہ ہے كرتا وضاحت یہ تک گنا چار بعد كے اس گا۔ جائے ہو ختم امكان كا ملنے سے چوہوں كے بلی تو   xy كے چوہے اور بلی اور اصطلاح كی

اس آپ میں مساوات پہلی جب لیے اس گا، ہو سازگار لیے كے بلیوں یہ كہ جب ہے رہا ہو ثابت ده نقصان لیے كے چوہے كیوں تعامل یہ درمیان  
ماڈل اس تاكہ ہیں دیكهتے ساته كے نشان كے مائنس كو اصطلاح اس آپ كو جس مساوات دوسری اور سائن گے۔ دیكهیں ساته كے جمع كو اصطلاح  

لوڈ وولٹیرا ایک كا مساوات یہ ہے جاتا كہا ماڈل لوٹكا وولٹیرا اسے ہے ماڈل مشہور بہت ایک ماڈل یہ  جائے كی وضاحت پر طور تجرباتی كی 1.8  
یہ دیكهیں كو مساوات پہلی میں  ركهیں یاد ہے نظام جوڑا ایک كا مساوات تفریق یہ اور  ہے۔ نظام كا مساوات تفریق وقت بیک یہ ہے نظام كاسٹ 1.8

بذریعہ پلس ایكس مائنس ہے برابر میں مساوات پہلی مساوات دوسری اور بهی آئن  ہے ہوتا ظاہر بذریعہ   dx  dt  bxy  y  dy  dtبرابر
مائنس میں مساوات دوسری ہے نامعلوم یعنی ہے نظام كا جوڑے ایک نظام كا مساوات لہذا ہے ہوتا ظاہر اور   ky  cxy  x  x  yمساوات دونوں

كے نظاموں ماحولیاتی كہ ہے دی لیے كے بتانے یہ صرف نے میں مثال یہ اور كی مساوات تفریق ہے نظام وقت بیک یہ اور ہیں ہوتے ظاہر میں  
كریں نہیں تجزیہ سے تفصیل كا  مساوات اس ہم ہیں رہے جا كرنے نہیں مطالعہ ہم كا جس ہے ہوتی پیدا مساوات تفریق طرح كس میں مطالعہ 1.8  

ہر مساوات تفریق كہ ہے گئی ركهی لیے كے كرنے ظاہر یہ یہاں صرف مثال یہ  لیكن ہے نہیں بالكل میں كار دائره كے كورس اس یہ كیونكہ گے  
ماڈلز كے آبادی اور افزائش كی بیكٹیریا وه ہیں ہوتی ظاہر میں سسٹمز مكینیكل سركٹس الیكٹریكل كہ جیسا ہیں ہوتی ظاہر میں فزكس پهر بار ایک جگہ  

گا چاہوں كرنا بند كو بحث مختصر اس كی نظام حیاتیاتی میں لہذا ہے ٹهیک كچه بہت  كچه بہت اور حركیات كیمیائی پهیلاؤ كے بیماریوں ڈیموگرافی  
آپ جو ہے آتا میں سمجه دینا جات حوالہ كچه كو آپ صرف لیے اس كی بات تک دیر كافی پر اس ہیں ہوتی پیدا كیسے مساوات تفریق میں حیاتیات كہ

آخری جو ہے كیا انتخاب كا تین سے میں ان نے میں اور ہیں گئی لكهی كتابیں سینكڑوں اور سینكڑوں پر حیاتیات ریاضیاتی ہیں سكتے پڑه وقت كسی
سلیمان ڈی بی اور پلانک جے ایم جونز ایس ڈی كتاب پہلی اور ہوں چكا كر ذكر ہی پہلے میں كا جس كتاب اچهی بہت كی مرے ڈی جے  ہے۔ ایک  
بڑی ایک كی نظام كے مساوات تفریق والی ہونے پیدا میں مسائل حیاتیاتی مختلف كو آپ كتاب یہ مساوات تفریق میں حیاتیات كی ریاضی كہ ہیں كہتی  

تفریق حیاتیاتی ہے گئی كی بحث پر نظاموں حیاتیاتی سے بہت دیگر اور پهیلاؤ كے بیماریوں نشوونما۔ كی ٹیومر كہ جیسے ہے كرتی فراہم تعداد  
اور كینر اور ہے دیتا جنم كو نظام دلچسپ كے مساوات امتیازی سے وجہ كی بہاؤ كے خون میں رگ شہ والی ہونے پیدا میں فزیالوجی مساوات  

ایک یہ لیے اس ہیں والے كہنے نہیں كچه زیاده میں بارے كے چیزوں ان ہم یقیناً  ہے۔ لكهی كتاب موٹی ہی بہت ایک پر فزیالوجی ریاضیاتی نے شنائیڈ
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ہے۔ تعارف  tory uh  مخصوص ہیں آتے اب لہذا ابتداء، كی مساوات تفریق ہے ہوتی پیدا سے مساوات تفریق طرح كس كہ لیكچر میں بارے اس
ہیں متعلقہ لیے كے كورس اس جو طرف كی مساوات تفریق  

مساوات تفریق كی آرڈر فرسٹ كہ كریں یہ  طرح كس كہ ہیں جارہے كرنے مطالعہ كا مساوات تفریق صرف میں ترتیب پہلی ہم اب تو  dy by 
ہے دیتی دكهائی طرح كی dx  f x comma y 1.9پہلی یہ ہے مساوات تفریق كی ترتیب پہلی یہ ہیں رہے دیكه پر سلائیڈ آپ جو  مساوات  

ہے ہوتا ظاہر مشتق ایک صرف كیونكہ ہے مساوات تفریق كی ترتیب بذریعہ برعكس كے اس   dy  dx  shm ہارمونک ساده حركت ہارمونک ساده
تمام ان ریزسٹنس كیپیسیٹینس انڈكٹنس سركٹس آر سی ایل مساوات والی كرنے كنٹرول كو حركت كی پینڈولم مساوات والی كرنے كنٹرول كو حركات  

كا فرق كے آرڈر دوسرے ہیں۔ موجود مساوات تفریق كی ترتیب دوسری پہلے سے ہم لہذا ہیں شامل مساوات تفریق ساته كے مشتقات دو میں نظاموں
كی آرڈر سیكنڈ ہم میں كورس اس اور ہے آسان ہونا شروع ساته كے مساوات فطری پر طور فطری پر طور فطری پر طور فطری كریں۔ مطالعہ  

مساوا تفریق
تاكہ ہے ضرورت كی دیكهنے آگے سے سیریز موجوده كی لیكچرز كو آپ جو ہیں رہے كر تلاش كو توں كا    xy  f لیے اس فعل كا متغیرات دو

مساوا تفریق كی قسم تین پر طور بنیادی ہم
جنس ہم كو مساوات تفریق كی قسم دوسری اور ہے جاتا كہا مساوات والی كرنے الگ متغیر جنہیں مساوات تفریق وه یعنی  گے دیكهیں كو توں 1.9  
نے میں میں شروع كہ ركهیں یاد مساوات برنولی یعنی كزنز قریبی كے ان ہیں۔ مساواتیں لكیری تیسری اور ہے جاتا جانا سے نام كے مساوات تفریق

اب نام كا اس لیے اس ہے برنولی وہی یہ تهے شخصیت اہم بہت میں ترقی تاریخی اس كی مساوات امتیازی كہ جو تها دیا نام كا برنولی جین اسے  
اور مساوات لكیری اتنی ہے ہوتا ظاہر   bernoulli equations 

كو مساوات كی قسم تین ان ہم تو   t ہے ٹهیک كورس كا اس  گے۔ دیكهیں میں
لیں لے كو مساوات والی ہونے الگ متغیر پہلے سے سب آئیے تو  

مساوات والی ہونے الگ متغیر تو  
جہاں ہے مساوات تفریق كی قسم خاص ہی بہت ایک یہ تو طرف كی ہاته دائیں كے كی ہاته دائیں كے  xy  f xy  f ہے سكتی ہو كی قسم مختلف

دائیں كے فنكشنز مختلف پلس مربع كا یا مربع كا میں پر طور كے مثال ہے ہوسكتا f xy  y  xy  f x  x yfxy  sine x  cos y  میں
ہے ہوسكتا  

میں اس ہیں خاص بہت صورتیں دو آخری یہ تو كا ہے خاص كیا فنكشن ایک كا  xy  f  y  x میں جو میں مثال پہلی لیكن ہے فنكشن ایک كا اوقات
كو آپ نے كا اور ہے دیا برابر كے مربع یہ مربع اور ہے نہیں پیداوار كی فنكشن كے   xy  f x  y  x  y ہے درست فنكشن كے

اگر ہے مساوات والی ہونے الگ متغیر ایک  مساوات مساوات والی ہونے الگ متغیر  ہیں كیا تو كا میں 1.9جو ہے میں شكل كی  xy  f hx  gy  
ہے خواه معذرت كہ  gx  hy میں

تو جب ہے یہ صورت فارم ہے ہوتا ظاہر میں  فنكشن كا كو k  xy 1.9 سیپاریبل ہے متغیر مساوات تفریق كہ ہیں كہتے ہم پهر میں  gx  hy  
ہے ٹهیک ہے ٹهیک  

تو میں كے میں دائیں گا جائے ہو آپ تاكہ ہوں دیتا لكه اسے میں دو لكهنے اسے میں xy 1.9 ہیں رہے دیكه كو  f  gx hy  gx  hy  dy  
برابر كے كہ ہوں رہا كر فرض میں اور كا یہ كا میں   f  dx xy  xy  f hy  gxہے میں شكل كی

میں ہے كرنا كیا مجهے اب تو كے اسے میں اور گا كروں تقسیم سے كے سے میں   y  h  y  h  dy  dx یہ میں یقیناً  گا۔ لكهوں برابر كے
كہ ہوں رہا جا كرنے فرض كا جو ہوگا كیا بعد كے اس كہ ہوں رہا جا كرنے قیاس یہ میں ہے نہیں اور ہے فنكشن ایک كا   y  h 0  x  y حل كا

بهی اور ہے فنكشن ایک كا ہے فنكشن ایک اور میں بدلے كے میں ہے فنكشن ایک كا   x  h   y  y  x  x كو اطراف دونوں سے حوالے كے
كو  مساوات كہ گے دیكهیں آپ لہذا ہوں رہا جا كرنے مربوط كہ ہوں رہا جا كرنے فرض میں ہے گیا كیا تقسیم سے 1.10ہے نہیں صفر  h  hy  

نہ كہ  ہیں رہے جا كرنے فرض ہم میں حقیقت  
تو ہی نہ اور ہے gx 0  hy 0 0 بهی كسی ہمیشہ معاملات ایسے اور گے اٹهائیں میں بعد ہم جسے ہو  ایک سے میں ان جب ہے ہوتا كیا ہے۔  

ہیں كرتے تقسیم آپ جب تجزیہ مادیاتی گے۔ رہیں ہوتے پیدا میں ریاضی  
صور ان ہے صفر وه ہیں كرتے تقسیم كو مقدار جس آپ جہاں گا پڑے دیكهنا كو معاملات خاص ان كو آپ تو

ہم تاكہ دیں ڈالنے نہ خلل میں بہاؤ كے دلیل ہمیں لہذا گے كریں میں بعد اسے ہم ہے جاتا نمٹا سے الگ ہمیشہ كو توں كریں۔ تقسیم سے  h   y اور
كو اطراف دونوں كے  مساوات آپ پر  كو آپ ہے ملتا كیا كو آپ ہیں كرتے ضم سے حوالے كے بذریعہ 1.10ملتا برابر  x 1  hydy  dx dx  

ہے ہے خاص بہت یہ ہے خاص بہت انٹیگرل كا طرف كی ہاته بائیں دیكهیں طرف كی ہاته بائیں اب  gx dx  uh كا كرنے لاگو كو تهیوریم متبادل
كو آپ تاكہ ہے پرجوش بہت كرنا لاگو كو تهیوریم متبادل یہ لالچ كا رہے یاد كا اور ہے فعل ایک كا   y  x  y  h  y xy  x ہے فنكشن ایک كا

آپ كے كو اگر ہیں چاہتے ركهنا برابر كے كا برابر پهر برابر كے بذریعہ لہذا ہوگا درست   x  y  u   x  y  u  dy  dx dx  r ہمارا پر
انٹیگرل بذریعہ گا جائے بدل میں برابر   dy  hy  gx dx كریں لاگو كو تهیوریم متبادل ہم كہ پہلے سے اس لیكن ہے تهیوریم متبادل ایک لئے اس

مثال ہیں رہے كر تبدیلی میں متغیرات آپ میں جس ہے تهیوریم متبادل جو چاہئے ہونی نہیں صفر تبدیلی كی اس  مشتق كہ چاہئے رہنا محتاط كو آپ  
مائنس  آپ كریں یاد میں كیلكولس انٹیگرل اپنے پر طور كے مربع 1گے كہیں آپ ہیں چاہتے كرنا ضم كو جڑ مربع كے  x  dx  put x equal

مائنس وقفہ آپ كہ تک جب ہیں سكتے ركه برابر كے تهیٹا سائن كو  to sine theta well you  x  pi by 2 pi by 2كر كام میں
تبدیلی كی متغیر ہیں رہے میں لفظوں دوسرے ہے برابر كے تهیٹا سائن x  dy by dx 1.10 پر  مساوات تفریق ہے ضروری ہونا صفر غیر كا  

كہ ہیں رہے كر فرض ہی پہلے ہم جائیں واپس كہ ہیں رہے جا كرنے فرض یہ ہم اب ہے نہیں صفر  hy  gx  dy كا آپ لہذا ہے نہیں صفر
بذریعہ طرف دائیں ہمیں  ہے ٹهیک اب  مساوات ہمیں لیے اس اور ہے درست تهیوریم متبادل گا جائے ہو صفر غیر dx 1.11 ضم كو  gx dx  

سے طرف بائیں ہمیں اور ہے ضرورت كیا كی كرنے ذریعے كے   hy  dy انجام كو انضمام ان ہم كہ ہے امید ہے ضرورت كی كرنے انضمام كو
پورا ہمیشہ كو ان اور ہیں امیدیں صرف یہ ہیں۔ جانتے سے تجربے اپنے آپ لیكن گا جائے مل جواب بند ایک ہمیں كہ ہے امید اور ہیں سكتے دے  

انٹیگرل معینہ غیر كا جن ہیں ہوتی معلوم مثالیں سی بہت كی فنكشنز ایسے اكثر كو آپ سكتا جا كیا نہیں   gxdx كی اس یا سكتا جا كیا نہیں شمار
اتنے ہم اكثر ہیں كرتے شمار  ہو آسان كرنا گنتی كی انٹیگرلز ان اگر ہیں قسمت خوش ہم ہیں ہوتے آسان وه اوقات بعض ہے سكتی ہو مشكل بہت گنتی

یا ہیں ہوتے نہیں قسمت خوش  
زندگی یہی لیكن ہوتا نہیں ممكن كرنا گنتی كی انٹیگرل معینہ غیر اوقات بعض اور ہے ہوتی ضرورت كی پهیری ہیرا ہوشیار بہت كچه لیے كے اس تو

ابتدائی كچه ہے۔ آتا لیس سے مساوات تفریق ایک ہے ہوتا كیا پر طور عام اور دیكهیں مثال سی ساده ایک ہم آئیے ہے پڑتا كرنا قبول اسے ہمیں ہے  
وقت متغیر آزاد كہ ہیں سوچتے میں بارے كے متغیر ہم گا آؤں طرف كی مثال شده حل بعد كے تبصرے اس میں سے طرح اچهی ساته كے حالات  
یہ یا ذریعے كے سركٹ برقی ہے سكتا ہو بہاؤ موجوده یہ یا ہے دیكها نے ہم اور ہے پر وقت آبادی كہ ہے كہنا كا متغیر منحصر اور ہے صحیح  

ہے سكتی ہو مكانی نقل سے پوزیشن اوسط كی پینڈولم ساده  
وقت كسی اور ہے ضرورت كی سوچنے پر طور كے متغیر كے وقت كو متغیر آزاد ہمیں كہ ہے یہ لیے كے كرنے ایسا  ہے ضرورت كیا ہمیں تو  

وقت كہ ہیں كہتے برابر كے وقت كہ جیسے ہے ضرورت كی دینے شمار و اعداد كو آپ   t  t naught  t مكانی نقل كونیی آبادی برابر كے
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ہیں رہے كر مطالعہ كا عمل رد كیمیائی آپ اگر یا پر ہونے نہ برابر كے ارتكاز كے ایكٹنٹس ری كیمیائی میں كیمیكل كسی میں كیمیكل كسی  
كا سركٹ برقی ایک  مطالعہ اگر موجوده یا نہیں چیز كوئی ہے ضرورت كی كرنے متعین پر وقت خاص ایک كو ان جو ارتكاز كی مادوں مختلف تو  

كرنٹ وقت اس تو كو آپ لہذا ہے جاسكتا كیا متعین كو برابر  t equal t naught  t  t naught وه یہی ہے ضرورت كی ڈیٹا وقت كے
وقت  چاہئے بتانا وقت خاص ایک كم از كم ہیں رہے كر كوشش كی كرنے تلاش آپ جسے ہے حل برابر  t  t naught ہمیں میں لفظوں دوسرے

ہے جاتی دی قدر كی برابر محلول كو آپ كہ وقت كے حل ہے جاتی دی قیمت كی ہے جاتا كیا مقرر  y  t  t naught  yt  yt  tبرابر كے
پر وقت ہیں كرتے تلاش حل میں وقفہ آپ كہ ہے یہ وه ہیں كرتے جو آپ اور   ught  t naught minus a to t naught  عام پلس

مساوات تفریق صرف نہ ہیں رہے دیكه كو آپ حالات ابتدائی میں الفاظ دوسرے جیسے ہیں ہوتی لیس سے حالات ضمنی كچه مساوات تفریق پر طور
مساوات تفریق صرف نہ آپ كر دیكه كو كہ جو ہیں رہے دیكه كو كے كے   dy  xy  f  dx پورا ساته كے شرط اضافی كچه یہ ہے برابر كے

جیسے ہے جاتا كیا كا نہیں كوئی برابر كے قیمت كی  y  y  x  y  x ہے نہیں ٹكڑا ایک كا انتباه بهی كوئی كہ ہے كہنا یہ كو آپ  ہے برابر كے
وقفہ جگہ ہر بهی میں مساوات تفریق كہ تک یہاں ہیں دیكهتے آپ جو   i ہے ہوسكتا محدود ہے ركهتا معنی حل پر جس ہے گئی كی وضاحت كی

مساوات تفریق  ہیں۔ دیكهتے میں معاملے خاص اور آسان ہی بہت ایک اسے آئیے بذریعہ برابر   dy  dt  y آنے نظر معصوم ہی بہت ایک مربع
مساوات تفریق والی بذریعہ برابر وقت قدر كی حل كہ ہیں كہتے یہ ہم اور ہے مربع جہاں برابر كے dy  dt  y  t 0 مستقل ایک  i  sc  c 

كہ كریں فرض اور ہے   c بڑهنے آگے ہیں كہتے كیا ہم بڑهنا آگے طرح كی اوپر پهر لیے كے كرنے ٹهیک كو خیالات صرف ہے مستقل مثبت ایک
ہم اوپر كہ جیسا ہے مطلب كیا كا اور ہیں كرتے تقسیم سے مربع ہم ہیں كرتے ضم كو اطراف دونوں سے حوالے كے حق   y  t  y تقسیم سے

كو اطراف دونوں اور اسكوائرڈ  ہیں۔ كرتے   t كریں انضمام سے حوالے كے
ہیں كرتے ایسا آئیے تو  

ہیں رہے دیكه ہم تو بذریعہ برابر مربع برابر   dy  dt  y  y 0  c كے
ہم تو سے  مربع مربع كو سے لحاظ كے وقت كریں تقسیم سے  برابر كے پر  انٹیگرل اطراف دونوں y 1 مربع  y  dy  dt 1  t 1  y  dy 

بذریعہ مساوی انٹیگرل سے طرف كی ہاته بائیں یہ ہے كیا یہ اب نے ہم جو ہے وہی بالكل ہے صحیح كو  dt dt  dt  dy  y حساب كے مربع
میں سلائیڈ آپ جو ہے وہی بالكل كہ گا بتاؤں یہ كو آپ میں تهیوریم متبادل بدولت كی تبدیلی كی تهیوریم متبادل متغیر گا جائے دیا بنا آسان سے  

ہیں دیكهتے آپ جو ہیں دیكهتے برابر مربع لہذا ہیں انٹیگرلز معینہ غیر یہ ركهیں یاد كو مستقل كے انضمام اور انٹیگریٹ   dy by y  dt  i كا
ہے تیرتا ادهر ادهر انٹیگریشن ہوگا مستقل وه  

انٹیگرل آپ لہذا ہے ہوتا كیا كہ دیكهیں اور ڈالیں میں مستقل كی انضمام كہ ہیں كرتے ایسا آئیے تو ہیں رہے دیكه كو   dy  y برابر كے مربع
 dt انٹیگرل

پر  مائنس ہے ہوتا كیا تو برابر جمع جہاں كے ٹی تاكہ ہے درست انضمام  ہے مستقل كا 1كو بی پلس ٹی پر  مائنس برابر كے  y  t  b  b  y 1
جو ہیں گئی دی شرائط ابتدائی ہمیں كہ ركهیں یاد ڈالیں میں حالات ابتدائی ابهی جب ہیں جانتے كیا ہم ہے برابر كے  برابر كے t 0 برابر كے  t 0 

ہے ہوتا  
كہ ہیں جانتے ہم تو كا y  y  t 0 ہے  برابر  c 

ہیں كرتے حاصل كیا ہم تو پر  مائنس برابر كے یا پر  مائنس برابر كے c 1 ركهیں واپس یہاں كو قدر اس دیں رائے میں اس ہم آئیے  b  b 1  c  
ہمیں ہے ملتا كیا ہمیں كا پر  مائنس ہے ملتا برابر پر  مائنس یا مائنس  سے t  yy 1 ہوگا  t 1  c  c 1  ct  

اگر ہے ہوتا كیا كہ ہے نوٹس فنكشن ایک جو مساوات ابتدائی  فرق ہے حل كا اس جو ہے حل كا مساوات تفریق یہ تو پر   t 1  c ہے پہنچتا تک
جب ہے ہوتا كیا تو پر   t 1  c ہے پہنچتا تک

ہے جاتی تک انفینٹی چیز وه ہے دیتی اڑا تک انفینٹی چیز یہ یہاں ہے ہوتا كیا كا چیز اس تو  
سلائیڈ اسے آپ یہاں تو كیونكہ تها كیا تبصره میں رنگ سرخ پر اس ہیں دیكهتے میں بائے  سے بائیں رجحان كا i  t 1 اصل كہ جو ہے ہوتا  c  

وقت جب اور ہے ہوتا پذیر ارتقاء وقت اور ہے بڑهتا آگے یہ اور ہے ہوتا شروع سے بذریعہ   t 1  c ہے آتا قریب كے
سے حل كے نظام جسمانی لہذا ہے جاتا بهاگ طرف كی لامحدودیت میں وقت لامحدود ہے۔ جاتا طرف كی لامحدودیت صرف حل ہے ہوتا كیا كا حل تو

ہے ركهتا معنی تک وقت اس صرف ارتقا كا نظام جسمانی آگے سے برابر t 1 ہے چكا پهٹ ہی پہلے نظام جسمانی برابر  x c  t 1  by c   
ہے ٹهیک تباہی  

تک  كر لے سے انفینٹی مائنس یہ ہے نہیں لائن حقیقی پوری وه ہے موجود حل پر جس وقفہ وه تو 1كیپشن یہ نہیں آگے سے اس ہے تک  c  s 
ہے كہتا  olution  صرف میں لہذا  ہے ہوتا فرار طرف كی لامحدودیت میں وقت محدود حل ہے ہوتا فرار طرف كی لامحدودیت میں وقت محدود

ہے گئی كی تعریف جگہ ہر كی مساوات تفریق اگر كہ تک یہاں ہیں دیكهتے كو انتباه ہم اب اور ہوں جاتا پر سلائیڈ پچهلی  
دیكهیں۔ كو مساوات تفریق تو بذریعہ مساوی مساوات تفریق كہ ہے نہیں بات غلط كوئی میں اس ہے مربع   dy  dt  y  y ہر وضاحت كی مربع

كہ تک یہاں لہذا ہے جاتا نكل طرف كی لامحدودیت میں وقت محدود حل باوجود كے اس ہے ہوتی وضاحت كی مساوات تفریق جگہ ہر ہے ہوتی جگہ
وقفہ جگہ ہر مساوات تفریق  i میں معاملے خاص اس اور ہے سكتا ہو محدود كہ ہے آتا میں سمجه  ہے۔ ہوتا حل پر جس ہے جاتی كی وضاحت كی

كا آپ شكریہ بہت بہت كا آپ گے ركهیں جاری میں لیكچر دوسرے اسے ہم اور گے دیں روک یہاں لیكچر پہلا یہ ہم لیے اس ہے ہوتا ہی ایسا بالكل
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