
 [సంڶతం ] అవకలన సࠬకరހల߯ ఈ ఉపߕङ छࣃ దయంࠤࢤ ړށࢩల ऴࣃ గతం, ߘߝ ఐఐܽ ࠒంࡅ ࠼ࠈకए  
గށత ۮ ړߖڴ࢑࠙ం޴న ऴ߰߾స࡛ ࡽߦڿ కృషप ࠪߖࣆసڒ ߤబܽद ࠭࠲ ఈ ఉపߕङ ఒక ۨనऒ ޜށࢩల ऴࣃ  ऴతకࡍۧ 
࣊ए फࣃࠚరంߦऴ ޜ ۶ ࠭ .
 
అవకలన సࠬకరࡱހ మڕ࡯ڒ ࠾ࡍङ ల࣒ ࡅకए  ఈ ࠾గం ऴߦరంభంࡹ జڵࡍన ࠭ఖङ  ࡱ࠻࢑ష న࠳
అߩओ ऒߖڜ ڕࠬ ߘߝ ݡ  ࠭ఖङ थల ߮ర܌वసफࢡ తށన గ࠳ ऱߘ ఇࣃफ ల అధङހఅవకలన సࠬకర , ߘ యړߖߕ 
झڡనࠫݧ ߖబܽद అతڒ ޴ంݟహదప޾ ङڕ࡯ڒ ߖఅత ޜయࠪలߖ  ల࣒ ఐߙ ڡ܉ङ టޜ ߤ అమరऐ డం ऴߦరం޳ࠚभ ం 
ऴగࣔల కద࡯కࢵ࢑ ߘవޔफల ఖۨऐ తతछ ం మݭ݅ ࠾ࡍझ  ఏరओ డటం ࡍڷంۨ ࢑వࡍంచగࡏڴ࡯, ఇ޴ ఇపओ ܽవరڕ 
అ࢑࠙ߘక ࢡवసफంݧ ࡹనࠫߤ࣌ ڡझ ङߙ ޴ఇ ,޴ంࡍࠪ ڴ  టࡅ ߤకए घࣃ  రక ࢑జయం,
 అంښ޶ ఇھ ࡮ۧ ޴పओ .޶ڒ ޴
ङڕ࡯ڒ వలంښ   ల࣒ ࡅకए  ఆ࢑షए రణ ڝసం ߦࡐ ߗڒంతరం ۮం޻ ఆࡹచనల పࡍవర फన ڝసం ఖڿళ ࢡवࣃफ ऒߖ  
झߤ࣌ ڡనࠫݧ ङߙ ࡹంశంࡌࣃ ڴ  టݡࣃۯ ߤ, అతߘ ऴߦథࠫకంڴ 
ర సమసङࡎశ ݡంࡓ లڕ అవకలన సࠬకరހల వङ వసबޜ వङ వహࡍంۧݡ మ࠾ࡍ అతڙ ߘపऱ࡛ కएࡅ  ऱߦ   ߹ऴ ݋ߜ
म޳ࣄ బܽद అవకలనڒ ݡڴ࡯ందగ߰ ߘయࠪలߖ ߤష࠵ ంతం ࡅకए छښఈ ࡱ࡮࠮  షߤ లߘ కߗసం  
ङߙ టࡍڷ ߕߞࡹ ߤ फంచవ۪ऐ .
  ఐߙ ڡ܉ङ టࡅ ߤకए ङڕ࡯ڒ  ల࣒ ࡅకए ऒߖڜ   ఆࡹచనࡱ ఇపओ छࡌత ,࠼ޑళࢗ ڵࡍޒ ړࡗࠈ ڡ܉ఐ ښܽ త 

ङߙ ࡹ టߤ వۨऐ ం޴, అతߖࡰ ࡹ ߘయ࡛ ݟఫߖࡓलయࡽ ఈښछ షߘ ߤ ఏڔకృతం 1687 ,ݡࢡۯ 1693
ऒࠉࡰ ࡏࠬ फࣃ۫ ߘࡏ߮ ܘ ङޑసࠪనం ऴప ڕలހయ సࠬకరޓ܉స ࠾ࡍమ ࡏ ࠪऒ యం అߖ అతߘ y tx 
కߕھߘऒ .ݡ
ऒࡘࠏ  కएࡅ ऱ࡯ ऒࡘࠏ ࠭࠲ ࡏ߮ దमࣄऴప ࡮ۧ  ऒߖހऱ సࠬకర࡯  త࢐ࡏత ఐదవ ޳ࡶ ఆరవ ఉపߕङ సంࡹ 
ఎࡖ޶ए ంܼ࠭ మࡘࠏ ࠾ࡍऒ छڵదృ ࡰ షߖ࠻ऒ  అం޴ంۧݡ  అవకలన సࠬకరހల ޳ࣄम ంړߖޑ అڷߘణంڴ 
అߩओ फࣃ۫ ߘࡏ߮ ܽڒࡍ ࡏࠬ ݡ छړఈ ࠹దम సࠬకరణం व߯ࣄऴప ޴ఇ ,ࡏ వڡ࠻ ࡽझ  ࣋ए छ ࡛ न ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  y y bxy 

ఈ అవకలన సࠬకరణం అపڣङ షएࡍప ڴఅࠪయకం ޴కం݄ ఇ޶ఎం ޴ంࡷߦ ޒ  కం݄ cx޶ఎం ޶ంచబడࡍ
ఇ޴ ऴపޙङ కంڴ పࡍషए .޶ంచబడࡍ
࡛ߕࡆ࡯  न ࠿ల࡛ ھపओ ࡍߖ ఒక , ࢑߄࠲  भషद పࢲࡍए రం ࣋࡯ޘफ ܾڒࡍ సࠬకరߖހऒ  సరళ సࠬకరణంڴ ఎ࡮ 
తڵ ठంచవ۲ऐ  అతߧ۫ ߘంۧݡ మ࡮ۧ ޑࠉ܉ ࠾ࡍ ߰డڴ࢓ ఉం޴ మ࠭࠲ ࠾ࡍ ఈ ߘޑࠉ܉ కޒफࡍంۧ࡯
ఎం޶కం݄ అవకలన సࠬకరހల ࢑షయం కߗసం 350 సంవతझ  फతࣆఈ ऴప ࠭࠲ ࠾ࡍమ ޴న࠳తనࡌߩ లࡌ
झࡏڝ కएࡅ  సझߖ  ంߖࣔ޻ऒ  ߰ం࡯޳ మ࠾ࡍ ఈ ۧࡍऴతక అࠚవృ޴म߯  ࠭ࡶంచࣄవߖ ఇక߯ ࠭࠲ 
మࡍۧ ࠾ࡍऴతక పࠪހࡍలڕ సంబం߅ంۨన అవకలన సࠬకరހల߯ రࠊख  రۨంۨన ఈ ߩసफకం ࡅకए  
ऴߦరంభ అ߄ङ ऒߖ࠻ ऒߕంܿڕߘంۧల޴అం ڕࠬ ߘߝ  .ߘ
  ऴߦథࠫక ࠙వనࡱ ఫࡱޑ࡯ మ࠾ࡍ అߧऱښషߘऱ ࡓండవ ఎݟషߤ అ޴ వङ ڔ फకࡍంచబݟనߩओ फࣃवࢡ కޒࠥ ݡ  ړߖ
సంబం߅ంۨన అంద࠳న ۧࡍऴతక పࡍచయ ߖయࠪలߘ కڵ࡯ ఉంܿం޴ గށత ࢡवࣃफ లࡹ అవకలన 
సࠬకరࡱހ ఏరओ డ࠼ޑ , ఉ޳హరణڕ రࣃయన ࢡवసफంࡹ ऴదవङ చరङ ࢢࡌ కएࡅ   చటदం ܋వࢡवసफంࡹ 
ఉదग ࢑ంۯ 
రࣃయన గࢡޒवసफం మ࠾ࡍ ఎం࠹ܒ గࢡޒवసफ నߕ࠮ల అవకలన సࠬకరހలߘ అంࣆ޴फం޴, అవߗऒ  
అవకలన సࠬకరހలࣃޓࡍ޳ ڕफ .࠼
 ఈ܌ࡗ ఉపߕङ సం ࡅకए  తޒ࢐ࡏ ࠙గంࡹ పࡌङ వరణ నࡱߕ࠮ రࣃయన గࢡޒवసफం మ࠾ࡍ గށత ࢐܋వరణ
ఉతओ ࡹवసफంࢡ నऒ మࡃङ  అవకలన సࠬకరހల మధङ ऒߖڜ   అ޶ग త࠳న ࡐࣃపङ తలࣃ۫ ߘफ  ࡏ
ల వङڒర ݡంࡓ వసबల మధङ  బల࠳న ࡐࣃపङ తࡱ ఉߕऒ फࣃ࢑ ݡߝ वసफంࢡవ܋ తށగ ࠼ ర࠳న ऴߦంతంڴ 
మڴڕࡏ۪ ࠾ࡍ అࠚవృ޴म ۮం޴ం޴ గށత ܋వࢡवసफంࡹ పࢬࡍధనࡱ జߕޔڷࡏऒ  ࣄఇ ڕహరణ޳ఉ ࠼
झߤ࠱ࣄ  ࡛ࣔ द ߘ ݋ࠊ అవకలన సࠬకరހల వङ వసब࠵ ڴడ࡯ంۯ ۃయడం࢑ ࡹజయం ߅ࣃంۧݟࣔ ࡏए ࠾ࡍమ ߤ
హڔझ ଊ ݠߕ ࡍ࢐ ऴ߮రణల పࡽࠏߠ ړߖ బࣗమߖޒ అంߕڕ޶ऒ ओߩఅ ࡏ ङ܉ ݡ फ సమసङޙࡵత ࡹޒࠫ  ࡱ
ఉߕऒ బܽद ఇకएڒ ࠼ డ పࣄࡍबޒ ఉం࠭࠲  ޴ అߧऱښషߤ ۫డంݟ గށతంࡹ ఒక ࠙ړߖڴ గށతంࡹ మࡖక ࠙ړߖڴ 
తघ޳ࠡ బܽदڒ క సࠬకరޒࠥ ࡱހక ࢡवࣃफ లࡹ ఇంࡍߗ܊ంࡹ ۃ బ܊࡮ࡆకߜ࣌ ࡽझ  ࡹवసफంࢡ యనࣃర ࡹ ࣒
࢐ङ वసफంࢡ ࠙ߕवసफం జࢡ ࢐వరణ܋ ࢐ङ ల߇ ߧ फ కޔށల ߭ڷࡏదల మ࠾ࡍ అߝక ఇతర ࢑షࡱ࠻ మ࠾ࡍ 
అ܉ ߘ࢓ङ సమసङ ࡹޒࠫ షएߩ ڕలހఅవకలన సࠬకర ࠼ޑڷࡏ߭ ࡱ లంڒ ڴరࡱހ ఉߕऒ  ࡏబܽद ఒకڒ ,࠼
అవకలన సࠬకరހలߘ ఎంڕ޶ అధङ యనం ࡯࠻ۯ అړߖ޳ߝ ఒߧओ ంڒ ۯరࡱހ ఉߕऒ ఈ ࡏࠬ ࠾ࡍమ ࠼
झࡏڝ फࣃ࢑ ࡮ۧ ߖࡹతంށగ ޴ࡃࠓడ۫ ࡹ ర࠳న ऴߦంతం ࡅకए .࠲రంభం ࠪऴతߦన ऴ࠳డంబరࡌߖ 
 
छ޳ డటం۫ ߖޒबࣄࡍక పޒࠥ న࠳లభࣆ ࡮ۧ भ޳ࠚరంߦऴ ࡌ ం, ߄ࣃరణ ࡹలకం అం݄ ఒక ࠉంߘ ࢓޶ంݟ 
స࣊ओ ంۯ ݭయబݟన ऴదవङ స࣊ओ ޜ ݭࡌ ߖࡶ࢓ࡏబ ࡹఈ ۨऴతం ࡏࠬ ,޴ఉంܿం ڵ࡯క ߘ ࠗࠈ ࢢࡌ ంݭ m 
న ऴదవङݟయబۯ फࣃ۫ ߘ ࠗࠈ ࢢࡌ  m.ࡏ
 ߰డ࢓ ఇݩ ޴లۯ ݋࣊ ڴࡱߕయబݟం޴ మ࠾ࡍ ఈ ڝణం ఇ޴ సగܿ ࣃब నం ࠗࠈ ޳ࡶ మ࠾ࡍ ఈ ࠗࠈ l i 

छ޳ ణంڝ बࣃ ࡌ నऴభంశం ۮంޔ޶ం޴ మ࠾ࡍ ఇݩ ޴లࡹߕऱ  s y ޴ంݟయబۯ ݋࣊ 
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మࡅ ࠗࠈ ࠾ࡍకए  ऴదవङ  m mg mg y ߤ࣌ ࠾ࡍమ ߖफందࣆۯ ߖప ړ޴ంړऴ ڴ࢓ࡱߖ ࢓ࡏబ ࠾ࡍమ ࢢࡌ
అ޴ߝ ఈ ޴శࡹ ࠙గం అߖ ఇߩओ फࣃ۫ ࡏࠬ ߖశ అ޴ ࡽलయߖܐంܼ ߝڕࡏڝ మనం ݡ .ࡏ
ङߙ  టࡅ ߤకए కएࡅ లకంࡹ యమంߖ ండవ చలనࡓ   ఈ ࡅ ࠗࠈకए  కద࡯కߖ ߘయంऴޒంۯ అవకలన 
సࠬకరހల వङ వసबڕ ఎࣆޓࡍ޳ ࡮फంߧ۫ ޾ంచړߖݞ  , సమయంނڝ ࡹయ ࣃब నऴభంశం ࡅకए  సࡔ t t y 
మ࠾ࡍ ఇߩओ య తछނڝ ంۧ࠭ߖమనం గమ ݡ రణం అ࡮ అࣃ  ޙ࠼ब నऴభంశం ࡅకए  యyނڝ ޙ࠼ణం అڝ 
࢘గం ఎంత, అ޳ ޴छ య తछނڝ ࡌ రణం ఎంత, ఇ޴ ࣋ए छ ࡛ न ޳छ  dt dy dt d2y ڴ࢓ࡱߖ ࡏࠬ ࠾ࡍమ ࡌ
ऴړంړ޴ ప࣋ۯߖ శړ फߖ ߰ంࡏ޳ మ࠾ࡍ ఆ శړ फ ࣆޓ ࡍ޳ ړफం޴ ܼ࡛ए బܽद ఈ ܼ࡛एڒ  కएࡅ   పࠪࡍణం ఏࠫܽ, a
ఈ ܼ࡛ए కएࡅ   పࠪࡍణం ࣌ࡏࠬ ߤ ܼ࡛ए  ߰ందߖ޵ ړߖݞऒ छ޳  ओߩఇ ࠾ࡍమ ࡯ంۧށڷ ࡌ  ఈ mgl y l ݡ
కएࡅ ࠗࠈ  ࣾణం ࡅకए  ࣾణం ఏࠫܽ  ఈ ࡅ ࠗࠈకए ࡍߜ  द࠻ i 

࣋ए छ ࡛ न ڴ ఉంڒ ޴బܽद మనం సऱݭ࠼ లࡿࢗ ڵࡍޒ ڕभ ం మ࠾ࡍ జడతछ ం ࡅకए  ࣾణం ࣋ए छ ࡛ न అࡏࠬ ߖ ml ml 
फࣃ۫ య తछނڝ ࡏࠬ ࡏ రణం ޳ ߖछ ంۨన జడతछށڷ ࡌ ం ࣋ए छ ࡛ न మ࠾ࡍ అࠈ ޴హङ  ܼ࡛ए  d2y dt mn 
छ޳ ङࠈ ࡌ झߤࡵ .޴ంޔݡయబۯ 
హङࠈ   ܼ࡛ए  సࠬకరణం 1.mgl sine y m ࡏࠬ ࠾ࡍమ ޴ంޔݡయబۯ भ޶న࣒ ర࠳ 

ए࣋ ࠑ छ ࡛ न ప ऱ࣒  ࠬద ࣌ړ0 ߤ సࠪనం.1 d2y dt g l y 
.బܽद సࠬకరణం 1ڒ 
1 
అ߄ࣃ ޴ߝరణ ࡹలకం ࡅకए  చలߖߕऒ  ࠋంࠈ లకంࡹ రణ߄ࣃ బܽद ఈڒ అవకలన సࠬకరణం ۯంޒయంऴߖ 
కएࡅ లకంࡹ రణ߄ࣃ ޳ࡶ  చలనం ఈ అవకలన సࠬకరణం ޳छ రछߖ ࡌ ࣕంచబޔݡం޴ ࣋ए छ ࡛ न d 2 y dt 
 ప ऱ࣒  ࠬద ࣌ړ0 ߤ సࠪనం , ఇ߄ࣃ ޴రణ ࡹలకం ࡅకए  చలړߖߕ అవకలన సࠬకరణం ߄ࣃరణ g l y 
లకం ऴదవङࡹ  బܽद ఈ అవకలన సࠬకరణం 1.m m  lڒ ࡔస ޴ంݟయబۯ ݋࣊ ړࡹచలనం ࠾ࡍమ ࢓డ߰ ࢢࡌ
भࡿࢗ ڵࡍޒ ړ1 ం ڒబܽद ࠬࡓ ࡏంݡ సమయ ఉతओ ऒߕ ఉనऒ ࡱ ऱܿ ۫ࣃफ ए࣋ ޴అ ࡏ छ ࡛ न ޳छ  dt d2y޴బܽद ఇڒ ࡌ
ండవ ఆరࡓ न࡛  అవకలన ఈڒछ भࡿࢗ ړߖ޳ޒ࢐ࡏబܽद తڒ ࠹ఉ ࠾ࡍమ ࡔస ߤ࠻అ ݋ ం ڒబܽद మనం ࠥޒక 
भ޳۫ హరణ޳క ఉࡖమ ݟంߘ वసफంࢡ ం అం݄ ߄ࣃరణ ࣔࡗघ घࡗࣔ రణ߄ࣃ అం݄ ߤష࠵ ڡߖ  shm ߤష࠵ ڡߖ
అం݄ ఏࠫܽ, ఒక కణం కޔࡱ޶నऒ ओߩ घࡗࣔ రణ߄ࣃ ݡ जࡍऴపద ߘక࡯కద ڡߖ  దట࠴ ఖࡔ ఒక సరళ ޴फంࣆ
సరళ ࡔఖࡹ కޔࡱ޶ం޴ మ࠾ࡍ కణం߯ ప࣋ۯߖ శړ फ ࠮లం ߘంࣃ ݟब నऴభంړߖࢡ అߦߘࠪࡹߘతంࡹ 
ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఆ శړ फ ࣃब నऴభంړߖࢡ వङ కएࡅ బܽद కణంڒ ޴फంࣆۯߖప ࡹశ޴ కࡔޒ बࣃ  నऴభంశం ࡅకए  t y 
తछ రణం ࣋ए छ ࡛ न ޳छ ఈ తछ ࠾ࡍమ ࡌ రߖހऒ ړశ ࡏࠬ ,ݟంచంށڷ ޜ  फߖ ߰ంࡏޑ޶ మ࠾ࡍ ఈ dt d2y m
బలం ړ అߦߘࠪࡹߘతంࡹ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఈ శړ फ పࠪࡍణం ߖ కڵ࡯ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ y ky
ऴపږޒల ۨ ऒࣔ ऒߖ ङࠈ బܽदڒ ޴ఉం ڴࡏ޶శ ఎ޴ కం݄޶ఎం ޴ంޜࠓయޓ  झߤࡵ  చటदం  ࠬߖ ڕ m d2 y dt 
࣋ए छ ࡛ न ప ऱ࣒ छ޳ ړ 0 ړ0 ߖ  छ޳ ߖ ࠾ࡍమ ݟంచంڵ࠙ ࡌ ए࣋ ڴ࠲ఒ ࡌ छ ࡛ అࣃࡱߧ ߖफ ࠭ మ࠾ࡍ ky m k m 
.అవకలన సࠬకరణం 1 ࠭࠲

ए࣋ ࠑ छ ࡛ न ప ऱ࣒  ఒڴ࠲ ࣋ए छ ࡛ न 0ړ సࠪనం అޔ࢓ం2.޴ d2y dt y 
छښబܽद ఈڒ   ష1 ߤ.
2 అࡓ ޴ߝండవ ఆర न࡛  అవకలన సࠬకరణం ఎంڕ޶ అం݄ ఇࡓ ޴ండవ ఆర न࡛  అవకలన సࠬకరణం ఎం޶కం݄ 
छ޳ ࢟ܽ࢘ࡍݥ ండవࡓ ए࣋ ࡌ छ ࡛ न ఆڴ ݋ࡕ ࡽ కࣆߧߖफం޴ dt d2y 
ओߩబܽद ఇڒ ఇకए ݡ డ ࠥޒక ࢡवసफం ߘంࡓ ݟండవ ఉ޳హరణ ۫޳भ ం ఇకए డ మనڕ అవకలన సࠬకరణం 
వۨऐ ంࠈ  ޴ङ झߤࡵ छ޳ ࡮  ङࠈ ࡌ झߤࡵ छ޳ డటం۫ ࡮ ݭ   ࡌ
వङ ڴత పరంށగ ࡱయࠪߖ वసफࢡ కޒࠥ ڔ फకࡍంచబݟనߩओ फࣃޓࡍ޳ ڕలހఅవకలన సࠬకర ݡ యߘߝ ߖ మࢁच  
ऒߕफࣆۯ వృతంࡌనߩ మనం ఇపओ ߘహరణల޳ఉ ݡంࡓ ంܽ࡮అ ࠾ࡍమ ߘ ండవ ఆరࡓ ݢంࡓ ,࠭ࢡ۫ ښܽ न࡛
అవకలన సࠬకరڜ ,ࡱހంۮం ࠭ంࡿࢗ ڕ޶भ ం మڜࡍంత ࠭ంࢀࢗ ڕ޶ऱ ࠥޒక ࢡवసफం ߘంݟ ఉ޳హరణలߘ 
మࢁऱ ۫޳भ ం, ړߖ޳ ߗڒ ࠭ం޶ ఈ ߄ࣃరణ ࣔࡗघ भ޳۫ ڴ࢑వరం ంۮంڜ ߘక࡯కద ڡߖ ం, ڒబܽद ߄ࣃరణ 
घࡗࣔ కएࡅ ߤష࠵ ڡߖ  సࠬకరణం మࢁऱ సऱ޳ ݭ࠼छ ए࣋ ࡌ छ ࡛ न ప ऱ࣒  ఒڴ࠲ ࣋ए छ ࡛ न ఈకछ  d2y dt y ޜ ࡽ
ऴపదࡍज ంచబޔݡం޴.
కएࡅ ڴ࠲ఒ ߕࡕఎవ ڕవర  ݟంߘ   సࠬకరణం 0 ߘ ߤ࣌ڜ  t 1.
ࡎభ ࡹ2 फ ۯయవ۪ऐ  మ࠾ࡍ ఒࡅ ڴ࠲కए छڒఈ ߤ࣌ڜ  ంచవ۪ऐࡍక࢒ధృ ڴࡏߝ ߖफందࣆࡏफపߧసంతృ ߖܾ   t 
1.
సࠬకరణం 1.t ߖ ڴ࠲ఒ ࠆఆ ߤ࣌ڜ ࠭࠲ ࡹ2
కएࡅ 2  పࢲࡍए రంࣃࡱߧ ڴफ ࠭, అ࢑޻ధంڴ ఒకړ ࡏ సࠪన࠳న ࣌ߤ ఒ1 ߖ ڴ࠲.y t
2 అవకలన సࠬకరణంړࡹ ࠪరऐ వ۪ऐ  మߤ࣌ ࠾ࡍ ఒݞږ ڴ࠲ సࠬకరణం 1.t 
కएࡅ 2  పࢲࡍए రమߖ ధృ࢒కࡍంచవ۪ऐ .
एࢲࡍప ݡంࡓ   t.1 ࠾ࡍమ ڴ࠲ఒ ߤ࣌ڜ ࡱࡌ

కएࡅ  ओߩఇ ڴ࠲ఒ ߤ࣌  ߰ ప࡛ࣇ ڕࠬ ࡹवసफంࢡ కޒࠥ ݡ 2 ݡంࡓ ࡏࠬ బܽदڒ ࣆࡱޘ ڴࠈ చనࡹఆ ߤష܊ t 
తరంڴల ࣇప࡛ ߰ ठڴࡍస ߖ ߤష܊ ߰ ప࡛ࣇ బܽदڒ ࡏంܼڕࣆޓ  కएࡅ ߤష܊  గށత ࢡवసफ అర बం ఏࠫܽ ڒబܽद 
మనం ࣇప࡛ ߰ పओۮ ߖంܼమڕࣆޓ ߤష܊ డం అం݄ ఏࠫܽ ఒక ߤ࣌ڜ మߤ࣌ ࠾ࡍ అం݄ ࠬ࠮ ࡏడవ రకం 
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ङࡲ࣍ ష1 ߤ.
3 అం݄  ప ऱ࣒  అࣃ۫ ߖफ  బܽद మనం 1.cos omega t b sine omega tڒ ࡏ
3 సࠬకరߖހऒ .1 ࠾ࡍం మ޳ంڕࣆޓ 
2 సࠬకరణంړࡹ ऴపޑङ ࠪऒ యం ޳ۯभ ం మ࠾ࡍ 
1.
తछ ࡏࠬ ߖందޔ޶ంۮ फߧసంతృ ݞږ 3 రڴ ధృ࢒కࡍంచగలࡏ.
  అవకలన సࠬకరణం 1.
ओߩఇ ࠭࠲ ,࠭ࣃۯ బܽद మనం ఏࠫڒ 2 .1 ݡ
కएࡅ 2  అߝక పࢲࡍए  ߤ࣌ڜ ڴరణం߄ࣃ ࠾ࡍమ ܽ ڴ࠲ఒ ߤ࣌ ܽ ڴ࠲ఒ ߤ࣌ڜ అ࢑ ࠭ࣃۯ ޑࠉ܉ ߘలࡌ
ఒڴ࠲ ܽ పऱ࣒ .అం݄ 1 ܽ ڴ࠲ఒ ߤ࣌ ࠉ 
.వ  1 ࣆܾߠ 3
 సࠪనం t ړమనం 0 ,޴फంࣆవ ߤ࣌ڜ ڴ࠲ఒ ڕం݄ మనڕࣆޓ సࠪనం ړ0 ࠾ࡍసࠪనం మ ړ1 ࡏࠬ ࡹ3
మړ1 ࠾ࡍ సࠪనం ڕࣆޓం݄ మనߤ࣌ ڕ ఒڴ࠲ వࣆफం޴ మ࢑࢑ ߘߝ ࠾ࡍధ ࡱ࢑వల࠳ 3 2 1 ߘన࣒ t 
సగం ఇవछ గల3 1  ߘ ఏߕ࠳ మ࠳ 1 2 ݋ࡐ ࡏࠬ ࠾ࡍన࣒ 1 0 ࠴దࡷన ࢑࢑ధ ࡱ࢑వల1 ߘ ఇవछ వ۪ऐ  బܽदڒ 
కएࡅ లڒంࡌबࣄ   ऴపޒ ఎంߧకڕ మ࠾ࡍ సࠬకరణం 1.a b 
घࡗࣔ 3 .ట࡛ సࠬకరణం 1ࡶࣄఓ ڡߖ
కएࡅ 2  పࢲࡍए ऒߖࡌ  ऴపదࡍज  ޴फంࣆ
.1 ࠭࠲ బܽदڒ
కएࡅ 2  అߝక పࢲࡍए .࠭ࣃۯ ޶࠵న ߘలࡌ
  1.
కएࡅ 2  అనంత࠳న పࢲࡍए ऒߖࠈంܿڕ లࡌ ऐࡏۯ  ऒߕڕ ࠭, అޙ࠼ ఈ 1.
3 అߖऒ  పࢲࡍए .1 ࠾ࡍమ ڴ࢑࡯ޘ ࡮ۧ ߕࡕఎవ ࢡబࣗ ,ࣆࡱޘ ڕߕ ߖफందࣆڵలޛ ࡮ఎ ߘలࡌ
.1 ߖࡶ ࡹపంࡐ 2
2 పࢲࡍए ऒߖࡌ  ఉతओ యవ۪ऐۯ फޒ .

ఈ ऴపశऒ నࠫ࢐छ߄సࠪ ڕ  a cosine omega t plus b sine omega t zt .1 ޴ߝఅం݄ అ ࡯
కएࡅ 2  ఏߕ޼ పࢲࡍए రం అޙ࠼, అ޴ߝ ఒక ߤ࣌ڜ ఒڴ࠲  ప ऱ࣒ ऒߖڜ ࡹపంࡐ ڴ࠲ఒ ߤ࣌   zt t b t 
 a b e  ݟడం۫ ޴ంࣄޓࡍ޳ వ ڴసహజం ࠭࠲  ࡯࢐ڝࣆࡱޘ ࡮ఎ ߖమనం అ ࠾ࡍసం మڝ లڒంࡌबࣄ 
అߖऒ  పࢲࡍए సమసङ ࡹంచడంࡍ࢑వ ߖޒల తరగࡌ  1.
3 అߖऒ  పࢲࡍए .1 ߘలࡌ
2 ఎڴण࣒द ࣆۯफందߖ ۫పడం కషदం 1 ޶ڒ.
కएࡅ 2  ऴపޒ పࢲࡍए రం ఒక ߤ࣌ڜ ఒڴ࠲  ప ऱ࣒  ంచడం t tߧࡐߖ ߖߖ޵ , ޴ఉంܿం ࡹపంࡐ ڴ࠲ఒ ߤ࣌ ࠉ 
కషदం ߗڒ ޶ڒ మనం ۯయ࠭  సమయం అߘమ࣋ޒफ ࡮ۧ ࠭࠲ ఆలసङ ంڵࡍޒ ڴ వࣃफ ࠭, బڴࡱ޶ మߖڜࡍऒ
ఉ޳హరణలࡿࢗ ڕभ ࠭, ఎలवړ दకࡽ సࡐए ङ టऱ ࡅకए ऒߖڜ   ఉ޳హరణల޳۫ ߘभ ం 1.
2 1.
కएࡅ 2  అనۃ࡮ అం݄ ࠻ంऴޒక ఒక ߄ࣃరణ ࣔࡗघ వङ ڡߖ వసब.
 1.
కएࡅ 2 వङ ࠾ࡍయ మڥࡔ  ఉనऒ ࡹశ޴ కࡔޒ  శړ फ ޳छ నऒޔࡱ޶ంట కࢗ ఖࡔ సరళ ࡌ  కణం ࡅకए  కద࡯క 
ङ޶࢑ म޳ࣄ ల࠻వల ޠ ంతంݞږ ࡹ ఉతओ నऒ మޔ࢓ం޴, అ࢑ సࡐए ङ ऱܿ అం݄ ఇండڙ दߤझ  మ࠾ࡍ lc l c 
అం݄ ߤ݃ࣄߦڙझ ంۨ చరऐࡍڷ ܽ࢒ బܽदڒ   జޔڷࡏం޴.
  ఎࣄ ࡽ సࡐए ङ మघࠫ ߘߝ ࡱ ݋ ऒ࡯  ऴపࣄదम ࡌబ࡛ द ࣄࡓऒ फࣃۨࣇ ړߖڒసफߩ ݦࡰࣔ ݭ࢑ݦ ࠾ࡍమ ڡ  ࡐరందࠬ ,ߘ
ऴపࣆफతం ࠬ సߕऒ ࣔల ڝసం మ࠮ ࠾ࡍడవ ఎݟషڝ ߤసం ࡓండవ సంߖܽߩ చߕޔ࢓޶ऒ రߘߝ ߖ p 
ఖۨऐ తంڴ అڕߘంܿߕऒ .ߘ
߯ ߤషݟఎ ܌ࡰ   ऴశదम వࣕంచంݟ ఎం޶కం݄ ఈ ߩసफకం ۧ࡮ ఎݟషߤ లࡕڷ ڕంڒ ޴బܽद ࠬࡏ తߩओ  ఎݟషߘ ߤ 
ఎం۪ڕం݄ ࠭࠲ ఒڒ ࠭ࡶ ࡹ܋߮ ښబܽद ܊ࡓ ߘߝऱం࠮ ۃడవ ఎݟష܋߮ ࡹ ߤ  సࠬకరణం 845 38.
ࠪ ంۨࡍڷ 5 ऱܼ ऒߕޔݡ झڡ܊߸ ࠆఆ ڡࠋ మ࣒߿ ݦ࡯ࣔ ࠾ࡍమ ߘ ङࡲ࢐  .2 ࠹
 అకए డ ࠬࡏ ఈ ఎలवړ दకࡽझ  ఎࣄ ࡽ సࡐए ङ తघހ࢑వర ࡮ۧ ంۨࡍڷ ల ݋ క వర पనࣃ۫ ߘफ  ߘఅత ړߖ࢐సफ࢐ , ࡏ

వ ߮ߖࡹ܋ ఎࣄ ࡽఆ࡛ సࡐए ङ ࠪ ంۨࡍڷ ల ݋ ऱܼ 848 ࠾ࡍమ ݡݞ
ఎࣄ ࡽఆ࡛ సࡐए ङ ए࣋ ܽݟ ޴ఏࠫܽ అ ࡱހసࠬకర ۯంޒయంऴߖ ߘ ݋ छ ࡛ न ప ऱ࣒ छ޳  ݟ ࡌ ङږ  .2

ప  ࠑ ڴ߯ ऱ࣒ ऒߕࣆ ڴ߯  సࠪనం ఇకए ړ డ అ޴ߝ ऴపޒఘటన అ޴ߝ ఇండڙ दߤझ   r l dq dt q lc r l 
మ࠾ࡍ అߤ݃ࣄߦڙ ޴ߝझ  ऴపޙङ ऒߕࣆ ఘటనޒంۨ ऴపړ  అޙ࠼ ऴపޒఘటన ߕࣆऒ  అޙ࠼ c 
పదం మధङ  ޴ంޔڷࡏఏࠫ జ ړߖހఅవకలన సࠬకర ࣋۫ ࡏࠬ  పదం ߕࣆ ޶ࡶऒ  అޙ࠼ మధङ  పదం r r 
ङږ ݡంࡓ బܽद ࠬ వదभڒ ޶ࡶ ए࣋ ࡱ ࠗ छ ࡛ न ప ऱ࣒ ऒߕࣆ ࡱ࠻ంక సమࡌबࣄ   అం݄ ఎࣄ ࡽ ఒకܽ߯ ࣄबరం d dt q 
ఏࠫܽ అږߘࣃ ޴ߝల ࣄबࡌంకం ڒబܽद ࠬߖߖ޳ ࡏ ఒڴ࠲ ࣋ए छ ࡛ न అߧ ߖలవవ۪ऐ ए࣋ ࡏࠬ బܽदڒ  छ ࡛ न lc dt 
మ࠾ࡍ ఒڴ࠲ ࣋ए छ ࡛ न ړ0 ߖ సࠪనంࣃ۫ ڴफ  q.1 ޴అ ޙ࠼అ ,ࡏ
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2 1.
ए࣋ ߖ छ ࡛ न ప ऱ࣒  ఒڴ࠲ ࣋ए छ ࡛ न ߕࣆऒ ړఎలव  ?޳ڒ సࠪనం ړ दకࡽ సࡐए ङ एࡖ޶ఎ ࡏࠬ ࡹࡎయޣ ݋ d2y 2ߝ dt y 

ఎࣄ ࡽ సࡐए ङ  ࡱ ݋
घࡗࣔ రణ߄ࣃ కएࡅ ߤష࠵ ڡߖ క వङޒంऴ࠻  వసब ࡅకए  ఎలवړ दకࡽ అనۃ࡮ అࣃ۫ ࡏࠬ ߖफ  ࡏࠬ బܽदڒ ,ࡏ
ऴపޒఘటన పߖ޳ऒ . ޴ఉంܿం ࡯߱ ࡮ۧ అవకలన సࠬకరణం ,ޙࡍࣄ࢑ 
 మధङ  పదం మధङ  పదం ڒబܽद ఈ సࠬకరణం డంߧంۃ పదంޜ ఓࡶࣄట࡛ ڴ ఉంܿం޴ r by l dq by dt 
మघࠫ ߘߝ బܽदڒ ऒ࡯ .సࠬకరణం 15 ݦ࡯ࣔ ࠾ࡍమ ۃऱం܊ࡓ 
फࣃۨࣇ ړ37 ओߩఇ ,ߘ ऒߖڴवసफ రంࢡ కޒࠥ మనం ݡ  వߜ ࡯޴మघ भࡿࢗ ڴ޴ ం.
కएࡅ वసफంࢡవ܋ ࡹ1798   ऴపޙङ   తށంۨ గړ
फࣃवࢡ ࢐వరణ܋ ళࢗ ړߖ ऱంݟ ఎڔࠈ ࠻ࡍ द࠻ࡍ సంసए ృޔల ߭ڷࡏదల ఇߩओ  ఒక ښఒ ࡹवసफంࢡ ࢐వరణ܋ ఈ ݡ
࡛ߕࡆ࡯ ߘߕ࠮ఈ న ,޴ఉం ޒ܉ न ఆ࠼ల࡛ ݞږ సछ తంऴతంڴ ऴప޴ߦޒంۧ࠵ , ࡏడ߮ۮ ࡽओ రం yڒऴప ߖ޳
కएࡅ  ఆ సమయంޒ܉ ࡹ జ࠙ߕ అ޳ ޙ࠼छ ओࡏࠪ ࠙ߕజ ࡌ  ఆ సమయంࡹ ఉనऒ  జڕ࠙ߕ t t t dt 
అߦߘࠪࡹߘతంࡹ ఉంܿం޴, ఇతర ࠪటల޳ ࡹछ కएࡅ తంߦߘऱ అࡏࣃ ޴ߝఅ ࡌ  ంత dy dt k yڜ 
 సࠬకరణం 1.k ޴సం ఇڝ న࠳बరࣄ 
4 అ޴ߝ ఒ࢐܋ ޒ܉ ښవరణ ࢡवసफం ࡅకए  సࠬకరణం ࡲࠪ ޳ࡶब .1 ߕ࠮న ߤయࣄ
4 అߖ గమߖంచంݟ.
 తࣾణࡅ ڕࠬ ࠲కए  శړ फ ړ అ࠼ ఉం࡯ݞ అڕࠬ ߖ అంࣆ޴फం1 ,޴.y y kt ae 
4 సࠬకరణం ߘంݟ పవ࡛ ࡅ ړకए ࡓ  ऱܿ ޑۅంకం ޳छ ae kt ࠙ߕజ ޴బܽद ఇڒ ޴ంޔ޶ంۮ फߧసంతృ ࡌ kt 

࢑పࡎతంڴ ࢘గంڴ ߭రڴలࣆߧ۫ ߖफం޴, yt 
,޴ంޔڷࡏ߭ ڴగం࢘ ࡮ۧ ޴वసफం , ఇࢡ ࢐వరణ܋ లޔ܉  రంڒऴప ࡽడ࠵ ߤయࣄफࡱࠪ సంڝ ࡽڵంࣄ బܽद ఒకڒ
ఇ࡮ۧ ޴ ࢘గంޔڷࡏ߭ ڴం޴ , ఇ޴ శړ फړ సంబం߅ంۨ మనం ߖڜऒ  ऴపశऒ  ࡱ
తघހఆచర ޴ం, ఇ޳ంڕࣆ࢘ క࠳న జ޳ڒ ࠙ߕ? అపࠫࡍత సమయం࢑ ࡹపࡎత࠳న ࢘గంޜ ऴపకృޒ అܿవంܽ 
 ల వలऱޔࠫࡍల పࡏసహజ వన ۯం߅ࡗߖ ߖम޴ంక వృޑۅ फ, ఈ࣋ޒమߘఅ ߘదలڷࡏ߭ ࠙ߕన జ࠳ంకޑۅ
కߖڜ ڼ࡯ऒ  ఒక ޾ఏ ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖమࡶంచڵࣃనڜ ߘదలڷࡏ߭ ࠙ߕజ ޴ఇ ,࢓ఉండ ࡱڒరڒ ధకࡗߖ 
సమయం࢑ ࡹపࡎత࠳న ࢘గంޜ ఇ޴ ఆ࢘ߧయబߖڒ࠱ ݦజం తపओ ऒߖڴంޑఅܿవంܽ యంऴ ,࡯ݞఉం ڴࡍసߖ  

1836 ,ࡏంۧ޴ߦޒహ࣒द ऴప ࡛ࢗ ࡹ 1.
4 అవకలన సࠬకరߖހऒ  ۫డం1 ,ݟ.

छښఈ ࡽलయߖࡓఫݟ  షߘ ߤ ۫డంݟ, అకए డ ࠑ సࠪనంڴ ఉంܿం4.޴ dy dt 
  
ల ఆࣔరం ఉనऒږߘࣃ ओߩ రత ఉనऒڜ లࡏసహజ వన ݡ ओߩ క ఘర܊ࠪࣃ ,ݡ लణڒ ڕరణమࡃङ  క܊ࠪࣃ 
ఘర लణڒ ڕరణమޔ࢓ం޴ మ܊ࠪࣃ ࠾ࡍక ఘర लణ జڷࡏ߭ ࠙ߕదల߯ ऴపږޒల ऴప࠙ߖ࢐ऒ  ޴ంޔߩ۫ 
ऒߖ޳ప  ࡯ݞంచబࡍన సవߩ࢙ ݟڕ ࡏࠬ బܽदڒ  తపओ ऐࡌࠪ ړ న࣒࠳ ڴࡍసߖ ky aky ky ࡯
ऴߦథࠫక సࠬకరణం ࠪరऐ బݟం޴ జࡏࠪ ࠙ߕओ छ޳ ܿࡔ  छ޳ ޴సࠪనం ఇ ړ ޶ڒ ࡌ dy dy ky ࡌ dy dy 

ంత పదం ࣋एڜ న࣒࠳ సࠪనం ړ छ ࡛ न పదం ఏࠫܽ, ఇకए డ మࡖక ࣄबࡌంకం ఈ ࡓండవ ࣄबࡌంకం ky ky r r r 
అంܼࡏ పࡌङ వరణం ࡅకए  ࢐హక ࣃమరबङ ం ఈ ࣄबర࠳న పࡌङ వరణం ࡅకए  పޔࠫࡍల߯ ఆ߄రపݟ r 
ఉంܿం࢐܋ ࡹߖ޵ ,޴వరణ ࢡवసफం అࠚవృ޴म ۮంޜ޶ం޴, ఇకए డ ࠭ऴۯࡔ గށత ܋వࢡवసफం߯ ۧ࡮ jd 
అంద࠳న ߩసफకం ఉం޴ , ఇ޴ ऴ࢐యబݟన అతङ ంత సమऴగ࠳న ఒపओ ం޳లࡹ ఒకܽ అࣇ ڕࠬ ߘߝ ߖచన 
ఇ ऐۧ . ߘ
  గށత ܋వࢡवసफం మࡏࠬ ࠾ࡍ ఈ ߩసफకంࡹ అߝక ۧࡍऴతక ࢑వࡌలߘ కھߘంܼ࢑࢑ ,ࡏధ ࢡवసफ࢘ తफࡱ ఈ ࢑࢑ధ
నߕ࠮ల ࡆగङ తలߘ మߦࡹ ࠾ࡍలߘ ऴప޴ߦޒంۨన ࢑࢑ధ నߕ࠮ల࢑࢑ ߘధ అంచߕలߘ 
छ޳ ంచడం޴ం߰ࡐ  ߘలڒల రހఅవకలన సࠬకర ޻ం߰ ࡏࠬ ࡌ
ఇߩओ भ޳۫ ݡ ం.
  మࡖక వङ వసबࢗ ڕళ ऱంݟ మనం పࡌङ వరణ వङ వసबࡿࢗ ڕभ ం ߗڒ ఈࡍࣃ ఈ ࢐܋వరణ ࢡवసफంࡓ ࡹంݡ రڒల ࡱ 
ఉߕऒ ए࡛ࢲ ߘ ట࡛ݦऴ߭ ࡏࠬ ڕహరణ޳ఎర ఉ ࠾ࡍట࡛ మݦఒక ऴ߭ ࣒ࣅߨ  ࠼ ࡍࣃ ߘఎర ࠾ࡍమ ڴࡱ  नڴ ࣒ߜ 
࠙࢑ంచవ۪ऐ  ంۨࡍڷ కలࡱఎ ࠾ࡍమ ࡱऱࡱߧ ޙݟఇషदప ࡏࠬ ߘఎర ߕ޼ఏ ࠾ࡍట࡛ మݦऴ߭ ߕ޼ఏ ޳ࡶ 
ఆۨࡹంచవ۪ऐ फࣃवࢡ ࢐వరణ܋ లޔ܉ ݡంࡓ నݟږ ޜ ట࡛ݦబܽद మనం ऴ߭ڒ  ऒߖ  ప޳࡯ࢣࡍभ ం.
 
జ࠙ߕ మ࠾ࡍ జݟږ ޜ࠙ߕన ఆࣔరం ڒబܽद ࠪంࡏࣔࣃలڕ ఆࣔరం ఆࣔరం ࡅకए  లం ఎర xd࠮ 
లభङ త మ࠾ࡍ ఆࣔరం అࣔڒࢡ ࢑ర జంࡱ࢓ޔ, ఉ޳హరణࡏࠬ ڕ జల వङ వసबࣆ۫ ߘफనऒ టऱޙ࠼, ఆࣔరం 
फࣃఊࣕ ࡏࠬ ߖफందࣆ࢑܋ .ࡏ
 ఆࡶठ߯  ఉ޳హరణڕ సహజ ࣔڣࢡరం ఆࣔరం ڒబܽद ఉ޳హరణڕ ఆࣔరం ࡶదߖ అڕߘం޳ం అకए డ y 
.బܽद 1ڒ ޴ంޔ߱ߖచ ڴతంࡎ࢑ప ࠙ߕజ ࡍ࢐ బܽदڒ ޶ࡶ ఆࣔరం ړߖݞనޒ ڕల࢓ޔజం ݦܼ࢘ ,ݟంڝߘడࡶ

ఈښछ ష6 ߘ ߤ dx 
 dt.ݟడం۫ ڴసࠪనం ޜ࡯డनھ న࣒࠳
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  అం݄ ఎڡझ వదभ ఉనऒ ߖ޳ , ޴ఉంܿం ڴ࡮ ߤఅం݄ ఫంࣾ ߨ   పవ࡛ ࠳న࣒, సమయం అనంړߖޑ xt e 
ओߩऱనࢀࢗ .޴फంࣆށँ ݡ
 

फࣇށँ ڴగం࢘ ࡮ۧ ܿࡔ ࠙ߕం݄ , జڕࡶ ఆࣔరం ޙక߱ࡶ  yt xt ࡱࡏࣔࣃంࠪ ߩ࢙ࡗమ , ޴ఉంܿం ߝ
ओߩఅ ,޶ࡶ ం݄ڕࡶ  xt ࠾ࡍమ ࡱ࢓ޔర జంࣔڒࢡ ఆࣔరం ޶ࡶ ఏࠬ ړߖݞఆప ߘదలڷࡏ߭ ࠙ߕజ ݡ
࢐ܽ జ࢑ ࠙ߕపࡎతంڴ ࢘గంߝޕڷࡏ߭ ڴ ఉంܿం޴, ఉ޳హరణڕ ࡏࠬ ڕంࢂ޻च  మ࠾ࡍ నకए లݟږ ޜన 
ంచవ۪ऐۨࡹంۨ ఆࡍڷ వరణంޑ࢐  ఉ޳హరణڕ ఆࣔరం ڕంࢂ޻च వ۪ऐڒ   మݦܼ࢘ ࠾ࡍ నకए వ۪ऐڒ ࡱ  
चࢂ޻ంڕ నకए ࠾ࡍమ ࡱ࢓ޔర జంࣔڒࢡ  ओߩఇ ࡱ࢓ޔర జంࣔࣃంࠪ ࡱ  లޔ܉ ݡంࡓ మనం ఈ ݡ
జం࢓ޔలߘ క޳۫ ߧ࡯भ ం ڒబܽद తڷठదల ڒ ܿࡔబܽद 1.
6 ఇక߯ ߖజం ޶ڒ ఎం޶కం݄ ࠪంࡏࣔࣃలڕ ఇߩओ  న࣒࠳ ߘణతँ ࠙ߕబܽद జڒ ޴ఆࣔరం ఉం ړߖݞనޒ ݡ
ప  ޴ంޜࠓయۯ ڥߖపదం త ߝఅ ࡯డनھ ऱ࣒  పߖ޳ऒ ओߩంۨనݟܔ  ړపం ࡍవۨ ࡹ ݭ࠼సऱ ࡏࠬ ,ݡ फࣃ۫ ߖफ  bxy ࡏ

సࠬకరణం 1.ah 
కएࡅ 6 ࡎభ ޜ ߧ࡯క ޜ࡯డनھ న࣒࠳ ߖ࡯డनھ న࣒࠳ సࠬకరణం ߩ࢙ ݟڕ  फ ۯయడం ޳छ bxy m ࡌ
సవࡍంచబޔݡంࡏࠬ  ޴ అߖऒ ऒߗఅ ࠾ࡍమ ࡱڒంࡌबࣄ  ऒߕఉ ڴలంږߘࣃ  ओߩఇ , ࠼  abc k.1 ݡ
కएࡅ 7 ओߩఇ ޾ంޔڷࡏఏࠫ జ ܿࡔ దలڷࡏ߭ ࠾ࡍమ ܿࡔ దలڷࡏ߭ నݟంచబۨࣇ నߩ࢙ ݟڕ   ࡏࠬ ݡ
ऴ߭ݦట࡛ లߘ ఉంۨ, ܼ࢘ݦ జంࡱ࢓ޔ అకए డ ఉߕऒ యߖ ఇߩओ ࡍߦऴ ࣄ࡯క ݡ बంచంݟ  ఎరޒ ߘనంڒ ݟబܽद 
.1 ࠙ߕజ ݦܼ࢘
छ޳ ܿࡔ దలڷࡏ߭ ࠙ߕజ ,޶ఉండ ߝޕڷࡏ߭ ڴ࡮ 7 dy ky ࡮సࠪనం, పదం ఎ ړ ࡌ ky 
సవࡍంచబޔݡం࠳ ࡏࠬ ,޴న࣒ ߖ ۫డߕޔࠓऒ ऒߕޔࠓడ۫ ߖ న࣒࠳ ࡏࠬ ࡏ  బܽद ky cxy ky cxyڒ ࡏ
సవࡍంۨన సࠬకరހల వङ వసब ޳छ झڡ࠻ న࣒࠳ ޴ఇ ,޴ంޔ࢓అ ࡌ  ప ऱ࣒ छ޳   న࣒ dt dt bxy dy ky࠳ ࡌ

cxy.1 ࡏޑ޶ం߰ ߘలހఒక జత అవకలన సࠬకర ࡏࠬ ,޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړ
ओߩఇ ࠾ࡍమ ࡱڒంࡌबࣄ 8 ऒߕఉ ڴలంږߘࣃ ݡ పऱ࣒ ߘߝ ࡹఈ సమయం ࠼  మ࠳ ࠾ࡍన࣒ abc k  bxy 

ఎంڕ޶ ߭ दܼ అడగవ۪ऐ ࡏࠬ ߖఅ ߘ , ఈ ڒछ ऴڡܽݞ పదం ݋ߕ ࣋ए छ ࡛ न ݋ߕ ࣋ए छ ࡛ न ڴࠈ cxy xyy x yy xy 
ఇ࠵ ࢑డࡱ ࡽ మ࠾ࡍ అ࢑ ఖۨऐ త࠳న న࠴ ࢓ڒ ࡱߕ࠮దܽࡓ ޴ండవ࠭࠲  ޴ ఒక ఆࡹచߕ ऴపࡆగం 
ऒߖఅ ڕࠬ ,ݟయంۯ  ۲ ऱܼ ओߩۮ ߖఅ ࡱకࡱఎ ࠾ࡍమ ࡱऱࡱߧ  ओߩఇ ,ݟంڝߘవరణం ఉందޑ࢐ ߝڕ ऱలࡱߧ ݡ
జܽࡓ ࠙ߕदంߩ అ࠼ङ , ఎࡱకల జܽࡓ ݞږ ࠙ߕदంߩ అޔ࢓ందڝߘంݟ, అߩओ एࡖ޶ఎ ߘకలࡱऱ ఎ࡯ߧ ݡ  ߝ
సం࠙వङ త తڷठޔం޴ పదం మ࡯ߧ ࠾ࡍऱ మ࠾ࡍ ఎࡱకల మధङ  ఈ పరసओ ర చరङ  ఎంڕ޶ ఎࡱకڕ xy 
 ఈ ࡏࠬ బܽदڒ ޴ఉంܿం ڴలంږߘఅ ڕऱలࡱߧ ޴ఇ ޙ࠼అ ,޴फంࣆࡍ࢑వ ऱࡏࣃ ڷࡱߕ ޾ంޔࠓڒ కరంߖࣔ
పߖ޳ऒ  ప ऱ࣒ ऒߖ޳ఈ ప ࡏࠬ ండవ సࠬకరణంࡓ ࠾ࡍफ మࡏڷ దܽ సࠬకరణం࠴ ࣋۫ ޜ   ޜफࡏڷ న࣒࠳ 
फࣃ۫ छ޳త ,ࡏ రछߪభవߘఅ ߘ ࡽడ࠵ ఈ ࡌ కం࢑ ڴవࣆࡍफం1 ޴.

 ఈ ࠵డ࡮ۧ ࡽ ऴపࣄదम ࠵డࡵ࢛ ߖߖ޵ ,ࡽदܼࡹ ࡌए 8 ࠹సदࣄ द࣒ڒ ݭࡹ ࡌदࡵ࢛ ޴ఇ ,ࡏఅంܼ ࡽడ࠵ 
సࠬకరހల వङ వసब ఇ޴ ఏకڒల అవకలన సࠬకరހల వङ వసब  మ࠾ࡍ ఇ޴ అవకలన సࠬకరހల కࡽߩन ࣄసद࠹ 
1.
ऒߖހదܽ సࠬకర࠴ ࡹ 8 छ޳ ޴ఇ ,ݟంڝफం۪ࡏڷ  ప ࡯డनھ న࣒࠳ ࡌ ऱ࣒ దܽ dt dx, bxy࠴ ,సࠪనం ړ 
సࠬకరణంࡹ కࣆߧߖफం޴  అݞږ ߤ࠻ మࡓ ࠾ࡍండవ సࠬకరణం ࠑ సࠪనం ࠳న࣒ y dy dt ky cxy 
ల వङހబܽद సࠬకరڒ ޴फంࣆߧߖక ࡹండవ సࠬకరణంࡓ వసब ఒక జంట సࠬకరణ వङ వసब, అ࡯ޘ ࢑యߖ x x 
మࡓ ࠾ࡍంࡓ ݢంݡ సࠬకరހలࡹ కࣃߧߖफ ల వङڒఏక ޴ఇ ࠾ࡍమ ࠼ వసब అవకలన సࠬకరࡱހ మ࠾ࡍy 

పࡌङ వరణ వङ వసबల అధङ యనంࡹ అవకలన సࠬకరࡱހ ఎ࡮ ఉతओ నऒ మ࢑ ࡆޑ࢓వࡍంచߘߝ ړߖݞ ఇۨऐ న 
ఈ ఉ޳హరణߘ మనం అధङ యనం ۯయࠓవడం ޶ࡶ, ఈ సࠬకరణం 1.
ࢩ࢑ ڴ࢑వరం ߖ8 ऱࢳంచడం ޶ࡶ ఎం޶కం݄ అ޴ ఈ ࡏڝझ  ప޶ࡶ ࡹ߅ࡍ.
తघ޳ࠡ   క సࠬకరࡱހ అߖऒ  ۲ ऱܼ  ఉߕऒ యߧ۫ ߖంచړߖݞ ఈ ఉ޳హరణ ఇߩओ ఇకए ݦ డ ఉంచబݟం޴, అ࢑ 
ఎలवړ दకࡽ సࡐए ङ ఉనऒ ࡹల ࠹సदࣄ ࡽకߖڒ࠱ ల ݋ ऱܿޒࠥ ڴక ࢡवసफంࡹ మࢁऱ కࣃߧߖफ ङࠈ అ࢑ ࠾ࡍమ ࠼ ڔ द࠻ࡍ 
फࣃߧߖక ࡹదలڷࡏ߭ ࢐ङ ࡱߕ࠮న ࠙ߕజ ࠾ࡍమ ࠼ ࢐ङ ల߇ ߧ फ రࣃయన గࢡޒवసफం మ࠾ࡍ ఇం࡮ۧ ڒ 
ఎڕए వ.
  ఇంߝڴࠈ ࡮ۧ ڒ ఉంڒ ޴బܽद ܋వࢡवసफంࡹ 
అవకలన సࠬకరࡱހ ఎ࡮ ఉతओ నऒ మ࠼ޑ࢓ అ܋ ߝవ వङ వసबల ࡍڷంۨన ఈ సంऀపफ చరऐ  ߘߝ ߘ
ऒߕంܿڕߘంۧలڵ࠭ .ߘ
 గށత ܋వࢡवసफం߯ ऴࣄ࢐న వందల మ࠾ࡍ వందల ߩసफࡱڒ ఉߕऒ  ߖంܽݟ࠮ ࡹ࢐ܽ ߘߝ ࠾ࡍమ ࠼
ఎం۪ߕڕऒ ఇపओ ߘߝ సफకంߩ మంۨ ࡮ۧ నࣄࡌ ࡔऴ࠭ ݟܐ  ޴ࡍవۨ ߘ एࡖ߮ ښܽ ऒߕ  దܽ࠴ ࠾ࡍమ ߘ
झߤܔ ఎ࣒ݟ సफకంߩ  ఎ࠱ण ߦऱ ంڡ మࣅ ݟࠉ ࠾ࡍऱࠪ ओߦۮ ߘలހఅవకలన సࠬకర ࡹवసफంࢡవ܋ తށగ ߤ  ఈ ,ࡏ
వసంబంధ సమసङ܋ ࢑࢑ధ దల వంܽڷࡏ߭ ޒށక ڕࠬ సफకంߩ లࡹ ఉతओ నऒ మࡃङ  అవకలన సࠬకరހల 
వङ వసबలߘ ߭దभ సంఖङ .޴फంࣆ޴అం ࡹ
 ࢐ङ ࢐ङ ల߇ ߧ फ మ࠾ࡍ అߝక ఇతర ܋వసంబంధ వङ వసबࡱ బృహదमమߖࡹߖ శࡎరధరघ రక ࡹवసफంࢡ  फ ऴపసరణࡹ 
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ఉతओ నऒ మࡃङ ऐࡍంۨ చࡍڷ లހవ అవకలన సࠬకర܋  ంచబݞन  ࠼
, ఇ޴ అవకలన సࠬకరހల ࡅకए  ఆసړ फకర࠳న వङ వసबలࣆޓࡍ޳ ڕफం޴ మ࠴ ࠾ࡍతफం ߩసफకంࡹ గށత 
శࡎరధరघ ऒࢴ ࠾ࡍన࡛ మڔ वసफం߯ࢡ छ޳ ݭ छ࢓ڜ ࡮ۧ ࡌ  పࠪࡍణం ऴ࢐యబݟం޴.
 ࢐సफ࠭࠲ ړߖ࢐ ఈ ࢑ష࠻ల ࡍڷంۨ ఎڕए వۮ ڴపओ  చయం అవకలనࡍప ޴బܽद ఇڒ ޶ࡶ వడంࠓ
సࠬకరࡱހ అవకలన సࠬకరހల ࡱ࡮࠮ అవకలన సࠬకరހల ߩ दܿక ఎ࡮ ఉతओ నऒ మޑ࢓య߯ߖ޳ ߝ 
ఉపߕङ సం ఇߩओ झࡏڝ మనం ఈ ݡ ࡍߖ ంۨన߅సంబం ڕ भషद అవకలన సࠬకరހలڕ వ޳भ ం ڒబܽद ఇߩओ మనం ݡ
అధङ ࠲ऴతࠪ ߘలހఅవకలన సࠬకర ࡹదܽ ऴకమం࠴ యనం ۯయߕޔࠓऒ ం.
దܽ ఆర࠴  न࡛ కएࡅ   అవకలన సࠬకరణం ޳छ  dx dy x ࠪڒ ࣋۫ ࡹ ݭ࠼సऱ ࡏࠬ ޾फంࣆߧߖక ࡮ఎ ڴ࡮ ࡌ

ఈښछ ష1 ߤ.y 
 సࠬకరణం 1.x y ࠪڒ సࠪనం ړ9
9 ఇ࠴ ޴దܽ ఆర न࡛  అవకలన సࠬకరణం ఎం޶కం݄ ఇ࠴ ޴దܽ ఆర न࡛  అవకలన సࠬకరణం ఎం޶కం݄ dx 
छ޳ ఒక ఉతओ ࡌ నऒ ం ࠪऴత࠲ కࣆߧߖफంࡏ࢑ ړߖ޵ ޴దमం߄ࣃ ڴరణ ࣔࡗघ  రణ dy shm߄ࣃ ࡱక࡯కద ڡߖ
घࡗࣔ కएࡅ లకంࡹ ࡱހసࠬకర ۯంޒయంऴߖ ߘకల࡯కద ڡߖ  చలߖߕऒ  సࠬకరణం lcr ۯంޒయంऴߖ 
సࡐए ङ ڙఇండ ࡱ ݋ दߤझ झߤ݃ࣄߦڙ  झߤद࣊ࣄࡓ   ఈ అߖऒ ఉతओ ݡంࡓ ࡱ ࠹సदࣄ  ऒߕ లޜ అవకలన సࠬకరހలߘ 
కڵ࡯ ఉంܼڒ ࠼బܽद మన ࠭ం޶ అధङ యనం ࡓ ࣋ۯండవ ఆర न࡛  అవకలన సࠬకరࡱހ ఉߕऒ  ండవࡓ ࠼
ఆర न࡛  అవకలన అధङ యߖߕऒ దܽ ఆర࠴ ࡱހసࠬకర  ݟపటदంۯ  न࡛  అవకలన సࠬకరణంޜ ऴߦరంࠚంచడం 
సహజం మ࠾ࡍ ఈ ࡏڝझ ండవ ఆరࡓ ࠭࠲ ࡹ न࡛  అవకలన సࠬకరހల ڝసం ۫ࣆफߕऒ ం ڒబܽद ࠬࡏ ऴపࣆफత 
ఉపߕङ झࡽࠋయࡍ࢘ ݡంࡓ  బܽद ఒకڒ ޴ఉంܿం ࣄంۨ ۫డవలࠫ ړށࢩల ऴࣃ కएࡅ   ఫంࣾڒ ߤబܽद f of xy 
మనం ऴߦథࠫకంݡ࠮ ڴ రڒల అవకలన సࠬకరހలߘ పࣃ࡯ࢣࡍफ ࠭ 1.
9 అࡍ࢘ ࢑యۯ ࡏ࢘ ࡽࠋయగల 
సࠬకరࡱހ అࡱߧ ߖవబݦ అవకలన సࠬకరࡱހ మࡓ ࠾ࡍండవ రక࠳న అవకలన సࠬకరހలߘ సޓ܉య
అవకలన సࠬకరࡱހ అࣃࡱߧ ߖफ ऒߖస ࡍ࢐  ࠾ࡍమ ࡱހసరళ సࠬకర ޴డవ࠮ ࠾ࡍమ ࡏ ࣕత 
బంࡷ࢓߇న ࡘࠏऒ  ࡮ۧ ࡹम޴వృࠚऴతక అࡍۧ లހఈ అవకలన సࠬకర , ࡯࢐ڝफం۪ࡏڷ సࠬకరణం ࡰ
࠭ఖङ న వङ࠳ ړ फڴ ఉనऒ ऒࡘࠏ ߤ܋  ऒࡘࠏ ޻అ ,ߘదట ఉంۧ࠴ ߘߝ ߘࡏ߮ ࡰ ओߩఇ ࡏ߮ ߖబܽद అతڒ ࡰ  ݡ
సరళ సࠬకరڴࡱހ కࣆߧߖफం޴ మࡘࠏ  ࠾ࡍऒ  ߘలހల సࠬకరڒర ݡ࠮ బܽद మనం ఈڒ ࡱހసࠬకర ࡰ

भ޳۫ ࡹ ం  అతࡏڝ ߖझ  సڒ ࡔబܽद మనం ࠴దܽࡍ࢘ ޴యۯ ࡏ࢘ ࡽࠋయగల సࠬకరߖހऒ ం t޳ంڕࣆޓ 
ङޙऴప ࡮ۧ ޴బܽद ఇڒ యగల సࠬకరణంۯ ࡏ࢘ ࡽࠋయࡍ࢘ బܽदڒ క࠳న అవకలన సࠬకరణం, ఇకए డ ݟڕ xy 
కएࡅ ߩ࢙ నऒࠚ࢑ ߩ࢙ ݟڕ  ంڴ ఉంܿం࢑࢑  ޴ధ ఫంࣾనऱࡅ ࡹకए ए࣋ ݟڕ  छ ࡛ न ప ऱ࣒  f xy f xy f x y 
࣋ए छ ࡛ न ڒవ۪ऐ కएࡅ ޳ࡶ  వ۪ऐڒ ړࡹ   ఉ޳హరణڒ ڕవ۪ऐ  బܽद ఈ xy f x yfxy sine x in cos yڒ 
ۨవࡓ ࡍంݡ సందࡌग ङޙऴప ࡮ۧ ࡱ క࠳నࡅ ࢑కए ङޙऴప ߖ޳  కత ࡓ ऱܿ ࡅకए  ఫంࣾ࠴ ߗڒ ,ߤదܽ xy f x y 
ఉ޳హరణڕࠬ ߘߝ ࡹ ࣋ए छ ࡛ न ప ऱ࣒  ࣋ए छ ఇ ߖ న࠳సࠪన ړ ࡛ ऐۧ కएࡅ ޴ఇ ,ߘ  ఫంࣾࡅ ߤకए  x y xy x 
ఉతओ కएࡅ ࠾ࡍమ ޶ڒ फޒ  ఫంࣾߤ సࡕన޴ అޙ࠼ ఏࠫܽ  ࢘ࡍయۯ ࡏ࢘ ࡽࠋయగڵ࡯న సࠬకరణం 1.y 
9 సࠬకరణం ࢘ࡍయۯ ࡏ࢘ ࡽࠋయగల సࠬకరణం, ࡅకए  అߘ ޴ߝంࡐ ݟపంࡹ ఉం݄, xy f hx gy 
ࣾࠫంచంݟ ࣾࠫంచంڕࣆޓ ړࡹ ߖ ݟంܼڒ ,ࡏబܽद 1.gx hy
కएࡅ ࡹ9  ఫంࣾߤ కߧߖంۨనߩओ ఒక ఉతओ ޴ߝఅ ݡ  फ.xy f kޒ
ओߩఅ ړࡹ పంࡐ  छښఈ ࡽलయߖࡓఫݟ ࠭࠲ ݡ షࡍ࢘ ߤయࡽࠋ ࣊ప݋ࡕ ࡽࠋࡔ ఓښ అߦۮ ߖओ  బܽद gx hyڒ ࠭

కएࡅ  1.xy 
भ޳ऴ࢐ ړࡹ ޴అ ,޴ంޔ࢓అ ړࡹ ݋ࡕ ࡹ ం ߖߖ޳ ߘߝ ऴࣃ࢐फ छ޳ ࡏࠬ బܽदڒ ߘ  f gx hy gx hy dy dx 9 ࡌ

ऒߕफࣆ۫ ڴసࠪనం ړ ߖ కएࡅ  ࡏ  మߘߝ ࠾ࡍ ఈ ࡅకए  అࡐ ޴ߝపంࡹ అߖ f xy xy f gx hy 
ఊࣕࣆफߕऒ छࡌత ߘߝ బܽदڒ ߘ త ఏࠫ ࡅ ߘߝ ࡹ࠻ۯకए फࣃڵ࠙ ޜ  y h ړ ߯ 1 ߖߖ޳ ߘߝ ࠾ࡍమ ߘ h y

फࣃऴ࢐ ڴ ޜ కएࡅ ߘ  వరߘߝ ڕ ఖۨऐ తంࡅ ڴకए ऒߕޔࠓఊࣕంచ ߘߝ ߖదڒ  dx , ߘ dy x g y h 0 
అߩओ కएࡅ ࠾ࡍమ ߘߝ ݡ  ఫంࣾߤ అ࠼న త࢐ࡏత ఏࠫܽ అߝ ఊహߘ తۯ ࡏ࠻యߕޔࠓऒ  x y ߘ
మ࠾ࡍ పࢲࡍए రం ࡅ ݞږకए కएࡅ ࠾ࡍమ  ߤఒక ఫంࣾ ࠾ࡍమ ߅࢑   ऴړ ށࢩ సంబం߅ంۨ ߘߝx h y y x

ऒߕޔࠓయۯ కృతంڔఏ ࡮ߩ࢙ ݡంࡓ ంۨ߅సంబం ړ x.1 ࡏࠬ బܽदڒ ߘ
10 సࠬకరߖހऒ ऒߖݞంచڵ࠙ ޜ  फࣃ۫  ऒߕࣆ ޴ߝఅ ړߖ܉ߖ ,ࡏ ऒߕޔࠓఊࣕంచ ߘߝ ߖదڒ  h.ߘ hy 

 gx 0 hy 0 .޶ڒ ޳ࡶ
ओߩన࠼ఒకܽ 0 అ ࡹ࢐ܽ   ంܽ࡮అ ࠾ࡍంܼ࠭ మڕࣆޓ ࢐తࡏత ࠭࠲ ߖߖ޳ ,޴ంޔڷࡏఏࠫ జ ݡ
సందࡌग ओߩంۨన܊࢑భ ࡏࠬ  ࠼ޑफޔࡵత ߕ࠼అ ࡹతంށఏ గ ࡱ ࢩ࢑ ࡽకܽࠪ ݡ ऱషణ ࠬ࢑ ࡏభ܊ంۯ 
పࠪࡍణం ߕࣆऒ  అ࠼న ऴపޙङ క సందࡌग ల࡯ݞ۫ ߘ, ఆ సందࡌग ओߩఎలऱ ࡱ  ڴݟ࢑ݟ࢑ ݢ
పࡍషए फࣃۯ ࢐తࡏత ߖߖ޳ ࠭࠲ ,࠼ޑంచబడࡍ  యంࡌఅంత ړߖ࢐దన ऴప࢐ࣔ ࠭࠲ బܽदڒ ࠭
కڵ࡯ంచږడڒ ޶బܽद ޳ ࠭࠲छ फࣃڵ࠙ ࡌ ࠭.h 

మړ ࡏࠬ ࠾ࡍ సంబం߅ంۨ 1.  y x
 సࠬకరణం ࡅకए ߯ ݭࣝ  ڕࠬ ,फ࣋ۯ కృతంڔఏ ࡮ߩ࢙ ݡంࡓ  छ޳  సࠪనం 10 ړ ࡌ 1 dx dx integral gx dx

ఇߩओ న ఉనऒߩ࢙ ఎడమ ݟడం۫ ߩ࢙ ޒۯ ఎడమ ݡ  సమऴగం ۧ࡮ ऴపޙङ క࠳న޴ ఇ࡮ۧ ޴ ऴపޙङ క࠳న޴ uh 
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ऴపޒइపణ ޳ࣄम ంߖޑऒ  వࡍ फంపܑయడం ۧ࡮ ఉޑझ హం కࣆڵ࡯फంڒ ޴బܽद ࠬࡏ ऴపޒइపణ ޳ࣄम ంߖޑऒ  
వࡍ फంపܑయడం ۧ࡮ ఉޑझ హం కࣆڵ࡯फంڒ ޴బܽद ࠬࡅ ࡏకए కएࡅ   y y h y ࠾ࡍమ ࡏంܼڕफం۪ࡏڷ 
అࡅ ޴ߝకए  ఫంࣾߤ అޜ ࡏࠬ ޙ࠼ సࠪనంߖ ڴ ఉంۧలڕߘం݄ ࡅకए x u ޙ࠼సࠪనం అ ޜ  x y x u

छ޳ ठڴࡍస ࡌ  ఉంܿంڒ ޴బܽद ߯ మన సమऴగం ޳छ వరࡍప ړ ࡌ फన ۮంޔ޶ం޴, సమऴగ dx dx d r hy dy gx 
ङޑబܽद ऴపڒ సࠪనం ޜ ࠪऒ య ޳ࣄम ంతం ఉం࠭࠲ ߗڒ ,޴ ऴపޑङ ࠪऒ య ޳ࣄम ంߖޑऒ  వࡍ फంపܑ࣋ ࠭ం޶ dx

.࡯ݞఉం ڴऴగతफ܉ ࡏࠬ
झࡽࠋయࡍ࢘ ࡏࠬ  ओࡏࠪ ࡹ  फనऒࣆۯ   ऴపޑङ ࠪऒ య ޳ࣄम ంతం ࡅకए ओࡏࠪ  ऒߕࣆ   ޶డږఉండ ڴ
ఉ޳హరణڕ ࠬ ఇంܽऴగڕ࡯ڒ ࡽङ ల࣒ ࠳  ࡏࠬ ࡹన࣒ ࣋ए छ झڡఎݟ ࡛  వర ठߖ࡮࠮ऒ  ఏڔకృతం 1 x 
ऒߕంܿڕߘల࠻ۯ  x.ࡏޑࠋۮ ߖసࠪనం అ ڕܼޓ ߤ࣌ ࡏࠬ ,ࡏ
 
छࡓఇంట ࡏࠬ फనऒࣆۯ ߖప ࡹ ࡽ ంత ڒలం ࠬࡏ ࣌న࣒ 
ఉంచవ۪ऐ ڴసࠪనం ߖ ڕܼޓ   అవకలన సࠬకరణం 1.x
चࢂࢗ ڵࡍޒ ړ10 ఇపओ ࠭࠲ , ऒߕࣆ ښܽ ऒߕफࣆఊࣕ ߖదڒ  ࠭, ఇߩओ ऒߕࣆ ࠭࠲ ݡ  hy gx ߖదڒ 
࠙࢑ంచߕޔࠓऒ छ޳ బܽदڒ ࠭ ऒߕࣆ ࠬ ࡌ ङޑऴప , ޴ంޔ࢓అ ޴ߖڒ  ࠪऒ య ޳ࣄम ంతం ࡱۮऱܿࠈ dx dy 
అޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ ఇߩओ .సࠬకరణం 1 ڕమన ݡ
11 ఓښ అޔ࢓ంߩ࢙ ݟڕ ࠭࠲  ޴న ߖ ఏڔకృతం ࡯࠻ۯ మ࠾ࡍ ఎడమ ࢙ߩన ޳छ gx dx hy dy ߖ ࡌ
ఏڔకృతం ࡯࠻ۯ, ఆࢡజనక ࠭࠲ ఈ ఇంܽऴڼషߤ లۯ ߘయగల࠭ మ࠾ࡍ ఆࢡజనక ࠭࠲ ఒక ڝऱܘन  
సࠪߖߕ߄ऒ  ߰ందగల࠭ ߗڒ ࠬ అߘభవం ߘంࣆࡱޘ ڕࠬ ݟ ఇښ ࢑వలం ఆశࡱ ࠪऴత࠲ మ࠾ࡍ అ࢑ 
ఎలऱߩओ  gxdxࣆࡱޘ ڕࠬ ࡱహరణ޳ల ఉ ߤక ఫంࣾߝఅ ߖంచబడށక సమऴగ గ߅రవߖ ࢐ܽ , ࢓ऴగࣕంచబడ ݢ
గమघ ࡮ۧ గణన ߖ޳ ޳ࡶ వ۪ऐڒ ޴फనޘౖ ऒߖڜ   ంచడంށగ ߘలڴఈ సమऴ ࠼ఉంܼ ڴ࢓ࡱࣆ ऱ అ࢑ࡏࣃ
. లంޔమనం అదృషदవం ޙ࠼లభం అࣆ
  గణన తర۪ڴ మనం అంత అదృషदవం࢙࡯ޘ ࡮ۧ ړߖ޵ ߖڴ ޶ڒ ࡱޔన అవకతవకࡱ అవసరం మ࠾ࡍ 
ऒߖڜ ధङࣃ ంచడంށగ ߘక సమऴగత߅రవߖ ऱࡏࣃ ం ߗڒ ,޶ڒ మనం ߖߖ޳ అంڶకࡍంۧ࢑܋ ࡯తం మనం ఒక 
भ޳۫ హరణ޳రణ ఉ߄ࣃ ం మ߄ࣃ ࠾ࡍరణంڴ ఏࠫ జޔڷࡏం޾ అవకలన సࠬకరణం అమరऐ బݟ 
ఉంܿంߖڜ ޴ऒ  ऴߦరంభ పࣄࡍबޔలߘߝ ,ޜ ఈ ࢐ङ ఖङ  తࡌछ త పࡍషए फࣃవ ړహరణ޳న ఉݟంచబࡍ  ࠭࠲ ,ߘ
फࣃ࢑࠙ ڴ ݋ࡕ ࠹݅ ߖ ࡽࠋయࡍ࢘ ݋ంݥం߭ݟఇం ࡽࠋయࡍ࢘ ࠭ మ߭ݟ ࠾ࡍంݥంࡍ࢘ ݋యࡽࠋ అ޴ߝ ݅ం 
݅ం వదभ ఉనऒ  జ࠙ߕ అߖ మ࠾ࡍ మనం ۫޳ࡶ ࠭ࣃ అ޴ ऴపవࣕంۯ కࡓంڒ ݋వ۪ऐ  ఎలवړ दకࡽ సࡐए ङ  t݋
छ޳ కएࡅ లకంࡹ రణ߄ࣃ ޴అ ޳ࡶ ࡌ  సగܿ ࣃब నం ߘంࣃ ݟब నऴభంశం ڒవ۪ऐ  ޴న࠳అవసర ڕబܽद మనڒ 
వ۪ऐڒ లం݄ మనం సछ࠻ۯ   తంऴత ࢘ࡍయࡍ࢘ ࠹݅ ߖ ࡽࠋయ࢑࠙ ڴ ࡽࠋంۧ࡯ మ࠾ࡍ ఏ޾ ఒక 
సమయంࡹ ݅ం ఈకछ ओߦۮ ߖఅ ݋ߕ ܿ ࡽ  t t ࡹఆ సమయం ,࡯
ఉనऒ  జړ ࠙ߕ సࠪన࠳న ނڝయ ࣃब నऴభంశం వంܽ ڕࠬ ߘܼݦ అం޴ంۧ࡯.t 
అధङ ߖ ߤࣾ࠻ࡍ ࡽకࠫڙ ࡏࠬ  యనం ࣆۯफనऒ టऱޙ࠼, ఒక రࣃయనంߖࡹ రࣃయన ऴపޒచరङ ల ࣃంऴదతలڕ 
సࠪన࠳న సమయంࡹ సࠪనం, అߩओ मࡌ޳࢑࢑ధ ప ݡ ల ڡ࠻ࡍ द అࡃङ  పࡌ޳म ల ఏڒऴగత ఒక ࡍߖ भషद t 
సమయంࡖ߮ ࡹए నబ޳ࡶ ࡯ݞ అధङ యࡱߕ జޙڵࡍ కࡓం݋  ఎలवړ दకࡽ సࡐए ङ కएࡅ ݋  కࡓం݋ సࠪనం t 
एࡖ߮ ߖఅ ޶ڒ నబడవ۪ऐ t naught ࡏࠬ ޴అవసరం , అ ܼݦ ࡹన సమయం࠳సࠪన ڕ ڕࠬ బܽदڒ 
కھߘనړߖݞ ऴపయޒऒ फనऒࣆ  పࢲࡍए రం కߗసం ఒక ࡍߖ भషद సమయۨࣇ ߕ࠳ంచబ࡯ݞ  సమయం సࠪనం t t
వ ఇవछࡱ࢑ ڕࠪ ࡹఇతర ࠪటల ݋ߕ బޔݡం޴ సమయం సࠪనంڴ ఉంܿంڕࠬ ,޴ పࢲࡍए రం y t t 
కएࡅ వ ఇవछࡱ࢑  బޔݡం޴ పࢲࡍए రం yt yt 
సమయం సమయంۨࣇ ࡹంచబޔݡంࡏࠬ ޴ ఏࠫ ࣃۯफ फࣃۯ ఏࠫ ࡏࠬ ࠾ࡍమ ࡏ రం݄, ࠬࡏ ఒక t 
एࢲࡍప ࡹమంࡌ࢑ రం ڝసం ࢗత࡯ڒ అం݄ ࠳న࣒ ఎ ߘం݋ߡ ܽ ݟ పऱ࣒  అవకలన ڴరణం߄ࣃ బܽदڒ 
సࠬకరࣆ۫ ࡏࠬ  ࡱހफనऒ  ఇతర ప޳లࡹ ऴߦరంభ పࣄࡍबࡱޔ వంܽ ߖڜऒ అమరऐ ޜలޔबࣄࡍప ݭ࣌  బݟ 
ఉంܼࡏࠬ ࠼ అవకలన సࠬకరߖހऒ  ۫డట޳ ࡏࠬ ,޶ڒ ࠲छ న అవకలన dx xy࠳సࠪన ړ ࡌ dx 
సࠬకరߖހऒ  ۫డటం ޶ࡶ  అవకలన సࠬకరణంࡏࠬ ݞږ ࡹ ۫࣋ ఒక ࣛచऐ పओۮ ߖదࡶ క ఏࠬࡍ  ړߖݞ
ఇవछ ڕࠬ బݟం޴, ऴపߖ ۲ܼޒరछ ۨంచబݟంߘߝ ޴ పࢲࡍए రం అర मమࡃङ  మంࡌ࢑ 
పࠫࡍతం ڒవ۪ऐ ऒߖ޵ , ङޙऴప ࠾ࡍన మ࠳లభࣆ ࡮ۧ  క సందరग ం޳۫ ࡹभ ం.

छ޳ ए࣋ ࡌ छ ࡛ न ړ సࠪన࠳న అవకలన సࠬకరణం ۧ࡮ అࠪయకంڴ కߧߖంۯ అవకలన సࠬకరణం  dt y dy 
छ޳ ए࣋ ࡌ छ  dt y ڕ ࡛
సࠪనం మ࠾ࡍ సమయంࡹ పࢲࡍए రం ࡅకए ओߩۮ ߖసࠪనం అ ړ వ 0ࡱ࢑  ం.t i޳ంڕ

ఎకए డ అࣄ ޴ߝबరంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఆࡹచనలߘ సۯࡍయړߖݞ అږߘࣃ ޴ߝల ࣄबࡌంకం   sc c c 
అ࢑࠙ ߖంచంݟ, ఆ߯ ߯న ߮ࡖए నऒ  ࢑ధంڜ ڴనࣃగంݟ, ߯న ߮ࡖए నऒ  ࢑ధంڜ ڴనࣃగడం అం݄ ఏࠫܽ, ࠭࠲ y
࣋ए छ फࣃڵ࠙ ޜ ࡛ ࠭ మړݟڕ ࠾ࡍ సంబం߅ంۨ ࡓం࡮ߩ࢙ ݡ ఏڔకృతం ࣃۯफ छ޳ ࠭࠲ ࠭ फࣃڵ࠙ ࡌ ࠭ t y 

ए࣋ ࡮ߩ࢙ ݡంࡓ ంۨ߅సంబం ړ छ छ޳ బܽद మనంڒ ݟయంۯ ݋ڼఇంܽऴ ,ࣄۯ ࡛ छ޳ ࡌ ए࣋ ࡌ छ ࡛ न ړ t dy dt y y
సࠪనం 0ړ సࠪనం ڒబܽद ࠭࠲ ࣋ए छ ࡛ न 1 ࠬద ࣋ए छ ࡛ न ޳छ  y y dy dt ݋ڼబܽद ఇంܽऴڒ సࠪనం ړ1 ࡌ
.ݟయంۯ
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  సమړߖ࠻ సంబం߅ంۨ ࡓం࡮ߩ࢙ ݡ సమऴగ 1 ࠬద ࣋ए छ ࡛ न సࠪనం ఇంܽऴగړݟڕ ࡽ t y dy dt dt dt 
సࠪనం, ఇ޴ 
ఇߩओ ठڴࡍస ޴ంࣄۯ మనం ݡ  ఇߝ޵ ޻ऒ  ఎడమ ࢙ߩ 

࣋ए छ छ޳ ࡛ ధనङ ړߖ޵ ,޴फంࣆۯ లభతరంࣆ ړ ࡽఇంܽऴగ ࡌ झࡽࠋయࡍ࢘ ࡱ޳࢐  ऴపޑङ ࠪऒ య ޳ࣄम ంతం y dy
కएࡅ ओࡏࠪ  ధనङ ڕ  ࡱ޳࢐
ऴపޑङ ࠪऒ య ޳ࣄम ంతం ڕࠬ ߘߝ ఇࣃफ छ޳ ࡏࠬ ࡹ ݭ࠼సऱ , ߘ ए࣋ ࡌ छ ࡛ न ఈకछ झࡽ  ఇంܽऴߖ ݋ڼ dy y dt 
फࣃ۫ కएࡅ ߤషڼఇంܽऴ ࠾ࡍమ ࡏ ऒߖڒంࡌबࣄ  కएࡅ బܽदڒ ࡱڴక సమऴ߅రవߖ ఇ࢑ ݟంڝफం۪ࡏڷ   i 
۪ సࠪకలనం ޴ంకం ఉంܿంࡌबࣄ  द݀ కएࡅ కరణڔబܽद మనం ఏڒ ޴ంޜࡱޙ   ఉంۨ, ఏࠫ ࡹంకంࡌबࣄ 
జޔڷࡏం޳۫ ޾भ ం ڒబܽद ࠬࡏ సమऴగ ړ సࠪన࠳న ࣋ए छ ࡛ न ޳छ ऒߕफࣆ۫ ߖ సమऴగ ࡌ బܽद dtڒ ࡏ y dy
న࣒ 1 ࠬద సࠪనం  ప࠳ ऱ࣒  ఇకए డ  ࣄबరంڴ ఉంܿం޴  ఇంܽऴڼషߤ సࡕనڒ ޴బܽद ఇߩओ  రంభ y t b bߦऴ ݡ
పࣄࡍबࡹޔऱ  
న࣒  ࠬద  ప࠳ ऱ࣒ 1 ߘల ݭࡎ న࠳సࠪన ړࠉ  t t 
ఇవछ ࡱޔबࣄࡍరంభ పߦऴ ڕమన ,ݟంڝफం۪ࡏڷ బݞन ओߩఉంۨన ڴసࠪనం ړ0 ߖ ݟంڝफం۪ࡏڷ ߖఅ ࠼  t ݡ
మనڕ ఏࠫ ړ0 ࣆࡱޘ సࠪనం అ࠼నߩओ  బܽद మనం t y t c cڒ సࠪనం 0 అం݄  ࣆࡱޘ ڕమన ݡ
ओߩవ ఇࡱ࢑ ంకంࡌबࣄ ఏకపࣾ ߯ ࡯޳సࠪనం ఏࠫ ߰ం ړన࣒ 1࠳ ޳ࡶ న࣒ 1 ࠬద࠳  b b c ޴ంݟంచబށగ ݡ
ओߩఇ ࠭࠲ కएࡅ ంకంࡌबࣄ కరణڔంకం ఏࡌबࣄ ఏకపࣾ ݡ एړࡵ ߘవࡱ࢑  ంۧ࠭ ఈ ࡱ࢑వڵࡍޒ ߘ ఇకए డ 
ఉంచడం ࡍڷంۨ ߹ࠈ ݭङ भ޳ۯ ڡ ం, మనం ఏࠫ ߰ంࡅ ࠭ޑ޶కए t yy 1 ړࣄ ߯  న࣒࠳ న࣒  ࠬద࠳  t 1
సࠪనం ࠳ ޳ࡶన࣒ అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ఇ޴ అవకలన సࠬకరణం ࡅకए  పࢲࡍए రం ࡅకए  పࢲࡍए రం c 1 ct 
 erential equation.ࣆܾߠ ߤఒక ఫంࣾ ޴ఇ  ݞޙ

అ޴ߝ ఎడమ ߘం޳ 1 ݟछ ࢐ङ ࡹڷరం ߩࡏఎ ߖందޔࡏࠪ ړ ࡌ ङڣ  t c t     ޴ߝఅం݄ అ ,ࡏంۧߖ
 ࠾ࡍమ ޴ంޔ޶ంۮ మంހࡍసమయం ప ࠾ࡍమ ޴फంࣆగࠫࡗߩ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓దల࠴ లం వదभ࠮
సమయం ޳छ నऒڕࡏۯ ړ ࡌ ओߩ एࢲࡍప ݡ రం పࢲࡍए రం అనంతం వరޔࢂࢗ ڕం޴ t 1 c
పࠫࡍత సమయంࡹ అనంతం వరڕ తߧओ ం۪ڕంܿంڒ ޴బܽद ࠥޒక వङ వసब ࡅకए  పހࡍమం అర बమࡃङ  
పࢲࡍए రం ࠥޒక వङ వసब ࡅకए  పހࡍమం సమయం వరڕ ࠪऴత࠲ అర बవంతంڴ ఉంܿం޳ ޴छ  t 1 c ࡌ
కం݄ కం݄ 1 ޳छ క వङޒࠥ సࠪనం ړ ࡌ వసब ఇపओ एࢲࡍబܽद పڒ ࡔफ సޔ࢑ప  ޴ం࡯߮ ښܽ రం ఉనऒ  సమయం t c
छ޳ 1 ݟంߘ న࣒ అనంతం࠳ ޴ఇ ,޶ڒ ఖࡔ ࢐సफవ తफం࠴  c s ߖఅ ޶ڒ ంۨࠫ ړߖ޵ ,޴ఉంܿం ڕవర ࡌ
ङڒ పलޔࠋۮ ߤం޴  పࠫࡍత సమయంࡹ అనంړߖޑ తߧओ ం۪ڕంܿం޴ పࢲࡍए రం పࠫࡍత olution 
సమయంࡹ అనంړߖޑ తߧओ ం۪ڕంܿం޴ 
भࡿࢗ ڵࡍޒ ړ ݭ࠼పܽ సऱߘ࠭ ߘߝ బܽदڒ ࠭ మ࠾ࡍ ఇߩओ  ۲ܼޒఅవకలన సࠬకరణం ऴప ݡ
రछߖ ۨంచబݟనపओ ऒߖހఅవకలన సࠬకరణం అవకలన సࠬకర , ڔܽ  ۫డం޳ ݟछ ए࣋ ࡌ छ ࡛ न ڕ dy dt y 
సࠪనం అవకలన సࠬకరణంࡹ తߩओ  ఏࠬ ޶ࡶ ࣋ए छ ࡛ न ऴపߖ ۲ܼޒరछ ۨంచబݟం޴ అవకలన సࠬకరణం y 
ऴపߖ ۲ܼޒరछ ۨంచబݟం޴, అ࠼నపओ एࢲࡍప ڔܽ రం పࠫࡍత సమయంࡹ అనంړߖޑ తߧओ ం۪ڕంܿం޴ 
రछߖ ۲ܼޒऴప ݞږ బܽद అవకలన సࠬకరణంڒ ۨంచబޔݡం޴, ఇ޴ పࢲࡍए రం అ࠼న ࡌ࢑మం అర म࠲ i  
పࠫࡍతం ڒవ۪ऐ  మ࠾ࡍ ఈ ऴపޙङ క సందరग ంࡹ సڴࡍठ  అ޻ జޔڷࡏంڒ ޴బܽद ࠭࠲ ఈ ࠴దܽ 
ఉపߕङ ऒߖࣃ  ఇకए డ ఆࣃ࢘ߧफ ࠭ మߖ޵ ࠭࠲ ࠾ࡍऒ ङߕండవ ఉపࡓ  సంڜ ࡹనࣃڵࣃफ ధనङ ࡮ۧ ࠭  ࡱ޳࢐
 ڕࠬ
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