
 सुŮभात , िभɄ समीकरणांवरील ʩाƥानांǉा या मािलकेत आपले ˢागत आहे, मी आयआयटी बॉɾेǉा गिणत िवभागातील Ůाȯापक 
गोपाल कृˁ सुनीमासन आहे, ʉणून आʉी ʩाƥानांǉा या मािलकेची सुŜवात एका छोǨा ऐितहािसक ˋेचसह कŝ.
  िवभेदक समीकरणे आिण कॅʌुलसǉा या युगाǉा सुŜवातीस घडलेʞा महȇाǉा गोʼी, मग मी तुʉाला काही महȇाǉा गिणतǒांची 
नावे देईन Ǜांनी िभɄ समीकरणांǉा अɷासासाठी योगदान िदले होते, तर चला ȑाǉा कॅʌुलस आयझॅक Ɋूटनला ȑाǉा 
गितशीलतेǉा िनयमांसह सुसǍ कŝ या.
 Ťहांची गती िवषुववृȅांची अचूकता समजावून सांगǻास सƗम होते आिण भरती-ओहोटीǉा खगोलशा˓ाची िनिमŊती जे आतापयōत 
अनुभवजɊ िवǒानात एक गितशील िवǒानात ŝपांतįरत झाले आहे, ही Ɋूटनची एक अतुलनीय कामिगरी आहे, ʉणूनच ती फार मोठी 
मानली जात नाही.
  फƅ कॅʌुलसǉा आिवʺारासाठी पण पįरवतŊन घडवणा̴या िवचारांǉा पįरवतŊनासाठी  खगोलशा˓ाचा अथŊ एक गितशील िवǒान 
ʉणून Ɋूटनने जे केले ते मूलत: 
दोन शरीराǉा सम˟ेसाठी िभɄ समीकरणांची Ůणाली हाताळǻात आली आिण तो केɘरǉा Ťह मुƅ गतीचे िनयम िमळवू शकला
 ȑामुळे िभɄता िसȠांताची उȋȅी  िकमान Ɋूटनपयōतची समीकरणे शोधली जाऊ शकतात, आता मला पुढील ˠाइडमȯे काही 
माːसŊची नावे आहेत Ǜात या िवषयासाठी सुŜवातीǉा माːसŊचे योगदान होते, Ůथम तुʉी आयझॅक बॅरोचे नाव पाš शकता जे एक 
िशƗक होते  आयझॅक Ɋूटनǉा कॅʌुलसǉा काही कʙना आधीच आयझॅक बॅरोकडे परत जातात मग अथाŊतच 1687 मȯे Ɋूटन येतो
ȑाने 1693 मȯे एक रेखीय िवभेदक समीकरण एकũ केले , तुʉाला लीबिनझचे नाव िदसेल आिण ȑाला आढळले की एकसंध 
समीकरणांसाठी समान पयाŊयी नंतर येतो.y tx 
 बनŗलीचे एक अितशय ŮिसȠ नाव आपʞाला बनŗली समीकरण नंतर कदािचत पाचʩा िकंवा सहाʩा ʩाƥानात भेटेल आिण बनŗलीने
या घटनेत योगदान िदले आहे िडफरŐ िशयल समीकरणांǉा िसȠांताचा अथŊ लावला तर तुʉाला चे नाव िदसेल जे ŮिसȠ riccati 
समीकरण आहे हे िवभेदक समीकरण कुŮिसȠ आहे y prime equal to ax y squared plus bxy plus cx 
कारण ते िनदŖष सोडवता येत नाही असे िदसत असले तरी ते सोडवता येत नाही केसेस िलओनाडŊ युलर द Ťेट जीिनयस यांनी दाखवले की 
įरकाटी समीकरण एका रेषीय समीकरणात कसे कमी केले जाऊ शकते जर िविशʼ उपाय मािहत असेल तर यादी खूप मोठी आहे आिण 
आपण ही यादी कापली पािहजे कारण िभɄ समीकरणांचा िवषय िकमान 350 वषő जुना आहे आिण आʉी या सȯाǉा अɷासŢमाǉा 
सूƘ-िकरकोळतेकडे जाणे आवʴक आहे आिण आʉी या ऐितहािसक िवकासावर अिधक काळ राš शकत नाही, मी तुʉाला 
ऐितहािसक घडामोडीसंाठी फƅ एक संदभŊ देऊ इİǅतो 
, या पुˑकाǉा सुŜवातीǉा अȯायात िभɄ समीकरणांवर रɬी यांचा पįरचय  मूलभूत संकʙना पįरणाम आिण अनुŮयोग दुस̴या 
आवृȅीत भौितकशा˓ाचे संुदर ऐितहािसक पįरचय िनयम आहेत जेʬा ʩƅ केले जातात गिणताǉा ̊ʼीने िवभेदक समीकरणांना जɉ 
देतात उदाहरणाथŊ रसायनशा˓ातील वˑुमान िŢयेचा िनयम आपʞाला रासायिनक गितशा˓ आिण एंझाइम गितशा˓ मॉडेʤची 
िवभेदक समीकरणे देतो जी जीवशा˓ पयाŊवरणीय लोकसंƥाशा˓ात उȥवतात आिण ते सवŊ िभɄ समीकरणांना जɉ देतात यापैकी 
काही उदाहरणे आपण पाš .
 आजǉा ʩाƥानाǉा उȅराधाŊत इकोलॉिजकल मॉडेʤमȯे रासायिनक गतीशा˓ आिण गिणतीय 
इकोलॉजीमȯे िनमाŊण झालेʞा िभɄ समीकरणांमȯे काही उʟेखनीय समानता िदसून येते, गिणतीय जीवशा˓ आज मोǬा Ɨेũामȯे 
िवकिसत झाले आहे आिण सिŢय झाले आहे.
 गिणतीय जीवशा˓ात संशोधन चालू आहे उदाहरणाथŊ şदयाǉा ठोƐांचे मॉडेिलंग करǻात यशˢी ठरले ते िभɄ ec siemens 
समीकरणांǉा Ůणाली ʉणून हॉजिकन आिण हƛले यांना ȑांǉा तंिũका आवेगांǉा कायाŊसाठी नोबेल पाįरतोिषक िमळाले तर 
भूिमतीमȯे सम˟ा उȥवतात ʉणून येथे पįरİ̾थती आहे  चा अजŊ आपण पाहतो  गिणताचा एक भाग ते गिणताचा दुसरा भाग
 ȑामुळे भौितक िवǒानातील अिभयांिũकीमधील भौितक शा˓ांमȯे रसायनशा˓ पयाŊवरणशा˓ातील लोकसंƥाशा˓ातील सवŊ 
िठकाणी िभɄ समीकरणे आहेत िवभेदक समीकरणांसाठी,
 ȑामुळे एखाȨाने िभɄ समीकरणे का अɷासली पािहजेत याची बरीच कारणे आहेत, िभɄ िभɄ समीकरणे का अɷासली पािहजेत याची 
Ůेरक कारणे आहेत आिण या कोसŊमȯे आपण जे पहाल ते गिणताǉा खूप मोǬा Ɨेũाची एक माफक सुŜवात आहे.
 
चला सुŜवात कŝया अगदी साȯा भौितक पįरİ̾थतीकडे बघून साधा लोलक ʉणजे काय साधा लोलक ȑात असतो तो िबंदूपासून 
लटकलेला वˑुमानाचा बॉब असतो जसे आपण या िचũात पाहतो की वजनहीन रॉडने लटकलेला वˑुमानाचा बॉब असतो .m m 
  लांबी जी दोलनांमȯे सेट केली जाते आिण हा कोन हा मȯ ̾थान िकंवा बॉब आिण हा बॉब आहे  हा कोन ने िव̾थािपत l i s y 
केला आहे आिण तो दोलनांमȯे सेट केला आहे, तुʉी पहाल की बॉबचे वˑुमान आहे आिण हे वजन अनुलंब खालǉा िदशेने m mg 
कायŊ करत आहे आिण हा घटक या िदशेचा घटक आहे ˙िशŊक िदशा आता आʉाला आवडेल Ɋूटनचा गतीचा दुसरा mg sine y 
िनयम पŐडुलमǉा या बॉबǉा गतीला िनयंिũत करणा̴ या िवभेदक समीकरणांǉा Ůणालीला कसा जɉ देतो हे दशŊिवǻासाठी,  तर टी ǉा 

वेळी y 
कोनीय िव̾थापन पाš आिण आता आपण पाहतो की कोनीय Ůवेग असेल तर  िव̾थापनाचा कोन आहे मग कोनीय वेग िकती आहे तो y 

ने आहे तो कोणीय Ůवेग बाय वगŊ आहे आिण तुमǉाकडे एक बल आहे जो अनुलंब खालǉा िदशेने कायŊ करत dt dy d2y dt 
आहे आिण ते बल वाढणार आहे टॉकŊ  तर या टॉकŊ ची तीŴता िकती आहे या टॉकŊ ची तीŴता आहे तुʉाला टॉकŊ  a mgl sine y 
िमळिवǻासाठी याचा ने गुणाकार करावा लागेल आिण आता या बॉबǉा जडȕाचा Ɨण चा Ɨण काय आहे  या बॉबचा निटŊया l i 
िमली ˍेअर आहे ʉणून आपण ˠाइड्सवर परत जाऊ या आिण तुʉाला जडȕाचा Ɨण ˍेअर आहे.ml 
 तुʉी कोनीय Ůवेग ला वगाŊने जडȕ वगाŊǉा Ɨणाने गुणाकार करा आिण ते बा˨ टॉकŊ ने संतुिलत केले जाईल.d2y dt mn 
 बा˨ टॉकŊ  वजा रȞ होतो आिण तुʉाला समीकरण 1.mgl sine y m 
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वगŊ अिधक ओʬर बरोबर 0 िमळते.1 d2y by dt g l sine y 
 ʉणून समीकरण 1.
1 हे साȯा पŐडुलमǉा गतीला िनयंिũत करणारे िवभेदक समीकरण आहे 
ȑामुळे हा साधा पŐडुलम बॉɾ िकंवा साȯा पŐडुलमची गती या िवभेदक समीकरण Ȫारे वगŊ अिधक ओʬर d 2 y dt g l sine 

बरोबर 0 Ȫारे िनयंिũत केली जाते ʉणजे साȯा पŐडुलमǉा गतीचे िवभेदक समीकरण आहे साȯा पŐडुलमचे ūʩमान आहे.y m 
  लांबी आिण मोशनमȯे सेट करा ठीक आहे, चला या िवभेदक समीकरण 1.l 
1 वर परत जाऊ या ʉणजे तुʉाला िदसेल की दोन वेळेचे डेįरʬेिटʬ आहेत ते Ȫारे ˍेअर आहेd2y dt 
 ȑामुळे हा दुसरा Ţम िभɄ समीकरण आहे ठीक आहे आिण ʉणून चला पुढǉाकडे जाऊया, ʉणून आपण ion um 
भौितकशा˓ातील आणखी एक उदाहरण पाšया ʉणजे साधी हामŖिनक गती ʉणजे साधी हामŖिनक गती ʉणजे काय असे ʉटले shm 
जाते की जर कण पुढे गेला तर तो साधी हामŖिनक गती ŮदिशŊत करतो एक सरळ रेषा सवŊŮथम ती एका सरळ रेषेत सरकते आिण 
कणावर कायŊ करणारी शƅी उȋȅीपासून होणा̴या िव̾थापनाǉा Ůमाणात असते 
आिण बल िव̾थापनाǉा िवŜȠ िदशेने कायŊ करते
 ȑामुळे कणाचे िव̾थापन चे असते.t y 
 Ůवेग आहे वगाŊने आिण या Ůवेगाचा ने गुणाकार करा तुʉाला बल िमळेल आिण हे बल ǉा Ůमाणात आहे आिण ʉणूनd2y dt m y 
या बलाचे पįरमाण आहे आिण ते एक नकाराȏक िचɎ उचलणार आहे कारण िदशा िवŜȠ आहेky 
 ȑामुळे िशʟक िनयम  तुʉाला Ȫारे वगŊ अिधक समान 0 ला ने भागाकार आिण ला ने ओमेगा वगŊ m d2 y dt ky m k m 
ʉणून कॉल करा आिण आʉाला 1.

Ȫारे वगŊ अिधक ओमेगा वगŊ बरोबर 0 असे िवभेदक समीकरण िमळेल.2 d2y dt y 
  तर समीकरण 1.
2 हे िȪतीय Ţमाचे िवभेदक समीकरण आहे ते िȪतीय Ţमाचे िवभेदक समीकरण का आहे कारण आपण पाहतो की दुसरे ʩुȋɄ d2y 
Ȫारे वगŊ बरोबर िदसत आहे, dt 
ʉणून आता येथे आपण भौितकशा˓ातील दुसरे उदाहरण पाहतो िजथे आपʞाला िवभेदक समीकरण िमळाले  समतोल कायȨाȪारे 
संतुिलत कायदा बघून मी पुɎा पुɎा सांगतो की भौितकशा˓ाचे िनयम गिणती शɨात ʩƅ केʞावर िवभेदक समीकरणे िनमाŊण होतात 
आिण आपण अशी दोन उदाहरणे आधीच पािहली आहेत दोन उदाहरणे ही दोɎी िȪतीय Ţमाची िभɄ समीकरणे आहेत चला थोडे पुढे 
जाऊया.
  आणखी थोडे पुढे आिण पुɎा भौितकशा˓ातील उदाहरणे पाš पण ȑाआधी आपण या साȯा हामŖिनक मोशनकडे थोडे तपशीलवार 
पाš या
 ȑामुळे साȯा हामŖिनक मोशनचे समीकरण पुɎा Ȫारे या d2y dt squared plus omega squared y equal 
ˠाइडमȯे िदसून येईल.
 0 पयōत कोणीही 1.
2 ǉा समीकरणामȯे ओमेगा टीचा कोसाइन बदलू शकतो आिण थेट सȑािपत कŝ शकतो की ओमेगा टीचा कोसाइन समीकरणाचे 
समाधान करतो  1.
2 वर ʉणून आपण 1.
2 ǉा समीकरणाचे समाधान ʉणून ओमेगा टीचे कोसाइन ʉणतो ȑाचŮमाणे कोणीही समीकरण साइन ओमेगा चा िवभेदक y t 
समीकरण 1.
2 मȯे बदलǻाचा Ůयȉ कŝ शकतो आिण कोणीही सȑािपत कŝ शकतो की साइन ओमेगा टी हे समीकरण 1.
2 चे समाधान आहे ʉणून आʉाला िमळाले कोसाइन ओमेगा टी आिण साइन ओमेगा टी ची 1.
2 ही दोन सोʞूशɌ आता भौितकशा˓ात तुʉाला सुपरपोिझशनची कʙना मािहत आहे ʉणून तुʉी दोन लहरीचें सुपरपोिझशन बरोबर
घेता ʉणून सुपरपोिझशनचा गिणतीय अथŊ काय आहे याचा अथŊ काय आहे की आपण सुपरपोिझशन घेतो .
  एक कोसाइन आिण साइन याचा अथŊ असा आहे की तुʉी ितसरा Ůकार 1.
3 ʉणजे कॉस ओमेगा टी ɘस बी साइन ओमेगा टी बघता, ʉणून आपण 1.
3 समीकरण घेऊ आिण समीकरण 1.
2 मȯे बदलू आिण 1.
3 देखील समाधानी आहे हे तुʉी ȕरीत सȑािपत कŝ शकाल.
  िवभेदक समीकरण 1.
2 तर आʉी आता काय केले आहे आʉी 1.
2 चे अनेक उपाय सूचीबȠ केले आहेत जसे की कोसाइन ओमेगा टी साइन ओमेगा टी आिण सामाɊतः  एक कोसाइन ओमेगा टी ɘस बी 
साइन ओमेगा टी ʉणजे 1.
3 नोिटस th  1.
3 मȯे जर तुʉी 1 ǉा बरोबरीने आिण ǉा बरोबरीचे 0 घेतले तर आʉाला ओमेगा चे कोसाइन िमळेल जर आपण 0 ǉा बरोबरीनेb t 
आिण ǉा बरोबरीचे 1 घेतले तर आपʞाला िमळेल आिण मी िविवध मूʞे 1 2 3 वजा अधाŊ देऊ शकतो  1 3 जेb sine omega t 
काही असेल आिण तुʉी ची िविवध मूʞे 1 वर ŝट 2 1 वजा 1 0 इȑादी देऊ शकताb 
 ȑामुळे İ̾थरांकांǉा Ůȑेक िनवडीसाठी आिण समीकरण 1.a b 
3 हे हामŖिनक ऑिसलेटर समीकरण 1.
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2 चे समाधान दशŊिवते 
ʉणून आʉी 1.
2 चे अनेक उपाय सूचीबȠ केले आहेत.
 
1.
2 ǉा सोʞूशɌǉा अनंत कुटंुबाची यादी केली आहे, तथािप आपण ˢतः ला हा Ůʲ िवचाŝया की आʉी सवŊ उपायांची यादी केली आहे 
का हे मला कसे कळेल की हे 1.
3 सवŊ उपाय संपवते कदािचत कोणीतरी अȑंत Šशार असेल आिण 1.
2 चे समाधान तयार कŝ शकेल जे ˢŝपाचे नाही.

या Ůʲाचे उȅर देणे आवʴक आहे की हे 1. a cosine omega t plus b sine omega t zt 
2 चे कोणतेही समाधान असेल तर हे िविशʼ İ̾थरांक आिण साठी कोसाइन ओमेगा ɘस साइन ओमेगा चे ˢŝप zt a b t b t 
आहे हे कसे समजेल.
 आʉी नैसिगŊकįरȑा ʩा नेले आहेत की पहा सवŊ सोʞूशɌǉा वगाŊचे वणŊन करताना हे दाखवणे कठीण नाही की 1.
3 1.
2 ची सवŊ सोʞूशɌ संपवते 1.
2 चे Ůȑेक सोʞूशन एक कोसाइन ओमेगा टी ɘस बी साइन ओमेगा टी या ˢŝपाचे आहे हे िसȠ करणे कठीण नाही परंतु आʉी ते 
करणार नाही.
  तसे करा या Ɨणी आपण याकडे नंतर परत येऊ जर वेळ पडली तर आपण ȑाऐवजी आणखी काही उदाहरणांकडे वळू या आपण 
इलेİƃŌ कल सिकŊ ट्सची काही उदाहरणे पाš या 1.
2 1.
2 चे अॅनालॉग ही साȯा हामŖिनकची यांिũक Ůणाली आहे.
 एका सरळ रेषेत एका बलाने िफरणा̴या कणाची गती रेखीय आिण िवŜȠ िदशेतील 1.
2 एनालॉग देखील िवद्युतीय सिकŊ ट्सǉा िसȠांतात उȥवते ʉणजे सिकŊ ट्स ʉणजे ʉणजे इंडƃɌ आिण ʉणजे lc l c 
कॅपॅिसटɌ ʉणून यािवषयी चचाŊ करǻासाठी  मी तुʉाला रॉबटŊ रेि˘क आिण डेİʬड हॅिलडे यांǉा ŮिसȠ lc circuits 
पुˑकाचा संदभŊ देईन जे तुʉी सवŊजण सȯा तुमǉा तयारीसाठी वाचत आहात आिण ितस̴या आवृȅीचा दुसरा खंड p.
  आवृȅीकडे लƗ Ȩा कारण या पुˑकाǉा ब̴ याच आवृȆा झाʞा आहेत, जर तुʉी चुकीची आवृȅी काढली तर आʉी सƗम होणार 
नाही आʉी एकाच पानावर नाही ʉणून मी कुˑीǉा ितस̴या आवृȅीतील पृʿ 845 समीकरण 38.
5 बȞल बोलत आहे.
 
आिण हॉिलडे फेमस बुक ऑफ िफिजƛ ʬॉʞूम 2.
 तेथे तुʉाला या इलेİƃŌ कʤ एलसी सिकŊ ट्सचे तपशीलवार वणŊन िदसेल खरे तर तो पृʿ 848 वर एलसीआर सिकŊ ट्सबȞल बोलतो आिण 
एलसीआर सिकŊ ट िनयंिũत करणारे समीकरण काय आहे ते डीटी ˍेअर ɘस Ȫारे डी2 Ɛू आहे.

ओʬर Ȫारे अिधक ओʬर बरोबर शूɊ येथे एक Ůितकार आहे इंडƃɌ आहे आिण हे कॅपेिसटɌ  r l dq dt q lc r l c 
आहे िवशेषतः  जर Ůितकार शूɊ असेल तर िवशेषतः  Ůितकार शूɊ असेल तर तुʉी पाहत असलेʞा िभɄ समीकरणाचे काय होते  टमŊr 
म̡ यम टमŊ नाही आहे म̡ यम टमŊ नाही आहे जर शुɊ असेल तर तुमǉाकडे काय आहे दोन घन बाय वगŊ अिधक İ̾थर वेळा r d dt q
शूɊ आहे एक वर İ̾थरांक िकती आहे?  हा सकाराȏक İ̾थरांक आहे ʉणून तुʉी ȑाला ओमेगा ˍेअर ʉणू शकताlc lc 
 ȑामुळे तुʉाला Ɛूब बाय ˍेअर अिधक ओमेगा ˍेअर बरोबर िदसतो पण 1.d2 dt q 0 
2 1.

वाचतो ˍेअर अिधक ओमेगा ˍेअर बरोबर शूɊ असे नाही का?  तुʉी पाहता की इलेİƃŌ कल सिकŊ ट िथअरीमȯे 2 d2y dt y 
तु̱ हाला आढळणारी सिकŊ ट्स हे lc 
साȯा हामŖिनक मोशन̓ या मेकॅिनकल िस̾ टमचे इलेİƃŌ कल अॅनालॉग आहे, तर दुसरीकडे िडफरŐ िशयल समीकरण अगदी सारखेच आहे 
जर तुʉी रेिझːɌ टमŊ टाकले तर तुमǉाकडे मȯम टमŊ असेल  मȯवतŎ पद ही मधली संǒा आहेthe r by l dq by dt 
 ȑामुळे हे समीकरण ओलसर असणारे शɨ असेल ʉणून मी तुʉाला कुˑी आिण सुǥीचे समीकरण 15.
37 चा संदभŊ देईन आता आपण भौितकशा˓ाचे Ɨेũ सोडू या आिण हळूहळू जीवशा˓ाǉा Ɨेũाकडे जा, िवशेषतः  गिणतीय 
पयाŊवरणशा˓ 1798 मȯे 
माʕसने पयाŊवरणाǉा लोकसंƥेǉा वाढीसाठी एक मॉडेल Ůˑािवत केले Ǜामȯे जीवाणंूची फƅ एक Ůजाती आहे उदाहरणाथŊ 
आपण जीवाणंूचा िवचार कŝ शकता िजवाणू संˋृतीचंी वाढ आता या पयाŊवरणात फƅ एकच Ůजाती आहे हे मॉडेल िलओनाडŊ eria 
युलर यांनी काहीसे आधी ˢतंũपणे Ůˑािवत केले होते ते मॉडेल काय ʉणते ते असे ʉणते की जर ची ही Ůजातीचंी लोकसंƥा t y 
असेल तेʬा  लोकसंƥेचा नुसार बदल हा ȑावेळǉा लोकसंƥेǉा Ůमाणात आहे दुस̴ या शɨात ने ʉणजे गुिणले dt dy dt k y
काही İ̾थर समानुपाितकतेसाठी हे समीकरण 1.k 
4 हे एका Ůजातीǉा पयाŊवरणशा˓ाचे समीकरण आहे िकंवा माʕुिशयन मॉडेल लƗात ठेवा की 1.
4 ताबडतोब तुʉाला देते की चे हे पॉवर साठी असणे आवʴक आहे समीकरण 1.t y ae kt ae 
4 हे Ȫारे ǉा पॉवर ǉा घातांकाǉा पटीने समाधानी आहे ʉणून हे दशŊिवते की लोकसंƥा वेगाने वाढली पािहजे ae kt kt yt 
ʉणून एकलसाठी माʕुिशयन मॉडेलनुसार Ůजाती इकोलॉजी , लोकसंƥेचा ˛ोट होतो, ती खूप वेगाने वाढते.
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अमयाŊिदत कालावधीत वेगाने वेगाने लोकसंƥेची अशी घातपाती वाढ करǻास िनसगŊ अनुमती देईल तर नैसिगŊक संसाधनांǉा 
मयाŊदांमुळे काही Ůितबंधाȏक घटक नसतील 
जे या घातांकीय वाढीस Ůितबंध करतील हे आʉाला मािहत आहे की लोकसंƥा वाढतच राš शकत नाही.
 एखाȨा वेळी वेगाने वेगवान अशी काही यंũणा असावी ǛाȪारे हे थांबवले जाईल अशी यंũणा 1836 मȯे वŠŊːने Ůˑािवत केली होती, 

काय ʉणतो ते ʉणजे 1.varhool 
4 हे िवभेदक समीकरण पहा तेथे फƅ आहे काय ʉणतात  जेʬा सकाराȏक अɄ असते तेʬा dy by dt equal to ky 
नैसिगŊक साधनसंपȅीची कमतरता असते तेʬा उजʩा बाजूस बदल करणे आवʴक आहे  ,
 ȑामुळे सामािजक घषŊण होते Ǜामुळे सामािजक घषŊण होते आिण सामािजक घषŊणाचा लोकसंƥेǉा वाढीवर नकाराȏक पįरणाम 
होतो.

संǒा वजा वगाŊत बदलली पािहजे  ky aky ky 
समीकरण बदलले आहे लोकसंƥेǉा बदलाचा दर नाही बरोबर आहे बरोबर आहे वजा ential dy dt ky dy d d ky 

काही टमŊ काय आहे वगŊ ने जेथे दुसरा İ̾थरांक आहे या दुस̴या İ̾थरांकाला ʉणतात पयाŊवरणाची वाšन नेǻाची ky r r r r 
Ɨमता हा İ̾थर पयाŊवरणाǉा मयाŊदांवर अवलंबून असेल Ǜामȯे इकोलॉजी िवकिसत होत आहे , जेडी मुरे यांचे गिणतीय r 
जीवशा˓ावरील एक अितशय संुदर पुˑक आहे, मी तुʉाला संदभŊ िदला आहे की तो सवाŊत ʩापक करारांपैकी एक आहे.
 गिणतीय जीवशा˓ आिण तुʉाला या पुˑकात अनेक ऐितहािसक तपशील सापडतील िविवध मॉडेʤ िविवध मॉडेʤ जे िविवध 
शा˓ǒांनी Ůˑािवत केले आहेत या िविवध मॉडेʤचे गुण आिण तोटे 
तुʉाला िविवध गृहीतके कŝन िमळणारी िभɄ समीकरणे आिण असेच आता आपण पाš या.
  दुस̴ या दुस̴ या Ůणालीकडे जाऊ या आपण पयाŊवरणीय Ůणालीकडे जाऊ या परंतु यावेळी या इकोलॉजीमȯे दोन Ůकारचे एस आहेत  

उदा.pecies a predator and a prey 
 तुʉी िशकारीला शाकŊ  आिण भƙाला सािडŊन ʉणून िवचार कŝ शकता िकंवा कोणताही भƗक आिण कोणताही िशकार तुʉी मांजर 
आिण उंदराचा िवचार कŝ शकता.
 लोकसंƥा सह आिण लोकसंƥा सह एक िशकारxd yt 
 ȑामुळे भƗकांसाठी अɄाचा ˓ोत ʉणजे भƙाची उपलɩता आिण िशकार ते शाकाहारी Ůाणी आहेत ते ते आहेत उदाहरणाथŊ आपण 
जलचर Ůणाली पाहत असाल तर आपण असे गृहीत धŝ की िशकार जगतो  एकपेशीय वन˙तीवंर उदाहरणाथŊ नैसिगŊक शाकाहारी अɄ 
ʉणून समजा तेथे कोणताही िशकार नाही समजा नसेल तर भƗकांना खाǻासाठी अɄ नाही ʉणून ȑांची लोकसंƥा वेगाने खाली  y 
येईल  याचा अथŊ असा की एƛटी फंƕन सारखे होणार आहे ते पॉवर मायनस सारखे होणार आहे कारण वेळ Ɨय होत आहे दुस̴ या e 
शɨात सांगायचे तर, जर तेथे असेल तर  नसेल तर िशकार नसेल तर ǉा लोकसंƥेचा दर झपाǨाने घसरत राहील दुसरीकडे yt xt 
िशकारी नसतील तर नसेल तर लोकसंƥेची वाढ थांबवǻासारखे काहीही नाही .xt 
  िशकार हे शाकाहारी Ůाणी आहेत आिण ȑांची लोकसंƥा झपाǨाने वाढत आहे उदाहरणाथŊ, तुʉी ससे आिण कोʥे असलेʞा 
वातावरणाचा िवचार कŝ शकता उदाहरणाथŊ िशकार ससे असू शकते आिण भƗक कोʥे असू शकतात, ससे शाकाहारी Ůाणी आहेत 
आिण कोʥे मांसाहारी आहेत आता आपण या दोन Ůजातीचें Ůाणी एकũ ठेवू या,
 ȑामुळे घटǻाचा दर 1.
6 यापुढे खरा राहणार नाही कारण भƗकांकडे आता खाǻासाठी अɄ आहे
 ȑामुळे लोकसंƥेतील घट ʉणजे वजा कु̴हाड ही संǒा तपासली जाईल.
  अिधक टमŊ जोडʞावर तुʉाला ˠाईडमधील शेवटची ओळ िदसते समीकरण 1.bxy ah 
6 ǉा उजʩा बाजूचे समीकरण वजा अॅƛǉा जागी वजा अॅƛ अिधक ने बदलले आहे.bxy m 
 इंड तुʉी सवŊ İ̾थरांक आिण सवŊ सकाराȏक आहात ठीक आहे आता काय होईल आिण वाढीचा दर 1.abc k 
7 ǉा उजʩा बाजूला दशŊिवला आहे आता तुʉी भƗक ठेवा आिण आता एकũ ŮाथŊना करा की भƗक ितथे आहेत ते जात आहेत  भƙ 
खा ʉणजे िशकाराची लोकसंƥा 1.
7 Ůमाणे वाढू शकत नाही  मȯे तुʉी उणे पहात असाल आिणcxy ky cxy 
 ȑामुळे समीकरणांची सुधाįरत Ůणाली समान वजा समान उणे असेल dx by dt ax plus bxy dy by dt ky cxy 
तुʉाला िभɄ समीकरणांची जोडी िमळेल 1.

आिण İ̾थरांक  आता सकाराȏक आहात या Ɨणी तुʉी िवचाŝ शकता की मी ɘस आिण वजा का लावले हे 8 abc k bxy cxy 
चतुभुŊज शɨ शूɊ ˍेअर शूɊ ˍेअर वेल हे मॉडेल आहेत आिण ते अचूक मॉडेल नाहीत सवŊŮथम दुसरे ʉणजे Ȩाxyy x yy xy 
 आʉी एक िवचार Ůयोग करतो समजा तुमǉाकडे सवŊũ मांजर आिण उंदीर असे वातावरण आहे आता समजा मांजरीचंी लोकसंƥा 
दुɔट झाली आिण उंदरांची लोकसंƥाही दुɔट झाली तर मांजरीला उंदरांचा सामना करǻाची शƐता कमी होईल.
 चार पटीने नंतर हे ˙ʼ करते की शɨ आिण मांजर आिण उंदीर यांǉातील हा पर˙रसंवाद उंदरासाठी का हािनकारक आहे तर तेxy 
मांजरीनंा अनुकूल आहे ʉणून जेʬा आपण Ůथम समीकरण हे ɘससह पहाल तेʬा िचɎ आिण दुसरे समीकरण तुʉाला वजा िचɎासह 
हे पद िदसते जेणेकŝन या मॉडेलचे Ůायोिगकपणे ˙ʼीकरण िदले जाईल 1.
8 हे मॉडेल एक अितशय ŮिसȠ मॉडेल आहे याला ʬोʐेरा लोटका मॉडेल ʉणतात, ही समीकरणांची ʬोʐेरा लोडकाː Ůणाली आहे, 
ही एकाचवेळी िभɄ समीकरणांची एक Ůणाली आहे आिण ही िवभेदक समीकरणांची जोडलेली Ůणाली आहे लƗात ठेवा 1.
8 मधील पिहले समीकरण पहा ते आहे वजा अिधक पिहʞा समीकरणात िदसते  देखील आिण dx by dt axy bxy y ion 
दुसरे समीकरण समान आहे उणे दुस-या समीकरणात िदसतो ʉणून समीकरणांची Ůणाली दोन dy by dt ky cxy x 
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समीकरणांची Ůणाली आहे ʉणजे दोɎी समीकरणांमȯे अǒात आिण दोɎी िदसतात आिण ही एक एकाचवेळी Ůणाली आहे x y 
िवभेदक समीकरणांचे आिण हे उदाहरण मी केवळ पयाŊवरणीय Ůणालीǉंा अɷासात िवभेदक समीकरणे कशी िनमाŊण होतात हे ˙ʼ 
करǻासाठी िदले आहे Ǜाचा आपण अɷास करणार नाही या समीकरण 1.
8 चे तपशीलवार िवʶेषण करणार नाही कारण ते या अɷासŢमाǉा ʩाɑीमȯे नाही परंतु  हे उदाहरण नुकतेच येथे दशŊिवǻासाठी 
ठेवले आहे की िभɄ समीकरणे सवŊũ पुɎा भौितकशा˓ात िदसतात जसे की इलेİƃŌ कल सिकŊ ट यांिũक Ůणालीमंȯे ते बॅƃेįरयाǉा 
वाढीमȯे िदसतात आिण लोकसंƥा मॉडेल लोकसंƥा रोगांचा Ůसार रासायिनक गितशा˓ आिण बरेच काही आिण बरेच काही.
  बरेच काही ठीक आहे ʉणून मी जीवशा˓ातील 
िभɄ समीकरणे कशी िनमाŊण होतात या जैिवक Ůणालीचंी ही थोडƐात चचाŊ बंद कŝ इİǅतो.
 
यावर बराच वेळ बोललो
 ȑामुळे तुʉाला काही संदभŊ देǻात अथŊ आहे जे तुʉी कधीतरी वाचू शकता 
गिणतीय जीवशा˓ावर शेकडो आिण शेकडो पुˑके िलिहली आहेत आिण मी ȑापैकी तीन िनवडले आहेत शेवटचे आहे जेडी मरे यांचे 
खूप छान पुˑक Ǜाचा मी आधीच उʟेख केला आहे आिण पिहले पुˑक डीएस जोɌ एमजे ɘँक आिण बीडी ˠीमन ʉणतात 
गिणतीय जीवशा˓ातील िभɄ समीकरणे हे पुˑक तुʉाला िविवध जैिवक सम˟ांमȯे उȥवणा̴या िवभेदक समीकरणांची Ůणाली देते 
जसे की Ǩूमरची वाढ.
 रोगांचा Ůसार आिण इतर अनेक जैिवक Ůणालीवंर चचाŊ केली गेली आहे जैिवक िभɄता समीकरणे शरीरिवǒानामȯे उȥवतात 
महाधमनीमधील रƅ Ůवाह Ǜामुळे िभɄ समीकरणांǉा मनोरंजक Ůणालीनंा जɉ िदला जातो आिण संपूणŊ पुˑक गिणतीय 
शरीरिवǒानावर कीनर आिण ʲीड यांनी िलिहले आहे.
 अथाŊत आʉी या गोʼीबंȞल अिधक काही बोलणार नाही ʉणून ही ओळख आहे िवभेदक समीकरणे िवभेदक समीकरणांची उȋȅी कशी
िनमाŊण होते या िवषयावर ʩाƥान, तर आता आपण िविशʼ िवभेदक समीकरणांकडे येऊ या जे या अɷासŢमासाठी सुसंगत आहेत, तर 
आता आपण Ůथम Ţमाने फƅ िभɄ समीकरणांचा अɷास करणार आहोत.
 फ Ŋː ऑडŊरचे िडफरŐ िशयल इƓेशन कसे िदसते ते बरोबर ǉा ˢʙिवराम समीकरण 1.dy by dx f x y 
9 जे तुʉी ˠाइडवर पहात आहात हे पिहले ऑडŊर िडफरŐ िशयल समीकरण आहे हे पिहले ऑडŊर िडफरŐ िशयल समीकरण आहे कारण 
फƅ एक ʩुȋɄ Ȫारे िदसते याउलट साधी हामŖिनक गती साȯा हामŖिनक हालचालीवंर िनयंũण करणारी समीकरणे dy dy shm 
पŐडुलमची गती िनयंिũत करणारी समीकरणे एलसीआर सिकŊ ट्स इंडƃɌ कॅपेिसटɌ रेिझːɌ या सवŊ िसːीममȯे दोन डेįरʬेिटʬसह
िभɄ समीकरणे समािवʼ आहेत ʉणून दुसरी Ţम िभɄ समीकरणे आहेत Ǜाचा आपण अɷास कŝ.
 िȪतीय Ţम िभɄतेचा अɷास करा  समीकरणे पिहʞा Ţमातील िभɄ समीकरणाने सुŜवात करणे ˢाभािवक आहे आिण या कोसŊमȯे 
आपण फƅ दुस̴या Ţमातील िभɄ समीकरणे पाहणार आहोत जे तुʉाला सȯाǉा ʩाƥानांǉा मािलकेपलीकडे पाहǻाची 
आवʴकता आहे
 ȑामुळे चा आहे  दोन ʬेįरएबʤचे कायŊ ʉणून आपण Ůामुƥाने तीन Ůकारची िवभेदक समीकरणे पाहणार आहोत 1.xy f a 
9 ʉणजे ती िवभेदक समीकरणे Ǜांना चल िवभƅ समीकरणे ʉणतात आिण दुस̴या Ůकारची िभɄ समीकरणे एकसंध िभɄ समीकरणे 
ʉणून ओळखली जातात आिण ितसरी समीकरणे रेखीय समीकरणे आिण  ȑांचे जवळचे चुलत भाऊ अथवा बहीण बरनौली समीकरण 
लƗात ठेवा की अगदी सुŜवातीपासून मी जीन बनŗलीचे नाव ठेवले आहे जे िवभेदक समीकरणांǉा या ऐितहािसक िवकासातील एक 
अितशय महȇाचे ʩİƅमȇ होते तेच बनŗली आहे ʉणून ȑाचे नाव आता इतके रेखीय समीकरणे िदसते आिण  bernoulli 
समीकरणे ʉणून आपण या तीन Ůकारची समीकरणे मȯे पाš  ȑाचा कोसŊ ठीक आहे, चला तर मग आपण पिहले ʬेįरएबल िवभाǛt 
समीकरण घेऊ या ʉणजे ʬेįरएबल िवभाǛ समीकरण ʉणजे हे एक िवशेष Ůकारचे िवभेदक समीकरण आहे जेथे ची उजवी बाजू xy 

ची उजवी बाजू िविवध असू शकते वेगवेगʨा फंƕɌची उजवीकडे चा ˍेअर अिधक ˍेअर िकंवा चा f xy f xy f x y xy 
मȯे असू शकतो उदाहरणाथŊ , या शेवटǉा दोन केसेस खूप खास आहेत ȑाबȞल चा f x x yfxy sine x cos y xy f 

काय िवशेष आहे 
ǉा फंƕनचे गुिणले फंƕन आहे पण पिहʞा उदाहरणात मी तुʉाला चा ˍेअर आिण ˍेअर बरोबर िदलेला y x xy f x y 

आहे हे ǉा फंƕनचे उȋादन नाही आिण चे फंƕन बरोबर आहे तर काय आहेत  ʬेįरएबल िवभाजीत समीकरण 1.x y 
9 हे ʬेįरएबल िवभाǛ समीकरण आहे जर चे हे xy f 

मȯे ǉा ŝपात असेल तर Ɨमˢ मȯे असेल तर असे असेल जेʬा चे फंƕन 1.hx gy gx hy k xy 
9 मȯे िदसणारे चे उȋादन आहे फॉमŊ मȯे मग आपण ʉणतो की िवभेदक समीकरण ʬेįरएबल िवभाजीत आहे बरोबर f gx hy 
ठीक आहे, ʉणून ǉा 1.xy 

मȯे आहे उजवीकडे मȯे होणार आहे, चला ते िलš Ȩा मला ते िलš Ȩा ʉणजे तुʉी 9 f gx hy gx hy gx dy by dx 
बरोबर बघत आहात.f 

चा आिण मी गृहीत धरत आहे की चा हा हा मȯे आहे तर मी पुढे काय करायचे आहे मी ǉा ने भागेन  xy xy f gx hy y h 
आिण मी ते ǉा 1 वर ला ने समान िलहीन ǉा साठी अथाŊतच मी गृहीत धरणार आहे की चा नाही मी y y dy dx x g y h 0 
गृहीत धरणार आहे मग पुढे काय आहे ते चे फंƕन आहे आिण हे समाधान देखील चे फंƕन आहे आिण एक फंƕन आहेx y x h 

चे आिण हे चे फंƕन आहे मी ǉा संदभाŊत दोɎी बाजू एकũ करणार आहे y y y x x 
 ȑामुळे तुʉाला 1.
10 हे समीकरण ने भागलेले िदसेल मी गृहीत धरणार आहे की शूɊ नाही खरं तर आपण गृहीत धरणार आहोत  की नाहीh hy gx 0 
िकंवा नाही .hy 0 
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 ȑांǉापैकी एक 0 असेल तेʬा काय होते ते आपण नंतर घेऊ आिण अशी Ůकरणे कोणȑाही गिणतात नेहमीच उȥवतील  मॅिटकल 
अॅनािलिसस जेʬा तुʉी भागाल तेʬा तुʉाला ȑा िवशेष केसेस पहाʩा लागतील Ǜामȯे तुʉी Ǜा Ůमाणात भागाकार करता ते शूɊ 
असते ȑा केसेस नेहमी वेगʨा पȠतीने हाताळʞा जातात आʉी ते नंतर कŝ ʉणून वादाǉा Ůवाहात ʩȑय आणू नये ʉणून आʉी 

ने भागू.h 
आिण तुʉी समीकरण 1.  y 

10 ǉा दोɎी बाजंूना ǉा संदभाŊत एकिũत केले तर तुʉाला काय िमळेल तुʉाला 1 वर Ȫारे मȯे बरोबरी x hydy dx dx gx dx
आता डाʩा बाजूकडे पहा डाʩा बाजूला अिवभाǛ आहे हे खूप खास आहे Ůित̾थापन Ůमेय लागू करǻाचा मोह होतो Ůित̾थापन uh 
Ůमेय लागू करणे खूप मोहक आहे जेणेकŝन तुʉाला चे चे लƗात ठेवता येईल आिण हे चे फंƕन आहे चे x y y h y xy x 
फंƕन तुʉाला ǉा ला बरोबर ठेवायचे असेल तर  चा बरोबर नंतर बरोबर असेलx y u x y u dy dx dx d 
 ȑामुळे वरील आपले अिवभाǛ मȯे ŝपांतįरत होईल बरोबर ʉणून एक Ůित̾थापन Ůमेय आहे r dy hy integral gx dx 
परंतु आपण Ůित̾थापन Ůमेय लागू करǻापूवŎ आपण सावधिगरी बाळगली पािहजे की ʩुȋɄ 
तुʉी ʬेįरएबʤमȯे बदल करत असलेʞा Ůित̾थापन Ůमेयातील बदल शूɊ नसावा, उदाहरणाथŊ तुमǉा इंिटŤल कॅʌुलसमȯे 
तुʉाला 1 वजा चौरस चे वगŊमूळ समाकिलत करायचे आहे, तुʉी ʉणाल ला साइन थीटा बरोबर ठेवा.x dx x 

समान ला ठेवू शकता जोपयōत तुʉी मȯांतर वजा मȯे काम करत आहात तोपयōत  x sine theta pi by 2 pi by 2 
ʬेįरएबʤचा बदल ǉा बरोबरीचा आहे ʩुȋɄ दुस̴या शɨात शूɊ नसणे आवʴक आहे िवभेदकx sine theta dy by dx 
समीकरण 1.
10 वर परत जा आपण आधीच गृहीत धरत आहोत की शूɊ नाही आता आपण हे शूɊ नाही असे गृहीत धरणार आहोतhy gx 
 ȑामुळे तुमचा Ȫारे नॉन- शूɊ होणार आहे Ůित̾थापन Ůमेय वैध आहे आिणdy dx 
 ȑामुळे आʉाला समीकरण 1.
11 आता ठीक आहे.
  उजʩा बाजूला समाकिलत करǻासाठी आʉाला काय बाकी आहे आिण आʉाला डाʩा बाजूला Ȫारे Ȫारे gx dx dy hy 
समाकिलत करणे आवʴक आहे आशा आहे की आʉी हे एकũीकरण कŝ शकू आिण आशा आहे की आʉाला बंद उȅर िमळेल परंतु 
तुʉाला तुमǉा अनुभवावŝन मािहत आहे.
 या फƅ आशा आहेत आिण ȑा नेहमी साकारʞा जाऊ शकत नाहीत अशा फंƕɌची अनेक उदाहरणे तुʉाला माहीत आहेत Ǜांचे 
अिनिʮत अिवभाǛ गणले जाऊ शकत नाही िकंवा ȑाची गणना खूपच अवघड असू शकते कधीकधी ते सोपे असतात जर ȑांची gxdx 
गणना करणे सोपे असेल तर आʉी भाƶवान आहोत .
  गणनेसाठी आपण बरेचदा भाƶवान नसतो एकतर ȑासाठी काही अȑंत Šशार हाताळणीची आवʴकता असते आिण कधीकधी 
अिनिʮत अिवभाǛ घटकांची गणना करणे शƐ नसते परंतु हे जीवन आपʞाला ते ˢीकारावे लागेल , आपण एक साधे उदाहरण पाš या
आिण सामाɊतः  जे घडते ते िवभेदक समीकरण सुसǍ होते.
 काही सुŜवातीǉा पįरİ̾थतीसंह मी या िटɔणीनंतर सोडवलेʞा उदाहरणाकडे येईन   इलेİƃŌ कल सिकŊ टȪारे िकंवा ते साȯा पŐडुलमǉा
सरासरी İ̾थतीतून िव̾थापन असू शकते ʉणून आपʞाला काय हवे आहे  यासाठी आपण ˢतंũ ʬेįरएबलचा टाइम ʬेįरएबल ʉणून 
िवचार केला पािहजे आिण काही वेळेस टाईम टी इƓल टू टी नॉट असे ʉणावे लागेल.
  जर तुʉी रासायिनक अिभिŢयेचा अɷास करत असाल तर रासायिनक अिभिŢया करणा̴ या िविवध पदाथाōची एकाŤता शूɊाǉा 
बरोबरीची आहे िकंवा रासायिनक अिभिŢया करणा̴या पदाथाōची एकाŤता एका िविशʼ वेळी नमूद करणे आवʴक आहे िकंवा जर 
अɷास केला असेल तर वतŊमान  इलेİƃŌ कल सिकŊ टǉा वेळी िवद्युतŮवाह िनिदŊʼ केला जाऊ शकतो,
 ȑामुळे आपʞाला वेळेǉा समान नॉटǉा बरोबरीǉा वेळेस डेटा आवʴक आहे , तो उपाय आहे जो आपण शोधǻाचा Ůयȉ t t 
करीत आहात तो कमीत कमी एक िविशʼ िबंदू सांगा.
  वेळ समान शूɊ दुस̴ या शɨात आपʞाला चे मूʞ िदले जाते ǉा बरोबरीǉा वेळी शूɊ असते की आपʞाला t t y t t 
ūावणाचे मूʞ िदले जाते समाधान िनधाŊįरत केले जाते समान वेळी आिण तुʉी काय करता ते तुʉी yt yt t t na  ught 
मȯांतरात उपाय शोधता उणे अिधक सामाɊतः  िभɄ समीकरणे काही बाजंूǉा अटीसंह सुसǍ t naught a to t naught 
असतात जसे की Ůारंिभक पįरİ̾थती इतर शɨात तुʉी पाहत आहात केवळ िवभेदक समीकरण पाहत नाही तर तुʉी केवळ ǉा xy f
ǉा ǉा बरोबरीचे चे िवभेदक समीकरण पहात नाही हे काही अितįरƅ अटीसंह पूरक आहे जसे की ǉा चे मूʞ वर dx dx x y x 

ची िकंमत समान नाही  तुʉांला िदलेले आहे ʉणायचे आहे की काही नाही असा एक इशारा आहे जो तुʉी िवभेदक समीकरणात y x 
देखील पाहता, सवŊũ पįरभािषत केले आहे मȯांतर Ǜावर समाधानाचा अथŊ होतो तो मयाŊिदत असू शकतो हे अगदी सोɗा आिण i 
िवशेष Ůकरणात पाšया.
  िवभेदक समीकरण बरोबर वगŊ हे एक अितशय िन˃ाप िदसणारे िवभेदक समीकरण Ȫारे बरोबर वगŊ dy by dt y dy dt y 
आहे आिण आपण असे ʉणूया की वेळी ūावणाचे मूʞ 0 ǉा बरोबरीचे आहे.t i 

जेथे हा İ̾थरांक आहे आिण हा केवळ कʙना िनिʮत करǻासाठी सकाराȏक İ̾थरांक आहे असे गृहीत धरले तर   sc c c 
वरीलŮमाणे पुढे जाणे ʉणजे आपʞाला काय ʉणायचे आहे ते वरीलŮमाणे आपण वगाŊने भागतो आिण उजवीकडे ने भागाकारy t y 
कŝन दोɎी बाजू एकिũत करतो  चौरस करा आिण ǉा संदभाŊत दोɎी बाजू एकिũत करा ʉणून आपण ते कŝया ʉणून आपण t dy
ने ǉा बरोबर ˍेअर ǉा ǉा बरोबरीने पाहत आहोत ʉणून आपण ˍेअर 1 वर ˍेअर ने ǉा dt y y 0 c y y dy dt 
बरोबर 1 ʉणून समाकिलत कŝ.
  वेळेǉा संदभाŊत दोɎी बाजंूना अिवभाǛ 1 वर ˍेअर Ȫारे बरोबर बरोबर तेच आʉी आता हेच केले आहे y dy dt dt dt dt 
ही डावी बाजू 
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चौरस Ȫारे अिवभाǛ करǻासाठी सुलभ करेल ʬेįरएबʤ Ůित̾थापन Ůमेय बदलʞाबȞल धɊवाद Ůित̾थापन Ůमेय मी तुʉाला हे y 
देईन, तुʉी ˠाइडमȯे वगŊ समान पहात आहात आिण एकũीकरणाचा İ̾थरांक लƗात ठेवा हे dy by y dt integrate 
अिनिʮत पूणाōक आहेत
 ȑामुळे चा İ̾थरांक असेल.i 
 इंिटŤेशन भोवती िफरत आहे ʉणून चला ते कŝ या इंिटŤेशनचा İ̾थरांक टाकू आिण काय होते ते बघूया ʉणजे तुʉी इंिटŤल कडे dy 

ˍेअर इƓल टू इंिटŤल बघत आहात तर काय होते वजा 1 वर समान अिधक जेथे चा İ̾थरांक आहे  इंिटŤेशन y dt y t b b 
बरोबर आहे जेणेकŝन ǉा ǉा बरोबरीचे वाचन करा वजा 1 वर अिधक आȅाच सुŜवातीǉा İ̾थतीत ठेवा लƗात ठेवा की t y t b 
आʉाला सुŜवातीǉा अटी िदʞा आहेत 0 ǉा बरोबर पुट करा 0 ǉा बरोबरी तेʬा आʉाला मािहत आहे की ǉा बरोबरt y y  t 
0 ʉणजे मग आपʞाला ǉा बरोबरीचे वजा 1 वर िकंवा बरोबर उणे 1 वर बरोबर काय िमळेल, आिबŊटŌ री İ̾थरांकाचे c, c b b c 
मूʞ आता मोजले गेले आहे, आʉी आȅाच अिनयंिũत İ̾थरांक समाकलन İ̾थरांकाचे मूʞ काढले आहे.
 
यातील फीडबॅक येथे हे मूʞ परत ठेवू या, आʉाला काय िमळेल चे बरोबर उणे 1 वर वजा 1 वर िकंवा Ȫारे 1 वजा t yy t c c ct
असेल ʉणजे हे िवभेदक समीकरणाचे समाधान आहे फरक  इरेİ̢शअल इƓेशन हे फंƕन नोिटस आहे की 
टी 1 वर जवळ आʞास काय होते काय होते जेʬा वर जवळ येतो तेʬा काय होते या ऑɥेƃचे काय होते येथे ही गोʼ c t 1 c 
अनंतापयōत उडते ती गोʼ अनंतापयōत उडते
 ȑामुळे येथे तुʉी हे ˠाइड मȯे पहा यावर लाल रंगात िटɔणी केली होती कारण हा डावीकडून 1 बाय कडे झुकतो जो i t c t 
उगम̾थानापासून सुŝ होतो आिण तो पुढे जातो आिण वेळ िवकिसत होतो आिण जेʬा वेळ बाय जवळ येतो तेʬा सोʞूशनचे t 1 c 
काय होते समाधान फƅ अनंतापयōत जाते 
मयाŊिदत वेळेत अनंतापयōत पळून जातो
 ȑामुळे भौितक Ůणालीǉा उǿांतीला भौितक Ůणालीचा 
अथŊ Ůाɑ होतो तो फƅ वेळेपयōतच अथŊ Ůाɑ होतो समान 1 बाय ǉा पलीकडे बरोबर 1 बाय या भौितक Ůणालीचा आधीचt c t c 
˛ोट झाला आहे  आपȅी ठीक आहे ʉणून Ǜा मȯांतरावर समाधान अİˑȇात आहे तो वेळ ही संपूणŊ वाˑिवक रेषा नाही ती सवŊ उणे
अनंतापासून 1 बाय पयōत आहे याǉा पलीकडे नाही मथळा ʉणतो  ओʞूशन मयाŊिदत वेळेत अनंतापयōत पळून जाते समाधान c s 
मयाŊिदत वेळेत अनंतापयōत पळून जाते, 
ʉणून मी फƅ मागील ˠाइडवर परत जाऊ आिण आता आपण चेतावणी पाš या जरी िवभेदक समीकरण सवŊũ पįरभािषत केले असले 
तरीही िभɄ समीकरण पहा.

बरोबर ˍेअर यात काहीही चूक नाही वगŊ हे िवभेदक समीकरण सवŊũ पįरभािषत केले आहे िवभेदक समीकरण  dy by dt y y 
सवŊũ पįरभािषत केले आहे तरीही समाधान मयाŊिदत वेळेत अनंतापयōत पोहोचते
 ȑामुळे िवभेदक समीकरण देखील सवŊũ पįरभािषत केले जाते मȯांतर Ǜावर समाधान आहे  अथŊ मयाŊिदत असू शकतो आिण अगदीi 
हेच या िवशेष Ůकरणात घडते ʉणून आʉी हे पिहले ʩाƥान येथे थांबवू आिण आʉी हे दुस̴या ʩाƥानात सुŝ ठेवू तुमचे खूप खूप 
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