
 ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ׹െളുׯറിتു׺ ഈ ْപഭാഷണ പരآരയിേല്ׯ സുْപഭാതം സٔാഗതം, ഞാൻ 
ഐഐടി േബാംെബയിെല ഗണിതശാസ്ْത വിഭാഗ؋ിൽ നിؗുت െْപാഫസർ േഗാപാൽ കൃَ ٜ
സുനിമസനാണ്, അതിനാൽ ഈ ْപഭാഷണ പരآരയിൽ നി്ؗ നമു്ׯ ഒരു െചറിയ ചരിْതേരഖേയാെട 
ആരംഭിׯാം .  ഡിഫറൻഷّൽ ഇേകٔഷനുകളുെടയും കാൽുׯലസിന്െറയും ഈ യുഗ؋ിന്െറ 
തുട؋ׯിൽ സംഭവി׺ ْപധാന കാരّ׹ൾ പിؗീട് ഞാൻ നി׹ൾ്ׯ കുറ്׺ ْപധാന 
ഗണിതശാസ്ْത׾രുെട േപരുകൾ തരാം ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ׹ളുെട പഠന؋ിന് സംഭാവന 
നൽകിയി؂ു؇്, അതിനാൽ നമു്ׯ അേؐഹ؋ിന്െറ ചലനാ؎ക നിയമ׹ൾ ഉപേയാഗി്׺ ഐസക് 
നّൂ؂ന്െറ കാൽുׯലസ് ഉപേയാഗി്׺ ആരംഭിׯാം ْഗഹ׹ളുെട ചലനെ؋ വിഷുദിന׹ളുെട 
കൃതّതയും ൈടഡുകളുെട രൂപീകരണവും വിശദീകരിׯാൻ കഴി؁ു, ഇതുവെര ഒരു അനുഭവ 
ശാസ്ْത؋ിൽ ഒരു ചലനാ؎ക ശാസ്ْതമായി മാറിയ േജّാതിശാസ്ْതം ഇത് ഒരു ചലനാ؎ക 
ശാസ്ْതമായി മാറിയിരിുؗുׯ, ഇത് നّൂ؂ന്െറ ഒരു മഹ؋ായ േന؂മാണ്, അതിനാലാണ് ഇത് വളെര 
വലുതായി കണׯാׯെؚടുؗത്. കാൽുׯലസിന്െറ ക؇ുപിടു؋؋ിന് േവ؇ി, എؗാൽ ചിؓകളുെട
പരിവർ؋ന؋ിന് േവ؇ി രൂപാؓരെؚടുؗു േജّാതിശാസ്ْതെ؋ ഒരു ചലനാ؎ക ശാസ്ْതെമؗ 
നിലയിൽ സാരാംശ؋ിൽ നّൂ؂ൺ െചᅃٝത് ര؇് ശരീര ْപശ് ന׹ൾتുׯ ഡിഫറൻഷّൽ 
സമവാകّ׹ളുെട ഒരു സംവിധാനമാണ് അേؐഹം അടിرാനപരമായി ൈകകാരّം െചᅃٝത്, കൂടാെത 
ْഗഹ സٔതْؓ ചലന؋ിന്െറ െക؛റിന്െറ നിയമ׹ൾ ഉരു؋ിരി؁ുവരാൻ അേؐഹ؋ിന് കഴി؁ു, 
അതിനാൽ ഡിഫറൻഷّൽ സിؑാؓ؋ിന്െറ ഉ؍വം സമവാകّ׹ൾ നّൂ؂ണിൽ നിെؗ׸ിലും 
കെ؇؋ാനാകും, ഇേؚാൾ ഞാൻ നി׹െള അടു؋ ൈسഡിേല്ׯ െകാ؇ുവരെ؂ , ആദّകാല മാേ٧്ٌز 
ഈ വിഷയ؋ിേല്ׯ സംഭാവന െചᅃٝ മാേ٧ٌزിന്െറ ചില േപരുകൾ സൂചിؚിുؗുׯ, നി׹ൾ ആദّം 
കാണുؗത് ഒരു അധّാപകനായിരുؗ ഐസ്ׯ ബാേരായുെട േപരാണ്  ഐസക് നّൂ؂ന്െറ ചില 
കാൽുׯലസ് ആശയ׹ൾ ഇതിനകം ഐസക് ബാേരായിേല്ׯ തിരിെക േപാകുؗു, തീർ׺യായും 
1687-ൽ നّൂ؂ൺ വരുؗു, 1693-ൽ അേؐഹം ഒരു ലീനിയർ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം സമനٔയിؚിു׺ , 
നി׹ൾ എؗ േപര് കാണുؗു, കൂടാെത തുലّമായ സമവാകّ׹ൾ്ׯ പകരമായി leibniz y tx y 
തുലّമാെണ്ؗ അേؐഹം കെ؇؋ി. െബർണൂലിയുെട വളെര ْപസിؑമായ ഒരു േപര് നമു്ׯ പിؗീട് 
അ؀ാമെ؋േയാ ആറാമെ؋േയാ ْപഭാഷണ؋ിൽ െബർണൂലി സമവാകّം േനരിടാം, കൂടാെത 
െബർണൂലി ْപതിഭാസം സംഭാവന െചᅃٝി؂ു؇് ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ׹ളുെട സിؑാؓം 
അനുസരി്׺, അേؚാൾ നി׹ൾ റിׯാئിയുെട േപര് കാണുؗു, ഇത് സ്കٔയർ ؛സ് ؛സ് ന് ax y bxy cx 
തുലّമായ സമവാകّം ൈْപം ഈ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം കുْപസിؑമാണ്, കാരണം ഇത് y 
നിരപരാധിയായി പരിഹരിׯാൻ കഴിയിب, കാരണം ഇത് ْപേതّകമായبാെത പരിഹരിׯാൻ കഴിയിب. 
ലിേയാനാർഡ് യൂലർ മഹാْപതിഭയാണ്, ഒരു നിحിത പരിഹാരം അറിയാെമ׸ിൽ, റിׯാئി സമവാകّം 
ഒരു േരഖീയ സമവാകّ؋ിേല്ׯ എ׹െന ചുരുׯാെമ്ؗ അേؐഹം കാണിു׺തؗു , ലി്ز വളെര 
വലുതാണ് , ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ׹ളുെട വിഷയം കുറ؁ത് 350 വർഷെമ׸ിലും 
പഴׯമുتതിനാൽ ഞ׹ൾ ഈ ലി്ز ചുരുׯണം. ഈ വർ؋മാനകാല േകാഴ് സിന്െറ 
ൈനئി-ْഗിئിയിേല്ׯ േപാേക؇തു؇്, ഈ ചരിْതപരമായ വികാസെുׯ؋റി്׺ നമു്ׯ കൂടുതൽ കാലം
വസിׯാനാവിب, ചരിْതപരമായ സംഭവവികാസ׹െളുׯറിتു׺ ഒരു റഫറൻസ് നി׹ൾ്ׯ നൽകാൻ 
ഞാൻ ആْഗഹിുؗുׯ  , ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ׹െളുׯറിتു׺ റ؟ിയുെട ഈ പുُകٝ؋ിന്െറ 
ْപാരംഭ അധّായം, ആമുഖം  അടിرാന ആശയ׹ളുെട ഫല׹ളും ْപേയാഗ׹ളും ര؇ാം പതിؚിൽ 
അത് ْപകടിؚിുׯേآാൾ ഭൗതികശാസ്ْ ത؋ിന്െറ മേനാഹരമായ ചരിْത ആമുഖ നിയമ׹ളു؇് 
ഗണിതശാസ്ْതപരമായി ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ׹ൾ സൃذിുؗുׯ , ഉദാഹരണ؋ിന് 
രസതْؓ؋ിെല മാസ് ആײൻ നിയമം നി׹ൾ്ׯ രാസ ചലനാ؎കതയുെടയും എൻൈസം 
ചലനാ؎ക േമാഡലുകളുെടയും ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ׹ൾ നൽകുؗു ജീവശാസ്ْത പരിرിതി 
ജനസംഖّാശാസ്ْത؋ിൽ അവെയبാം ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ׹ൾ്ׯ കാരണമാകുؗു , ഈ 
ഉദാഹരണ׹ളിൽ ചിലത് നമു്ׯ കാണാം പാരിرിതിക മാതൃകകൾ ഇؗെ؋ ْപഭാഷണ؋ിന്െറ 
അവസാന ഭാഗ؋ിൽ, രാസ ചലനാ؎കതയിലും ഗണിത പരിرിതി ശാസ്ْത؋ിലും ഉ؇ാകുؗ 
വّതُّ ٝസമവാകّ׹ൾ തأിലുت ْശേؑയമായ ചില സമാനതകൾ കാണുؗു ഗണിത ജീവശാസ്ْതം 
ര؇് തരം സംവിധാന׹ൾ തأിൽ ശװമായ സമാനതകളു؇് മാ؋മാئിׯൽ ബേയാളജിയിൽ 
ഗേവഷണം നടുؗുׯ؇്, ഉദാഹരണ؋ിന് ഇസി സീെമൻസ് ഹൃദയമിടി്ؚ ഒരു ഡിഫറൻഷّൽ 
സമവാകّ׹ളുെട ഒരു സംവിധാനമായി മാതൃകയാؗുׯതിൽ വിജയിു׺ , നّൂറൽ ഇംപൾസുകളുെട 
ْപവർ؋ന؋ിന് േഹാഡ് കിനും ഹക് സ് ലിയും േനാബൽ സأാനം േനടി, തുടർ്ؗ ജّാമിതിയിൽ 
ഉ؇ാകുؗ ْപശ് ന׹ളു؇്, അതിനാൽ ഇവിെട ഒരു സാഹചരّമു؇്  എؗ ْപേയാഗം ഞ׹ൾ കാണുؗു 
ഗണിത؋ിന്െറ ഒരു ഭാഗവും ഗണിത؋ിന്െറ മെئാരു ഭാഗവും 
അ׹െന വّതُّമٝായ സമവാകّ׹ൾ ഫിസിׯൽ സയൻസസിൽ എ؀ിനീയറിംഗിൽ ബേയാളജിׯൽ
സയൻസസിൽ െകമിസ്ْടി ഇേׯാളജി െഡേമാْഗാഫി േരാഗ׹ളുെട വّാപനം മുഴകളുെട വളർ׺യും മ്ئ 
നിരവധി കാരّ׹ളും അെത ജّാമിതിയിെല ْപٍ׹٠ൾ ഉയർؗുവരുؗു ഡിഫറൻഷّൽ 
സമവാകّ׹ളിേല്ׯ, അതിനാൽ ഒരാൾ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ׹ൾ പഠിേׯ؇തിന് ധാരാളം 
കാരണ׹ളു؇്, വّതُّ ٝഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ׹ൾ പഠിേׯ؇തിന്െറ േْപരകമായ 
കാരണ׹ളു؇് , ഈ േകാഴ് സിൽ നി׹ൾ കാണുؗത് ഗണിതശാസ്ْത؋ിന്െറ വളെര വിശാലമായ ഒരു 
േമഖലയുെട മിതമായ തുടׯം മാْതമാണ്. വളെര ലളിതമായ ഒരു െഭൗതിക സാഹചരّം േനാׯി നമു്ׯ 
ആരംഭിׯാം ലളിതമായ െപൻഡുലം, അതിനാൽ ലളിതമായ ഒരു െപൻഡുലം എؓാണ് ഉൾെׯാؗുتത്,
അതിൽ ഒരു ബിؕുവിൽ നി്ؗ സസ്െപൻഡ് െചᅃٝ പി؈മുت ഒരു േബാബ് അട׹ിയിരിുؗുׯ, ഈ m 
ചിْത؋ിൽ കാണുؗത് േപാെല ഭാരമിبാ؋ വടി െകാ؇് തൂׯിയി؂ിരിؗുׯ പി؈മുت ഒരു m 
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േബാബ് .  നീളം ആേؕാളന׹ളായി സ׽ീകരി׺ിരിുؗുׯ , ഈ ആംഗിൾ ഇതാണ് ശരാശരി رാനം l 
അെ׸بിൽ േബാബ് , ഈ േബാബ് ഒരു ആംഗിൾ െകാ؇് رാനْഭംശം വരു؋ി , അത് i  y 
ആേؕാളന׹ളിൽ സ׽ീകരി׺ിരിുؗുׯ , േബാബിന്െറ പി؈ം ആെണؗും ഭാരം ലംബമായി m mg 
താേഴ്ׯ ْപവർ؋ിؗുׯ ഭാരമാെണؗും ഘടകമാണ് ഈ ദിശയുെട ഘടകമാണ് ഇേؚാൾ mg sine y 
നأൾ ആْഗഹിؗുׯ ടാൻജൻഷّൽ ദിശ നّൂ؂ന്െറ ര؇ാമെ؋ ചലന നിയമം െപൻഡുല؋ിന്െറ ഈ 
േബാബിന്െറ ചലനെ؋ നിയْؓിؗുׯ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ׹ളുെട സംവിധാന؋ിന് 
കാരണമാകുؗത് എ׹െനെയ്ؗ കാണിׯാൻ, നമു്ׯ യുെട എؗ സമയെ؋ േകാണീയ t y 
 േകാണീയ തٔരണം ുؗുׯിײൾ നിരീأാം , ഇേؚാൾ നׯാനചലനം േനാر
അ׹െനയാെണ׸ിൽ  رാനചലന؋ിന്െറ േകാൺ ആണ് പിെؗ േകാണീയ ْപേവഗം എْതയാണ്, y 
അത് െകാ؇് ആണ്, േകാണീയ തٔരണം എؓാണ് , ചതുര؋ിൽ ആണ്, നി׹ൾ്ׯ dt dy dt d2y 
ലംബമായി താേഴ്ׯ ْപവർ؋ിؗുׯ ഒരു ബലം ലഭിു׺, ആ ബലം യ്്ׯ കാരണമാകും േടാർ്ׯ a-
അേؚാൾ ഈ േടാർׯിന്െറ വّാلിٝ എْതയാണ് , ഈ േടാർׯിന്െറ കാؓിമാനം ആണ്, mgl sine y 
േടാർ്ׯ ലഭിׯാൻ നി׹ൾ ഇതിെന െകാ؇് ഗുണിׯണം , ഇേؚാൾ ഈ േബാബിന്െറ നിമിഷ؋ിന്െറ l 
നിമിഷം എؓാണ്? ഈ േബാബിന്െറ സ്കٔയറാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ൈسഡുകളിേല്ׯ nertia ml 
മട׹ാം , ജഡതٔ؋ിന്െറ നിമിഷം സ്കٔയർ ആെണ്ؗ നി׹ൾ കാണുؗു, നി׹ൾ േകാണീയ ml 
തٔരണം െയ െകാ؇് െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ സ്കٔയർ െചᅃٝിരിുؗുׯ , അത് ബാഹّ േടാർ്ׯd2y dt dt mn 
ഉപേയാഗി്׺ സؓുലിതമാുׯം .  ബാഹّ േടാർ്ׯ ൈമനസ് ആണ് , റؐാുׯേآാൾ mgl sine y m 
നി׹ൾ്1.1 ׯ എؗ സമവാകّം സ്കٔയർ ഉപേയാഗി്׺ േമൽ യുെട േമൽ 0 ന് d2y dt g l sine y 
തുലّമാണ്. അതിനാൽ 1.1 എؗത് ഒരു ലളിതമായ െപൻഡുല؋ിന്െറ ചലനെ؋ നിയْؓിؗുׯ 
ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّമാണ്, അതിനാൽ ഈ ലളിതമായ െപൻഡുലം േബാംബിന്െറ അെ׸بിൽ 
ലളിതമായ െപൻഡുല؋ിന്െറ ചലനെ؋ നിയْؓിؗുׯത് ഈ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം d 2 y dt 
സ്കٔയർ ؛സ് േമൽ ന് തുലّമാണ്, ഇത് ഒരു ലളിതമായ െപൻഡുല؋ിന്െറ g l sine y 0 
ചലന؋ിനുت ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّമാണ് സിآിൾ െപൻഡുല؋ിന്െറ പി؈ം ൈദർഘّം m  l ,
ചലന؋ിേല്ׯ സ׽മാുׯക, നമു്ׯ ഈ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം 1.1-േല്ׯ മട׹ാം, അതിനാൽ 
ര؇് സമയ െഡറിേവئീവുകൾ ഉെ؇്ؗ നി׹ൾ കാണുؗു, അത് സ്കٔയർ ആണ്, അതിനാൽ d2y by dt 
ഇത് ര؇ാമെ؋ ഓർഡർ ഡിഫറൻഷّൽ ഇക്ٔئ ആണ് അേയാൺ ശരി , ഉം നമു്ׯ അടു؋തിേല്ׯ 
േപാകാം, അതിനാൽ നമു്ׯ ഭൗതികശാസ്ْത؋ിൽ നിؗുت ഒരു ഉദാഹരണം കൂടി േനാׯാം shm 
എؗത് ലളിതമായ ഹാർേമാണിക് ചലനെ؋ സൂചിؚിുؗുׯ, അതിനാൽ ഒരു ലളിതമായ ഹാർേമാണിക് 
ചലനം എؓാണ്, ഒരു കണികം നീു׹േآാൾ ഒരു ലളിതമായ ഹാർേമാണിക് ചലനം ْപകടിؚിുׯെമ്ؗ 
പറയെؚടുؗു.  ഒരു േനർേരഖ ആദّം ഒരു േനർേരഖയിൽ നീുؗു׹, കണികയിൽ ْപവർ؋ിؗുׯ ബലം 
ഉ؍വ؋ിൽ നിؗുر تാനചലന؋ിന് ആനുപാതികമാണ് , കൂടാെത ബലം رാനചലന؋ിന് എതിർ
ദിശയിൽ ْപവർ؋ിؗുׯതിനാൽ കണ؋ിന്െറ رാനചലനം യുെട ആണ് . തٔരണം െകാ؇് t y d2y 

ആണ് , ഈ ആ٧عിലേറഷെന െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ നി׹ൾ്ׯ ബലം ലഭിുׯം , ഈ ബലം ന് dt m y 
ആനുപാതികമാണ് , അതിനാൽ ഈ ശװി്ׯ കാؓിമാനമു؇് , അത് ഒരു െനഗئീവ് ചിصം ky 
എടുׯാൻ േപാകുؗു, കാരണം ദിശ വിപരീതമായതിനാൽ ബാലൻസ് നിയമം  നി׹ൾ്ׯ m d2 y 
െകാ؇് സ് കٔയർ ؛സ് നൽകുؗു,  െകാ؇് ഹരി׺ാൽ  ന് തുലّമാണ് , െന ഒേമഗ സ് കٔയർ dt ky 0 0 k 
എ്ؗ വിളിുؗുׯ , കൂടാെത ൈബ സ് കٔയർഡ് ؛സ് ഒേമഗ സ് കٔയർ എؗ ഡിഫറൻഷّൽ1.2 d2y dt y 
സമവാകّം നമു്ׯ ലഭിുׯം .  അതിനാൽ സമവാകّം 1.2 എؗത് ര؇ാമെ؋ ഓർഡർ ഡിഫറൻഷّൽ 
സമവാകّമാണ്, എؓുെകാ؇ാണ് ഇത് ര؇ാമെ؋ ഓർഡർ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّമായത്, കാരണം 
ര؇ാമെ؋ െഡറിേവئീവ് സ്കٔയർ െചᅃٝതായി നി׹ൾ കാണുؗു, അതിനാൽ ഇേؚാൾ d2y by dt 
ഇവിെട നമു്ׯ ഭൗതികശാസ്ْത؋ിൽ നിؗുت ര؇ാമെ؋ ഉദാഹരണം കാണാം, അവിെട നമു്ׯ 
ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം ലഭിു׺. സؓുലിത നിയമ؋ിലൂെട ബാലൻസ് നിയമ؋ിലൂെട , 
ഭൗതികശാസ്ْത നിയമ׹ൾ ഗണിതശാസ്ْത؋ിൽ ْപകടിؚിുׯേآാൾ ഡിഫറൻഷّൽ 
സമവാകّ׹ൾ്ׯ കാരണമാകുെമ്ؗ ഞാൻ വീ؇ും ആവർ؋ിുؗുׯ, അ؋രം ര؇് ഉദാഹരണ׹ൾ 
ഞ׹ൾ ഇതിനകം ക؇ു , അവ ര؇ും ര؇ാം ഓർഡർ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ׹ളാണ് , നമു്ׯ കുറ്׺ 
മുേؗാ؂് േപാകാം  ഭൗതികശാസ്ْ ത؋ിൽ നിؗുت ഉദാഹരണ׹ൾ വീ؇ും േനാׯാം, എؗാൽ 
അതിനുമു്آ നമു്ׯ ഈ ലളിതമായ ഹാർേമാണിക് ചലനെുׯ؋റി്׺ അൽؚം വിശദമായി േനാׯാം, 
അതിനാൽ ലളിതമായ ഹാർേമാണിക് ചലന؋ിന്െറ സമവാകّം ൈسഡിൽ സ്കٔയർ ؛സ് d2y dt 
ഒേമഗ സ്കٔയർ തുലّമായി വീ؇ും ْപദർശിؚിുׯം.  0 വെര ആർുׯം ഒേമഗ ടിയുെട േകാൈസൻ 1.2 y 
എؗ സമവാകّ؋ിേല്ׯ പകരം വയ്ׯാനും ഒേമഗ ടിയുെട േകാൈസൻ ഇകٔئിെയ 
തൃلിٝെؚടുുؗു؋െവ്ؗ േനരി؂് പരിേശാധിׯാനും കഴിയും.  1.2-ൽ ഒേമഗ ടി എؗ സമവാകّം 1.2 എؗ 
സമവാകّ؋ിന്െറ പരിഹാരമായി ഞ׹ൾ വിളിുؗുׯ, അതുേപാെല തെؗ ൈസൻ ഒേമഗ ടി്ׯ പകരം
1.2 എؗ സമവാകّ؋ിന് ൈസൻ ഒേമഗ ടിയും 1.2 എؗ സമവാകّ؋ിന്െറ പരിഹാരമാെണ്ؗ ഒരാൾ്ׯ 
പരിേശാധിׯാൻ കഴിയും. ര؇് െസാലّൂഷനുകൾ േകാൈസൻ ഒേമഗ ടിയും 1.2 ന്െറ ൈസൻ ഒേമഗ 
ടിയും ഇേؚാൾ ഫിസി٧عിൽ നി׹ൾ്ׯ സൂؚർെപാസിഷൻ എؗ ആശയം പരിചിതമാണ്, അതിനാൽ 
നി׹ൾ ര؇് തരംഗ׹ളുെട സൂؚർേപാസിഷൻ എടുുؗുׯ, അതിനാൽ സൂؚർേപാസിഷന്െറ 
ഗണിതശാസ്ْതപരമായ അർ،െമؓാണ് നأൾ ഒരു സൂؚർേപാസിഷൻ എടുുؗുׯ എ്ؗ 
പറയുؗതിന്െറ അർ،െമؓാണ് ഒരു േകാൈസനും ൈസനും അതിനർ،ം േകാസ് ഒേമഗ ടി ؛സ് ബി 
ൈസൻ ഒേമഗ ടി എؗ മൂؗാമെതാരു തരം െസാലّൂഷൻ 1.3 ആണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ സമവാകّം 1.3 
എടു്؋ സമവാകّം 1.2 ആയി മാئിرാപിׯാം, 1.3 തൃلിٝകരമാെണ്ؗ നി׹ൾ്ׯ േവഗ؋ിൽ 
പരിേശാധിׯാൻ കഴിയും. ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം 1.2 അതിനാൽ ഞ׹ൾ എؓാണ് െചᅃٝത്, ഞ׹ൾ 
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ഇേؚാൾ 1.2 ന്െറ നിരവധി പരിഹാര׹ൾ പ؂ികെؚടു؋ിയി؂ു؇്, അതായത് േകാൈസൻ ഒേമഗ ടി 
ൈസൻ ഒേമഗ ടി, െപാതുെവ ഒരു േകാൈസൻ ഒേമഗ ടി ؛സ് ബി ൈസൻ ഒേമഗ ടി , അതായത് 1.3 
േനാ؂ീസ് 1.3-ൽ നി׹ൾ 1-ഉം ഉം തുലّമായി എടുുׯകയാെണ׸ിൽ, നമു്ׯ ഒേമഗ ടി-യുെട th  b-
േകാൈസൻ ലഭിുׯം. 1 3 എ്ؓ േവണെമ׸ിലും നി׹ൾ്ׯ വിവിധ മൂലّ׹ൾ നൽകാം 1 റൂ؂് 2 1 b 
ൈമനസ് 1 0 മുതലായവ അതിനാൽ رിരാ׹׸ളുെട ഓേരാ തിരെ؁ടുؚിനും സമവാകّം 1.3 a, b 
ഹാർേമാണിക് ഓസിേലئർ സമവാകّം 1.2 ന്െറ ഒരു പരിഹാരം ْപദർശിؚിുؗുׯ, അതിനാൽ ഞ׹ൾ 1.2
ന്െറ നിരവധി പരിഹാര׹ൾ പ؂ികെؚടു؋ിയി؂ു؇് .  1.2 ന്െറ അനؓമായ െസാലّൂഷനുകളുെട ഒരു 
കുടുംബം ലി്ز െചᅃٝു, എؗിരുؗാലും, നമു്ׯ സٔയം േചാദിׯാം , എبാ പരിഹാര׹ളും ഞ׹ൾ 
പ؂ികെؚടു؋ിയി؂ുേ؇ാ , ഈ 1.3 എبാ പരിഹാര׹ളും തീർുؗുׯ എ്ؗ എനി്ׯ എ׹െന അറിയാം, 
ഒരുപേײ ആെര׸ിലും അതّധികം ബുؑിമാനും 1.2 ന്െറ ഒരു പരിഹാരം ഉ؇ാׯിേയׯാം. a cosine 

ഈ േചാദّ؋ിന് ഉ؋രം നൽകണം , എؗത് 1.2 ന്െറ ഏെത׸ിലും omega t plus b sine omega t zt 
പരിഹാരമാെണ׸ിൽ എؗത് ചില رിരാ׹׸ൾ്ׯ എؗിവയ്്ׯ ഒരു ؛സ് zt a, b cosine omega t b
ൈസൻ ഒേമഗ എؗ രൂപ؋ിലാെണ്ؗ നമു്ׯ എ׹െന അറിയാം  നأൾ സٔാഭാവികമായും t 
അതിേല്ׯ നയിׯെؚടുؗുെവ്ؗ കാണുക എبാ പരിഹാര׹ളുേടയും ױാസ് വിവരിؗുׯതിെല ْപٍ٠ം,
1.3 1.2 ന്െറ എبാ പരിഹാര׹ളും തീർുؗുׯ എ്ؗ കാണിؗുׯത് ബുؑിമുت؂ു കാരّമ1.2 ,ب ന്െറ എبാ
പരിഹാര׹ളും ഒരു േകാൈസൻ ഒേമഗ ടി ؛സ് ബി ൈസൻ ഒേമഗ ടിയാണ്, ഇത് െതളിയിׯാൻ 
ബുؑിമുت؂ു കാരّമب, പേײ ഞ׹ൾ 
അ׹െന െചإിب. സമയം അനുവദിുׯകയാെണ׸ിൽ, ഞ׹ൾ പിؗീട് ഇതിേല്ׯ മടു׹ം, പകരം 
കുറ്׺ ഉദാഹരണ׹ളിേല്ׯ േപാകാം ഇലക്ْ ടിׯൽ സർകّൂ؂ുകളുെട ചില ഉദാഹരണ׹ൾ േനാׯാം 1.2
1.2 ന്െറ അനേലാഗ് എؓാണ് െമׯാനിׯൽ ഒരു ലളിതമായ ഹാർേമാണിക് സംവിധാനമാണ്. 
േനർേരഖയിലൂെട സ؀രിؗുׯ ഒരു കണ؋ിന്െറ ചലനം േരഖീയവും വിപരീത ദിശയിലു1.2 ت എؗ 
ബലവും ൈവദّുത സർകّൂ؂ുകളുെട സിؑാؓ؋ിൽ ഉയർؗുവരുؗു, അതായത് സർകّൂ؂ുകൾ, lc l 
എؗത് ഇൻഡക്ئൻസും എؗത് കؚാസിئൻസും ആണ്, അതിനാൽ ഇവെയുׯറിتു׺ ചർ׺യ്ׯായി. c 

സർകّൂ؂ുകൾ ഞാൻ നി׹െള േറാബർ؂് െറസ് നിׯിന്െറയും േഡവിഡ് ഹാലിേഡയുെടയും lc 
ْപശُമٝായ പുُകٝ؋ിേല്ׯ റഫർ െചുإം, അത് നി׹െളبാം ഇേؚാൾ നി׹ളുെട 
തإാെറടുؚുകൾുׯം മൂؗാം പതിؚിന്െറ ര؇ാം വാളّ؋ിനും േവ؇ി വായിുؗുׯെ؇്ؗ എനി്ׯ 
ഉറؚു؇്. ഈ പുസ് തകം നിരവധി പതിؚുകൾ്ׯ വിേധയമായതിനാൽ പതി്ؚ പാ؋؂ിന് ْശؑിുׯക, 
അതിനാൽ നി׹ൾ െതئായ പതി്ؚ എടു؋ാൽ ഞ׹ൾ്ׯ കഴിയിب, ഞ׹ൾ ഒേര േപജിൽ ഇب, 
അതിനാൽ ഞാൻ ഗുُിٝയുെട മൂؗാം പതിؚിെല േപജ് 845 സമവാകّം 38.5 െനുׯറി׺ാണ് 
സംസാരിؗുׯത് കൂടാെത േഹാളിേഡ േഫമസ് ബു്ׯ ഓഫ് ഫിസിക് സ് േവാളിയം . അവിെട നി׹ൾ 2
ഈ ഇലക്ْടിׯൽസ് എൽസി സർകّൂ؂ുകളുെട വിശദമായ വിവരണം കാണും, വാُവٝ؋ിൽ അേؐഹം 
848 േപജിെല എൽസിആർ സർകّൂ؂ുകെളുׯറിു׺ം എൽസിആർ സർകّൂ؂ിെന നിയْؓിؗുׯ 
സമവാകّ׹െളുׯറിു׺ം സംസാരിുؗുׯ . േമൽ ൈബ ؛സ് എؗിവ പൂജّ؋ിന് r l dq dt q 
തുലّമാണ് ഇവിെട ഒരു ْപതിേരാധം ആണ് ഇൻഡക് ടൻസ്, എؗത് കؚാസിئൻസ് ആണ്, r l c 
ْപേതّകിു׺ം ْപതിേരാധം പൂജّമാെണ׸ിൽ ْപതിേരാധം പൂജّമാണ്, നി׹ൾ കാണുؗ ഡിഫറൻഷّൽ 
സമവാകّ؋ിന് എ്ؓ സംഭവിുׯം മധّകാല പദം ഇب, പൂജّമാെണ׸ിൽ മധّകാല പദമിب, അതിനാൽr 
നി׹ളുെട പׯൽ എؓാണ് ഉتത് ര؇് കّൂബ് െചᅃٝ ് ചതുരവും رിരമായ സമയവും പൂജّമാണ്d dt q 

ഒؗിന് േമലുر تിരാ׸ം എؓാണ് ഒരു േപാസിئീവ് رിരാ׸മാണ്, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ lc lc 
ഇതിെന ഒേമഗ സ് കٔയർ എ്ؗ വിളിׯാം, അതിനാൽ നി׹ൾ  കّൂബ് ൈബ സ് കٔയർ ؛സ് ഒേമഗ d2 dt 
സ് കٔയർ എؗിവ  ന് തുലّമാണ്, എؗാൽ അത് യ് ്ׯ തുലّമേب സ് കٔയർഡ് ؛സ് q 0 1.2 1.2 d2y dt 
ഒേമഗ സ് കٔയർ പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്.  ഇലക്ْടിׯൽ സർകّൂ؂് സിؑാؓ؋ിൽ നി׹ൾ y 
അഭിമുഖീകരിؗുׯ എൽസി സർകّൂ؂ുകൾ ഒരു ലളിതമായ ഹാർേമാണിക് ചലന؋ിന്െറ 
െമׯാനിׯൽ സി؋زിന്െറ ഇലക്ْടിׯൽ അനേലാഗ് ആെണ്ؗ നി׹ൾ കാണുؗു,  അതിനാൽ 
നി׹ൾ ഒരു ْപതിേരാധ പദ؋ിൽ എറിയുകയാെണ׸ിൽ, ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം വളെര 
സാമّമുتതാണ്. മധّപദം എؗത് മധّപദമാണ്, അതിനാൽ ഈ സമവാകّം ഒരു r by l dq by dt 
ഡാംപിംഗ് പദമുت ഒരു ഓസിേലئറായിരിുׯം , അതിനാൽ ഞാൻ നി׹െള ഗുُിٝയുെടയും 
അവധിׯാല؋ിന്െറയും സമവാകّം 15.37 േല്ׯ റഫർ െചإാം , ഇേؚാൾ നമു്ׯ ഭൗതികശാസ്ْത 
േമഖല വി؂് പതുെׯ പതുെׯ േപാകാം  1798-ൽ ബേയാളജി ْപേതّകമായി ഗണിതശാസ്ْത 
പരിرിതിയിേല്ׯ നീു׹ക മാൽ؋സ് ഒരു പരിرിതിയുെട ജനസംഖّാ വളർ׺യ്്ׯ ഒരു മാതൃക 
നിർേؐശിു׺ , അതിൽ ഒേരെയാരു ജീവജാലം മാْതേമ ഉൂت , ഉദാഹരണ؋ിന് നി׹ൾ്ׯ 
ബാക്ئിെനുׯറി്׺ ചിؓിׯാൻ കഴിയും. ബാക് ടീരിയൽ സംസ് കാര׹ളുെട വളർ׺ ഇേؚാൾ ഈ 
പാരിرിതികശാസ്ْത؋ിൽ ഒരു ُ١ീഷിസ് മാْതേമയുൂت, ഈ മാതൃക ലിേയാനാർഡ് യൂലർ 
സٔതْؓമായി നിർേؐശി׺താണ്  .  ْപകാരമുت ജനസംഖّാ മാئം അׯാലെ؋ ജനസംഖّയ്്ׯ dt 
ആനുപാതികമാണ്.   യുെട പവർ േല്ׯ ആയിരിׯണം എ്ؗ നി׹ൾ്ׯ ഉടൻ നൽകുؗു y y kt ae 
ُ١ീഷിസ് ഇേׯാളജി , ജനസംഖّ െപാ؂ിെ؋റിുؗുׯ, അത് വളെര േവഗ؋ിൽ വളരുؗു, അത് 
ശװിയിേല്ׯ, നമു്ׯ സٔയം ര؇് േചാദّ׹ൾ േചാദിׯാം , ഇത് ْപാേയാഗികമാേണാ ജനസംഖّയ്്ׯ 
ശരിുׯം വളരാൻ കഴിയുേമാ? പരിമിതികളിبാ؋ സമയ؋ിനുتിൽ അതിേവഗം, ْപകൃതിയുെട 
ഇ؋ര؋ിൽ ജനസംഖّാ വർؑനവ് അനുവദിുׯേമാ , ْപകൃതിവിഭവ׹ളുെട പരിമിതികൾ ഈ 
വിُٝൃ തമായ വളർ׺െയ തടയുؗ ചില തടشെؚടുؗു؋ ഘടക׹ൾ ഉ؇ാകിب , ഇത് തുടരാനാവിെ്ؗب 
നമുׯറിയാം.  എക് സ് പണൻഷّലി ഫാ്ز, ചില സമയ׹ളിൽ ഇത് നിർ؋ലാؗുׯതിന് എെؓ׸ിലും 
സംവിധാനം ഉ؇ായിരിׯണം, 1836-ൽ െവർഹ്ز അ؋രെമാരു സംവിധാനം നിർേؐശിു׺, വാർഹൂൾ 
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പറയുؗത്, ഡിഫറൻഷّൽ ഇേകٔഷൻ 1.4 േനാ1.4 ,ൂׯ ഡിഫറൻഷّൽ ഇേകٔഷൻ േനാൂׯ, എؓാണ് 
പറയുؗത്, എؓാണ് പറയുؗത്  േപാസിئീവ് ഫുഡ് ഉتേؚാൾ ْപകൃതി വിഭവ׹ളുെട ദൗർലഭّം 
ഉ؇ാകുേآാൾ വലതുഭാഗം പരിَരٕിׯണം  , അത് സാമൂഹിക സംഘർഷ؋ിന് കാരണമാകുؗ 
സാമൂഹിക സംഘർഷ؋ിന് കാരണമാകുؗു, അതിനാൽ സാമൂഹിക സംഘർഷം ജനസംഖّാ വളർ׺െയ
ْപതികൂലമായി ബാധിുׯം പദം ൈമനസ് എؗാׯി മാئണം അടിرാന സമവാകّം ky aky ky 
ജനസംഖّാ മാ؋ئിന്െറ േതാത് മാئി, ന് തുലّമായ അب, യ് ്ׯ തുലّമാണ്, ഇത് െകാ؇് ky dt ky dt dy 

ആണ് ൈമനസ് ചില പദം എؓാണ് സ് കٔയർ െചയ് തത് ഇവിെട മെئാരു رിരാ׸ം ഈ dy ky ky r, r r
ര؇ാമെر ؋ിരാ׸ം എ്ؗ വിളിുؗുׯ പരിرിതിയുെട വാഹകേശഷി ഈ رിരമായ r r 
പരിرിതിയുെട പരിമിതികെള ആْശയി׺ിരിുׯം പരിرിതി വികസിു׺െകാ؇ിരിؗുׯത് അവിെട 
െജഡി മുെറയുെട ഗണിത ജീവശാസ്ْതെുׯ؋റി്׺ വളെര മേനാഹരമായ ഒരു പുُകٝം ഉ؇്, അത് 
എഴുതിയ ഏئവും സമْഗമായ ഉടآടികളിെലാؗാണ്.  ഗണിതശാസ്ْത ജീവശാസ്ْതം , ഈ പുُകٝ؋ിൽ 
നി׹ൾ്ׯ ഈ പുُകٝ؋ിൽ ധാരാളം ചരിْതപരമായ വിശദാംശ׹ൾ കാണാം , വിവിധ ശാസ്ْത׾ർ 
ഈ വിവിധ േമാഡലുകളുെട ഗുണേദാഷ׹ൾ നിർേؐശി׺ വിവിധ േമാഡലുകൾ, വിവിധ അനുമാന׹ൾ 
ഉ؇ാؗുׯതിലൂെട നി׹ൾ്ׯ ലഭിؗുׯ വّതُّ ٝതരം സമവാകّ׹ൾ.  മെئാരു സി؋زിേല്ׯ 
േപാകുക നമു്ׯ ഒരു പാരിرിതിക വّവرയിേല്ׯ േപാകാം, എؗാൽ ഇ؋വണ ഈ 
പരിرിതിശാസ്ْത؋ിൽ ര؇് തരം കൾ അട׹ിയിരിുؗുׯ ഒരു േവׯ؂ാരനും ഇരയും 
ഉദാഹരണ؋ിന് േവׯ؂ാരെന ْസാവുകളായും ഇരെയ മ؋ിയാേയാ അെ׸بിൽ ഏെത׸ിലും 
േവׯ؂ാരനാേയാ നി׹ൾ്ׯ േവണെമ׸ിൽ പൂ׺കെളയും എലികെളയും കുറി്׺ നി׹ൾ്ׯ ചിؓിׯാം, 
അതിനാൽ േവׯ؂ാരൻ അട׹ിയ ര؇് ഇനം പരിرിതിശാസ്ْതം നമു്ׯ പരിഗണിׯാം ജനസംഖّ xd 
ഉتതും ജനസംഖّയുت ഒരു ഇരയും അതിനാൽ േവׯ؂ാർ്ׯ ഭײണ؋ിന്െറ ഉറവിടം ഇരയുെട 
ലഭّതയാണ് , ഇരകൾ സസّഭുുׯകളുت മൃഗ׹ളാണ് , ഉദാഹരണ؋ിന്, നി׹ൾ ജലവّവرയിേല്ׯ 
േനാുׯകയാെണ׸ിൽ , ഇര ജീവിുؗുׯെവ്ؗ നി׹ൾ കരുതുؗു. ആൽഗകളിൽ, ഉദാഹരണ؋ിന്, 
ْപകൃതിദ؋ സസّാഹാരം , ഉദാഹരണ؋ിന്, ഇര ഇെ്ؗب കരുതുക, അവിെട ഇെ׸بിൽ േവׯ؂ാർ്ׯ y 
കഴിׯാൻ ഭײണമിب, അതിനാൽ അവരുെട ജനസംഖّ ْകമാതീതമായി മരിുׯം , 1.6 എؗ dx dt 
സമവാകّം ൈമനസ് േകാടാലി്ׯ തുലّമാണ് . എക് സ് ടി എؗ ഫംഗ് ഷൻ ന്െറ പവർ ൈമനസ് ആയി e- e
ആയി മാറും എ്ؗ അർ،മാؗുׯത് , സമയം അനؓതയിേല്ׯ േപാകുേآാൾ ײയിുׯം എؗാണ് 
അർ،മാؗുׯത് . ഇെ׸بിൽ ഇര ഇെ׸بിൽ യുെട ജനസംഖّാ നിര്ׯ വളെര േവഗ؋ിൽ yt xt 
കുറയും മറുവശ്؋ േവׯ؂ാർ ഇെ׸بിൽ ഇെ׸بിൽ ജനസംഖّാ വളർ׺ തടയാൻ ഒؗുമിب ഇരകൾ xt 
സസّഭുുׯകളുت മൃഗ׹ളാണ്, അവയുെട ജനസംഖّ ْകമാതീതമായി വർؑിു׺െകാ؇ിരിുؗുׯ , 
ഉദാഹരണ؋ിന് മുയലുകളും കുറുؘׯാരും ഉت ഒരു പരിرിതിെയുׯറി്׺ നി׹ൾ്ׯ ചിؓിׯാം, 
ഉദാഹരണ؋ിന് ഇര മുയലുകളാകാം , േവׯ؂ാർ കുറുؘׯാരാകാം, മുയലുകൾ സസّഭുുׯകളും 
കുറുׯൻ മാംസേഭാജികളുമാണ് ഇനി നമു്ׯ ഈ ര؇് ഇനം മൃഗ׹െളയും ഒരുമി്׺ േചർׯാം, 
അതിനാൽ 1.6 കുറയുؗതിന്െറ നിര്ׯ ഇനി ശരിയب, കാരണം േവׯ؂ാർ്ׯ ഇേؚാൾ കഴിׯാൻ 
ഭײണമു؇്, അതിനാൽ ൈമനസ് േകാടാലി എؗ പദമായ ജനസംഖّയിെല ഇടിവ് പരിേശാധിׯാൻ 
േപാകുؗു  ഒരു ؛സ് പദം േചർുׯേآാൾ , ൈسഡിെല അവസാന വരി നി׹ൾ കാണുؗു bxy ah 
സമവാകّം 1.6 ന്െറ വലതുവശتു؋ സമവാകّം ൈമനസ് േകാടാലി മാئി ൈമനസ് േകാടാലിയും bxy m
യും മാئി പരിَരٕി׺ിരിുؗുׯ  നി׹ൾ എبാ رിരാ׹׸ളും ഉം ഉം എبാം േപാസിئീവ് ആണ്, abc k 
ഇേؚാൾ എ്ؓ സംഭവിുׯം, 1.7 ന്െറ വലതുവശ്؋ സൂചിؚി׺ിരിؗുׯ വർؑനവിന്െറ നിര്ׯ, ഇേؚാൾ 
നി׹ൾ േവׯ؂ാെര ഇ؂ു, ഇേؚാൾ േവׯ؂ാർ അവിെട ഉെ؇്ؗ ഒരുമി്׺ ْപാർ،ിുؗുׯ ഇരെയ 
ഭײിുׯക, അതിനാൽ ഇരയുെട ജനസംഖّ 1.7 േപാെല വർؑിു׺െകാ؇ിരിുؗുׯ  നി׹ൾ cxy 
േനാؗുׯത് ൈമനസ് ആണ് , അതിനാൽ പരിഷ് ׯരി׺ സമവാകّ׹ൾ ൈബ ആകും  ky cxy dx dt 
ഈ അവസര؋ിൽ ഇേؚാൾ േപാസിئീവാണ്, എؓുെകാ؇ാണ് ഞാൻ ؛സ് ഉം ൈമനസ് ഉം bxy cxy 
ഇ؂െത്ؗ നി׹ൾ േചാദിേׯ׺ാം, എؓുെകാ؇് ഈ കٔാْഡാئിക് പദമാണ് സ് കٔയർ xyy Naught x yy 

സ് കٔയർ നؗായി ഇവ േമാഡലുകളാണ്, അവ കൃതّമായ േമാഡലുകളب. ഞ׹ൾ ഒരു ചിؓാ Naught xy 
പരീײണം നടു؋ക , ഇത് എبായിടു؋ം പൂ׺കളും എലികളുമാെണ്ؗ പറയാനുت ഒരു അؓരീײം 
നി׹ൾുׯെ؇്ؗ കരുതുക, ഇേؚാൾ പൂ׺കളുെട എ؉ം ഇര؂ിയാെയؗും എലികളുെട എ؉ം 
ഇര؂ിയാെയؗും കരുതുക, അേؚാൾ ഒരു പൂ׺ എലിയുമായി ഏുئമു؂ാനുت സാധّത കുറയാൻ 
േപാകുؗു എؗ പദവും പൂ׺യും എലിയും തأിലുت ഈ ഇടെപടലും എലിെയ േദാഷകരമായി xy 
ബാധിؗുׯത് എؓുെകാ؇ാെണ്ؗ നാല് മട്׹ വെര അത് വിശദീകരിുؗുׯ, അേതസമയം ഇത് 
പൂ׺കൾ്ׯ അനുകൂലമായിരിുׯം, അേؚാഴാണ് നി׹ൾ ഈ പദം ؛സ് ഉപേയാഗിتു׺ ആദّ 
സമവാകّം കാണുؗത്. ചിصവും ര؇ാമെ؋ സമവാകّവും ഈ പദം ഒരു ൈമനസ് ചിصേ؋ാെടയാണ്
കാണുؗത്, അതിനാൽ ഈ േമാഡൽ അനുഭവപരമായി വിശദീകരി1.8 ുؗുׯ ഈ േമാഡൽ വളെര 
ْപശُമٝായ േമാഡലാണ്, ഇതിെന േവാൾേ؂റ േലാ؂്ക േമാഡൽ എ്ؗ വിളിുؗുׯ, ഇത് ഒരു േവാൾേ؂റ 
േലാـാ്ٕز സമവാകّ സംവിധാനമാണ്, ഇത് ഒേരസമയം ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ׹ളുെട ഒരു 
സംവിധാനമാണ് ഇത് ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ׹ളുെട ഒരു കؚിൾഡ് സിزമാണ്, 1.8 െല ആദّ 
സമവാകّം േനാൂׯ, ഇത് ന്െറ ആണ്, ൈമനസ് ആ؛ ٧്عസ് ആണ്, ആദّ സമവാകّ؋ിൽ dx dt bxy y 
ദൃശّമാകുؗു  അേയാണും കൂടാെത ര؇ാമെ؋ സമവാകّം ൈബ ആണ് , ൈമനസ് ന് dy dt ky cxy 
തുലّമാണ് ര؇ാമെ؋ സമവാകّ؋ിൽ ദൃശّമാകുؗു, അതിനാൽ സമവാകّ׹ളുെട സിزം x , x 
ര؇് സമവാകّ സംവിധാനമാണ്, അതായത് ര؇് സമവാകّ׹ളിലും അ׾ാതമായ ഉം ഉം ര؇് x y 
സമവാകّ׹ളിലും ദൃശّമാകുؗു , ഇത് ഒേരസമയം നടؗുׯ ഒരു സംവിധാനമാണ്. ഡിഫറൻഷّൽ 
സമവാകّ׹ളും ഈ ഉദാഹരണവും പാരിرിതിക വّവرകെളുׯറിتു׺ പഠന؋ിൽ എ׹െന 
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ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ׹ൾ ഉ؇ാകുؗു എ്ؗ ചിْതീകരിׯാൻ മാْതമാണ് ഞാൻ നൽകിയത് , 
ഞ׹ൾ പഠിׯാൻ േപാകുؗിب, ഈ സമവാകّം 1.8 വിശദമായി വിശകലനം െചإാൻ േപാകുؗിب, 
കാരണം അത് ഈ േകാഴ് സിന്െറ പരിധിയിലب, പേײ  ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ׹ൾ എبായിടു؋ം 
ഉെ؇്ؗ കാണിؗുׯതിനാണ് ഈ ഉദാഹരണം ഇവിെട ഇ؂ിരിؗുׯത് , ൈവദّുത സർകّൂ؂ുകളിെല 
െമׯാനിׯൽ സി׹زളിെല േപാെല ഭൗതികശാസ്ْത؋ിലും അവ വീ؇ും ْപതّײെؚടുؗു, അവ 
ബാعീٚരിയകളുെട വളർ׺യിലും ജനസംഖّാ മാതൃകകളിലും േരാഗ׹ളുെട വّാപനം െകമിׯൽ 
ഗതിവിഗതികൾ കൂടാെത മുئ പലതും  കൂടുതൽ എبാം ശരി, അതിനാൽ ബേയാളജിയിൽ ഡിഫറൻഷّൽ
സമവാകّ׹ൾ എ׹െന ഉ؇ാകുؗു എؗതിെനുׯറിتു׺ ഈ ْഹസٔ ചർ׺ അവസാനിؚിׯാൻ ഞാൻ
ആْഗഹിുؗുׯ. ഇതിെനുׯറി്׺ കുറ്׺ േനരം സംസാരിു׺, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ ചില സമയ׹ളിൽ 
വായിׯാൻ കഴിയുؗ ചില റഫറൻസുകൾ നൽകുؗതിൽ അർ،മു؇് , ഗണിത ജീവശാസ്ْത؋ിൽ 
നൂറുകണׯിന് നൂറുകണׯിന് പുُകٝ׹ൾ എഴുതിയി؂ു؇് , അവയിൽ മൂെؗ؉ം ഞാൻ 
തിരെ؁ടു؋ി؂ു؇് അവസാനേ؋ത് ഞാൻ ഇതിനകം പരാമർശി׺ െജഡി മുെറയുെട വളെര നب 
പുُകٝം , ആദّ പുُകٝം ഡിഎസ് േജാൺസ് എംെജ ؛ാു׸ം ബിഡി سീമാനും പറയുؗു , ഗണിതശാസ്ْത 
ജീവശാസ്ْത؋ിെല ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ׹ൾ ഈ പുُകٝം നി׹ൾ്ׯ ടّൂമറിന്െറ വളർ׺ 
േപാലുت വിവിധ ജീവശാസ്ْതപരമായ ْപٍ׹٠ളിൽ ഉയർؗുവരുؗ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ׹ളുെട 
നിരവധി സംവിധാന׹ൾ നൽകുؗു. േരാഗ׹ളുെട വّാപനവും മئേനകം ൈജവ വّവرകളും ചർ׺ 
െചإെؚ؂ി؂ു؇്, അേയാർ؂യിെല ഫിസിേയാളജി രْװപവാഹ؋ിൽ ൈജവ ഡിഫറൻഷّൽ 
സമവാകّ׹ൾ ഉ؇ാകുؗു, ഇത് വّതُّ ٝസമവാകّ׹ളുെട രസകരമായ സി׹زൾ്ׯ കാരണമാകുؗു,
കൂടാെത ഒരു പുُകٝം മുഴുവൻ ഗണിതശാസ്ْത ശരീരശാസ്ْതെുׯ؋റി്׺ കീനറും َ٠ീഡും 
എഴുതിയി؂ു؇്. തീർ׺യായും ഞ׹ൾ ഈ കാരّ׹െളുׯറി്׺ കൂടുതൽ പറയാൻ േപാകുؗിب, 
അതിനാൽ ഇെതാരു ആമുഖമാണ് ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ׹ളുെട ഉ؍വം ഡിഫറൻഷّൽ 
സമവാകّ׹ളുെട ഉ؍വം എ׹െന ഉ؇ാകുؗു എؗതിെനുׯറിتു׺ ْപഭാഷണം, അതിനാൽ ഇേؚാൾ 
ഈ േകാഴ് സിന് ْപസװമായ നിർؐിذ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ׹ളിേല്ׯ വരാം, അതിനാൽ ഇേؚാൾ 
നأൾ ആദّ ْകമ؋ിൽ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ׹ൾ മാْതം പഠിׯാൻ േപാകുؗു ആദّ ഓർഡറിന്െറ
ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം ന്െറ ന്െറ എഫ്-ന്െറ േകാമ സമവാകّം 1.9- ന് തുലّമായി dx- dx- x y 
കാണെؚടുؗത് എ׹െനെയ്ؗ േനാുׯക, നി׹ൾ ൈسഡിൽ കാണുؗത് ഇത് ഒരു ഫ്ز ഓർഡർ 
ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّമാണ് , കാരണം ഒരു െഡറിേവئീവ് മാْതേമ ൽ ദൃശّമാകൂ. ന് dx- dy shm 
വിപരീതമായി, ലളിതമായ ഹാർേമാണിക് ചലന׹െള നിയْؓിؗുׯ സമവാകّ׹ൾ ഒരു 
െപൻഡുല؋ിന്െറ ചലനെ؋ നിയْؓിؗുׯ സമവാകّം സർകّൂ؂ുകൾ ഇൻഡക് ടൻസ് lcr 
കؚാസിئൻസ് ْപതിേരാധം ഈ എبാ സി׹زളിലും ര؇് െഡറിേവئീവുകളുت ഡിഫറൻഷّൽ 
സമവാകّ׹ൾ ഉൾെؚടുؗു, അതിനാൽ നമു്ׯ മുآായി പഠിؗുׯ ര؇ാമെ؋ ഓർഡർ 
ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ׹ൾ ഉ؇് ര؇ാം ഓർഡർ ഡിഫറൻഷّലിന്െറ പഠനം ഏെئടുുׯക 
സമവാകّ׹ൾ ആദّ ഓർഡർ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ؋ിൽ നി്ؗ ആരംഭിؗുׯത് സٔാഭാവികമാണ് 
, ഈ േകാഴ് സിൽ ഞ׹ൾ ര؇ാം ഓർഡർ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ׹ൾׯായി േനാؗുׯത് 
അْതേയയുൂت, നി׹ൾ നിലവിെല ْപഭാഷണ പരآരയ്്ׯ അؚുറേׯ്؋ േനാേׯ؇തു؇്, അതിനാൽ 

ഒരു  ര؇് േവരിയബിളുകളുെട ْപവർ؋നം, അതിനാൽ നأൾ ْപാഥമികമായി മൂ്ؗ തരം f of xy 
ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ׹ൾ േനാുׯം 1.9 അതായത് േവരിയബിൾ േവരിയബിൾ സമവാകّ׹ൾ 
എؗും ര؇ാമെ؋ തരം ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ׹െള ഏകതാനമായ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ׹ൾ 
എؗും മൂؗാമേ؋ത് േരഖീയ സമവാകّ׹ൾ എؗും വിളിുؗുׯ.  അവരുെട അടു؋ ബؖുׯൾ, 
അതായത് െബർണൂലി സമവാകّം, ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ׹ളുെട ഈ ചരിْതപരമായ വികാസ؋ിൽ
വളെര ْപധാനെؚ؂ ഒരു വّװിയായിരുؗ ജീൻ െബർണൂലിയുെട േപരാണ് ഞാൻ ആദّം ഇ؂ത്, അത് 
അേത െബർണൂലിയാണ്, അതിനാൽ അേؐഹ؋ിന്െറ േപര് ഇേؚാൾ ദൃശّമാകുؗത് േരഖീയ 
സമവാകّ׹ളും  സമവാകّ׹ൾ അതിനാൽ നമു്ׯ ഈ മൂ്ؗ തരം സമവാകّ׹ൾ യിൽ bernoulli t 
േനാׯാം  അവന്െറ േകാٌ٧് ശരി അതിനാൽ നമു്ׯ ആദّേ؋ത് േവരിയബിൾ േവരിയബിൾ സമവാകّം 
എടുׯാം, അതിനാൽ േവരിയബിൾ േവർതിരിׯാവുؗ സമവാകّം അതിനാൽ ഇത് വളെര 
സവിേശഷമായ ഒരു ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّമാണ്, ഇവിെട യുെട വലതുവശتു؋ യുെട xy f xy 
വലതുവശتു؋ വّതُّമٝായിരിുׯം  വّതّസ് ത ഫംഗ് ഷനുകളുെട വലത് ന്െറ എഫ് f xy x 
സ് കٔയർ ؛സ് സ് കٔയർ അെ׸بിൽ ന്െറ ആയിരിׯാം , ഉദാഹരണ؋ിന് ഇൻ y f xy x yfxy sine x 
േകാസ് ആകാം, അതിനാൽ ഈ അവസാനെ؋ ര؇് േകസുകൾ വളെര സവിേശഷമാണ് യുെട y xy f 
ന്െറ ْപേതّകത എؓാണ് യുെട മട്׹ ഒരു ഫംഗ് ഷനാണ്, എؗാൽ ആദّ ഉദാഹരണ؋ിൽ ഞാൻ y x 
നി׹ൾ്ׯ ന്െറ ന്െറ സമം സ് കٔയർ ؛സ് സ് കٔയറിനു തുലّമായി നൽകിയത് ഇത് ന്െറ x x x x y x 
ഒരു ഫംഗ് ഷന്െറയും യുെട ഒരു ഫംഗ് ഷന്െറയും ഫലമب, എؗാൽ എؓാണ്  േവരിയബിൾ y 
േവരിയബിൾ സമവാകّം 1.9 എؗ സമവാകّം ഒരു േവരിയബിൾ േവരിയബിൾ സമവാകّമാണ്, യുെട xy 

എؗത്  ആയി ആയി രൂപെؚ؂ാൽ ײമിׯണം ആയി ആയി മാറുؗു, അതിനാൽ f hx gy gx hy xy 
യുെട ഫംഗ്ഷൻ 1.9 ൽ ദൃശّമാകുേآാൾ േകസ് എؗ േഫാം ആയി ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം k gx hy 
േവരിയബിൾ ആെണ്ؗ ഞ׹ൾ പറയുؗു ശരി, അതിനാൽ യുെട 1.9 ൽ ൽ ൈഹ ൈറ്ئ, ൽ xy f- gx- gx-
ൈഹ ൈറ്ئ-േല്ׯ േപാകുؗു, നമു്ׯ അത് എഴുതാം, ഞാൻ അത് എഴുതെ؂, അതിനാൽ നി׹ൾ ന്െറ dx-

ന് തുലّമാണ്. എؗതും ഈ യുെട എؗത് ആയി എؗ രൂപ؋ിലാെണ്ؗ ഞാൻ dx- xy xy f gx hy 
അനുമാനിുؗുׯ, അതിനാൽ ഞാൻ അടു؋തായി എؓാണ് െചേإ؇ത് , ഞാൻ യുെട െകാ؇് y h 
ഹരിുׯം, ഞാൻ അത് യുെട െകാ؇് ആയി ആയി എഴുതും. ന്െറ േല്ׯ തീർ׺യായും y h dx dx x g 
ഞാൻ ഊഹിׯാൻ േപാകുؗു, യുെട അب എ്ؗ ഞാൻ അനുമാനിׯാൻ േപാകുؗു, പിെؗ y h 0 
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എؓാണ് അടു؋ത് , അത് ന്െറയും യുെടയും ഒരു ഫംഗ് ഷൻ ആണ്, പരിഹാരം ന്െറ ഒരു x y x 
ഫംഗ് ഷനും ഒരു ഫംഗ് ഷനുമാണ്  എؗിവ ന്െറ ഒരു ഫംഗ് ഷനാണ്, ഞാൻ െന സംബؖി്׺ h y, y x x 
ഇരുവശ׹െളയും സംേയാജിؚിׯാൻ േപാകുؗു, അതിനാൽ 1.10 എؗ സമവാകّം െകാ؇് h 
ഹരി׺ിരിؗുׯത് നി׹ൾ കാണുؗു, എؗത് പൂജّമെ്ؗب ഞാൻ അനുമാനിׯാൻ േപാകുؗു , hy 
വാُവٝ؋ിൽ ഞ׹ൾ അനുമാനിׯാൻ േപാകുؗു അب, എؗത് 0 അب. അവയിെലാ്ؗ 0 gx 0 hy 
ആകുേآാൾ എ്ؓ സംഭവിുׯം, അത് ഞ׹ൾ പിؗീട് എടുുׯം , അ؋രം േകസുകൾ ഏത് 
ഗണിത؋ിലും എേؚാഴും ഉയർؗുവരും നി׹ൾ വിഭജിുׯേآാൾ, നി׹ൾ വിഭജിؗുׯ അളവ് 
പൂജّമായിരിؗുׯ ْപേതّക സؕർഭ׹ൾ നി׹ൾ േനാേׯ؇തു؇്, ആ േകസുകൾ എبായ്േؚാഴും 
ْപേതّകം പരിഗണിുׯം, ഞ׹ൾ അത് പിؗീട് െചുإം, അതിനാൽ വാദ؋ിന്െറ ഒഴുׯിെന 
തടشെؚടു؋രുത്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ െകാ؇് ഹരിുؗുׯ.  ഉം നി׹ൾ സമവാകّം 1.10 ന്െറ h y 
ഇരുവശ׹ളും മായി സംേയാജിؚി׺ാൽ നി׹ൾ്ׯ എؓാണ് ലഭിؗുׯത് 1 ന്െറ േല്ׯ x hydy dx dx 
േല്ׯ സമം േല്ׯ തുലّമാണ്, ഇേؚാൾ ഇടതുവശ്؋ േനാുׯക ഇടതുവശتു؋ അവിഭാജّമാണ്gx dx 
ഇത് വളെര സവിേശഷമാണ് . സബ്زിറ്റّൂഷൻ സിؑാؓം ْപേയാഗിׯാൻ ْപേലാഭിؚിുؗുׯ, uh 
അതിനാൽ സബ്زിറ്റّൂഷൻ സിؑാؓം ْപേയാഗിؗുׯത് വളെര ْപേലാഭനമാണ്, അതിനാൽ നി׹ൾ y 
യുെട യുെട ഓർുׯക , എؗത് ന്െറ ഒരു ഫംഗ്ഷൻ ആണ്, നി׹ൾ യുെട ന്െറ y h y x u y x 
തുലّമാׯാൻ ആْഗഹിുؗുׯെവ׸ിൽ  ന്െറ സമം തുടർ്ؗ ന്െറ ശരിയാകും, y x u, dx dx dy 
അതിനാൽ െല നുأെട അവിഭാജّഘടകം തുലّമായ ഇന്റْഗൽ ന് ആയി r- hy gx dx dy 
രൂപാؓരെؚടും, അതിനാൽ ഒരു സബ്زിറ്റّൂഷൻ സിؑാؓം ഉ؇്, പേײ ഞ׹ൾ സബ്زിറ്റّൂഷൻ 
സിؑാؓം ْപേയാഗിؗുׯതിന് മു്آ നി׹ൾ െഡറിേവئീവ് ْശؑിׯണം നി׹ൾ േവരിയബിളുകൾ 
മാؗുئ സബ്زിറ്റّൂഷൻ സിؑാؓ؋ിന്െറ മാئം പൂജّമാകരുത്, ഉദാഹരണ؋ിന് നി׹ളുെട ഇന്റْഗൽ 
കാൽുׯലസിൽ നി׹ൾ 1 ൈമനസ് സ്കٔയർ ന്െറ സ്കٔയർ റൂ؂് സംേയാജിؚിׯാൻ x dx 
ആْഗഹിുؗുׯ , ൈസൻ തീئയ്്ׯ തുലّം എ്ؗ നി׹ൾ പറയും.  ൈസൻ തീئയ് ്ׯ തുലّമായ എ്ؗx x  
ഇടാം  1.10 എؗ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ؋ിേല്ׯ മടു׹ക, പൂജّമെ്ؗب ഞ׹ൾ ഇതിനകം hy 
അനുമാനിുؗുׯ, ഇേؚാൾ പൂജّമെ്ؗب ഞ׹ൾ അനുമാനിׯാൻ േപാകുؗു, അതിനാൽ ന്െറ gx dx-
നി׹ളുെട പൂജّമبാ؋തായിരിുׯം , പകരം വയ്ׯൽ സിؑാؓം സാധുവാണ് , അതിനാൽ നമു്ׯ dy 
ഇേؚാൾ സമവാകّം 1.11 ശരിയാണ് വലത് വശ്؋ സംേയാജിؚിേׯ؇തു؇് , ഇടതുവശ്؋ gx dx hy 
ഉപേയാഗി്׺ സംേയാജിؚിേׯ؇തു؇് ഇവയിൽ ْപതീײകൾ മാْതമാണ് , അവ എبായ്േؚാഴും dy 
തിരി׺റിയാൻ കഴിയിب, അനിحിതകാല ഇന്റْഗൽ കണׯാׯാൻ കഴിയാ؋ ഫംഗ് ഷനുകളുെട gxdx 
നിരവധി ഉദാഹരണ׹ൾ നി׹ൾׯറിയാം അെ׸بിൽ അതിന്െറ കണുׯകൂ؂ൽ വളെര 
ബുؑിമുت؂ുതാണ് പലേؚാഴും നأൾ ഭാഗّവാؘാരب, അതിന് വളെര ബുؑിപൂർجമായ ചില 
കൃْതിമ׹ൾ ആവശّമാണ് , ചിലേؚാൾ അനിحിതതٔ അവിഭാജّ കണ്ׯ കണׯാׯാൻ കഴിയിب, 
പേײ അതാണ് ജീവിതം നമു്ׯ ഒരു ലളിതമായ ഉദാഹരണം േനാׯാം , സാധാരണയായി 
സംഭവിؗുׯത് ഒരു ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം സ׽ീകരി׺ിരിുؗുׯ എؗതാണ് ചില ْപാരംഭ 
സാഹചരّ׹േളാെട , ഈ അഭിْപായ؋ിന് േശഷം ഞാൻ പരിഹരി׺ ഉദാഹരണ؋ിേല്ׯ വരും  ഒരു 
ഇലക്ْടിׯൽ സർകّൂ؂ിലൂെട അെ׸بിൽ അത് ലളിതമായ െപൻഡുല؋ിന്െറ ശരാശരി رാന്؋ 
നിؗുر تാനചലനമാകാം, അതിനാൽ നമു്ׯ േവ؇ത് സٔതْؓ േവരിയബിളിെന ഒരു ൈടം 
േവരിയബിളായി കണׯാുׯകയും ചില സമയ׹ളിൽ സമയം എؗതിന് തുലّെമ്ؗ പറയുകയും t 
േവണം , ആ സമയെ؋ ജനസംഖّ ന് തുലّമായ േകാണീയ رാനചലനം േപാെലയുت ഡാئ t 
നി׹ൾ്ׯ നൽേക؇തു؇്. നി׹ൾ െകമിׯൽ റിയാײെനുׯറി്׺ പഠിുׯകയാെണ׸ിൽ, ഒരു 
രാസْപവർ؋ന؋ിെല രാസ റിയാعന്ٚറുകളുെട സാْؕതയ്്ׯ തുലّമായ സമയ്؋ ടി തുലّമാണ്, 
തുടർ്ؗ അവ ഒരു നിحിത സമയ്؋ വّװമാേׯ؇ വിവിധ വُٝു  ന؋ളുെട ْപതിْപവർׯ
പദാർ،׹ളുെട സാْؕത അെ׸بിൽ പഠനമാെണ׸ിൽ ൈവദّുത ْപവാഹം .  ഒരു ഇലക് ْടിׯൽ 
സർകّൂ؂ിന്െറ സമയെ؋ കറ؇് തുലّമب എ്ؗ വّװമാׯിേയׯാം, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ t t 

എؗതിന് തുലّമായ സമയ്؋ ഡാئ ആവശّമാണ് , അതാണ് നി׹ൾ കെ؇؋ാൻ ْശമിؗുׯ naught 
പരിഹാരം കുറ؁ത് ഒരു ْപേതّക സമയെമ׸ിലും നിർേؐശിׯെؚടണം  സമയം തുലّം t t 
അبാ؋ത് മെئാരു വിധ؋ിൽ പറ؁ാൽ, ഞ׹ൾ്ׯ യുെട മൂലّം നൽകിയിരിുؗുׯ  നി׹ൾ y 
എؓാണ് െചേإ؇ത്, നി׹ൾ എؓാണ് െചؗുإത് , ഒരു ഇടേവളയിൽ പരിഹാരം േതടുക എؗത് ഒരു 
മുതൽ നൗ؂് ൈമനസ് കൂടാെത ഒരു സാധാരണ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ׹ൾ  നി׹ൾ േനാؗുׯ മ്ئ t 
വാുׯകളിൽ ْപാരംഭ അവرകൾ േപാലുت ചില വശെ؋ അവرകളാൽ സ׽ീകരി׺ിരിുؗുׯ 
ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം േനാുׯക മാْതമب, നി׹ൾ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം യുെട ന് dy xy f 
തുലّമായ ന് തുലّമായി േനാുׯക മാْതമب, ഇത് ന്െറ അبാ؋ത് േപാെലയുت ചില അധിക dx y x 
വّവرകൾെׯാؚം ന് ന് തുലّമായ ലായനിയുെട മൂലّം ന് തുലّമാണ്  എبായിടു؋ം x x y x 
നിർവചിׯെؚ؂ിരിؗുׯ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ؋ിൽ േപാലും നി׹ൾ കാണുؗ ഒരു മുؗറിയി്ؚ 
ഒؗുമിب എ്ؗ നി׹ൾ്ׯ പറയാനാകും , പരിഹാരം അർ،മാؗുׯ ഇടേവള പരിമിതമായിരിׯാം , 
ഇത് വളെര ലളിതവും സവിേശഷവുമായ സാഹചരّ؋ിൽ നമു്ׯ േനാׯാം  സ്കٔയറിനു തുലّമായ y 

ന്െറ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം വളെര നിَളٕ׸മായി കാണെؚടുؗ ഒരു ഡിഫറൻഷّൽ dt 
സമവാകّമാണ് ന്െറ സ്കٔയറിനു തുലّമാണ് , കൂടാെത സമയتു؋ പരിഹാര؋ിന്െറ dy dt y t 
മൂലّം 0 ന് തുലّമാെണ്ؗ പറയാം.  എവിെട എؗത് ഒരു رിരാ׸ം ആെണ്ؗ കരുതുക, i sc c 
ആശയ׹ൾ ശരിയാׯാൻ േവ؇ിയുت ഒരു േപാസിئീവ് رിരാ׸മാണ് എ്ؗ കരുതുക, തുടർ്ؗ c 
മുകളിൽ പറ؁തുേപാെല തുടരുക, ഞ׹ൾ എؓാണ് അർ،മാؗുׯത്, മുകളിൽ പറ؁തുേപാെല 
ഞ׹ൾ െകാ؇് ഹരി്׺ ര؇് വശ׹ളും സമനٔയിؚി്׺ െകാ؇് ഹരിുؗുׯ. യുമായി ബؖെؚ؂് y y t 
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ഇരുവശ׹ളും സമനٔയിؚിുׯക , അതിനാൽ നമു്ׯ യുെട യുെട സ് കٔയർ യുെട dt dt y y 0 
തുലّമായി േനാുؗുׯ, അതിനാൽ സ് കٔയർ  ന് സ് കٔയർ  ന് തുലّമായി െകാ؇് y 1 y dy 1 dt 
ഹരിുؗുׯ.  സമയവുമായി ബؖെؚ؂്, ഇരുവശവും യുെട സമْഗമായ വല؋ിന് സമം 1 t dt dt dt y 
ചതുരാകൃതിയിൽ ലഭിുؗുׯ , അതാണ് ഞ׹ൾ ഇേؚാൾ െചᅃٝത് ഇതാണ്, േവരിയബിളുകൾ 
മാئിرാപിؗുׯ സിؑാؓ؋ിന്െറ മാ؋ئിന് നؕി, ഇടതുവശ്؋ ചതുരം െകാ؇് ഇന്റْഗൽ y dy 
ആയി ലളിതമാുׯം. സബ്زിറ്റّൂഷൻ സിؑാؓം ഞാൻ ഇത് നി׹ൾ്ׯ തരാം , ൈسഡിൽ നി׹ൾ 
കാണുؗത് ചതുരാകൃതിയിലുت സമം സമനٔയിؚിുׯകയും ഏകീകരണ؋ിന്െറ رിരാ׸ം y dt dt 
ഓർുׯകയും െചുإക ഇവ അനിحിത ഇന്റْഗലുകൾ ആയതിനാൽ യുെട رിരാ׸ം ഉ؇ായിരിുׯം  i 
സംേയാജനം ചുئിׯറുؗു׹, അതിനാൽ നമു്ׯ സംേയാജന؋ിന്െറ رിരാ׸ം ഉൾെؚടു؋ി എؓാണ്
സംഭവിؗുׯെത്ؗ േനാׯാം, അതിനാൽ നി׹ൾ ഇന്റْഗൽ ഡിടി്ׯ തുലّമായ സ്കٔയർ y 
ഉപേയാഗി്׺ ഇന്റْഗൽ േനാുؗുׯ, അതിനാൽ എؓാണ് സംഭവിؗുׯത് ൈമനസ് 1 ന് തുലّമാണ് ടി dy 
 ം  സംേയാജനം ശരിയാണ്, അതിനാൽ യുെട യുെട റീഡുകൾ ൈമനസ്t y׸ിരാر സ് ബി ഇവിെട ബി؛
1 ന് ؛സ് ബി ഇേؚാൾ ْപാരംഭ വّവرകളിൽ ഇ؂ത് ഓർുׯക, നമു്ׯ ْപാരംഭ വّവرകൾ t 
നൽകിയിരിുؗുׯ എ്ؗ ഓർുׯക ന് തുലّമാകുേآാൾ നമു്ׯ എؓാണ് അറിയുؗത് ന് t 0 t 0 
തുലّമാകുേآാൾ നമു്ׯ എؓാണ് അറിയുؗത്?  ന് തുലّമാണ് അതിനാൽ നമു്ׯ എ്ؓ t 0 c, 
ലഭിുׯം ൈമനസ് 1 ന് അെ׸بിൽ ന് തുലّമായ ൈമനസ് 1 ന് തുലّമായ അനിയْؓിതമായ c b b c 
 ൾ ഇേؚാൾ അനിയْؓിതമായ׹ഞ ,ുؗുׯിയിരിׯാׯിന്െറ മൂലّം ഇേؚാൾ കണ؋׸ിരാر
 ഈ മൂലّം ഇവിെട തിരിെക ׯി.  നമു്ׯാׯിന്െറ മൂലّം കണ؋׸ിരാر ിരമായ ഏകീകരണر
നൽകാം, നമു്ׯ എؓാണ് ലഭിؗുׯത്, നമു്ׯ യുെട ൈമനസ് 1 ന് ൈമനസ് 1 ന് തുലّേമാ t yy t c 
അെ׸بിൽ ൈമനസ് േയാ ആകും, c 1 ct 
അ׹െനയാണ് ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ؋ിന്െറ പരിഹാരം. വّതّാസം  എറിയൻഷّൽ സമവാകّം 
ഒരു ഫംഗ് ഷൻ അറിയിؚാണ്,   ന് െയ സമീപി׺ാൽ എ്ؓ സംഭവിുׯം  ന് െയ t 1 c t 1 c 
സമീപിുׯേآാൾ എ്ؓ സംഭവിുׯം ഈ വُٝു വിന് എ്ؓ സംഭവിുؗുׯ ഇവിെട ഈ വُٝു വിന് 
അനؓതയിേല്ׯ ഊതുؗു, അത് അനؓതയിേല്ׯ ഊതുؗു, അതിനാൽ നി׹ൾ ഇത് ൈسഡിൽ 
കാണുؗു എؗത് ഇടതുവശ്؋ നി്ؗ 1 ന്െറ േല്ׯ േപാകുؗതിനാൽ ഇത് ചുവ്ؚ നിറ؋ിൽ i t c 
കമന്റ ്െചയ് തിരുؗു , അതായത് എؗത് ഉ؍വ؋ിൽ നി്ؗ ആരംഭിുؗുׯ, അത് പുേരാഗമിുׯകയുംt 
സമയം വികസിുׯകയും െചുؗുإ , സമയം േല്ׯ അടുുׯേآാൾ പരിഹാര؋ിന് എ്ؓ t 1 c 
സംഭവിുׯം പരിഹാരം അനؓതയിേല്ׯ േപാകുؗു പരിമിതമായ സമയ؋ിനുتിൽ 
അനؓതയിേല്ׯ രײെؚടുؗു, അതിനാൽ ഫിസിׯൽ സി؋زിന്െറ പരിണാമം അർ،മാؗുׯത് 
പരിഹാരം സമയം വെര മാْതേമ അർ،മാ1 ,ൂׯ ന്െറ എؗതിനؚുറം ന് തുലّമായ 1 ന് t c t by c 
തുലّമാണ്, ഭൗതിക വّവر ഇതിനകം െപാ؂ിെ؋റിു׺ കഴി؁ു  ദുരؓം ശരി, അതിനാൽ പരിഹാരം 
നിലനിൽؗുׯ സമയം മുഴുവൻ യഥാർ، േരഖയب, ൈമനസ് ഇൻഫിനിئി മുതൽ 1 ൈബ സി വെരയുت
എبാ വഴികളും ഇതിനؚുറം അب എؗാണ് അടിുׯറി്ؚ പറയുؗത് ഒലّൂഷൻ പരിമിത s  
സമയ؋ിനുتിൽ അനؓതയിേല്ׯ രײെؚടുؗു, അതിനാൽ ഞാൻ മുآെ؋ ൈسഡിേല്ׯ 
മട׹ാം , ഇേؚാൾ എبായിടു؋ം ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം നിർവചി׺ി؂ുെ؇׸ിലും നമു്ׯ 
മുؗറിയി്ؚ േനാׯാം. സ് കٔയറിന് തുലّമായ യ് ്ׯ തുലّമായ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّ؋ിൽ y dt 
െതെئാؗുമിب സ് കٔയർ എبായിടു؋ം ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം എبായിടു؋ം y 
നിർവചി׺ിരിുؗുׯ, എؗിരുؗാലും പരിഹാരം പരിമിതമായ സമയ؋ിനുتിൽ അനؓതയിേല്ׯ 
രײെؚടുؗു, അതിനാൽ ഡിഫറൻഷّൽ സമവാകّം േപാലും എبായിടു؋ം നിർവചിׯെؚടും .  
അർ،ം പരിമിതമായിരിׯാം , ഈ ْപേതّക സാഹചരّ؋ിൽ അതാണ് സംഭവിؗുׯത്, അതിനാൽ 
ഞ׹ൾ ഈ ആദّ ْപഭാഷണം ഇവിെട നിർു؋ം , ര؇ാമെ؋ ْപഭാഷണ؋ിൽ ഞ׹ൾ ഇത് തുടരും 
വളെര നؕി നി׹ൾ്ׯ 
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