
 सुŮभात, अंतर समीकरणो ंपर ʩाƥान की इस ŵंृखला मŐ आपका ˢागत है, मœ आईआईटी बॉɾे के गिणत िवभाग से Ůोफेसर गोपाल 
कृˁ सुनीमासन šं,
 इसिलए हम ʩाƥान की इन ŵंृखलाओ ंके साथ एक संिƗɑ ऐितहािसक ˋेच के साथ शुŝ करŐ गे, हम उनमŐ से कुछ को िचिũत करŐ गे।
  महȕपूणŊ चीजŐ जो अंतर समीकरणो ंऔर कलन के इस युग की शुŜआत Šई हœ, तो मœ आपको कुछ महȕपूणŊ गिणतǒो ंके नाम दंूगा 
िजɎोनें अंतर समीकरणो ंके अȯयन मŐ योगदान िदया था, तो आइए उनके कैलकुलस आइजैक Ɋूटन से उनके गितकी के िनयमो ंसे लैस 
होना शुŝ करŐ  Ťहो ंकी गित की ʩाƥा करने मŐ सƗम िवषुवो ंकी सटीकता और ǜार-भाटा खगोल िवǒान का गठन जो अब तक एक 
अनुभवजɊ िवǒान मŐ एक गितशील िवǒान मŐ बदल गया है यह Ɋूटन की एक ˝ारकीय उपलİɩ है,
 इसिलए इसे बŠत महान नही ंमाना जाता है िसफŊ  कलन के आिवʺार के िलए लेिकन िवचारो ंके पįरवतŊन के िलए एक गितशील िवǒान 
के ŝप मŐ खगोल िवǒान का सार संƗेप मŐ Ɋूटन ने जो िकया वह मूल ŝप 
से दो शरीर की सम˟ा के िलए अंतर समीकरणो ंकी एक Ůणाली से िनपटता था और वह Ťह मुƅ गित के केɘर के िनयमो ंको Ůाɑ 
करने मŐ सƗम था,
 इसिलए अंतर के िसȠांत की उȋिȅ समीकरणो ंको कम से कम Ɋूटन तक खोजा जा सकता है, अब मœ आपको उह से पįरिचत कराता 
šं, अगली ˠाइड मŐ कुछ उˑादो ंके नामो ंका संकेत िदया गया है जो इस िवषय मŐ शुŜआती माːसŊ का योगदान िदया गया था, पहले 
आप इसहाक बैरो का नाम देखते हœ जो एक िशƗक थे  आइजैक Ɋूटन के कुछ िवचार पहले से ही इसहाक बैरो मŐ वापस जाते हœ, िफर 
िनिʮत ŝप से 1687 मŐ Ɋूटन आते हœ उɎोनें 1693 मŐ एक रैİखक अंतर समीकरण को एकीकृत िकया, 
आप िलबिनज़ का नाम देखते हœ और उɎोनें पाया िक समŝप समीकरणो ंके िलए Ůित̾थापन के बराबर है।y tx 
 बनŗली का एक बŠत ŮिसȠ नाम हम बाद मŐ शायद पांचवŐ या छठे ʩाƥान मŐ बनŗली समीकरण का सामना करŐ गे और बनŗली ने 
िफनोम का योगदान िदया है िडफरŐ िशयल इƓेशɌ के Țोरी के िलए आप įरककाटी का नाम देखते हœ जो िक ŮिसȠ इƓेशन Ůाइम y 
इƓल है ˍेडŊ ɘस ɘस है।ax y bxy cx 
  मामले िलयोनाडŊ यूलर महान Ůितभा उɎोनें िदखाया िक कैसे एक िनिʮत समाधान ǒात होने पर įरकाटी समीकरण को एक रैİखक 
समीकरण मŐ कम िकया जा सकता है सूची बŠत लंबी है और हमŐ इस सूची को छोटा करना चािहए Ɛोिंक अंतर समीकरणो ंका िवषय 
कम से कम 350 वषŊ पुराना है और हम  इस वतŊमान पाǬŢम की बारीिकयो ंको जानने की जŝरत है और हम इस ऐितहािसक िवकास 
पर और अिधक ȯान नही ंदे सकते हœ मœ आपको ऐितहािसक िवकास के िलए केवल एक संदभŊ देना चाहता šं,  रɬी Ȫारा अंतर 
समीकरणो ंपर इस पुˑक का पहला अȯाय एक पįरचय है।
  बुिनयादी अवधारणाओ ंके पįरणाम और अनुŮयोग दूसरे संˋरण मŐ ʩƅ होने पर भौितकी के एक संुदर ऐितहािसक पįरचय कानून हœ 
गिणतीय शɨो ंमŐ अंतर समीकरणो ंको जɉ देते हœ उदाहरण के िलए रसायन िवǒान मŐ ūʩमान िŢया का िनयम आपको जीव िवǒान 
पाįरİ̾थितकी जनसांİƥकी मŐ उȋɄ होने वाले रासायिनक कैनेटीƛ और एंजाइम कैनेटीƛ मॉडल के अंतर समीकरण देता है वे सभी 
अंतर समीकरणो ंको जɉ देते हœ हम इनमŐ से कुछ उदाहरण देखŐगे आज के ʩाƥान के बाद के भाग मŐ पाįरİ̾थितक मॉडल रासायिनक 
कैनेटीƛ और गिणतीय पाįरİ̾थितकी मŐ उȋɄ होने वाले अंतर समीकरणो ंके बीच कुछ हड़ताली समानताएं देखते हœ , दो Ůकार की 
Ůणािलयो ंके बीच मजबूत समानताएं हœ गिणतीय जीव िवǒान आज एक िवशाल Ɨेũ मŐ िवकिसत हो गया है और सिŢय है उदाहरण के 
िलए गिणतीय जीव िवǒान मŐ अनुसंधान चल रहा है, उदाहरण के िलए ईसी सीमŐस ने अंतर समीकरणो ंकी एक Ůणाली के ŝप मŐ िदल की 
धड़कन के मॉडिलंग मŐ सफलता Ůाɑ की, हॉजिकन और हƛले ने तंिũका आवेगो ंके अपने काम के िलए नोबेल पुरˋार Ůाɑ िकया, 
िफर सम˟ाएं हœ जो Ǜािमित मŐ उȋɄ होती हœ
 इसिलए यहां एक ऐसी İ̾थित है जहां  हम का आवेदन देखते हœ गिणत के एक भाग से गिणत के दूसरे भाग मŐ अंतर समीकरण भौितक 
िवǒान मŐ इंजीिनयįरंग मŐ जैव िवǒान मŐ रसायन िवǒान मŐ सभी जगह हœ िवभेदक समीकरणो ंके िलए बŠत सारे कारण हœ िक िकसी को 
अंतर समीकरणो ंका अȯयन Ɛो ंकरना चािहए, Ůेरक कारण हœ िक िकसी को अलग-अलग अंतर समीकरणो ंका अȯयन Ɛो ंकरना 
चािहए और आप इस पाǬŢम मŐ जो देखŐगे वह िसफŊ  शुŜआत है गिणत के एक बŠत िवशाल Ɨेũ की एक मामूली शुŜआत ठीक है तो  
आइए एक बŠत ही सरल भौितक İ̾थित को देखकर शुŝ करते हœ 
, साधारण पŐडुलम तो एक साधारण पŐडुलम Ɛा होता है 
िजसमŐ ūʩमान का एक बॉब होता है जो एक िबंदु से िनलंिबत होता है जैसा िक आप इस िचũ मŐ देख सकते हœ िक ūʩमान का m m 
एक गोलक एक भारहीन छड़ Ȫारा िनलंिबत है  लंबाई िजसे दोलनो ंमŐ सेट िकया गया है और यह कोण यह माȯ İ̾थित या गोलक है l 
और यह गोलक i .
 है  एक कोण Ȫारा िव̾थािपत िकया गया है और यह दोलनो ंमŐ सेट है, आप देखते हœ िक बॉब का ūʩमान है और लंबवत s y m mg 
नीचे की ओर अिभनय करने वाला भार है और साइन घटक इस िदशा का घटक है िजसे अब हम पसंद करŐ गे  यह िदखाने के िलएmg y 
िक Ɋूटन का गित का दूसरा िनयम पŐडुलम के इस गोलक की गित को िनयंिũत करने वाले िवभेदक समीकरणो ंकी Ůणाली को कैसे जɉ 
देता है, तो आइए समय पर कोणीय िव̾थापन देखŐ, का ठीक है और अब हम देखते हœ िक कोणीय ȕरण यिद  िव̾थापन का कोण t y 

है तो कोणीय वेग Ɛा है यह से है कोणीय ȕरण Ɛा है यह बटा वगŊ है और आपके पास एक बल है जो लंबवत y dt dy d2y dt 
ŝप से नीचे की ओर कायŊ कर रहा है और वह बल एक को जɉ देने वाला है टोक़ तो इस टोक़ का पįरमाण Ɛा है इस टोक़ का पįरमाण
एमजीएल साइन वाई है आपको टोक़ Ůाɑ करने के िलए इसे से गुणा करना होगा और अब इस बॉब की जड़ता का Ɨण Ɛा है काl i 
Ɨण  इस बॉब का नेिटŊया 
एमएल वगŊ है तो चिलए ˠाइड पर वापस जाते हœ और आप देखते हœ िक जड़ता का Ɨण एमएल वगŊ है आप कोणीय ȕरण को d2y dt
वगŊ से गुणा करके जड़ता के Ɨण से गुणा करते हœ और यह बाहरी टोक़ Ȫारा संतुिलत होगा और बाहरी टॉकŊ  माइनस mgl sine y m
कœ िसल आउट होता है और आपको समीकरण 1.

बटा ˍेडŊ ɘस ओवर साइन बराबर 0 िमलता है।1 d2y dt g l y 
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 इसिलए समीकरण 1.
1 
एक साधारण पŐडुलम की गित को िनयंिũत करने वाला अंतर समीकरण है,
 इसिलए यह सरल पŐडुलम है  बम या साधारण पŐडुलम की गित इस अंतर समीकरण Ȫारा िनयंिũत होती है Ȫारा वगŊ ɘस d 2 y dt 

ओवर साइन बराबर 0 जो िक एक साधारण पŐडुलम की गित के िलए अंतर समीकरण है सरल पŐडुलम ūʩमान का एक g l y m ma
है  लंबाई और गित मŐ सेट करŐ  ठीक है तो चिलए इस अंतर समीकरण 1.l 
1 पर वापस आते हœ तािक आप देख सकŐ  िक दो समय ʩुȋɄ हœ यह वगŊ Ȫारा हैd2y dt 
 इसिलए यह एक दूसरा Ţम अंतर समीकरण है आयन ठीक है और उम तो चिलए अगले एक पर चलते हœ तो आइए हम भौितकी से एक 
और उदाहरण देखŐ शम सरल हामŖिनक गित के िलए खड़ा है तो एक साधारण हामŖिनक गित Ɛा है एक कण को साधारण हामŖिनक 
गित ŮदिशŊत करने के िलए कहा जाता है यिद यह स   थ चलता है  एक सीधी रेखा सबसे पहले एक सीधी रेखा मŐ चलती है और कण पर 
अिभनय करने वाला बल मूल िबंदु से िव̾थापन के समानुपाती होता है और बल िव̾थापन के िवपरीत िदशा मŐ कायŊ करता है
 इसिलए कण का िव̾थापन का होता है ȕरण है वगŊ Ȫारा और इस ȕरण को से गुणा करने पर आपको बल Ůाɑ y t d2y dt m 
होता है और यह बल के समानुपाती होता है औरy 
 इसिलए इस बल का पįरमाण होता है और यह एक ऋणाȏक िचɎ लेने वाला होता है Ɛोिंक िदशा िवपरीत होती हैky 
 इसिलए संतुलन िनयम  आपको बटा ˍेडŊ ɘस बराबर 0 िडवाइड बाय और बटा को ओमेगा ˍेडŊ m d2 y dt ky m k m 
कहते हœ और हमŐ िडफरŐ िशयल इƓेशन 1.

बटा ˍेडŊ ɘस ओमेगा ˍेडŊ बराबर 0 िमलता है।2 d2y dt y 
  तो समीकरण 1.
2 दूसरा Ţम अंतर समीकरण है, यह दूसरा Ţम अंतर समीकरण Ɛो ंहै Ɛोिंक आप देखते हœ िक दूसरा ʩुȋɄ वगŊ Ȫारा d2y dt 
Ůकट होता है,
 इसिलए अब यहां हम भौितकी से दूसरा उदाहरण देखते हœ जहां हमŐ अंतर समीकरण िमला है  संतुलन कानून Ȫारा एक संतुिलत कानून 
को देखकर
 इसिलए मœ िफर से दोहराता šं िक भौितकी के िनयम जब गिणतीय शɨो ंमŐ ʩƅ िकए जाते हœ तो अंतर समीकरणो ंको जɉ देते हœ और 
हम पहले से ही दो ऐसे उदाहरण देख चुके हœ, दोनो ंउदाहरण दूसरे Ţम के अंतर समीकरण हœ, चलो थोड़ा आगे बढ़ते हœ थोड़ा और आगे 
और िफर से भौितकी के उदाहरणो ंको देखŐ लेिकन इससे पहले आइए हम इस सरल हामŖिनक गित को थोड़ा िवˑार से देखŐ तािक सरल 
हामŖिनक गित का समीकरण िफर से ˠाइड मŐ ˍेडŊ ɘस ओमेगा ˍेडŊ बराबर मŐ ŮदिशŊत हो।d2y dt y 
  0 से कोई भी ओमेगा टी के कोसाइन को समीकरण 1.
2 मŐ Ůित̾थािपत कर सकता है और सीधे सȑािपत कर सकता है िक ओमेगा टी की कोसाइन समानता को संतुʼ करती है  1.
2 पर
 इसिलए हम ओमेगा टी के कोसाइन को समीकरण 1.
2 के समाधान के ŝप मŐ कहते हœ, इसी तरह कोई बराबर साइन ओमेगा की कोिशश कर सकता है, इसे अंतर समीकरण 1.y t 
2 मŐ ̾थानापɄ कर सकता है और कोई यह सȑािपत कर सकता है िक साइन ओमेगा टी भी समीकरण 1.
2 का समाधान है,
 इसिलए हमŐ िमला  दो समाधान कोसाइन ओमेगा टी और 1.
2 के साइन ओमेगा टी अब भौितकी मŐ आप सुपरपोिजशन के िवचार से पįरिचत हœ
 इसिलए आप दो तरंगो ंका सुपरपोिजशन सही लेते हœ तो सुपरपोिजशन का गिणतीय अथŊ Ɛा है इसका Ɛा मतलब है िक हम एक 
सुपरपोिजशन लेते हœ  एक कोसाइन और एक साइन इसका मतलब है िक आप तीसरे Ůकार के समाधान 1.
3 को देखते हœ, अथाŊत् एक कॉस ओमेगा टी ɘस बी साइन ओमेगा टी तो आइए हम समीकरण 1.
3 लŐ और समीकरण 1.
2 मŐ ̾थानापɄ करŐ  और आप जʗी से सȑािपत कर पाएंगे िक 1.
3 भी संतुʼ करता है  अंतर समीकरण 1.
2 तो हमने Ɛा िकया है अब हमने 1.
2 के कई समाधान सूचीबȠ िकए हœ जैसे कोसाइन ओमेगा टी साइन ओमेगा टी और आम तौर पर एक कोसाइन ओमेगा टी ɘस बी साइन
ओमेगा टी यानी 1.
3 नोिटस वŐ  1.
3 मŐ यिद आप 1 के बराबर और बराबर 0 लेते हœ तो हमŐ ओमेगा का कोसाइन िमलता है यिद हम 0 के बराबर लेते हœ और b t b 
बराबर 1 लेते हœ तो हमŐ साइन ओमेगा िमलता है और मœ िविभɄ मान दे सकता šं 1 2 3 घटा आधा  1 3 जो कुछ भी और आप t b 
िविभɄ मान 1 बटा ŝट 2 1 माइनस 1 0 आिद दे सकते हœ,
 इसिलए İ̾थरांक की Ůȑेक पसंद के िलए और समीकरण 1.a b 
3 हामŖिनक थरथरानवाला समीकरण 1.
2 का एक समाधान ŮदिशŊत करता है, 
इसिलए हमने 1.
2 के कई समाधान सूचीबȠ िकए हœ, वाˑव मŐ हम  1.
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2 के समाधानो ंके एक अनंत पįरवार को सूचीबȠ िकया, 
लेिकन आइए हम खुद से यह सवाल पूछŐ  
िक Ɛा हमने सभी समाधानो ंको सूचीबȠ िकया है, मुझे कैसे पता चलेगा िक यह 1.
3 सभी समाधानो ंको समाɑ कर देता है, शायद कोई ʩİƅ अȑिधक चतुर हो सकता है और 1.
2 का समाधान तैयार कर सकता है जो िक फॉमŊ का नही ंहै एक कोसाइन ओमेगा टी ɘस बी साइन ओमेगा टी इस Ůʲ का उȅर िदया 
जाना चािहए िक हम कैसे जानते हœ िक अगर zt 1.
2 का कोई समाधान है तो कुछ İ̾थरांक के िलए कोसाइन ओमेगा टी ɘस बी साइन ओमेगा टी के ŝप मŐ है और हम  देखŐ zt a b 
िक हम ˢाभािवक ŝप से उस ओर अŤसर हœ सभी समाधानो ंके वगŊ का वणŊन करने की सम˟ा यह िदखाना मुİʭल नही ंहै िक 1.
3 1.
2 के सभी समाधानो ंको समाɑ कर देता है 1.
2 का Ůȑेक समाधान एक कोसाइन ओमेगा टी ɘस बी साइन ओमेगा टी के ŝप मŐ होता है यह सािबत करना मुİʭल नही ंहै लेिकन 
हम नही ंकरŐ गे  ऐसा करŐ  िक िफलहाल हम इस पर बŠत बाद मŐ वापस आएंगे यिद समय अनुमित देता है तो हम इसके बजाय कुछ और 
उदाहरणो ंपर आगे बढ़Ő गे, आइए िवद्युत सिकŊ ट के कुछ उदाहरण देखŐ 1.
2 1.
2 का एनालॉग Ɛा है एक यांिũक एक सरल हामŖिनक की एक Ůणाली है एक कण की गित एक सीधी रेखा के साथ एक बल Ȫारा चलती 
है जो रैİखक है और 1.
2 के िवपरीत िदशा मŐ एनालॉग भी िवद्युत सिकŊ ट के िसȠांत मŐ उȋɄ होता है, अथाŊत् सिकŊ ट अिधʿापन के िलए खड़ा है और lc l c
समाई के िलए खड़ा है,
 इसिलए इनकी चचाŊ के िलए  एलसी सिकŊ ट मœ आपको रॉबटŊ रेसिनक और डेिवड हॉिलडे की ŮिसȠ पुˑक के बारे मŐ बताऊंगा, जो मुझे 
यकीन है िक आप सभी वतŊमान मŐ अपनी तैयारी के िलए पढ़ रहे हœ और तीसरे संˋरण पी के िलए दूसरा खंड पढ़ रहे हœ।
  संˋरण पर ȯान दŐ  Ɛोिंक इस पुˑक के कई संˋरण आ चुके हœ
 इसिलए यिद आप गलत संˋरण उठाते हœ तो हम नही ंकर पाएंगे हम एक ही पृʿ पर नही ंहœ
 इसिलए मœ कुʱी के तीसरे संˋरण मŐ पृʿ 845 समीकरण 38.
5 के बारे मŐ बात कर रहा šँ 
और हॉिलडे िफिजƛ वॉʞूम 2 की ŮिसȠ पुˑक।
 व   ◌ा◌ं आपको इ   इलेİƃŌ कʤ एलसी सिकŊ ट का बŠत िवˑृत िववरण िदखाई देगा, वाˑव मŐ व   पेज 848 पर एलसीआर सिकŊ ट के 
बारे मŐ बात करता है और एलसीआर सिकŊ ट को न   
यंिũत करने वाले समीकरण Ɛा हœ यह डी 2 Ɛू बाय ड   टी ˍायर ɘस है  ओवर बटा ɘस ओवर यहां शूɊ r l dq dt q lc 
के बराबर है यहां एक Ůितरोध है अिधʿापन है और िवशेष ŝप से समाई है यिद Ůितरोध शूɊ है िवशेष ŝप से Ůितरोध शूɊ हैr l c 
तो अंतर समीकरण का Ɛा होता है िजसे आप देखते हœ  शɨ मȯ पद नही ंहै, मȯ पद बस नही ंहै यिद शूɊ है तो आपके पास r r 
Ɛा है आपको दो घन वगŊ से िमला है और İ̾थर समय शूɊ है एक बटा İ̾थर Ɛा है  एक धनाȏक İ̾थरांक हैd dt q lc lc 
 इसिलए आप इसे ओमेगा वगŊ कह सकते हœ तािक आप घन बटा वगŊ और ओमेगा वगŊ बराबर 0 देख सकŐ , लेिकन ऐसा नही ंd2 dt q 
है िक 1.
2 1.

बटा वगŊ ɘस ओमेगा वगŊ शूɊ के बराबर है तो  आप देखते हœ िक िवद्युत सिकŊ ट िसȠांत मŐ आपके सामने आने वाले 2 d2y dt y 
एलसी सिकŊ ट 
एक साधारण हामŖिनक गित के यांिũक Ůणाली का िवद्युत एनालॉग है,
 इसिलए अंतर समीकरण दूसरी ओर बŠत समान है यिद आप Ůितरोध शɨ मŐ फŐ कते हœ तो आपके पास मȯ अविध है  मȯ पद आर 
बाय एल डीƐू बाय डीटी मȯ पद है
 इसिलए यह समीकरण एक थरथरानवाला होगा िजसमŐ एक िभगोना शɨ फŐ का गया है
 इसिलए मœ आपको कुʱी और छुǥी के समीकरण 15.
37 के बारे मŐ बताऊंगा अब आइए हम भौितकी के दायरे को छोड़ दŐ  और धीरे-धीरे  1798 मŐ जीव िवǒान के Ɨेũ मŐ िवशेष ŝप से 
गिणतीय पाįरİ̾थितकी की ओर बढ़ना माʕस ने एक पाįरİ̾थितकी की जनसंƥा वृİȠ के िलए एक मॉडल का Ůˑाव रखा िजसमŐ जीवो ं
की केवल एक Ůजाित है उदाहरण के िलए आप बैƃ के बारे मŐ सोच सकते हœ जीवाणु संˋृितयो ंका िवकास अब इस पाįरİ̾थितकी मŐ 
केवल एक ही Ůजाित है इस मॉडल को िलयोनाडŊ यूलर Ȫारा ˢतंũ ŝप से कुछ हद तक पहले भी Ůˑािवत िकया गया था िक मॉडल Ɛा
कहता है िक यिद टी का समय टी पर Ůजाितयो ंकी आबादी है, जब की दर  Ȫारा जनसंƥा का पįरवतŊन उस समय मौजूद y dt 
जनसंƥा के समानुपाती होता है, दूसरे शɨो ंमŐ गुणा होता है, आनुपाितकता के कुछ İ̾थर के िलए यह dy by dt k y k 
समीकरण 1.
4 है एकल Ůजाित पाįरİ̾थितकी का समीकरण या माʕुिसयन मॉडल ȯान दŐ  िक 1.
4 तुरंत आपको देता है िक का होना चािहए घात समीकरण 1.t y ae to kt 

से घात के गुणा घातांक से संतुʼ है,4 ae kt kt 
 इसिलए यह दशाŊता है िक जनसंƥा को घातीय ŝप से तेजी से बढ़ना चािहएyt 
 इसिलए एकल के िलए माʕुिसयन मॉडल के अनुसार Ůजाित पाįरİ̾थितकी जनसंƥा मŐ िव˛ोट होता है यह बŠत तेजी से बढ़ता है यह 
शİƅ के िलए ई है केटी आइए हम अपने आप से कुछ Ůʲ पूछŐ  Ɛा यह ʩावहाįरक जनसंƥा वाˑव मŐ बढ़ सकती है  डɲू असीिमत 
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समय मŐ तेजी से तेजी से Ůकृित जनसंƥा की इतनी घातीय वृİȠ की अनुमित देगी Ůाकृितक संसाधनो ंकी सीमाओ ंके कारण कुछ 
अवरोधक कारक नही ंहोगें जो इस घातीय वृİȠ को रोक दŐ गे हम जानते हœ िक यह जारी नही ंरह सकता है जनसंƥा बढ़ती नही ंरह 
सकती है िकसी समय मŐ तेजी से तेजी से कुछ तंũ होना चािहए िजसके Ȫारा इसे रोका जा सकता है इस तरह के एक तंũ को 1836 मŐ 
वहŊː Ȫारा Ůˑािवत िकया गया था, जो वरŠल कहता है िक अंतर समीकरण 1.
4 को देखŐ, केवल के बराबर के बराबर डाई है जो कहता है  Ɛा यह है िक दािहने हाथ को संशोिधत िकया जाना चािहए आप dt ky 
देखते हœ िक जब Ůाकृितक संसाधनो ंकी कमी होती है जब सकाराȏक भोजन होता है तो वह सामािजक घषŊण का कारण बनता है जो 
सामािजक घषŊण का कारण बनता है और सामािजक घषŊण का जनसंƥा वृİȠ पर नकाराȏक Ůभाव पड़ता है
 इसिलए  टमŊ को माइनस ˍेडŊ बाय टमŊ मŐ बदला जाना चािहए समीकरण 1.ky aky ky r 
5 को देखŐ  संभािवत समीकरण ने जनसंƥा के पįरवतŊन की दर को बदल िदया है, जनसंƥा के पįरवतŊन की दर बटा के dy dt 
बराबर है यह बटा बराबर घटा है कुछ पद Ɛा है वगŊ बटा जहां एक और İ̾थरांक है यह दूसरा ky dy dt ky ky r r r 
İ̾थरांक कहलाता है पयाŊवरण की वहन Ɨमता यह िनरंतर आर उस पयाŊवरण की सीमाओ ंपर िनभŊर करेगा िजसमŐ पाįरİ̾थितकी r 
िवकिसत हो रही है, जेडी मरे Ȫारा गिणतीय जीव िवǒान पर एक बŠत ही संुदर पुˑक है, मœने आपको इसका संदभŊ िदया है िक यह सबसे
ʩापक संिधयो ंमŐ से एक है िजस पर िलखा गया है  गिणतीय जीव िवǒान और आप इस पुˑक मŐ बŠत सारे ऐितहािसक िववरण पाएंगे, 
िविभɄ मॉडल, िविभɄ मॉडल, जो िविभɄ वैǒािनको ंने इन िविभɄ मॉडलो ंके गुण और दोषो ंका Ůˑाव िदया है, िविभɄ Ůकार के अंतर 
समीकरण जो आपको िविभɄ धारणाओ ंसे िमलते हœ और इसी तरह अब आइए हम  दूसरी Ůणाली पर जाएं आइए हम एक पाįरİ̾थितक 
तंũ पर जाएं लेिकन इस बार इस पाįरİ̾थितकी मŐ दो Ůकार के हœ  उदाहरण के िलए आप एक िशकारी और एक िशकार के बारे मŐ s 
सोच सकते हœ उदाहरण के िलए आप िशकारी को शाकŊ  के ŝप मŐ और िशकार को सािडŊन के ŝप मŐ या िकसी भी िशकारी और िकसी 
भी िशकार के बारे मŐ सोच सकते हœ यिद आप चाहŐ तो िबİʟयो ंऔर माउस के बारे मŐ सोच सकते हœ तो आइए हम एक िशकारी से 
िमलकर दो Ůजाितयो ंकी पाįरİ̾थितकी पर िवचार करŐ ।
 जनसंƥा और आबादी के साथ एक िशकार तो िशकाįरयो ंके िलए भोजन का ŷोत िशकार की उपलɩता है और िशकार वे xd yt 
शाकाहारी जानवर हœ वे वे हœ उदाहरण के िलए यिद आप जलीय Ůणाली को देख रहे हœ तो आप मानते हœ िक िशकार रहता है  शैवाल पर 
उदाहरण के िलए Ůाकृितक शाकाहारी भोजन
 इसिलए मान लीिजए िक कोई िशकार नही ंहै, मान लीिजए िक नही ंहै, तो िशकाįरयो ंके पास खाने के िलए भोजन नही ंहै,y 
 इसिलए उनकी आबादी 
तेजी से कम हो जाएगी समीकरण 1.

को ऋणाȏक कुʥाड़ी के बराबर देखŐ।6 dx by dt 
  इसका मतलब है िक ˾प का मतलब है िक फ़ंƕन ई की तरह पावर माइनस के ŝप मŐ होने वाला है, यह Ɨय होने जा रहा है xt 
Ɛोिंक समय अनंत तक चला जाता है दूसरे शɨो ंमŐ यिद वहाँ हœ  यिद कोई िशकार नही ंहै यिद नही ंहै तो की जनसंƥा की दरyt xt 
बŠत तेजी से घटती रहेगी दूसरी ओर यिद कोई िशकारी नही ंहै तो कोई नही ंहै तो जनसंƥा की वृİȠ को रोकने के िलए कुछ भी xt 
नही ंहै िशकार शाकाहारी जानवर हœ और उनकी आबादी तेजी से बढ़ती रहती है उदाहरण के िलए आप खरगोशो ंऔर लोमिड़यो ंके साथ 
एक वातावरण के बारे मŐ सोच सकते हœ उदाहरण के िलए िशकार खरगोश हो सकते हœ और िशकारी लोमड़ी हो सकते हœ खरगोश 
शाकाहारी जानवर हœ और लोमड़ी मांसाहारी हœ आइए अब देखते हœ िक हम इन दो Ůजाितयो ंके जानवरो ंको एक साथ रखते हœ तािक घटने
की दर 1.
6 अब सच नही ंहै Ɛोिंक िशकाįरयो ंके पास अब खाने के िलए भोजन है
 इसिलए जनसंƥा मŐ िगरावट यानी माइनस कुʥाड़ी की जाँच की जा रही है  एक ɘस शɨ के जोड़ पर आप ˠाइड मŐ अंितम bxy 
पंİƅ देखते हœ, समीकरण 1.
6 के दािहने हाथ की ओर माइनस को माइनस ɘस से बदलकर संशोिधत िकया गया है।ax ax bxy m 

आप सभी İ̾थरांक एबीसी और के सभी सकाराȏक हœ ठीक है अब Ɛा होगा और 1. ind 
7 के दािहने हाथ मŐ वृİȠ की दर इंिगत की गई है अब आप िशकाįरयो ंको डालते हœ और ŮाथŊना करते हœ िक िशकारी वहां हœ वे जा रहे हœ  
िशकार को खाओ तािक िशकार की आबादी बढ़ती न रह सके जैसे 1.
7 जनसंƥा वृİȠ की दर के बराबर के बराबर है, शɨ को संशोिधत िकया जा रहा है इसे कैसे संशोिधत िकया जा रहा है dy ky ky 
आप माइनस को देखने जा रहे हœ आप माइनस को देख रहे होगें औरky cxy ky cxy 
 इसिलए समीकरणो ंकी संशोिधत Ůणाली बटा बराबर माइनस ɘस बटा बराबर माइनस के dx dt ax bxy dy dt ky cxy 
बराबर होगी, आपको अंतर समीकरणो ंकी एक जोड़ी िमलती है 1.
8 İ̾थरांक और इस मोड़ पर अब सकाराȏक हœ आप पूछ सकते हœ िक मœने ɘस और माइनस Ɛो ंलगाया, यह abc k bxy cxy 
िȪघात शɨ चुकता चुकता अǅी तरह से ये मॉडल हœ और वे सटीक मॉडल नही ंहœ, सबसे xyy naught x yy naught xy 
पहले चलो  हम एक िवचार Ůयोग करते हœ मान लीिजए िक आपके पास एक ऐसा वातावरण है िजसमŐ कहा गया है िक यह एक िबİʟयाँ 
और चूहे हœ, अब मान लीिजए िक िबİʟयो ंकी आबादी दोगुनी हो जाती है और चूहो ंकी आबादी भी दोगुनी हो जाती है, तो िबʟी के चूहो ं
से िमलने की संभावना खȏ हो जाएगी।
 चार गुना ऊपर तो यह बताता है िक Ɛो ं शɨ और िबʟी और चूहे के बीच की यह बातचीत माउस के िलए हािनकारक होने वाली xy 
है, जबिक यह िबİʟयो ंके अनुकूल होने जा रही है ,
 इसिलए जब पहला समीकरण आप इस शɨ को ɘस के साथ देखते हœ साइन और दूसरा समीकरण आप इस शɨ को माइनस साइन 
के साथ देखते हœ तािक इस मॉडल को अनुभवजɊ ŝप से समझा जा सके 1.
8 यह मॉडल एक बŠत ŮिसȠ मॉडल है इसे वोʐेरा लोटका मॉडल कहा जाता 
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है यह समीकरणो ंका एक वोʐेरा लोडकाː िसːम है यह एक साथ अंतर समीकरणो ंकी एक Ůणाली है  और यह अंतर समीकरणो ंकी 
एक युİƵत Ůणाली है याद रखŐ 1.
8 मŐ पहले समीकरण को देखŐ यह बटा बराबर माइनस ɘस है जो पहले समीकरण मŐ िदखाई देता है  आयन भी dx dt ax bxy y 
और दूसरा समीकरण बराबर माइनस दूसरे समीकरण मŐ िदखाई देता हैdy by dt ky cxy x 
 इसिलए समीकरणो ंकी Ůणाली एक युगल है समीकरण की Ůणाली अथाŊत् दोनो ंअǒात और दोनो ंसमीकरणो ंमŐ िदखाई देते हœ x y 
और यह एक साथ Ůणाली है अंतर समीकरणो ंऔर यह उदाहरण मœने केवल यह बताने के िलए िदया है िक पाįरİ̾थितक तंũ के अȯयन 
मŐ अंतर समीकरण कैसे उȋɄ होते हœ हम अȯयन नही ंकरने जा रहे हœ हम इस समीकरण 1.
8 का िवˑार से िवʶेषण नही ंकरने जा रहे हœ Ɛोिंक यह इस पाǬŢम के दायरे मŐ नही ंहै लेिकन  यह उदाहरण िसफŊ  यह िदखाने के 
िलए यहां रखा गया है िक अंतर समीकरण सभी जगह िफर से भौितकी मŐ िदखाई देते हœ जैसे िक िवद्युत सिकŊ ट यांिũक Ůणािलयो ंमŐ वे 
बैƃीįरया और जनसंƥा मॉडल जनसांİƥकीय रोगो ंके Ůसार मŐ िदखाई देते हœ, रासायिनक कैनेटीƛ और बŠत कुछ और एक  बŠत 
कुछ ठीक है
 इसिलए मœ जैिवक Ůणािलयो ंकी इस संिƗɑ चचाŊ को बंद करना चाšंगा 
िक जीव िवǒान मŐ अंतर समीकरण कैसे उȋɄ होते हœ इस पर काफी समय तक बात की,i 
 इसिलए यह केवल आपको कुछ संदभŊ देने के िलए समझ मŐ आता है िजसे आप िकसी समय पढ़ सकते हœ, 
गिणतीय जीव िवǒान पर सैकड़ो ंऔर सैकड़ो ंपुˑकŐ  िलखी गई हœ और मœने उनमŐ से तीन का चयन िकया है, अंितम एक है  जेडी मरे की 
बŠत अǅी िकताब िजसका मœने पहले ही उʟेख िकया है और पहली िकताब डीएस जोɌ एमजे ɘœक और बीडी ˠीमैन कहते हœ िक 
गिणतीय जीव िवǒान मŐ अंतर समीकरण यह पुˑक आपको 
िविभɄ जैिवक सम˟ाओ ंजैसे िक Ǩूमर के िवकास मŐ उȋɄ होने वाले अंतर समीकरणो ंकी बड़ी संƥा Ůदान करती है।
 रोगो ंके Ůसार और कई अɊ जैिवक Ůणािलयो ंपर चचाŊ की गई है जैिवक अंतर समीकरण शरीर िवǒान मŐ उȋɄ होते हœ महाधमनी मŐ 
रƅ Ůवाह जो अंतर समीकरणो ंकी िदलच˙ Ůणािलयो ंको जɉ देता है और एक पूरी िकताब एक बŠत मोटी माũा गिणतीय शरीर 
िवǒान पर कीनर और ʲाइड Ȫारा िलखी गई है बेशक हम इन चीजो ंके बारे मŐ Ǜादा कुछ नही ंकहने जा रहे हœ
 इसिलए यह एक पįरचय है  िडफरŐ िशयल इƓेशन कैसे िडफरŐ िशयल इƓेशɌ की उȋिȅ िडफरŐ िशयल इƓेशɌ की उȋिȅ पर 
ʩाƥान देते हœ, 
इसिलए अब हम िविशʼ िडफरŐ िशयल इƓेशन पर आते हœ जो इस कोसŊ के िलए Ůासंिगक हœ
 इसिलए अब हम पहले ऑडŊर मŐ केवल िडफरŐ िशयल इƓेशन का अȯयन करने जा रहे हœ 
िक कैसे पहले ऑडŊर का िडफरŐ िशयल इƓेशन कैसा िदखता है बटा बराबर कॉमा इƓेशन 1.dy dx f x y 
9 जो आप ˠाइड पर देखते हœ यह फ Ŋː ऑडŊर िडफरŐ िशयल इƓेशन है यह फ Ŋː ऑडŊर िडफरŐ िशयल इƓेशन है Ɛोिंक केवल एक 
ʩुȋɄ बटा िदखाई देता है इसके िवपरीत सरल हामŖिनक गित सरल हामŖिनक गित को िनयंिũत करने वाले समीकरण dy dx 
एक पŐडुलम की गित को िनयंिũत करने वाले समीकरण सिकŊ ट अिधʿापन समाई Ůितरोध इन सभी Ůणािलयो ंमŐ दो डेįरवेिटव के lcr 
साथ अंतर समीकरण शािमल होते हœ
 इसिलए दूसरे Ţम के अंतर समीकरण होते हœ िजनका अȯयन हम पहले करते हœ दूसरे Ţम के अंतर का अȯयन करŐ  समीकरण पहले 
Ţम के अंतर समीकरण के साथ शुŝ करना आसान है और इस पाǬŢम मŐ हम दूसरे Ţम के अंतर समीकरणो ंको देख रहे हœ िजɎŐ 
आपको ʩाƥान की वतŊमान ŵंृखला से परे देखने की आवʴकता है ,
 इसिलए का एक है  दो चरो ंका कायŊxy f 
 इसिलए हम मुƥ ŝप से तीन Ůकार के अवकल समीकरणो ंको देखŐगे 1.
9 अथाŊत् वे अंतर समीकरण िजɎŐ चर िवयोǛ समीकरण कहा जाता है और दूसरे Ůकार के अंतर समीकरणो ंको सजातीय अंतर 
समीकरण के ŝप मŐ जाना जाता है और तीसरा रैİखक समीकरण है और  उनके करीबी चचेरे भाई अथाŊत् बनŗली समीकरण याद करते हœ
िक शुŜआत से ही मœने इसे जीन बनŗली का नाम िदया था जो अंतर समीकरणो ंके इस ऐितहािसक िवकास मŐ एक बŠत ही महȕपूणŊ 
ʩİƅ थे, यह वही बनŗली है
 इसिलए उनका नाम अब इतना रैİखक समीकरण िदखाई देता है और  बनŗली समीकरण
 इसिलए हम इन तीन Ůकार के समीकरणो ंको t .
 मŐ देखŐगे  उसका पाǬŢम ठीक है तो आइए हम पहले एक चर िवयोǛ समीकरण को लŐ, ठीक है
 इसिलए चर िवयोǛ समीकरण
 इसिलए यह एक बŠत ही िवशेष Ůकार का अंतर समीकरण है जहां के दािहने हाथ की ओर के दािहने हाथ की ओर की xy f xy 
िविवधता हो सकती है िविभɄ कायŘ मŐ से का दायां वगŊ और वगŊ हो सकता है या का हो सकता है हो xy f x y xy f x yfxy 
सकता है , उदाहरण के िलए साइन से हो सकता है,x cos y 
 इसिलए ये अंितम दो मामले बŠत खास हœ इसके बारे मŐ Ɛा खास है का का एक फलन का एक फलन है, लेिकन पहले xy f x y 
उदाहरण मŐ मœने आपको का िदया है जो वगŊ और वगŊ के बराबर है, यह के फलन का गुणनफल नही ंहै और का xy f x y x y 
फलन सही है, लेिकन Ɛा हœ  चर िवयोǛ समीकरण समीकरण 1.
9 एक चर िवयोǛ समीकरण है यिद का xy f, 

से के ŝप का है, Ɨमा करŐ , तो मामला जब 1.hx gy gx in hy k 
9 मŐ का फलन का एक उȋाद है फॉमŊ तो हम कहते हœ िक िडफरŐ िशयल इƓेशन वेįरएबल िवयोǛ है, ठीक है तो xy f gx in hy 
1.

मŐ का इन राइट है यह मŐ होने वाला है आइए इसे िलखते हœ मुझे इसे नीचे िलखने दŐ  तािक आप बटा 9 f xy gx hy gx hy dy 
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को के बराबर देख रहे हो ं का और मœ यह मान रहा šँ िक का यह गुणा के ŝप का है, तो मुझे आगे Ɛा dx f xy xy f, gx hy 
करना चािहए, मœ के से भाग दंूगा और मœ इसे के 1 बटा से बराबर के ŝप मŐ िलखंूगा एƛ के जी के िलए िनिʮत ŝप सेy h y h dx 
मœ यह मानने जा रहा šं िक वाई का एच 0 नही ंहै, मœ यह अनुमान लगाने जा रहा šं िक आगे Ɛा है जो एƛ और वाई का एक कायŊ है 
समाधान भी एƛ का एक कायŊ है और एच एक फ़ंƕन है  और बदले मŐ का एक कायŊ है, मœ के संबंध मŐ दोनो ंपƗो ंको y y x x 
एकीकृत करने जा रहा šं,
 इसिलए आप समीकरण 1.
10 को से िवभािजत करते Šए देखते हœ, मœ मान रहा šं िक शूɊ नही ंहै , वाˑव मŐ हम यह मानने जा रहे हœ  िक न तो है h hy gx 0 
और न ही है।hy 0 
 Ɛा होता है जब उनमŐ से एक 0 होता है िजसे हम बाद मŐ लŐगे और ऐसे मामले हमेशा िकसी भी गिणत मŐ उȋɄ होगें जब आप िवभािजत 
करते हœ तो आपको उन िवशेष मामलो ंको देखना होगा जहां आप िजस माũा से िवभािजत करते हœ वह शूɊ है, उन मामलो ंको हमेशा 
अलग से िनपटाया जाता है, हम बाद मŐ ऐसा करŐ गे तािक हम तकŊ  के Ůवाह को बािधत न करŐ
 इसिलए हम एच से िवभािजत करते हœ  और आप समीकरण 1.y 
10 के दोनो ंपƗो ंको के संबंध मŐ एकीकृत करते हœ, आपको Ɛा िमलता है आपको 1 बटा बटा गुणा बराबर इंटीŤल x hydy dx dx 

अब बाईं ओर देखŐ, बाईं ओर का इंटीŤल बŠत खास है यह बŠत ही खास है उह Ůित̾थापन Ůमेय को लागू करने के िलए gx dx 
आकषŊक यह Ůित̾थापन Ůमेय को लागू करने के िलए बŠत ही आकषŊक है तािक आप एƛ के को याद रखŐ और का एक फ़ंƕन y y 
है का एक फ़ंƕन है एƛ का एक फ़ंƕन है आप एƛ के वाई को यू के बराबर रखना चाहते हœ यिद  का बराबर तो xy x y u dy
बटा सही होगाdx dx 
 इसिलए पर हमारा इंटीŤल बटा बराबर इंटीŤल मŐ बदल जाएगा,r dy hy gx dx 
 इसिलए एक Ůित̾थापन Ůमेय है लेिकन इससे पहले िक हम Ůित̾थापन Ůमेय लागू करŐ , आपको सावधान रहना चािहए िक ʩुȋɄ 
Ůित̾थापन Ůमेय Ɛा है, इसका पįरवतŊन शूɊ नही ंहोना चािहए , उदाहरण के िलए, आप चरो ंका पįरवतŊन कर रहे हœ, उदाहरण के िलए 
अपने अिभɄ कलन मŐ याद करŐ , आप 1 ऋण वगŊ के वगŊमूल को एकीकृत करना चाहते हœ, आप कहŐगे िक बराबर साइन थीटा x dx x 
अǅी तरह से आप जब तक आप अंतराल मŐ काम कर रहे हœ तब तक को साइन थीटा के बराबर रखा जा सकता है माइनस पीआई x 
बटा 2 पीआई बटा 2 चर का पįरवतŊन साइन थीटा के बराबर ʩुȋɄ गैर-शूɊ होना चािहए दूसरे शɨो ंमŐ डीएƛ Ȫारा डीएƛ x 
गैर-शूɊ होना चािहए  अंतर समीकरण 1.
10 पर वापस जाएं हम पहले से ही मान रहे हœ िक शूɊ नही ंहै अब हम यह मानने जा रहे हœ िक शूɊ नही ंहै,hy gx 
 इसिलए Ȫारा आपका डाई गैर-शूɊ होने जा रहा है , Ůित̾थापन Ůमेय माɊ है औरdx 
 इसिलए हमŐ समीकरण 1.
11 ठीक है।
  Ɛा बचा है हमŐ दािहने हाथ की ओर को एकीकृत करने की आवʴकता है और हमŐ बाईं ओर को Ȫारा एकीकृत gx dx dy hy 
करने की आवʴकता है, उʃीद है िक हम इन एकीकरणो ंको िन˃ािदत कर सकते हœ और उʃीद है िक हम एक बंद उȅर Ůाɑ कर 
सकते हœ लेिकन आप अपने अनुभव से जानते हœ।
 इन पर केवल उʃीदŐ  हœ और उɎŐ हमेशा महसूस नही ंिकया जा सकता है आप अƛर ऐसे कायŘ के कई उदाहरण जानते हœ िजनके 
अिनिʮत अिभɄ जीएƛडीएƛ की गणना नही ंकी जा सकती है या इसकी गणना बŠत मुİʭल हो सकती है कभी-कभी वे आसान होते 
हœ हम भाƶशाली हœ यिद वे गणना करना आसान हœ तो इन इंटीŤल की गणना करना आसान है  गणना करŐ  अƛर हम इतने भाƶशाली 
नही ंहोते हœ या तो इसके िलए कुछ बŠत ही चतुर जोड़तोड़ की आवʴकता होती है और कभी-कभी अिनिʮतकालीन अिभɄ की गणना 
करना संभव नही ंहोता है, लेिकन यह जीवन हमŐ इसे ˢीकार करना होगा आइए हम एक सरल उदाहरण देखŐ और आमतौर पर Ɛा होता
है एक अंतर समीकरण सुसİǍत होता है कुछ Ůारंिभक İ̾थितयो ंके साथ मœ इस िटɔणी के बाद हल िकए गए उदाहरण पर आऊंगा, हम 
चर के बारे मŐ सोचते हœ िक ˢतंũ चर समय सही है और आिŵत चर समय टी पर जनसंƥा कहते हœ और हमने देखा है या यह वतŊमान 
Ůवाह हो सकता है  एक िवद्युत पįरपथ के माȯम से या यह साधारण पŐडुलम की औसत İ̾थित से िव̾थापन हो सकता है तो हमŐ Ɛा 
चािहए  करने के िलए यह है िक हमŐ ˢतंũ चर को एक समय चर के ŝप मŐ सोचने की आवʴकता है और िकसी समय पर समय टी के 
बराबर टी के बराबर आपको डेटा िदया जाना चािहए जैसे िक समय पर जनसंƥा टी के बराबर कोणीय िव̾थापन के बराबर है  समय पर 
टी शूɊ के बराबर या िकसी रसायन मŐ रासायिनक अिभकारको ंकी सांūता यिद आप रासायिनक ŮितिŢया का अȯयन कर रहे हœ तो 
िविभɄ पदाथŘ की ŮितिŢया करने वाले पदाथŘ की सांūता को एक िनिʮत समय पर िनिदŊʼ करने की आवʴकता होती है टी शूɊ या 
वतŊमान यिद अȯयन  एक िवद्युत पįरपथ के समय के बराबर नॉट पर करंट िनिदŊʼ िकया जा सकता है,t t n 
 इसिलए आपको के बराबर समय पर डेटा की आवʴकता होती है , यही वह समाधान है िजसे आप खोजने का Ůयास कर रहे हœ , उसेt 
कम से कम एक िवशेष िबंदु पर िनधाŊįरत िकया जाना चािहए।
 समय बराबर शूɊ दूसरे शɨो ंमŐ हमŐ का मान िदया जाता है , समय के बराबर कोई नही ंिक आपको समाधान का मान t t y t t 
िदया जाता है समाधान yt yt 
समय पर के बराबर ना िनधाŊįरत िकया जाता है आप Ɛा करते हœ और आप Ɛा करते हœ Ɛा आप अंतराल मŐ समाधान की तलाश t t 
करते हœ शूɊ शूɊ से शूɊ शूɊ ɘस एक सामाɊ ŝप से अंतर समीकरण कुछ साइड İ̾थितयो ंसे सुसİǍत होते हœ जैसे िक Ůारंिभक 
İ̾थितयां दूसरे शɨो ंमŐ आप देख रहे हœ िक आप हœ न केवल अंतर समीकरण को देख रहे हœ, आप न केवल के के बराबर xy f dx 
Ȫारा के अंतर समीकरण को देख रहे हœ, यह कुछ अितįरƅ शतŊ के साथ पूरक है जैसे का शूɊ पर के समाधान का dy x y x y 
मान के बराबर है  आपको यह कहते Šए िदया जाता है िक कोई चेतावनी नही ंहै जो आप देखते हœ िक अंतर समीकरण मŐ भी हर जगहx 
पįरभािषत िकया गया है , िजस पर समाधान समझ मŐ आता है वह सीिमत हो सकता है आइए हम इसे एक बŠत ही सरल और िवशेष 
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मामले मŐ देखते हœ आइए देखŐ 
िडफरŐ िशयल इƓेशन डाई बटा डीटी बराबर वाई ˍेडŊ एक बŠत ही मासूम िदखने वाला िडफरŐ िशयल इƓेशन है डाई बटा डीटी वाय 
ˍेडŊ के बराबर है और बता दŐ  िक समय टी पर सॉʞूशन का मान 0 के बराबर है।

जहां एक İ̾थरांक है और मान लŐ िक केवल िवचारो ंको ठीक करने के िलए एक सकाराȏक İ̾थरांक है, तो ऊपर के ŝप   sc c c 
मŐ आगे बढ़ते Šए हम Ɛा कहते हœ आपका Ɛा मतलब है जैसा िक ऊपर हम वगŊ से िवभािजत करते हœ और दोनो ंपƗो ंको के y t 
संबंध मŐ एकीकृत करते हœ हम से िवभािजत करते हœ  वगŊ और के संबंध मŐ दोनो ंपƗो ंको एकीकृत करते हœ तो चिलए ऐसा करते हœy t 
 इसिलए हम बटा के बराबर वगŊ के 0 के बराबर को देख रहे हœdy dt y y c 
 इसिलए हम वगŊ 1 बटा चुकता डाई बटा बराबर 1 से िवभािजत करते हœy y dt 
 इसिलए एकीकृत करŐ   समय के संबंध मŐ दोनो ंपƗो ंको इंटीŤल 1 बटा ˍेडŊ डाई बाय बराबर इंटीŤल राइट t y dt dt dt 
िमलता है, ठीक यही हमने अभी िकया है यह एक लेɝ हœड साइड 

ˍायर Ȫारा इंटीŤल डाई को सरल बना देगा चर Ůित̾थापन Ůमेय के पįरवतŊन के िलए धɊवाद y 
Ůित̾थापन Ůमेय मœ आपको यह देता šँ िक ठीक वही है जो आप उस ˠाइड मŐ देखते हœ िजसे आप बटा वगŊ बराबर dy y dt 
एकीकृत देखते हœ और एकीकरण की िनरंतरता को याद रखŐ ये अिनिʮतकालीन अिभɄ हœ
 इसिलए का वह İ̾थरांक होगा एकीकरण चारो ंओर तैरता है तो चिलए इसे करते हœ एकीकरण की िनरंतरता मŐ डालते हœ और देखते हœ i 
िक Ɛा होता है
 इसिलए आप इंटीŤल डाई को वगŊ के बराबर इंटीŤल डीटी के बराबर देख रहे हœ तो Ɛा होता है माइनस 1 बटा वाई बराबर टी ɘस y 
बी जहां बी İ̾थरांक है  एकीकरण सही है तािक टी के को माइनस 1 बटा टी ɘस बी अभी पढ़ा जाए, याद रखŐ िक हमŐ शुŜआती शतŒ y 
दी गई हœ, टी के बराबर 0 हम Ɛा जानते हœ जब टी के बराबर 0 हम जानते हœ िक पर  बराबर 0 है तो हमŐ Ɛा िमलता है y t c c 
बराबर माइनस 1 बटा या बराबर माइनस 1 बटा अब मनमाना İ̾थरांक के मान की गणना की गई है हमने अभी मनमाना b b c 
İ̾थरांक एकीकरण İ̾थरांक के मान की गणना की है  आइए हम इस पर ŮितिŢया दŐ  इस मान को यहां वापस रखŐ, हमŐ Ɛा िमलता है, 
हमŐ टी का बराबर माइनस 1 बटा माइनस 1 बटा या बटा 1 माइनस होगा, तो यह िडफरŐ िशयल इƓेशन का हल है जोyy t c c ct 
िक इसका हल है अंतर  इरŐ िशयल समीकरण जो एक फ़ंƕन नोिटस है िक Ɛा होता है यिद बटा तक पŠंचता है Ɛा होता है t 1 c 
जब बटा तक पŠंचता है इस वˑु का Ɛा होता है यहाँ यह चीज़ अनंत तक उड़ती है िक चीज़ अनंत तक उड़ती हैt 1 c 
 इसिलए यहाँ आप इसे ˠाइड मŐ देखते हœ इस पर लाल रंग मŐ िटɔणी की थी Ɛोिंक बाईं ओर से 1 से की ओर जाता है जो िक I t c 

मूल से शुŝ होता है और यह आगे बढ़ता है और समय िवकिसत होता है और जब समय से t t 1 c 
तक पŠंचता है तो समाधान का Ɛा होता है समाधान बस अनंत तक चला जाता है 
समय की सीिमत माũा मŐ अनंत तक भाग जाता है
 इसिलए भौितक Ůणाली का समाधान समझ मŐ आता है िक भौितक Ůणाली का िवकास केवल समय तक ही समझ मŐ आता है बराबर t 
1 बटा परे के बराबर 1 बटा भौितक Ůणाली पहले ही िव˛ोट कर चुकी है  तबाही ठीक है तो िजस समय अंतराल पर समाधान c t c 
मौजूद है वह पूरी वाˑिवक रेखा नही ंहै, यह ऋणाȏक अनंत से 1 बटा सी तक सभी तरह से है, इससे आगे नही ंयह कै̪शन कहता है 
एस  समाधान पįरिमत समय मŐ अनंत की ओर 
पलायन करता है समाधान पįरिमत समय मŐ अनंत की ओर पलायन करता है,
 इसिलए मœ िपछली ˠाइड पर वापस जाता šं और अब हम चेतावनी को देखते हœ, भले ही अंतर समीकरण हर जगह पįरभािषत हो, अंतर 
समीकरण को देखŐ अंतर समीकरण है बटा बराबर चुकता अंतर समीकरण मŐ कुछ भी गलत नही ंहै वगŊ को हर जगह dy dt y y 
पįरभािषत िकया गया है अंतर समीकरण को हर जगह पįरभािषत िकया गया है िफर भी समाधान पįरिमत समय मŐ अनंत तक िनकल 
जाता है, यहां तक िक अंतर समीकरण भी हर ज  ह पįरभािषत िकया जाता है, िजस पर अंतराल समझ  मŐ आता है सीिमत हो सकताI  
है और ठीक यही इस िवशेष मामले मŐ होता है
 इसिलए हम इस पहले ʩाƥान को यहां रोक दŐ गे और हम इसे दूसरे ʩाƥान मŐ जारी रखŐगे, बŠत बŠत धɊवाद 
आप 
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