
 સԐુભાત , િવભેદક સમીકરણો પરના յયા՚યાનોની આ Ԛેણીમાં આપનું չવાગત છે, હંુ બોձબેના ગિણત િવભાગમાથંી Ԑોફેસર iIT 
ગોપાલ કૃոણ સુિનમાસન 
છંુ
 તેથી અમે આ յયા՚યાનોની Ԛેણીની શԁઆત ટંૂકા ઐિતહાિસક չકેચ સાથે કરીશું.
  િવભેદક સમીકરણો અને કેճԞુલસના આ યુગની શԁઆતમાં જ ેમહըવની બાબતો બની છે તે પછી હંુ તમને કેટલાક મહըવપૂણӪ 
ગિણતશાՅીઓના નામ આપીશ જમેણે િવભેદક સમીકરણોના અհયાસમાં યોગદાન આխયું હતું તો ચાલો તેના કેճԞુલસ આઇઝેક 
լયૂટન સાથે તેના ગિતશાՅના િનયમો સાથે સԤ થવાનું શԁ કરીએ.
 Ԇહોની ગિતને િવષુવવૃિԱની ચોકસાઈ અને ભરતીના ખગોળશાՅની રચનાને સમӽવવામાં સԟમ હતા જ ેઅըયાર સધુી Ԑયોગમૂલક 
િવԥાનમા ંગિતશીલ િવԥાનમા ંફેરવાઈ ગયંુ છે, આ լયૂટનની એક չમારક િસિԺ છે 
જનેે કારણે તેને ખૂબ જ મહાન માનવામા ંઆવે છે.
 માԋ કેճԞુલસની શોધ માટે પરંતુ િવચારોના ԁપાંતરણ માટે જ ેપિરવતӪન થાય છે સારમા ંએક ગિતશીલ િવԥાન તરીકે 
ખગોળશાՅનો અհયાસ լયુટને જ ેકયુӭ તે મૂળભૂત રીતે બે શરીરની સમչયા માટે િવભેદક સમીકરણોની િસչટમ સાથે કામ કયુӭ 
અને તે કેխલરના Ԇહ મԝુ ગિતના િનયમો મેળવવામાં સԟમ હતા જથેી િવભેદક િસԺાંતની ઉըપિԱ 
ઓછામાં ઓછા լયૂટન સુધીના સમીકરણો શોધી શકાય છે, હવ ેચાલો હંુ તમને આગળની չલાઇડમાં લઈ જઈશ, જ ેમાչટસӪના કેટલાક 
નામો દશાӪવે છે જ ેશԁઆતના માչટસӲ આ િવષયમા ંયોગદાન આխયું હતું, Ԑથમ તમે આઇઝેક બેરોનું નામ જુઓ જઓે િશԟક હતા.
  આઇઝેક լયુટનના કેճԞુલસના કેટલાક િવચારો પહેલાથી જ આઇઝેક બેરો પર પાછા ӽય છે પછી અલબԱ 1687 માં լયુટન આવે છે
તેણે 1693 માં એક રખેીય િવભેદક સમીકરણને એકીકૃત કયુӭ 
તમે લીબનીઝનું નામ જુઓ છો અને તેણે શોիયું કે સӽતીય સમીકરણો માટે બરાબર અવӾેમા ંઆવે છે.y tx 
 બનӸલીનું એક ખૂબ જ Ԑ՚યાત નામ આપણે પછીથી કદાચ પાંચમા કે છԬા յયા՚યાનમાં બનӸલી સમીકરણનો સામનો કરીશું અને 
બનӸલીએ આ ઘટનામાં યોગદાન આխયું છે િવભેદક સમીકરણોની િથયરી પર իયાન આપો તો તમે િરԜાટીનું નામ જોશો જ ેԐ՚યાત 
સમીકરણ Ԑાઇમ ઇՄલ ટુ չՄેડӪ  વԱા વԱા છે આ િવભેદક સમીકરણ કુ՚યાત છે કારણ કે તે િનદӷષ રીતે y ax y bxy cx 
ઉકેલી શકાતું નથી જો કે એવું લાગે છે કે તે િવિશՋ િસવાય ઉકેલી શકાતંુ નથી.
 કેસ િલયોનાડӪ  યુલર ધ Ԇેટ Ӿિનયસ તેમણે બતાյયું કે કેવી રીતે િરԜાટી સમીકરણને રખેીય સમીકરણમા ંઘટાડી શકાય છે જો કોઈ 
ચોԜસ ઉકેલ ӽણીતો હોય તો સૂિચ ખૂબ લાંબી છે અને આપણે આ સૂિચને કાપી નાખવી જોઈએ કારણ કે િવભેદક સમીકરણોનો 
િવષય ઓછામાં ઓછો 350 વષӪ જૂનો છે અને અમે આ વતӪમાન અհયાસԃમની ઝીણવટભરી િչથિત સુધી પહોચંવાની જԁર છે અને 
અમે આ ઐિતહાિસક િવકાસ પર વધુ իયાન આપી શકતા નથી, હંુ તમને ઐિતહાિસક િવકાસ માટે ફԝ એક સંદભӪ આપવા માંગુ છંુ 
, આ પչુતકના Ԑારંિભક Ԑકરણમાં િવભેદક સમીકરણો પર રկબી Հારા એક પિરચય  મૂળભૂત િવભાવનાઓ પિરણામો અને એિխલકેશન
બીӾ આવૃિԱ 
ԧાર ેյયԝ કરવામા ંઆવે ըયાર ેતેમાં ભૌિતકશાՅના સુંદર ઐિતહાિસક પિરચયના િનયમો છે ગાિણિતક ԍિՋએ િવભેદક સમીકરણોને
જլમ આપે છે ઉદાહરણ તરીકે રસાયણશાՅમા ંસામૂિહક િԃયાનો કાયદો તમને રાસાયિણક ગિતશાՅ અને એլઝાઇમ ગિતશાՅના 
મોડલના િવભેદક સમીકરણો આપે છે જ ેબાયોલોӾ ઇકોલોӾ ડેમોԆાફીમાં ઉժભવતા હોય છે જ ેતમામ િવભેદક સમીકરણોને જլમ 
આપે છે અમે આમાંથી કેટલાક ઉદાહરણો જોશું .
 આજના લે՘ચરના પાછલા ભાગમાં ઇકોલોӾકલ મોડલ, રાસાયિણક ગિતશાՅ અને ગાિણિતક ઇકોલોӾમા ંઉժભવતા િવભેદક 
સમીકરણો વ՞ચે કેટલીક આઘાતજનક સમાનતાઓ જોવા મળે છે, ગાિણિતક Ӿવિવԥાન આજ ેએક િવશાળ ԟેԋમા ંિવકչયું છે અને 
સિԃય રીતે બે Ԑકારની િસչટમો વ՞ચે મજબૂત સમાનતા છે.
  ગાિણિતક Ӿવિવԥાનમા ંસંશોધન ચાલી રՑું છે ઉદાહરણ તરીકે ઇસી સીમેլસ Ԃદયના ધબકારાને િવભેદક સમીકરણોની િસչટમ 
તરીકે મોડિલંગ કરવામા ંસફળ થયા હોજિકન અને હ՘સલીને તેમના լયુરલ ઇձપճસના કામ માટે નોબેલ પુરչકાર મմયો તો પછી 
ભૂિમિતમાં સમչયાઓ ઊભી થાય છે
 તેથી અહી ંએક પિરિչથિત છે ԧાં અમે એિխલકેશન જોઈએ છીએ  ગિણતના એક ભાગથી ગિણતના બીӽ ભાગમાં
 તેથી િવભેદક સમીકરણો ભૌિતક િવԥાનમા ંએિլજિનયિરંગમાં જિૈવક િવԥાનમા ંરસાયણશાՅમા ંઇકોલોӾ ડેમોԆાફી, ગાંઠોના 
રોગોના િવકાસનો ફેલાવો અને અլય ઘણી બધી વչતુઓ અને હા ભૂિમિતમાં સમչયાઓ ઊભી થાય છે.
 િવભેદક સમીકરણો માટે,
 તેથી િવભેદક સમીકરણોનો અհયાસ કરવો જોઈએ તે માટે ઘણા કારણો છે ըયા ંԐેરક કારણો છે કે શા માટે յયિԝએ િવિવધ િવભેદક 
સમીકરણોનો અհયાસ કરવો જોઈએ અને તમે આ અհયાસԃમમાં જ ેજોશો તે માԋ ગિણતના ખૂબ જ િવશાળ ԟેԋની સાધારણ 
શԁઆત છે.
 
ચાલો એક ખૂબ જ સરળ ભૌિતક પિરિչથિતને જોઈને શԁ કરીએ 
સાદંુ લોલક એટલે સાદંુ લોલક શું છે તે એક િબંદુથી લટકેલા દળ નો બોબ ધરાવે છે જમે તમે આ િચԋમા ંજોઈ શકો છો કે વજનહીન m 
સિળયા Հારા չથિગત દળ નો બોબ લંબાઈ જ ેઓિસલેશનમાં સેટ છે અને આ કોણ આ સરરેાશ િչથિત અથવા બોબ અને આ m l 
બોબ છે  એ કોણ Հારા િવչથાિપત થાય છે અને તે ઓિસલેશનમાં સેટ થયેલ છે તમે જુઓ છો કે બોબનો સમૂહ છે અને i s y m 

એ વજન છે જ ેઊભી રીતે નીચેની તરફ કામ કર ેછે અને સાઈન એ ઘટક છે આ િદશાનો ઘટક છે չપશӪક િદશા હવે mg mg y 
આપણે ઈ՞છીએ છીએ լયુટનનો ગિતનો બીજો િનયમ લોલકના આ બોબની ગિતને સંચાિલત કરતી િવભેદક સમીકરણોની િસչટમને 
કેવી રીતે જլમ આપે છે તે બતાવવા 
માટે, ચાલો જોઈએ કે ની સમયે કોણીય િવչથાપન બરાબર છે અને હવે આપણે અવલોકન કરીએ છીએ કે કોણીય Ԑવેગકt y 
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 તેથી જો  િવչથાપનનો કોણ છે પછી કોણીય વેગ શું છે તે Հારા છે કોણીય Ԑવેગ શું છે તે બાય ચોરસ છે અને y dt dy d2y dt 
તમારી પાસે એક બળ છે જ ેઊભી રીતે નીચેની તરફ કામ કરી રՑું છે અને તે બળ એકને જլમ આપશે ટોકӪ  તો આ ટોકӪની તીԙતા શું છે
આ ટોકӪની તીԙતા સાઈન છે ટોકӪ  મેળવવા માટે તમાર ેઆને વડે ગુણાકાર કરવો પડશે અને હવે આ બોબની જડતાની mgl y l 
ԟણ ની ԟણ કેટલી છે  આ બોબનો નેિટӪયા i 

չՄેર છેml 
 તેથી ચાલો չલાઈեસ પર પાછા જઈએ અને તમે જોશો કે જડતાની ԟણ չՄેર છે તમે કોણીય Ԑવેગક ને չՄેર Հારા ml d2y dt 

չՄેરનો ગુણાકાર કરો અને તે બાՑ ટોકӪ  Հારા સંતુિલત થશ.ેdt 
 બાՑ ટોકӪ  માઈનસ સાઈન છે રદ થાય છે અને તમને સમીકરણ 1.mgl y m 

બાય չՄેર વԱા ઓવર સાઈન બરાબર 0 મળે છે.1 d2y dt g l y 

 તેથી સમીકરણ 1.
1 
એ એક સરળ લોલકની ગિતને સંચાિલત કરતું િવભેદક સમીકરણ છે
 તેથી આ સરળ લોલક બોձબ અથવા સાદા લોલકની ગિત આ િવભેદક સમીકરણ Հારા સંચાિલત થાય છે બાય չՄેર d 2 y dt 
વԱા ઓવર સાઈન બરાબર 0 જ ેસરળ લોલકની ગિત માટેનું િવભેદક સમીકરણ છે g l y 
સાદંુ લોલક એ એક છે નું માસ લંબાઈ અને ગિતમાં સેટ કરો ઠીક છે તો ચાલો આ િવભેદક સમીકરણ 1.ma m l 
1 પર પાછા જઈએ જથેી તમે જોશો કે બે સમયના ડેિરવિેટյસ છે તે બાય չՄેર છેd2y dt 
 તેથી આ બીજો ԃમ િવભેદક સમીકરણ છે આયન બરાબર છે અને અમ તો ચાલો હવે પછીના પર જઈએ તો ચાલો આપણે 
ભૌિતકશાՅમાથંી એક વધુ ઉદાહરણ જોઈએ એ સાદી હામӷિનક ગિત માટે વપરાય છે તો સરળ હામӷિનક ગિત શું છે એક કણ shm 
જો તેની સાથ ેઆગળ વધે તો તેને સરળ હામӷિનક ગિત ԐદિશӪત કર ેતેવું કહેવાય છે.
 એક સીધી રખેા સૌ Ԑથમ તે એક સીધી રખેામાં આગળ વધે છે અને કણ પર કાયӪ કરતું બળ મૂળના િવչથાપનના Ԑમાણસર હોય છે 
અને બળ િવչથાપનની િવԀԺ િદશામાં કાયӪ કર ેછે
 તેથી કણનું િવչથાપન પછી છે Ԑવેગક છે વગӪ અને આ Ԑવેગને વડે ગુણાકાર કરો તો તમને બળ મળે છે અને આt y d2y dt m 
બળ ના Ԑમાણસર છે અનેy 
 તેથી આ બળ ની તીԙતા ધરાવે છે અને તે નકારાԵક િચՏ પસંદ કરશે કારણ કે િદશા િવԀԺ છેky 
 તેથી સંતુલન કાયદો  તમને બાય չՄેર વԱા બરાબર 0 ભાગાકાર અને ને વડે ઓમેગા չՄેર તરીકે m d2 y dt ky m k m 
કૉલ કરો અને અમને િડફરિլસયલ સમીકરણ 1.

બાય չՄેર વԱા ઓમેગા չՄેર બરાબર 0 મળે છે.2 d2y dt y 
 
 તેથી સમીકરણ 1.
2 એ બીӽ ԃમનું િવભેદક સમીકરણ છે તે શા માટે બીӽ ԃમનું િવભેદક સમીકરણ છે કારણ કે તમે જુઓ છો કે બીજંુ յયըુપՂ d2y 
બાય ચોરસ બરાબર દેખાય છે dt 
તેથી હવે અહી ંઆપણે ભૌિતકશાՅનું બીજંુ ઉદાહરણ જોઈએ છીએ ԧાં આપણને િવભેદક સમીકરણ મմયું છે સંતુલન કાયદા Հારા 
સંતુિલત કાયદાને જોઈને
 તેથી હંુ ફરીથી પુનરાવતӪન કԀં છંુ કે ભૌિતકશાՅના િનયમો ԧાર ેગાિણિતક શկદોમાં દશાӪવવામાં આવે છે ըયાર ેિવભેદક 
સમીકરણોને જլમ આપે છે અને આપણે પહેલાથી જ આવા બે ઉદાહરણો જોયા છે બે ઉદાહરણો તે બંને બીӽ ԃમના િવભેદક 
સમીકરણો છે, ચાલો આપણે થોડંુ આગળ વધીએ.
 થોડંુ આગળ અને ફરીથી ભૌિતકશાՅના ઉદાહરણો જોઈએ પણ તે પહેલાં ચાલો આ સરળ હામӷિનક ગિતને થોડી િવગતમા ંજોઈએ 
જથેી સરળ હામӷિનક ગિતનું સમીકરણ ફરીથી չલાઈડ મા ં Հારા d2y dt squared plus omega squared y equal 
ԐદિશӪત થાય.
  0 થી કોઈ પણ յયિԝ 1.
2 સમીકરણમાં ઓમેગા ટીના કોસાઈનને બદલી શકે છે 
અને સીધું જ ચકાસી શકે છે કે ઓમેગા ટીનું કોસાઈન સમીકરણને સંતોષે છે 1.
2 પર
 તેથી આપણે સમીકરણ 1.
2 ના સોճયુશન તરીકે ઓમેગા ટીના કોસાઇનને બોલાવીએ છીએ તેવી જ રીતે કોઈ પણ સાઈન ઓમેગા ટીના બરાબરનો Ԑયાસ y 
કરી શકે છે અને તેને િવભેદક સમીકરણ 1.
2 માં બદલી શકે છે અને કોઈ ચકાસી શકે છે કે સાઈન ઓમેગા ટી પણ સમીકરણ 1.
2 નો ઉકેલ છે
 તેથી અમને મմયું  બે ઉકેલો કોસાઇન ઓમેગા ટી અને સાઇન ઓમેગા ટી 1.
2 હવે ભૌિતકશાՅમા ંતમે સુપરપોિઝશનના િવચારથી પિરિચત છો
 તેથી તમે બે તરંગોની સપુરપોિઝશન બરાબર લો છો તો સુપરપોિઝશનનો ગાિણિતક અથӪ શું છે તે કહેવાનો અથӪ શું છે કે આપણે 
સુપરપોિઝશન લઈએ છીએ કોસાઈન અને સાઈન એટલે કે તમે ԋીӽ Ԑકારનું સોճયુશન 1.
3 જુઓ એટલે કે કોસ ઓમેગા ટી խલસ બી સાઈન ઓમેગા ટી તો ચાલો આપણે સમીકરણ 1.
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3 લઈએ અને તેને સમીકરણ 1.
2 માં બદલીએ અને તમે ઝડપથી ચકાસવા માટે સમથӪ હશો કે 1.
3 પણ સંતોષે છે.
  િવભેદક સમીકરણ 1.
2 તો આપણે શું કયુӭ હવે આપણે 1.
2 ના ઘણા ઉકેલો દાખલ કયાӪ છે જમે કે કોસાઈન ઓમેગા ટી સાઈન ઓમેગા ટી અને સામાլય રીતે કોસાઈન ઓમેગા ટી խલસ બી 
સાઈન ઓમેગા ટી જ ે1.
3 નોિટસ છે  1.
3 માં જો તમે 0 ની બરાબર 1 અને બરાબર 0 લઈએ તો આપણને ઓમેગા નો કોસાઈન મળે છે જો આપણે 0 ની બરાબર અને b t 

ની બરાબર લઈએ તો આપણને સાઈન ઓમેગા ટી મળે છે અને હંુ િવિવધ મૂճયો 1 2 3 ઓછા અડધા આપી શકંુ છંુ  1 3 ગમે તે b 1 
હોય અને તમે િવિવધ મճૂયો આપી શકો 1 પર Ԁટ 2 1 ઓછા 1 0 વગેર ેb 
 તેથી અચળ અને સમીકરણ 1.a b 
3 ની દરકે પસંદગી માટે હામӷિનક ઓિસલેટર સમીકરણ 1.
2 નું સોճયુશન ԐદિશӪત કર ેછે 
તેથી અમે 1.
2 ના ઘણા ઉકેલોની નોધંણી કરી છે હકીકતમાં અમે  1.
2 ના સોճયુશլસના અનંત પિરવારની યાદી બનાવી છે જો કે ચાલો આપણે આપણી ӽતને આ ԐՇ પૂછીએ કે શું આપણે બધા 
ઉકેલોની સૂિચબԺ કરી છે મને કેવી રીતે ખબર છે કે આ 1.
3 તમામ ઉકેલોને ખતમ કરી નાખે છે કદાચ કોઈ յયિԝ ખૂબ જ હોિંશયાર હોઈ શકે છે અને 1.
2 નું સોճયુશન ઉըપՂ કરી શકે છે જ ેફોમӪનું નથી આ ԐՇનો જવાબ a cosine omega t plus b sine omega t 
આપવો જોઈએ કે આપણે કેવી રીતે ӽણી શકીએ કે જો એ 1.zt 
2 નું કોઈપણ સોճયુશન હોય તો એ ચોԜસ િչથરાંકો અને માટે કોસાઈન ઓમેગા ટી խલસ સાઈન ઓમેગા ટી չવԁપનું zt a b b 
છે.
  જુઓ કે આપણે કુદરતી રીતે મી તરફ દોરી ગયા છીએ તમામ ઉકેલોના વગӪનું વણӪન કરવાની સમչયા એ દશાӪવવું મնુકેલ નથી કે 1.
3 1.
2 ના તમામ ઉકેલોને ખતમ કર ેછે 1.
2 ના દરકે ઉકેલો કોસાઇન ઓમેગા ટી խલસ બી સાઇન ઓમેગા ટીનું չવԁપ છે આ સાિબત કરવું મնુકેલ નથી પરંતુ આપણે કરીશું 
નહી.ં
  આ ԟણે આપણે આ પર પાછા આવીશું જો સમય પરવાનગી આપે તો આપણે તેના બદલે કેટલાક વધુ ઉદાહરણો તરફ આગળ 
વધીએ, ચાલો આપણે િવԾુત સિકӪટના કેટલાક ઉદાહરણો જોઈએ કે 1.
2 1.
2 નું એનાલોગ શું છે તે એક સરળ હામӷિનકની યાંિԋક િસչટમ છે.
 એક બળ Հારા સીધી રખેા સાથે આગળ વધતા કણની ગિત જ ેરખેીય છે અને 1.
2 ની િવԀԺ િદશામાં એનાલોગ પણ િવԾુત સિકӪટના િસԺાંતમા ંઉદભવે છે એટલે કે સિકӪટ એ ઇլડ՘ટլસ અને એટલે lc l c 
કેપેસીટլસનો અથӪ થાય છે
 તેથી આની ચચાӪ માટે  એલસી સિકӪգસ હંુ તમને રોબટӪ  રિેչનક અને ડેિવડ હેલીડેના Ԑ՚યાત પુչતકનો સંદભӪ આપીશ જ ેમને ખાતરી 
છે કે તમે બધા તમારી તૈયારીઓ માટે હાલમા ંવાંચી રՑાં છો અને ԋીӾ આવૃિԱ માટેનો બીજો ભાગ આવૃિԱ પર իયાન આપો p 
કારણ કે આ પુչતકની ઘણી આવૃિԱઓ થઈ છે
 તેથી જો તમે ખોટી આવૃિԱ પસંદ કરશો તો અમે એક જ પՌૃ પર નથી
 તેથી હંુ કુչતીની ԋીӾ આવૃિԱમા ંપՌૃ 845 સમીકરણ 38.
5 િવશે વાત કરી રՑો છંુ.
 
અને હોિલડે ફેમસ બુક ઓફ િફિઝ՘સ વોճયુમ 2.
 ըયા ંતમે આ ઇલેિ՘ટӬ કճસ એલસી સિકӪટનું ખૂબ જ િવગતવાર વણӪન જોશો હકીકતમાં તે પૃՌ 848 પર એલસીઆર સિકӪટ િવશે વાત કરે
છે અને 
એલસીઆર સિકӪટને સંચાિલત કરતા સમીકરણ શું છે તે બાય չՄેડӪ  խલસ છે.d2 q dt 

ઉપર બાય વԱા ઉપર બરાબર શլૂય અહી ં એ Ԑિતકાર છે એ ઇլડ՘ટլસ છે અને એ કેપેસીટլસ   r l dq dt q lc r l c 
છે ખાસ કરીને જો Ԑિતકાર શլૂય હોય તો ખાસ કરીને Ԑિતકાર શլૂય હોય તો તમે જુઓ છો તે િવભેદક સમીકરણનું શું થાય છે શկદ r 
મիયમ શկદ ըયા ંનથી મիયમ પદ ըયા ંનથી જો શլૂય હોય તો તમારી પાસે શું છે તમારી પાસે બે ઘન બાય ચોરસ વԱા r d dt 
અચલ ગુણો શૂլય છે એક પર અચળ શું છે  એ સકારાԵક િչથરાંક છેq lc lc 
 તેથી તમે તેને ઓમેગા չՄેડӪ  કહી શકો જથેી તમે Ԟુબ બાય չՄેર વԱા ઓમેગા չՄેર બરાબર 0 જુઓ પણ શું તે 1.d2 dt q 
2 1.

બાય չՄેડӪ  વԱા ઓમેગા չՄેર બરાબર શૂլય જટેલો નથી2 d2y dt y 
 તેથી  તમે જુઓ છો કે ઇલ՘ેટӬ ીકલ સિકӪટ િથયરીમાં તમે જ ેએલસી સિકӪટનો સામનો કરો છો તે સાદી હામӷિનક ગિતની યાંિԋક 
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Ԑણાલીનો િવԾુત એનાલોગ છે
 તેથી બીӾ તરફ િવભેદક સમીકરણ ખૂબ સમાન છે જો તમે Ԑિતકાર શկદમાં ફӱકો છો તો તમારી પાસે મիયમ શկદ છે Հારા r l dq
બાય વ՞ચેનો શկદ મիયમ શկદ છેdt 
 તેથી આ સમીકરણ એક ઓિસલેટર હશે જમેાં એક ભીનાશવાળો શկદ હશે
 તેથી હંુ તમને કુչતી અને રӽના સમીકરણ 15.
37 નો સદંભӪ આપીશ હવ ેચાલો આપણે ભૌિતકશાՅના ԟેԋને છોડી દઈએ અને ધીમે ધીમે  1798 માં બાયોલોӾના ԟેԋમા ંખાસ 
કરીને ગાિણિતક ઇકોલોӾ તરફ આગળ વધો, માճથસે 
ઇકોલોӾની વչતી વૃિԺ માટે એક મોડેલનો Ԑչતાવ મԞૂો જમેાં Ӿવતંԋની માԋ એક જ Ԑӽિત છે ઉદાહરણ તરીકે તમે બ՘ેટ િવશે 
િવચારી શકો છો.
 બ՘ેટેિરયલ સչંકૃિતનો િવકાસ હવે આ ઇકોલોӾમા ંમાԋ એક જ Ԑӽિત છે, આ મોડેલ પણ િલયોનાડӪ  યુલર Հારા չવતંԋ રીતે 
Ԑչતાિવત કરવામાં આյયું હતું , જ ેમોડલ કહે છે તે કહે છે કે જો ની એ Ԑӽિતઓની વչતી હોય ըયાર ે ԧાર ેદર  Հારા t y t dt 
વչતીમા ંફેરફાર એ સમયે હાજર વչતીના Ԑમાણસર છે અլય શկદોમાં Հારા એ ગુէռા છે અમુક સતત Ԑમાણ માટેdy dt k y k 
આ સમીકરણ છે 1.
4 એ એક Ԑӽિતના ઇકોલોӾનું સમીકરણ છે અથવા માճથુિસયન મોડેલ નોધેં છે કે 1.
4 તરત જ તમને આપે છે કે નો એ પાવર માટે હોવો જોઈએ સમીકરણ 1.t y kt ae 
4 એ થી ઘાત ના ગુણાંક ના ઘાતાંકીય ગુણોથી સંતુՋ છેae kt kt 
 તેથી આ બતાવે છે કે વչતી ઘાતાંકીય રીતે ઝડપથી વધવી જોઈએy 
 તેથી એક માટે માճથુિસયન મોડેલ અનુસાર Ԑӽિતઓ ઇકોલોӾ વչતી િવչફોટ થાય છે તે ખૂબ જ ઝડપથી વધે છે તે શિԝ y kt 
માટે છે ચાલો આપણે આપણી ӽતને થોડા ԐՇો પૂછીએ કે શું આ յયવહાԀ વչતી ખરખેર વધી શકે છે?  અમયાӪિદત સમયગાળામાં 
ઘાતાંકીય રીતે ઝડપથી કુદરત વչતીના આવા ઘાતાંકીય વિૃԺને મજૂંરી આપશે તો શું કુદરતી સંસાધનોની મયાӪદાઓને કારણે કેટલાક 
અવરોધક પિરબળો હશે નહી ંજ ેઆ ઘાતાંકીય વૃિԺને અટકાવશે અમે ӽણીએ છીએ કે આ વչતી વધવાનું ચાલુ રાખી શકશે નહી.ં
 અમુક સમયે ઘાતાંકીય રીતે ઝડપી એવી કોઈ િમકેિનઝમ હોવી જોઈએ કે જનેા Հારા આને અટકાવવામા ંઆવે, આવી પԺિત વહુӪչટ 
Հારા 1836 મા ંԐչતાિવત કરવામાં આવી હતી જ ેવહૂӪલ કહે છે તે છે કે િવભેદક સમીકરણ 1.
4 જુઓ ըયા ંમાԋ બાય બરાબર છે શું કહે છે તમે જુઓ છો કે ԧાર ેજમણી બાજુએ કુદરતી સંસાધનોની અછત હોય છે dy dt ky 
ԧાર ેહકારાԵક ખોરાક હોય છે ըયાર ેતે સામાિજક ઘષӪણનું કારણ બને છે જ ેસામાિજક ઘષӪણનું કારણ બને છે અને તે સામાિજક 
ઘષӪણની વչતી વૃિԺ પર નકારાԵક અસર થાય છે.

શկદને શկદ Հારા માઈનસ વગӪમા ંબદલવો આવնયક છે સમીકરણ 1. ky r aky ky 
5 પર જુઓ તફાવત  સમીકરણ બદલાઈ ગયું છે વչતીના ફેરફારનો દર નથી બરાબર તે છે ential dy dt ky dy dt 
બરાબર માઈનસ અમુક શկદ શું છે વગӪ વડે ԧાં બીજંુ િչથર છે આ બીӽ િչથર કહેવાય છે પયાӪવરણની ky ky r r r r r 
વહન ԟમતા આ સતત પયાӪવરણની મયાӪદાઓ પર િનભӪર રહેશે જમેાં ઇકોલોӾ િવકિસત થઈ રહી છે ըયા ંજડેી મુર ેՀારા ગાિણિતક r 
Ӿવિવԥાન પર એક ખૂબ જ સુંદર પુչતક છે મӱ તમને તે સંદભӪ આխયો છે કે તે સૌથી յયાપક સંિધઓમાંની એક છે જનેા પર લખાયેલ છે.
  ગાિણિતક Ӿવિવԥાન અને તમે આ પુչતકમા ંઘણી બધી ઐિતહાિસક િવગતો મેળવશો િવિવધ મોડેલો િવિવધ મોડેલો કે જ ેિવિવધ 
વԥૈાિનકોએ આ િવિવધ મોડેલોના ગુણ અને ગેરફાયદાનો Ԑչતાવ મԞૂો છે તે Ԑકારના િવભેદક સમીકરણો જ ેતમે િવિવધ ધારણાઓ 
કરીને મેળવો છો અને
 તેથી વધુ હવે ચાલો.
  બીӾ િસչટમ પર ӽઓ ચાલો આપણે ઇકોલોӾકલ િસչટમ પર જઈએ પરંતુ આ વખતે આ ઇકોલોӾમા ંબે Ԑકારના છે  s 

ઉદાહરણ તરીકે તમે િશકારીને શાકӪ  તરીકે અને િશકારને સારડીન તરીકે માની શકો pecies a predator and a prey 
છો અથવા કોઈપણ િશકારી અને કોઈપણ િશકારને તમે િબલાડી અને ઉંદર િવશે િવચારી શકો છો, જો તમને ગમે તો ચાલો આપણે 
િશકારીનો સમાવેશ કરતી બે Ԑӽિતઓની ઇકોલોӾનો િવચાર કરીએ.
 વչતી સાથે અને વչતી સાથે િશકારxd yt 
 તેથી િશકારીઓ માટે ખોરાકનો Յોત એ િશકારની ઉપલկધતા છે અને િશકાર તેઓ શાકાહારી Ԑાણીઓ છે તેઓ તેઓ છે ઉદાહરણ 
તરીકે જો તમે જળચર Ԑણાલીને જોઈ રՑા હોવ તો તમે ધારો છો કે િશકાર Ӿવે છે  શેવાળ પર ઉદાહરણ તરીકે કુદરતી શાકાહારી 
ખોરાક
 તેથી ધારો કે ըયા ંકોઈ િશકાર નથી ધારો કે ըયા ંનથી તો િશકારી પાસે ખાવા માટે ખોરાક નથીy 
 તેથી તેમની વչતી 
ઝડપથી મըૃયુ પામશે સમીકરણ 1.

બાય બરાબર માઈનસ કુહાડી જ ે એનો અથӪ એ થાય છે કે એ՘չխટ એનો અથӪ એ છે કે ફં՘શન એ તેના પરના પાવર 6 dx dt xt 
માઈનસની જમે ની જમે થવાનું છે તે ԟીણ થઈ રՑું છે કારણ કે સમય બીӽ શկદોમાં અનંત તરફ ӽય છે જો ըયા ંહોય તો  જો ըયા ંe 
કોઈ િશકાર ન હોય જો ન હોય તો ની વչતીનો દર ખૂબ જ ઝડપથી ઘટતો રહેશે બીӾ તરફ જો કોઈ િશકારી ન હોય તો ըયા ંyt xt 

ન હોય તો વչતીની વૃિԺને રોકવા માટે કંઈ નથી .xt 
  િશકાર એ શાકાહારી Ԑાણીઓ છે અને તેમની વչતી ઝડપથી વધી રહી છે ઉદાહરણ તરીકે તમે સસલા અને િશયાળવાળા વાતાવરણ 
િવશે િવચારી શકો છો ઉદાહરણ તરીકે િશકાર સસલા હોઈ શકે છે અને િશકારી િશયાળ હોઈ શકે છે સસલા શાકાહારી Ԑાણીઓ છે 
અને િશયાળ માંસાહારી છે હવે ચાલો જોઈએ કે આપણે Ԑાણીઓની આ બે Ԑӽિતઓને એકસાથે મૂકીએ જથેી 1.
6 ઘટવાનો દર હવે સાચો નથી કારણ કે િશકારીઓ પાસે હવે ખાવા માટે ખોરાક છે
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 તેથી વչતીમા ંઘટાડો જ ેમાઈનસ કુહાડી શկદ છે તે Հારા તપાસવામાં આવશે.
 խલસ શկદના ઉમેરા પર તમે չલાઇડમાં છેճલી લીટી જુઓ છો સમીકરણ 1.bxy 
6 ની જમણી બાજુનું સમીકરણ માઈનસ 
એ՘સ વԱા વડે માઈનસ એ՘સને બદલીને સધુારલે છે.bxy m 

તમે બધા િչથરાંકો અને બધા હકારાԵક છે ઠીક છે હવે શું થશે અને 1. ind abc k 
7 ની જમણી બાજુએ દશાӪવેલ વધારાનો દર હવે તમે િશકારીઓને મૂકો અને હવે સાથે મળીને ԐાથӪના કરો કે િશકારીઓ ըયા ંછે તેઓ 
જઈ રՑાં છે  િશકારને ખાઓ જથેી િશકારની વչતી 1.
7 ની જમે 
વધતી ન રહી શકે 

તમે માઈનસ જોતા હશો અનેcxy ky cxy 
 તેથી સમીકરણોની સંશોિધત િસչટમ બાય બરાબર માઈનસ બાય બરાબર માઈનસ dx dt ax plus bxy dy dt ky 

હશે તો તમને િવભેદક સમીકરણોની જોડી મળશ ે1.cxy 
8 એબીસી અને િչથરાંકો અըયાર ેઆ સમયે સકારાԵક છે તમે પૂછી શકો છો કે મӱ խલસ અને માઈનસ શા માટે મԞૂું k bxy cxy 
છે આ ચતુભુӪજ શկદ չՄેડӪ  չՄેડӪ  વેલ આ મોડેճસ છે અને તે ચોԜસ મોડલ નથી સૌ Ԑથમxyy naught x yy nought xy 
તો ચાલો  અમે એક િવચાર Ԑયોગ કરીએ છીએ ધારો કે તમારી પાસે એવું વાતાવરણ છે કે તે એક િબલાડી અને ઉંદર છે એવું કહીએ તો
આખી જ՛યાએ હવે ધારો કે િબલાડીઓની વչતી બમણી થાય છે અને ઉંદરની વչતી પણ બમણી થાય છે તો િબલાડીનો ઉંદરનો 
સામનો થવાની સભંાવના ઓછી થઈ ӽય છે.
 ચાર ગણા વધાર ેતો તે સમӽવે છે કે શા માટે શկદ અને િબલાડી અને ઉંદર વ՞ચેની આ િԃયાԐિતિԃયા માઉસ માટે હાિનકારક xy 
બની રહી છે ԧાર ેતે િબલાડીઓ માટે અનુકૂળ રહેશે જથેી તમે આ શկદને વԱા સાથે જોશો ըયાર ેԐથમ સમીકરણ િચՏ અને બીજંુ 
સમીકરણ તમે આ શկદને બાદબાકીના િચՏ સાથે જુઓ છો જથેી આ મોડેલને Ԑાયોિગક રીતે સમӽવે 1.
8 આ મોડેલ ખૂબ Ԑ՚યાત મોડલ છે તેને વોճટેરા લોટકા મોડલ કહેવામાં આવે છે તે વોճટેરા લોડકાչટ સમીકરણોની િસչટમ છે તે એક 
સાથે િવભેદક સમીકરણોની િસչટમ છે અને તે િવભેદક સમીકરણોની એક જોડી િસչટમ છે યાદ રાખો 1.
8 માં Ԑથમ સમીકરણ જુઓ તે બાય બરાબર છે માઈનસ Ԑથમ સમીકરણમાં દેખાય છે  આયન પણ dx dt ax plus bxy y 
અને બીજંુ સમીકરણ બાય બરાબર છે માઈનસ બીӽ સમીકરણમાં દેખાય છેdy dt ky cxy x 
 તેથી સમીકરણોની િસչટમ એ સમીકરણની િસչટમ છે એટલે કે બંને સમીકરણોમાં અӽէռા અને બંને દેખાય છે અને આ એક x y 
સાથે િસչટમ છે િવભેદક સમીકરણોનું અને આ ઉદાહરણ મӱ ઇકોલોӾકલ િસչટમના અհયાસમાં કેવી રીતે િવભેદક સમીકરણો ઉદભવે 
છે તે સમӽવવા માટે આխયું છે જનેો આપણે અհયાસ કરવા નથી જઈ રՑા અમે આ સમીકરણ 1.
8નું િવગતવાર િવՉેષણ કરીશું નહી ંકારણ કે તે આ અհયાસԃમના અવકાશમાં નથી પરંતુ  આ ઉદાહરણ હમણા ંજ અહી ંમૂકવામા ં
આյયું છે તે બતાવવા માટે કે િવભેદક સમીકરણો બધી જ՛યાએ ફરી છે તે ભૌિતકશાՅમા ંદેખાય છે જમે કે ઇલેિ՘ટӬ કલ સિકӪટ યાંિԋક 
Ԑણાલીઓમાં તેઓ બ՘ેટેિરયાના િવકાસમાં દેખાય છે અને વչતીના મોડલ ડેમોԆાફી રોગોના ફેલાવા રાસાયિણક ગિતશાՅ અને ઘણંુ 
બધું  ઘણંુ બધું બરાબર
 તેથી હંુ જિૈવક Ԑણાલીઓની આ ટંૂકી ચચાӪને બંધ કરવા માગંુ છંુ કે કેવી રીતે Ӿવિવԥાનમા ંિવભેદક સમીકરણો ઉժભવે છે આના પર 
થોડો સમય બોճયો
 તેથી તમને કેટલાક સંદભӷ આપવાનો અથӪ જ થાય છે જ ેતમે અમુક સમયે વાંચી શકો છો 
ગાિણિતક Ӿવિવԥાન પર સӱકડો અને સӱકડો પુչતકો લખેલા છે અને મӱ તેમાથંી ԋણ પસંદ કયાӪ છે જ ેછેճલું છે  જડેી મુર ેՀારા ખૂબ જ 
સરસ પչુતક જનેો મӱ પહેલેથી જ ઉճલેખ કયӷ છે અને Ԑથમ પુչતક ડીએસ જોլસ એમજ ેխલાլક અને બીડી չલીમેન કહે છે કે ગાિણિતક
Ӿવિવԥાનમા ંિવભેદક સમીકરણો આ પુչતક તમને િવિવધ જિૈવક સમչયાઓમાં ઉժભવતા િવભેદક સમીકરણોની મોટી સં՚યામા ં
િસչટમો આપે છે જમે કે ગાંઠની વૃિԺ.
 રોગોના ફેલાવાના દાખલા અને અլય ઘણી જિૈવક Ԑણાલીઓની ચચાӪ કરવામા ંઆવી છે જિૈવક િવભેદક સમીકરણો શરીરિવԥાનમા ં
ઉદભવે છે એરોટાӪમા ંરԝ Ԑવાહ જ ેિવભેદક સમીકરણોની રસԐદ Ԑણાલીઓને જլમ આપે છે અને કીનર અને չનેઇડ Հારા ગાિણિતક 
શરીરિવԥાન પર ખૂબ જ ચરબીયુԝ પչુતક લખવામા ંઆյયું છે.
 અલબԱ અમે આ વչતુઓ િવશે વધુ કહેવાના નથી
 તેથી આ એક પિરચય છે િવભેદક સમીકરણો િવભેદક સમીકરણોની ઉըપિԱ કેવી રીતે િવભેદક સમીકરણોની ઉըપિԱ થાય છે તેના પર 
յયા՚યાન, 
તો ચાલો હવ ેઆપણે ચોԜસ િવભેદક સમીકરણો પર આવીએ જ ેઆ અհયાસԃમ માટે સુસગંત છે,
 તેથી હવે આપણે Ԑથમ ԃમમાં ફԝ િવભેદક સમીકરણોનો અհયાસ કરીશું.
 
Ԑથમ ԃમનું િવભેદક સમીકરણ કેવી રીતે દેખાય છે બાય બરાબર નું અճપિવરામ સમીકરણ 1.dy dx f x y 
9 જ ેતમે չલાઇડ પર જુઓ છો આ Ԑથમ ԃમ િવભેદક સમીકરણ છે આ Ԑથમ ԃમ િવભેદક સમીકરણ છે કારણ કે માԋ એક յયըુપՂ 

Հારા દેખાય છે તેનાથી િવપિરત સરળ હામӷિનક ગિત સરળ હામӷિનક ગિતને સંચાિલત કરતા સમીકરણો લોલકની dy dy shm 
ગિતને સચંાિલત કરતા સમીકરણ એલસીઆર સિકӪգસ ઇլડ՘ટլસ કેપેસીટլસ રિેઝչટլસ આ તમામ િસչટમોમાં બે ડેિરવેિટյસ સાથે 
િવભેદક સમીકરણોનો સમાવેશ થાય છે
 તેથી બીӽ ԃમના િવભેદક સમીકરણો છે જનેો આપણે અհયાસ કરીએ તે પહેલાં બીӽ ԃમના િવભેદકનો અհયાસ હાથ ધરો  
સમીકરણો Ԑથમ ԃમના િવભેદક સમીકરણોથી શԁ થવંુ չવાભાિવક છે અને આ કોસӪમા ંઆપણે બીӽ ԃમના િવભેદક સમીકરણો માટે
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જોઈશું જ ેતમાર ેԐવચનોની વતӪમાન Ԛેણીની બહાર જોવાની જԁર છે જથેી નો એ છે.xy f 
  બે ચલોનું કાયӪ
 તેથી આપણે મ՚ુયըવે ԋણ Ԑકારના િવભેદક સમીકરણો 1.
9 જોઈશું એટલે કે તે િવભેદક સમીકરણો જનેે ચલ િવભાિજત સમીકરણો કહેવામાં આવે છે અને બીӽ Ԑકારના િવભેદક સમીકરણોને 
સӽતીય િવભેદક સમીકરણો તરીકે ઓળખવામાં આવે છે અને ԋીજંુ રખેીય સમીકરણો અને  તેમના નӾકના િપતરાઈ ભાઈઓ એટલે 
કે બનӸલી સમીકરણ યાદ રાખો કે શԁઆતથી જ મӱ તેને Ӿન બનӸલીનું નામ નીચે મԞૂું હતંુ જ ેિવભેદક સમીકરણોના આ 
ઐિતહાિસક િવકાસમાં ખૂબ જ મહըવપૂણӪ յયિԝ હતા તે તે જ બરનોલી છે
 તેથી તેનું નામ હવ ેદેખાય છે
 તેથી રખેીય સમીકરણો અને  સમીકરણોbernoulli 
 તેથી આપણે મા ંઆ ԋણ Ԑકારના સમીકરણો જોઈશું તેનો અհયાસԃમ બરાબર છે તો ચાલો આપણે Ԑથમ વેરીએબલ િવભાિજત t 
સમીકરણ લઈએ જથેી ચલ અલગ કરી શકાય તેવું સમીકરણ
 તેથી આ એક ખૂબ જ િવિશՋ Ԑકારનું િવભેદક સમીકરણ છે ԧાં ની જમણી બાજુ ની જમણી બાજુ િવિવધ હોઈ શકેxy f xy f 
છે િવિવધ ફંકશનના જમણા નો ચોરસ વԱા વગӪ હોઈ શકે અથવા નો મા ં હોઈ શકે છે દાખલા તરીકે f xy y xy f x yfxy 

મા ં હોઈ શકે છેsine x cos y 
 તેથી આ છેճલા બે િકչસાઓ ખૂબ જ ખાસ છે જ ે ના િવશે િવશેષ છે ગુէռાનું કાયӪ નું કાયӪ છે પરંતુ Ԑથમ ઉદાહરણમાં xy f x y 
જ ેમӱ તમને નું બરાબર ચોરસ વԱા ચોરસ આխયું છે તે ના ફં՘શન અને ના ફં՘શનનું ઉըપાદન નથીxy f x y x y 
 તેથી યો՛ય છે પરંતુ શું છે  ચલ િવભાિજત સમીકરણ 1.
9 એ ચલ િવભાિજત સમીકરણ છે જો નું એ xy f 

મા ં ના չવԁપનું હોય તો માફ કરશો મા ં છેhx gy gx hy 
 તેથી ԧાર ે નું ફં՘શન 1.k xy 
9 માં દેખાતંુ હોય ըયાર ેતે નું ઉըપાદન છે મા ં ફોમӪ પછી આપણે કહીએ કે િવભેદક સમીકરણ એ વેરીએબલ િવભાિજત છે hy gx 
બરાબર ઠીક છે,
 તેથી ના 1.xy 

મા ં છે જમણે તે માં હશે, ચાલો હંુ તેને લખી દઉં જથેી તમે બાય બરાબર ની બરાબર જોઈ 9 f gx hy gx hy hy dy dx f 
રՑા છો.

નું અને હંુ ધારી રՑો છંુ કે નો આ એ માં નું չવԁપ છે તો માર ેઆગળ શું કરવંુ જોઈએ હંુ ના વડે  xy xy f hy gx y h 
ભાગીશ અને હંુ તેને 1 પર ના માં બરાબર લખીશ ના માટે અલબԱ હંુ માનીશ કે નો નથી હંુ ધારણા h y dy dx x g y h 0 
કરવા જઈ રՑો છંુ કે પછી શું છે તે નું ફં՘શન છે અને સોճયુશન પણ નું ફં՘શન છે અને એક ફં՘શન છે  બદલામાં અને x y x h y 

એ નું કાયӪ છે હંુ ના સંદભӪમા ંબંને બાજુઓને એકીકૃત કરવા જઈ રՑો છંુy x x 
 તેથી તમે જોશો કે સમીકરણ 1.
10 ને વડે િવભાિજત કયુӭ હતંુ હંુ માનીશ કે એ શլૂય નથી હકીકતમાં આપણે ધારીશું  કે ન તો છે કે ન તો છે.h hy gx 0 hy 0 
 ԧાર ેતેમાંથી એક 0 હોય ըયાર ેશું થાય છે જ ેઆપણે પછીથી લઈશું અને આવા િકչસાઓ કોઈપણ ગિણતમાં હંમેશા ઉժભવશે  
મેટીકલ િવՉેષણ ԧાર ેતમે ભાગાકાર કરો છો ըયાર ેતમાર ેતે ખાસ િકչસાઓ જોવાનું રહેશે ԧાં તમે ભાગાકાર કરો છો તે જթથા શլૂય
છે તે કેસ હંમેશા અલગથી յયવહાર કરવામાં આવે છે અમે તે પછીથી કરીશું જથેી દલીલના Ԑવાહમા ંિવԟેપ ન આવે
 તેથી આપણે વડે ભાગીએ.h 

અને તમે ના સંદભӪમા ંસમીકરણ 1.  y x 
10 ની બંને બાજુઓને એકીકૃત કરો છો, તમને શું મળે છે તમને 1 પર બાય માં બરાબર હવેhydy dx dx integral gx dx 
ડાબી બાજુ જુઓ ડાબી બાજુ પરનું અિવભાԧ ખૂબ જ િવિશՋ છે તે ખૂબ જ છે ઉહ અવӾે Ԑમેય લાગુ કરવા માટે Ԑલોભન કરવું તે 
અવӾે Ԑમેય લાગુ કરવા માટે ખૂબ જ આકષӪક છે જથેી તમે નો યાદ રાખો અને એ નું કાયӪ છે નું કાયӪ છે તમે ના y x y xy x x y
ને બરાબર મૂકવા માંગો છો  ની બરાબર પછી બરાબર હશેu x y u dy dx dx d 
 તેથી પરનું અમાԀં અિવભાԧ મા ં બરાબર મા ંԁપાંતિરત થશેr dy hy integral gx dx 
 તેથી એક અવӾે Ԑમેય છે પરંતુ અમે અવӾે Ԑમેય લાગુ કરીએ તે પહેલાં તમાર ેસાવચેત રહેવું જોઈએ કે յયըુપՂ 
તમે જ ેઅવӾે Ԑમેયમાં ફેરફાર કરી રՑા છો તે બદલાવ શլૂય ન હોવો જોઈએ, ઉદાહરણ તરીકે તમારા અિભՂ કલનમાંથી યાદ કરો કે 
તમે 1 ઓછા ચોરસ ના વગӪમૂળને એકીકૃત કરવા માંગો છો, તમે કહેશો બરાબર સાઈન થીટા બરાબર છે.x dx x 
 
ԧાં સધુી તમે સાઈન થીટાના અંતરાલ માઈનસ પાઈ બાય 2 બાય 2 માં કામ કરી રՑા હોવ ըયા ંસુધી બરાબર મૂકી શકો છો અને x 
સાઈન થીટાના સમાન વેરીએબճસમાં ફેરફાર x 
કરી શકો છો અլય શկદોમાં બાય નોન-ઝીરો હોવો જોઈએ  િવભેદક સમીકરણ 1.dy dx 
10 પર પાછા ӽઓ અમે પહેલાથી જ ધારી રՑા છીએ કે એ શૂլય નથી હવે અમે માનીશું કે શૂլય નથીhy gx 
 તેથી Հારા તમાԀં િબન- શૂլય હશે અવӾે Ԑમેય માլય છે અનેdx dy 
 તેથી હવે અમને સમીકરણ 1.
11 ઠીક છે.
  અમાર ેજમણી બાજુએ ને એકીકૃત કરવા માટે શું બાકી રહે છે gx dx 
અને ડાબી બાજુએ Հારા ને સંકિલત કરવાની જԁર છે આશા છે કે અમે આ એકીકરણ કરી શકીશું અને આશા છે કે અમને hy dy
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બંધ જવાબ મળશે પરંતુ તમે તમારા અનુભવ પરથી ӽણો છો આ માԋ આશાઓ છે અને તે હંમેશા સાકાર થઈ શકતી નથી, તમે 
ઘણીવાર એવા ફં՘શનના ઘણા ઉદાહરણો ӽણો છો કે જનેી અિનિՆત અિવભાԧ ની ગણતરી કરી શકાતી નથી અથવા તેનીgxdx 
ગણતરી ખૂબ જ મնુકેલ હોઈ શકે છે કેટલીકવાર તે સરળ હોય છે તો અમે નસીબદાર છીએ જો તેઓ ગણતરી કરવા માટે સરળ છે.
  ગણતરી કરીએ તો ઘણી વાર આપણે એટલા નસીબદાર નથી હોતા કે તેને કેટલીક ખૂબ જ ચતુર મેિનխયુલેશનની જԁર પડે છે અને 
કેટલીકવાર અિનિՆત અિવભાԧની ગણતરી કરવી શԞ નથી પરંતુ તે Ӿવન છે જનેે આપણે չવીકારવું પડશે, ચાલો આપણે એક 
સરળ ઉદાહરણ જોઈએ અને સામાլય રીતે શું થાય છે તે િવભેદક સમીકરણ સԤ આવે છે.
 કેટલીક Ԑારંિભક પિરિչથિતઓ સાથે સારી રીતે હંુ આ િટխપણી પછી ઉકેલાયેલા ઉદાહરણ પર આવીશ, અમે ચલને չવતંԋ ચલને સમય
યો՛ય ગણીએ છીએ અને આિԚત ચલ એ સમયની વչતી કહે છે અને અમે જોયું છે અથવા તે વતӪમાન Ԑવાહ હોઈ શકે છે  િવԾુત 
સિકӪટ Հારા અથવા તે સામાլય લોલકની સરરેાશ િչથિતથી િવչથાપન હોઈ શકે છે
 તેથી આપણને શું જોઈએ છે  કરવા માટે એ છે કે આપણે չવતંԋ ચલને સમય ચલ તરીકે િવચારવાની જԁર છે અને અમુક સમયે કહો 
કે સમય બરાબર તમને ડેટા આપવાની જԁર છે જમે કે ની બરાબર સમયે વչતી કોણીય િવչથાપન  અશુભ t t naught t 
સમાન સમયે અથવા રાસાયિણકમાં રાસાયિણક Ԑિતિԃયાઓની સાԍંતા જો તમે રાસાયિણક Ԑિતિԃયાનો અհયાસ કરી રՑાં હોવ તો, 
િવિવધ પદાથӷ Ԑિતિԃયા કરતા પદાથӷની સાԍંતા તેમને ચોԜસ સમયે ઉճલેિખત કરવાની જԁર નથી અથવા વતӪમાન જો અհયાસ 
કરવામાં આવે તો  િવԾુત સિકӪટના પછી વતӪમાન સમયે ટી સમાન નટનો ઉճલેખ કરી શકાય છે
 તેથી તમાર ેટી નટના સમાન સમયે ડેટાની જԁર છે તે ઉકેલ છે જ ેતમે શોધવાનો Ԑયાસ કરી રՑાં છો તે ઓછામાં ઓછા એક ચોԜસ 
િબંદુએ સૂચવવંુ જોઈએ  સમય બરાબર બીӽ શկદોમાં કહીએ તો અમને નું મૂճય બરાબર t t naught y t t naught 
સમયે આપવામાં આવે છે કે તમને સોճયુશનની િકંમત આપવામા ંઆવે છે ઉકેલ yt yt 
સૂચવવામાં આવે છે ની બરાબર સમયે  અને તમે શું કરો છો તે તમે અંતરાલમાં ઉકેલ શોધી રՑા છો t na ught t naught 
માઈનસ વԱા સામાլય રીતે િવભેદક સમીકરણો અમુક બાજુની િչથિતઓથી સԤ આવે છે જમે કે Ԑારંિભક a to t naught 
િչથિતઓ અլય શկદોમાં તમે જોઈ રՑાં છો માԋ િવભેદક સમીકરણને જ જોતા નથી, તમે માԋ ના ની બરાબર Հારા xy f dx 
િવભેદક સમીકરણ ને જ જોઈ રՑાં નથી, આ કેટલીક વધારાની િչથિત સાથે પૂરક છે જમે કે ના ની િકંમત ના બરાબર dy x y x x
પર ની િકંમત શું છે  તમને આપવામાં આવે છે કહો કે કંઈપણ ચેતવણીનો એક ભાગ છે જ ેતમે િવભેદક સમીકરણમા ંપણ જુઓ છો y 
તે દરકે જ՛યાએ յયા՚યાિયત થયેલ છે અંતરાલ જનેા પર ઉકેલનો અથӪ થાય છે તે મયાӪિદત હોઈ શકે છે ચાલો આપણે આને ખૂબ જi 
સરળ અને િવિશՋ િકչસામાં જોઈએ.
  િવભેદક સમીકરણ બાય બરાબર չՄેર એ ખૂબ જ િનદӷષ દેખાતું િવભેદક સમીકરણ બાય બરાબર չՄેર dy dt y dy dt y 
છે અને ચાલો કહીએ કે 0 ની બરાબર સમયે સોճયુશનનું મճૂય  ԧાં એ એક િչથરાંક છે અને ધારો કે એ માԋ i t sc c c 
િવચારોને ઠીક કરવા માટે એક હકારાԵક િչથરાંક છે પછી ઉપરની જમે આગળ વધવું, અમારો શું મતલબ છે આગળ વધવા માટે 
ઉપરની જમે આપણે વગӪ Հારા િવભાӾત કરીએ છીએ અને અિધકારના સંદભӪમા ંબંને બાજુઓને એકીકૃત કરીએ છીએ અમે y t y
વડે ભાગીએ છીએ.

ના સંદભӪમા ંબંને બાજુઓને ચોરસ કરો અને એકીકૃત કરો t 
 તેથી ચાલો તે કરીએ
 તેથી આપણે બાય બરાબર ચોરસ બરાબર ની બરાબર જોઈ રՑા છીએd dt y y 0 c 
 તેથી આપણે չՄેર 1 પર չՄેર વડે બરાબર 1 જોઈશુંy y dy dt 
 તેથી એકીકૃત કરો  સમયના સંદભӪમા ંબંને બાજુઓ અિવભાԧ મેળવે છે 1 પર ચોરસ બાય બરાબર થાય છે y dy dt dt dt 
જમણે બરાબર તે જ કયુӭ છે હવે અમે આ એક ડાબી બાજુએ 

ચોરસ Հારા અિવભાԧ ને સરળ બનાવશે ચલ અવӾે Ԑમેયના ફેરફારને કારણે આભાર y dy 
અવӾે Ԑમેય હંુ તમને આ આપીશ જ ેતમે չલાઇડમાં જુઓ છો તે બરાબર છે જ ેતમે જુઓ છો બાય չՄેર બરાબર dy y dt 
ઇિլટԆેટ કરો અને એકીકરણનો િչથરાંક યાદ રાખો આ અિનિՆત પૂણાӭકો છે
 તેથી નો તે િչથરાંક હશે એકીકરણ ફરતે તરતું છેi 
 તેથી ચાલો તે કરીએ, ચાલો એકીકરણનો િչથરાંક મૂકીએ અને જોઈએ કે શું થાય છે જથેી તમે ઇિլટԆલ ને չՄેર બરાબર dy y 
ઇિլટԆલ Հારા જોઈ રՑાં છો તો શું થાય છે માઈનસ 1 પર બરાબર વԱા ԧાં નું િչથરાંક છે  સંકલન સાચો છે જથેી dt y t b b 
કરીને ટી વԱા પર ની બરાબર 1 ની બરાબર વાંચો, b t 
અըયાર ેԐારંિભક પિરિչથિતઓમાં મૂકો યાદ રાખો કે અમને Ԑારંિભક શરતો આપવામાં આવી છે ની બરાબર પુટ કરો ըયાર ેt 0 
આપણે શું ӽણીએ છીએ ԧાર ે ની બરાબર હોય ըયાર ેઆપણે ӽણીએ છીએ કે ની બરાબર 0 છે તો આપણે t 0 at y  t c 
શું મેળવી શકીએ બરાબર માઈનસ 1 પર અથવા બરાબર માઈનસ 1 પર હવે આિબӪટરી કોլչટլટની િકંમતની ગણતરી c b b c 
કરવામાં આવી છે અમે અըયાર ેઆિબӪટરી કોլչટլટ ઈլટીԆેશન કોլչટլટની િકંમતની ગણતરી કરી છે  ચાલો આપણે આમા ંԐિતસાદ 
આપીએ આ મճૂય અહી ંપાછંુ મૂકીએ આપણને શું મળે છે આપણને નું બરાબર માઈનસ 1 પર ઓછા 1 પર અથવા t yy t c c 
બાય 1 ઓછા હશેct 
 તેથી તે િવભેદક સમીકરણનો ઉકેલ છે જનંુે સમાધાન છે તફાવત  એરિેլશયલ સમીકરણ એ એક ફં՘શન નોિટસ છે કે જો પર t 1 c 
સુધી પહોચં ેતો શું થાય છે ԧાર ે પર સુધી પહોચં ેછે ըયાર ેશું થાય છે ԧાર ેઆ ઑկજ՘ેટનું શું થાય છે અહી ંઆ વչતુ અનંત t 1 c 
સુધી ફંૂકાય છે તે વչતુ અનંત સુધી ફંૂકાય છે
 તેથી અહી ંતમે આ չલાઇડ મા ંજુઓ છો આને લાલ રંગમાં િટխપણી કરી હતી કારણ કે એ ડાબી બાજુથી 1 બાય તરફ વલણi t c 
ધરાવે છે જ ે મૂળથી શԁ થાય છે અને તે આગળ વધે છે અને સમય િવકિસત થાય છે અને ԧાર ેસમય બાય નӾક આવે t t 1 c 
છે ըયાર ેસોճયુશનનું શું થાય છે સોճયુશન ફԝ અનંત સુધી ӽય છે 
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મયાӪિદત સમયમાં અનંત સુધી છટકી ӽય છે
 તેથી ભૌિતક Ԑણાલી જ ેઉકેલને અથӪમા ંબનાવે છે તે ભૌિતક િસչટમની ઉըԃાંિતનો અથӪ માԋ સમય સુધી જ થાય છે બરાબર 1 t 
બાય અને બરાબર 1 બાય ભૌિતક િસչટમ પહેલાથી જ િવչફોટ થઈ ચૂકી છે.c t c 
  આપિԱ ઠીક છે
 તેથી જ ેસમય અંતરાલ પર સોճયુશન અિչતըવમાં છે તે સંપૂણӪ વાչતિવક રખેા નથી તે માઈનસ અનંતથી 1 બાય સુધીની બધી રીતેc 
છે આની આગળ નહી ંકેխશન શું કહે છે તે છે ઓճયુશન મયાӪિદત સમયમાં અનંતમા ંભાગી ӽય છે સોճયુશન મયાӪિદત સમયમાં s  
અનંતમાં ભાગી ӽય છે 
તેથી ચાલો હંુ ફԝ પાછલી չલાઇડ પર પાછા ӽઉં અને હવે ચાલો ચેતવણી જોઈએ ભલે િવભેદક સમીકરણ દરકે જ՛યાએ յયા՚યાિયત 
હોય તો પણ િવભેદક સમીકરણ જુઓ િવભેદક સમીકરણ શું છે બાય બરાબર չՄેર છે ըયા ંિવભેદક સમીકરણમા ંકંઈ dy dt y 
ખોટંુ નથી વગӪ દરકે જ՛યાએ յયા՚યાિયત થયેલ છે િવભેદક સમીકરણ દરકે જ՛યાએ յયા՚યાિયત થયેલ છે તેમ છતાં ઉકેલ મયાӪિદતy 
સમયમાં અનંત સુધી છટકી ӽય છે
 તેથી િવભેદક સમીકરણ પણ દરકે જ՛યાએ અંતરાલ કે જનેા પર ઉકેલ આવે છે તે յયા՚યાિયત કરવામાં આવે છે અથӪમા ંમયાӪિદત i 
હોઈ શકે છે અને આ ખૂબ જ િવિશՋ િકչસામાં તે જ થાય છે
 તેથી અમે આ Ԑથમ յયા՚યાન અહી ંબંધ કરીશું અને અમે બીӽ յયા՚યાનમાં આ ચાલુ રાખીશું તમારો ખૂબ ખૂબ આભાર 
તમારો 

Pru
tor
@
IIT
K




