
హࡱڕࣾ࢒ ࡹ ఇంܽऴగڕ࡯ڒ ࡽङ ల࣒ ߯ కऐࡵ  छࣃ ړ ࡛ గతం, ఈ ܌ࡗ మనం అవకలన సࠬకరހల߯ మߖڜࡍऒ  సమసङ ల6 ߘ
फࣃۯ ం ڒబܽद మనం ࠴దܽ ऴపశऒ भ޳ࠚరంߦऴ ޜ ం , ߯ ఒక ݟఫߖࡓझ भ޳ۯ ࢑ ࠆఎ ߖ ߤఫంࣾ ࡽࠋ ం, అం݄ ܼంܐంࡅ ݋కए  r y 
ఇంట࡛ ࣊ ఖ߯ ఉనऒࡔసࠪనం వऴక ړߖ޳द వదभ ఒకߵ కएࡅ ޙ࠼సࠪనం అ ړ ࢓޶ంࠉ   అࠏझ స࡛ ږङ  y pxy fx p ړ ࠗ
సࠪనం, ఆ߯ ࡱ࢑వ࠳ ߘన࣒ ݡ࠮ వదभ కھߘనంڒ ݟబܽद ఇకए డ మనߖڜ ڕऒ  షరࡱޔ ఇవछ బݞन  దట f࠴ మనం ,࠼
అవకలన సࠬకరߖހऒ  ఏరओ రۧ࡯ మߖߖ޳ ࠾ࡍ పࡍషए కएࡅ ݋ంܐవదभ ܼం ࠪڒ . ࡯ంۧࡍ छ޳ ࡱ࢐   px y dy dx ࡌ
छ޳ ఇవछ ࡌ బޔݡంڒ ޴బܽद వదभ ܼంܐంࡅ ݋కए  సࠬకరణం ࠳న࣒ ۨనऒ छ޳  ఇవछ ࡌ బޔݡంڕࡱ࢐ ޴ pxy y y 
సࠪనం ࡏࣃऱ ࠮లధనం ࠳న࣒ ڒబܽद ఇకए డ ࠼ߦం݋ ۨనऒ ఇవछ ڴ޴ బݟం࠭࠲ ࠪڒ ޴ పంړ फ ࡅకए  dydx x x x y 
సࠬకరߖހऒ  ऴ࢐యڒ ړߖݞङ ङڒ ࠾ࡍమ ࡽటߧ ङڒ 0 ߖ బܽदڒ ంۧ࠭ڵࡆఉప ߖ ࡽటߧ x y x ڴసࠪనం ړ0 ߖ ࡽటߧ x
ఉంచడం వలన మనڒ ڕङ నऒۨ ࡽటߧ కएࡅ ݋ం࠼ߦ ఈ ޴బܽद ఇڒ న࣒࠳ ޴  అంతߖ࠻ࡌऒ  y y xdydx pxy y 
మ࠾ࡍ అࠉझ झࣃ బܽद ఇవछڒ ޴फంࣆఇ ߘ బݟన޴ ఇంట࡛ ࣊ ङږ ޴న࣒ ఇ࠳ दߵ ऒߖ޵ బܽदڒ సࠪనం ړ ࠗ  x y y xdydx x 

ࡓ ࠑ  న࣒࠳ ऱܿ ࠳న࣒ ࣋ए छ ऴ࢐యవ۪ऐ ڵࡍޒ ߖసࠪనం అ ړ ࡛ ओߩబܽद ఇڒ  ऒߖ޵ ݡ  ߰ంద࠭࠲ ړߖݞ dydx 1 x y x 
సࠬకరߖހऒ फࣃڵ࠙ ޜ న࣒࠳  య࡛ ఫ࣒द ఆరߖࡰ ޴బܽद ఇڒ ࠭ न࡛  ఓڒ ݭబܽद పࡍషए x ࠭࠲ ޴ఇ ࣆࡱޘ ڕࠪ ంచడంࡍ px 

छ޳ న࣒ 1࠳ కएࡅ ࡌ  సమऴగ ޑۅంړߖڒ సࠪన࠳న సమऴగ ڒరߖڒऒ  కھߘనవలࣄ ఉంܿం޴, ఇ޴ పవ࡛ dx x dx e 
एࢲࡍబܽद పڒ సࠪనం ړ ࠑ 1 ޴సࠪనం, ఇ ړ ۃ࡮ న࣒࠳ రం ࡓ ऱܿ ڒరకం 1 ޳छ కएࡅ ޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړ ࡌ  1 x x y x x 
ࡓ ࠑ ऱܿ ࠳న࣒ ࣋ए छ న࣒ ࣋ए࠳ బܽदڒ న࣒࠳ ޴బܽद అڒ ࡛ छ ప 2 ࠑ ࡛ ऱ࣒  అం݄ ఇ޴ అం݄ x g x dx x dx x c y cx 
ङږ న࣒࠳ ओߩఇ .2 ࠑ ࠗ కएࡅ ఒక సࠪనం ڕమన ݡ  ఇవछ బݟం޴ ఒకڒ ړࡍబܽद సࠪనం వߤ ఒకړߖ޳ సࠪనం x f x y 
అ࠼నߩओ छ޳ బܽदڒ సࠪనం ݀ ࠑ ݡ࠮ అం݄ అం݄ ,޴फంࣆۨࣇ ߖఅ ݡంࡓ ࠑ న࣒ ఒకܽ࠳ ఒకܽ ޴ఇ ݡ  c c y ࡌ
ఇవछ బޔݡం޴, ఇࡅ ޴కए ङږ న࣒࠳ ݡంࡓ ࠑ ݡ࠮  छ޳ ࠗ ओߩఇ .2 ࡌ x f x x f 2 ࠑ సࠪనం 3 ړన࣒ 3࠳ ߖ మనం ݡ
ङږ న࣒ 3࠳ న࣒࠳ న࣒ 3࠳ ݟంߘ नࠗ ړࡵ ڴ2 ࠑए ంచవ۪ऐ , ఇ࠳ ޴న࣒ 9 2 ࠑ ప ऱ࣒  ఈ ޴ఇ .޴फంࣆబܽद 9 ఇڒ సࠪనం ړ2 ࠑ 27 
సమసङ ओߩఇ ࡔనం స߄సࠪ ڕ మనం ऴపశऒ ݡ  సంఖङ ऴపశऒ ݡంࡓ  भࡿࢗ ڕ ం, ࠴ ࠪڴదܽ ڒछ ऴడంࡹ ݋ ఉనऒ నyx࠳సࠪన ړ 
వऴకࡔఖࣆۨࣇ ߘफం޴ మ࠼ߦ ߯ߖ޳ ࠾ࡍం݋ వߕࣆ ࠪڒ ߤऒ  ఉండߖవछ ంݟ, ఇߩओ  y ݟయܑయం࡯ޘ ߖ ݋ంܐంܼ ݡ
छڒ దܽ࠴ ఖࡔవऴక ࠾ࡍమ _ ޴फంࣆࡱవదभ అࣾం క ݋ం࠼ߦ వదभ ݋ం࠼ߦ ఒక ࠪڴ ऴడంࡹ ݋ ఉంڒ ࡯ݞబܽद p y y 
ऒߕࣆ  కం݄ ߭దभڴ޴ ఉంڒ ࡯ݞబܽद మ࠾ࡍ అࡓ ߝంݡ ఎంߧకలࡹ ఒకܽ ࠪऴత࠲ సࡕన޴ అࡓ ޙ࠼ంݢ తߩओ  a c 
వ۪ऐڒ వछߖఉండ ڴ࢓޶ంࠉ లࢡబܽद అࣿంڒ  ంࠪڒ ݟ అ࠴ ޙ࠼దܽ సమసङ  రణ p x y߄ࣃ ఖ߯ࡔమనం వऴక ࡹ
࣊ వదभ ఇంట࡛ ࢓޶ంࠉ బܽद y yp 0ڒ ࣆࡱޘ ڕమన ߖన࣒ అ࠳ ࠪڒ  ݋ం࠼ߦ ޴ߝబܽद అڒ ࠭޳ం߰ ߖ दߵ y xdydx 
పܽ సమసङߘ࠭ छ޳  ओߩఇ ࡌ ఇవछ ݡ బݟన ߰డ࢓ ఇవछ బݟం޴ ఒకړߖ޳ సࠪనం ڒబܽद మనڕ ఒకܽ వࣆफం޴ pyp pyp 
࣋ए छ ࡛ మ޷ ࠾ࡍరం ࣋ए छ ࡛ न ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ࡓ  ऱܿ ࠴తफం చޔరऴసం అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ఇ޴ ࣋ए छ ࡛ 1 pyp x x dydx dydx 
న࣒ ࣋ए࠳ छ ए࣋ ࠑ ࡛ छ ओߩబܽद ఇڒ సࠪనం ړ ࡛ రऴసం ఉనऒޔచ ڕమన ݡ ం޶న ఇ޴  కం݄ ߭దभ޳ࡶ ڴ޴ x x dydx 0
సࠪనంڴ ఉం࡯ݞ అం݄ అࣆۨࣇ ߖफం޴ చޔరऴసం తపओ  x x ࠾ࡍన࣒ ఒకܽ మ࠳ అం݄ ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ړ1 ڴࡍసߖ
ఒకܽ మధङ  ఉంڒ ࡯ݞబܽद వऴకࡔఖ߯ ఏ ࠉంߕߞࡹ࢓޶ అ࠳ 1 ޴ߝన࣒ ࣋ए छ కएࡅ ࡛  వర ठړߖ࡮࠮ సࠪనం, ప ऱ࣒  dydx x 
छڒ దܽ࠴ ޴బܽद ఇڒ తంښసం .޴ంޔݡంచబڵ࠙ ޜ ޜ న࣒࠳ ޳ࡶ ऴడంࠪڴ ࡹ ݋ ఉంڒ ޴బܽद మనڕ  కం݄ ߭దभ޴ x 0 x 
ఓ߭ ࢟ܽ܊ߦ బܽदڒ ओߩఇ .޴ఉంܿం ڕవర 1 ݟంߘ మం 0ࡌ࢑ ߤ ఇకए ݡ డ మనం ܉ऴగతफڴ ఉం࡯ݞ మ࠾ࡍ ఏ ࡏڷफ x x 
ऒߖڜ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ޜతంښల సంږߘࣃ ړ ంతڜ ࡹమంࡌ࢑ ఈ .࡯ݞ۫ ޾ంޔ࢓టࠈऱࡱۮ dydx 0 1 x ړ  x
ऴపږޒలంڴ ఉండవ۪ऐ , అޙ࠼ అ޴ ఎంࣃ ڕ޶ధङ ం ڒద࠭ޑߩ۫ ࠭࠲ ߖ, ఎం޶కం݄ ߕࣆऒ ऒߖڜ ࡹ  ఒకܽړ x dydx
ऒߕࣆ  కం݄ ఎڕए వڴ ఉం݄ మ࠴ ࠾ࡍతफం మړ 1 0 ࠾ࡍ ऴపږޒలంڴ ఉంܿం޴, ఆ߯ ڜనڵࣃం޳ ߩछ  x 2 dydx ࡌ

తపओ ऒߕࣆ ڴࡍసߖ  ఒకܽڜ ࡹంత వదभ ߕࣆऒ  న࣒ dydx x dydx x࠳ రऴసం ఒకޔంۨన చࠚల ڕమన ޙ࠼అ ࡯ݞఉం ڴ
࣋ए छ ए࣋ ࠑ ࡛ छ ࡛ అޙ࠼ ఇ޴ ఓ߭ छࡓఇంట ߤ ऒߖఅ ࡹ ߤవ ࡗ܋ ࡽ  లߕࣆ ڕऒ छ޳ బܽदڒ ޶ڒ  న࣒ x x d dx 1࠳  ࡌ x 
࣋ए छ కएࡅ న࣒࠳ ޳ࡶ ࠑ ࡛  వర ठړߖ࡮࠮ సࠪనం 1 ࠳న࣒ వర ठ࠮లం ޳छ छ޳ ࡌ ऒߕࣆ మంࡌ࢑ ࡌ  x dydx x x x x 
ఒకܽ ڒబܽद ఇߩओ एڕకం݄ ఎ 0 ࡹ ݡ వڴ ఉం݄, 0 కం݄ ఎڕए వ ఉతओ నऒ ం అࡌ࢑ ޴ߝమం ߕࣆऒ  dydx 0 yx ݞږ ࡹ
నऒޔڷࡏ߭  ఫంࣾߤ అࣆۨࣇ ߖफం޴. ఒక వదभ ߕࣆऒ ఇవछ ߖసࠪనం అ ړ బݟం޴, ఎం޶కం݄ ఒక ߕࣆ ࠪڒऒ  y ߯ࠪڴ 
ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇࡌ࢑ 1 0 ޴మంࡹ తపओ  yx yx ࡹ1 0 ޙ࠼అ ,޴फంࣆۨࣇ ߖఅ ࡯ݞఉం ڴలంږޒऴప ڴࡍసߖ
ऴపږޒలంڴ ఉం݄, ఇߕ ࠪڴ ޴లठవ ڒछ ऴడంࡹ ݋ ఉందࣆۨࣇ ߖफంߖ .޴జం ڒ ޶ڒబܽद ऴపږޒల సంښతంޜ ఉం޴ dydx 
న࣒ ࣋ए࠳ న࣒ 1࠳ ړ న޴ంۮ ړ1 0 ޴బܽद ఇڒ छ ࡓ ߝంటࢗ ޴ఇ ,޴ఉంܿం ڴలంږޒऴప ݟంߘ ࡛ ऱܿ व߯࠹ x x x x y y 
व߯࠹  ప ऱ࣒  ఒక ࠳న࣒ ࣋ए छ కएࡅ ࡛  వర ठ࠮లం అߖ ఇࣆफం޴, ఇ޴ తపओ ऒߕࣆ ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ڴࡍసߖ  బܽद dydx xڒ ړ
ఎంߧక సࡕన޴ మ࠾ࡍ ఎంߧక తߩओ వۨऐ ڕబܽद మనڒ  ం޴ ఇߩओ  b d b i a c ࡯ݞ۫ ߖఅ ޳ڒ ޳నࡕస ޳ࡶ మనం ݡ
ओߩబܽद ఇڒ న࣒ ࣋ए࠳ ఒక ڕమన ݡ छ కएࡅ ࠑ ࡛ న࣒ వర࠳  ठړߖ࡮࠮ సࠪనం ڒబܽद ఇంܽऴۯ ݋ڼయడం dydx x x 
छ޳ కएࡅ న࣒࠳  ޴ߝఅ ڕమన ࡌ  వర ठ࠮లం ࡅకए ए࣋ .޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړ ࡽన࣒ ఇంܽऴగ࠳  छ छ޳ ࡛ y 1 ࡌ x x dx 
మ࠾ࡍ ఈ సమऴగ ࡮࠮ङ ంకనం ࣆలభం ڒబܽद మనం ఏࠫ ۯయగలం అం݄ మనం ڕܼޓ ߤࣄ ߖ సࠪనంڴ x 
ఉంచవ۪ऐ , ఆ߯ అ޴ߝ మ࠳ 1 ࠾ࡍన࣒ ࣋ए छ కएࡅ ࡛  వర ठ࠮లం ړ సࠪనం dx cos theta d theta x cos theta
झڡఎݟ ߤఇ ܼޓ ߤ࣌ ࠑ ܼޓ ࣒ڒ ࡽన࣒ ఇంܽऴగ࠳ బܽद ఈڒ ए࣋ ࣒ڒ ޴బܽद ఇڒ ܼޓ ݟ ܼޓ ࣒ڒ సࠪనం ړ  छ  y ܼޓ ࡛
छ޳ ܼޓ ݟ ܼޓ ߤ࣌ ޴సࠪనం, ఇ ڕ న࣒࠳ న࣒ 1࠳ సࠪనం ڕసమऴగత ܼޓ ݟ ܼޓ ߤ࣌ బܽदڒ  న࣒࠳ ܼޓ ߤ࣌ ࡌ
ఇం݃ऴగ࣒ڒ ࡽ ఎ ܼޓ ݟ ܼޓ, ఇ࠳ ޴న࣒ ܼޓ ࣒ڒ పऱ࣒ పऱ࣒ ܼޓ ఎ ࣒ڒ ۃ࡮ ࠆఆ ݭ࠵  పऱ࣒ ܼޓ ݋ڒ   ఏకపࣾ ࣄबࡌంకం ࣄ 
ओߩబܽद ఇڒ న࣒ ࣋ए࠳ 1 ܼޓ ࣒ڒ ޙఉంۨ ߘܼޓ ߤ࣌ మనం ݡ छ కएࡅ ࡛  వర ठ࠮లం ఇ޴ అ࠳ 1 ޴ߝన࣒ ࣋ए छ ࡛x x y x 
 ప ऱ࣒  1 ప ऱ࣒  ࣋ए छ కएࡅ ݋ࡐ ࡛ న࣒ వర࠳  ठړߖ࡮࠮ సࠪనం అࣆۨࣇ ߖफం࠳ ޴న࣒ ࣋ए छ ప  ࠑ ࡛ ऱ࣒  మనం t 1 x x c 
ङݡࠪ ల࣒ ࡏڷफ ߭టदనవసరం ޶ࡶ ఎం޶కం݄ ږߘࣃలంڴ ఉంܿం޴ మ1 ࠾ࡍ వదभ అړ0 ޴ߝ సࠪనం కߘక ఇ޴ x y c
అం݄ 0ړ సࠪనం ڒబܽद ࠳న࣒ వర ठړߖ࡮࠮ సࠪనం 1 ࠳న࣒ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ప 1 ۃ࡮  ऱ࣒  ࣋ए छ  న࣒ y x x࠳ 1 ࠆఆ ݋ࡐ ࡛
࣋ए छ ओߩత ࣄ కߧఎం ࠾ࡍమ ߖనదࡕస ߤఆపल ,ޙࢀࢗ ڵࡍޒ ڕల ߤబܽद మనం ఆపलڒ ࠑ ࡛  అࣃ۫ ߖफ  బܽद ఈ x aڒ ࠭
సమసङ ऒߖހఅవకలన సࠬకర ࡹ  ߰ందడం గమߖంచంݟ కషदం ޶ڒ మ࠾ࡍ ఏڔకరణ ݞږ కషदం ޶ڒ గమघ  फన ࠙గంޘౖ
ఏࠫటం݄, ࠬࡍڷ ߖ޳ ࡏంۨ ܉ऴగతफڴ ఉండక߱ޙ సంޑښలࡹ ఒకܽ ࠪऴతࣃ ࠲ధङ మޔ࢓ందߖ గమߖంచడం, dydx 
అߩओ ऒߖఅ ݡ  ఎంߧకࡱ సࡕనవࡏࠬ ߖ అڝߘవ۪ऐ బܽद మనం ऴపశऒڒ ,  నంబ࡛ 3ࡿࢗ ړभ ం. అవకలన సࠬకరణం ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒x 

 ప ऱ࣒ ప  ࡛ࠂ  ऱ࣒  ݀  ప ऱ࣒ ए࣋ ࡛ࠂ  छ एڕసࠪనం కం݄ ఎ ړ ࡛ వ  ࠼ߦం݋ వࠪڒ ߤ ऴڷ ޓంޔࢂࢗ ݞం޴ , xy x y dydx y x 0
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ఆ߯ ఈ ऴ޳వణం వऴకࡔఖ  ప ऱ࣒ ప  ݋ం࠼ߦ ఒక .޴फంࣆݟఖం ڴసࠪనం ړ2  ऱ࣒ x x y b x y ޴फంࣆࡱక ߖ న࠳సࠪన ړ݀ 
సڴࡍठ ࡓం࠼ߦ ݡంటऱ వదभ ఖండనࡱ  ప ऱ࣒  2 చޔరऴసం సࠪనం  ప ऱ࣒  3 చޔరऴړߖࣃ సࠪనం ڒ ޶ڒబܽद c y x d y x 
࠭ంڴ޶ మనం ఈ అవకలన సࠬకరߖހऒ  పࡍషए సࠪనం ࣋ए ڕబܽद మనڒ ࡯ంۧࡍ छ छ޳ ࡛ పऱ࣒ ߩచదర ࡌ  dydx y x xy 
 ప ऱ࣒ ఇవछ ڷࡱߕ  బޔݡం޴  ప ऱ࣒  ݀  ప ऱ࣒ ओߩఇ ࡛ࠂ  ए࣋ ڕమన , ޙ࠼ంۨనటऱߖగమ ࡏࠬ ݡ छ ࡛ ప ऱ࣒  4  ప ऱ࣒  4 x y x x 
ఉనऒ ం޶న ࣔరం ڒరకం ۯయబడవ۪ऐ ,  ప ऱ࣒ తफం ࣋ए࠴ 2  छ ࡛ ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  అం݄ ࡓ ऱܿ  ప ऱ࣒  x xy 2y y x y ޴బܽद ఇڒ .2 
࣋ए छ ప  ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ޜ ࡛ ऱ࣒ ऱ  పࡏࣃ   ऱ࣒   ప ऱ࣒ ओߩబܽद ఇڒ  మనం ఈ  ప ݡ ऱ࣒   మ࠴ ࠾ࡍతफం x 2 x 2 y dyd x x 2 y 
ఫంࣾړ ߤ సࠪనం అࣃ۫ ߖफ ऒߖ޵ బܽदڒ ࠭  మనం సޓ܉య సࠬకరణం ڝసం ऴࣄ࢐న ऱܿߝڴ ऴ࢐యవ۪ऐ  x ߖߖ޵ బܽदڒ 
छ޳ ऴ࢐యవ۪ऐ ߖఅ ࡌ  ప ऱ࣒  2 చޔరऴߖࣃऒ  ఒకܽ పऱ࣒ ప  ޜ  ऱ࣒ ओߩफ ఇ࣋ڵ࠙ ޜ݀  షएࡍప ߖߖ޵ ݡ మనం y y ړߖݞంచࡍ x y 
అߖ ఉంచవ۪ऐ ऱ  పࡏࣃ  ऱ࣒ ప  ޴సࠪనం ఇ ړ2  ऱ࣒   ప ऱ࣒ ࡓ 2  ऱܿ అࣆۨࣇ ߖफంڒ ޴బܽद మనڕ  ప ऱ࣒  u x dydx u x dudx u x 
 ప ऱ࣒   ఉం޴ ࣋ए छ ప  ړ ࡛ ऱ࣒ ప  ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ޜ  ऱ࣒  ࣋ए छ ప  ڕ ࡛ ऱ࣒ 2 ޴సࠪనం, ఇ ޜ న࣒࠳  dudx u 1 u x 2 dudx u 1 u u
ప  ࠑ న࣒࠳ ऱ࣒ ओߩబܽद ఇڒ సࠪనం ޜ  యవ۪ऐۯ ࡏ࢘ ߖ ࡽࠋయࡍ࢘ ߝఅ ࠾ࡍమనం మ ݡ ప  ߖߖ޵ బܽदڒ  ऱ࣒  u 1 u u x 1 u
అ޳ ߖछ ప  ࠑ న࣒ 1࠳ ࡌ ऱ࣒  2 అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ , ఆ߯ ࡓ ࠭࠲ం࡮ߩ࢙ ݡ ఏڔకృతం ࣃۯफ ࠭ అం݄ 1 udu x dx by udu 
ङݢࠪ ۃ࡮ పऱ࣒ ࡽ  ఇࣆफం޴ అం݄ ఈకछ ప  ݭ࠵ ۃ࡮ న࣒࠳ ࡽ ऱ࣒   ప ऱ࣒ ఇܿ u by u 1 du u x 2 ߖ ۃ࡮ బܽद మనం ఈڒ ࣄ 
అర ߖ޵ ߖగలమࡌڕࣆޓ ߩ࢙ बం మ࠾ࡍ మన࠹݅ ݭ࠵ ڕझ   ప ऱ࣒  2 ప ऱ࣒  ఈకछ కएࡅ ంకంࡌबࣄ ܿ ࡽ  u x u ޴फంࣆవ ۃ࡮ 
ఇߩओ ऱ  పࡏࣃ ݡ ऱ࣒  ݀ అڒ ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖబܽद ఇ޴  ప ऱ࣒ కएࡅ  छ޳ ޴బܽद ఇڒ ޴फంࣆۨࣇ ߖ ۃ࡮  u x y mod y u y x ࡌ
 ప ऱ࣒  y ޴సࠪనం, ఇ ړ3 ޴ߝబܽद ఒకܽ వదभ అڒ ޴ంޔࢂࢗ ݞంڷ ޓऴ ࠪڒ ߤవ ݋ం࠼ߦ ఖࡔఈ వऴక ݞږ సࠪనం ړࣄ ݀ 
ప 3 ۃ࡮ ऱ࣒ పऱ࣒ ޴फంࣆۨࣇ ߖ1 ࠑ 3   2 ఈకछ ఈకछ ࣄ అం݄ ࣄ ܿ ࡽ పऱ࣒ ߤవ ࡽ ङࡲ࣍ బܽदڒ ޓऴ ۃ࡮  షߤ క࡛छ ప  ݭ࠵ ۃ࡮  ऱ࣒  y 

ప  ࠑ ऱ࣒  ݀ వߤ పऱ࣒ ङࡲ࣍ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړޓऴ ۃ࡮  షߤ క࡛छ కएࡅ   సࠬకరణం ఇߩओ भ޳۫ ݡ ం ఎంߧకల వదभ y x 
ప  ߘఖࡔక ఈ వऴకߧదܽ ఎం࠴ ऱ࣒ ओߩఇ ޙ࠼అ ࡮అ ࠾ࡍమ ޴ంޔڷݡఅ ߖఅ ޳फంࣆࡱక ڴసࠪనం ڕܿ  ऒߖఎ ݡ  y x 
ప  ߖ ంటऱ వదभ࠼ߦ ऱ࣒ ప  ݭ࠵ ۃ࡮ ࡯ఉంۧ ڴసࠪనం ړ2  ऱ࣒  2 ప ऱ࣒ ప 1 ߖ1  ऱ࣒ ప  ݭ࠵ ޴ఇ , ݟందం߰ ߖ 3 ۃ࡮  ऱ࣒  ݀ y x x x 
ऒߕࣆ ࠾ࡍమ ޴फంࣆۨࣇ ߘ ۃ࡮ న࠳సࠪన ړޓऴ ۃ࡮  కం݄ ఎڕए వڴ ఉనऒ ం޶న మనం ۃ࡮ ऴړޓ సࠪన࠳న  ప ऱ࣒  x x 
ऴ࢐యవ۪ऐ ߘ ۃ࡮ ݀  మ࠾ࡍ ఒښ ఒకए ప  ޴ڼࡍజ ޴సం ఇڝ ߖ޵  ऱ࣒  x x x ړߖ޳సࠪనం అం݄ ఒక ړంܽݟ࠮ ݀ 
సࠪనం ڒబܽद మనڕ పࢲࡍए రం వऴకࡔఖ ߖ  ప ऱ࣒ ओߦత ࠾ࡍమ ޳నࡕబܽद సڒ ޴फంࣆࡱక ڴసࠪనం ޜ݀   అ޴ߝy x a b 
ఇߩओ ప  ޴ఇ .࡯ݞ۫ మనం ݡ ऱ࣒   ࣋ए छ ప  ߖ ޳ࡶ ޴फంࣆݟఖం ߘఖࡔన వऴక࠳సࠪన ړ ࡛ ऱ࣒   ࣋ए छ సࠪనం x 2 ړ ࡛ y y x 2
అߖ ߭టदڕంݞ ఈ సࠬకరణ నࣾऴతం అ޳ࡱߧ ߖभ ం ڒబܽद మనۃ࡮ ڕ వࣆफంڒ ޴బܽद  ప ऱ࣒  2 ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  2 y x y x x 
 ప ऱ࣒  2 ࣋ए छ छ޳ ࡛ ప  ޴ంޔ࢓అ ۃ࡮ ࡌ ऱ࣒ छ޳ 2  ప 1 ࡌ ऱ࣒ ప  ۃ࡮ 2 ޴సࠪనం, ఇ ړ3 ۃ࡮  ऱ࣒  2 ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  2 సࠪనం వߤ పऱ࣒x x x 
एڕకం݄ ఎ ߖ޳ ޳ࡶ ޳ఉం ߕ޼బܽद మనం ఏڒ ޓऴ ۃ࡮ వ ఏߕ޼ ఉం޳ࡶ ޳ అ0 .࡯ݞ۫ ޴ߝ ఈ ఎడమ ߩ࢙ ޒۯ x x x 
 ప ऱ࣒ ప  ۃ࡮ ݡంࡓ ࠾ࡍమ ޴కం݄ ߭దभ ݡంࡓ ݀  ऱ࣒ పऱ࣒ ݡంࡓ బܽदڒ కం݄ ߭దभ࢑ ݡంࡓ ۃ࡮ ݡంࡓ ݀   x t wo ۃ࡮ ݀ 
అࡓ ޴ߝంݡ పऱ࣒ ఒకܽ పऱ࣒ ޴ఇ ,޴ఉంܿం ڴసࠪనం ޜ ࡛ࠂ ۃ࡮  కం݄ సओ ޓऴ ۃ࡮  షदంڴ ߭దभڒ ޴బܽद  కం݄ ఎڕए వ ఉనऒ  0
ऴపړ ړ ޒ సࠪనం ڒ ޶ڒబܽद వऴకࡔఖ ߖ  ప ऱ࣒   ࣋ए छ ࡛ ఆపलړ ߤ సࠪనంڴ కࣆࡱफం޶ڒ ޴ ఇߩओ ओߩత ݡ  x lhs rhs y x 2 c 
అ޴  ప ऱ࣒   చޔరऴړߖࣃ సࠪన࠳న వऴకࡔఖߘ కࣆࡱफం࡯ݞ۫ ޾ࡶ ޾, ఇߩओ ప  ߖ ݡ ऱ࣒   ࣋ए छ సࠪనం x 3 ړ ࡛ y y x 3
నࣾऴతంࡹ ఉంచడం వలऱ మనڕ  ప ऱ࣒   ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒   ప ऱ࣒   ࣋ए छ ప  ߘ ۃ࡮ ࡛ ऱ࣒ ప  ޜ  ऱ࣒ x 3 ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ޜ ۃ࡮  x 3 x 2 1 3 
అం݄ 2 ۃ࡮  ప ऱ࣒  3 ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  3 ࣋ए छ ప  ࠑ ࡛ ऱ࣒  ݀ వߤ పऱ࣒ ओߩసࠪనం ఇ ړޓऴ ۃ࡮  ऒߕࣆ ऱࢁమ ݡ  కం݄ ߭దभڒ ޴బܽदx x x x 
ప  ۃ࡮ ݡంࡓ ऱ࣒  ऴޓ ప ऱ࣒  ऴޓ ࣋ए छ ప  ࠑ ࡛ ऱ࣒  ݀ ఇ޴ ߭దभڴ޴ ఉంܿం࠴ ޴దܽ పదం ࡓంۃ࡮ ݡ ऴޓ కం݄ ߭దभ޴ మ࠾ࡍ x x 

 ప ऱ࣒  ऴޓ ࣋ए छ ప  ࠑ ࡛ ऱ࣒  ݀ సओ షदంڴ ఒకܽ కం݄ ߭దभ޴ ఎం޶కం݄  ప ऱ࣒  ऴޓ  ప ऱ࣒  ݀ కం݄ ߭దभڒ ޴బܽद మࢁऱ ఇ޴ x x x x 
ధङࣃ ం ڒ ޶ڒబܽद 0 కం݄ ߭దभ޴ ఏ ړ పటदࡲ࣍ ޶ङ షߤ క࡛छ   ప ऱ࣒  3 చޔరऴړߖࣃ సࠪన࠳న ߖ కࣆࡱफంڒ ޴బܽद x x y
ఎంߧక సహ అߖ అర बం సࡍ సࡔ ఇߩओ మనం ऴపశऒ ݡ  సంఖङ भࡿࢗ ړ 4  ం ࡓంݡ అ޳ ݋ࡐ ޴ߝछ  d ݡ࠮ సࠪనం ړݡంࡓ ࡌ
ఇߩओ ఇనछ ݋ంڒ࣊ ޴ߝఒకܽ అ ݟంచంށగࡍప ߘల ݋ం࠱ ݋द࣋ ݡంࡓ ݡ ࡛झ ండవ yx x pi 6ࡓ ࠾ࡍమ  ࠑ న࣒࠳ 
 ࣋ द࠱ ݋ం݋ అ޳ ࠑ  ޴ߝछ ఇవछ ࡌ బޔݡం޴, ఇ࠳ ࠑ  ݋ࡐ  ޴న࣒ వర ठړߖ࡮࠮ సࠪనం  ࠳న࣒  ࠑ yx 1 y 2 3 x 1 1 x 
࣋ए छ ࡛ అߩओ ऒߕఉ ࡱకߧఎం 4 ݢంࡓ 2 ࠾ࡍమ 1 ڕమన ݡ ओߩత ݡంࡓ ߗڒ జంߖ జం ఒకܽߖ .࠼  ఒకܽ తߩओ  b c ߗڒ 
ओߩత ࡱ ݋ం࠱ ݋द࣋  ࠾ࡍమ  ݢంࡓ కߧఎం ࠾ࡍజం మߖ ݡంࡓ ऒߖڜ బܽद మనంڒ  ऒߖదܽ ऴకࠪ࠴   అం޴ంۨన d 1 2
छ޳ ޓऴ ݋ࡐ ݡంࡓ వదभ ޒबࣄ రంభߦరణ అవకలన సࠬకరణం ऴ߄ࣃ छࡌఆ త ࠾ࡍసࠪనం మ ړݡంࡓ ࡌ త ఏ޴ y 
పࢲࡍए రం ڒగల޾ మనం ۫ڒ ࡯ݞబܽद ࠴దܽ ࢑షయం ఏࠫటం݄ ࠬړ2 ߖ ࡏ సࠪనంڴ ఉంచడం ޳छ x ࡌ
ऴపయޒऒ ంచవ۪ऐ  మ࠾ࡍ ۫డవ۪ऐ छ޳ 3 ݋ࡐ ࡏࠬ . ऒߕޔ޶ం߰ ߖ న࠳సࠪన ړ2 ࡌ y ߖߖ޳ ࡏࠬ ޳ࡶ ࡌ
ऴపయޒऒ ࣋फ, ఈ ࡓంݡ ࣋द࠱ ݋ం݋ లࣃ۫ ࡏࠬ ߘफ छ޳  ݋ࡐ ࡏ 3 ,ݟफపరచంߧసంతృ ߖޒबࣄ రంభߦన ऴ࠳సࠪన ړ ړ ࡌ 2 2 y 
అ޴ సࣔయం ۯయڒ ޶బܽद ࠭࠲ అవకలన సࠬకరߖހऒ  పࡍషए ऒޒऴపయ ړߖݞంచࡍ फࣃ ࠭ మ࠾ࡍ మనం ఏ 
పࢲࡍए ऒߕޔ޶ం߰ ߘలࡌ फࣃ۫ ࠵ బܽद మనం ఇۨऐڒ ࠭ న ࢑ ߖ࢐ܽనంࡅ ݟకए  వర ठ࠮లం ࣋ए छ  y y ޴ߝన࣒ 1 అ࠳ ࡛

ࡓ ऱܿ ࣋ए छ కएࡅ ߤన࣒ వ࠳ ࡛  ࣋ए छ ఇనछ ݋ంڒ࣊ బܽदڒ సࠪనం ړ నݟంచబڵ࠙ ޜ ݋ࡐ ࡛ ࡛झ కएࡅ  x x dx ࢟ܽ࢘ࡍݥ  x d
కएࡅ న࣒࠳ ࠑ ࡓ 1  ऱܿ వర ठړߖ࡮࠮ సࠪనం అࡏࠬ ߖ గమߖంۨనటऱ1 ޙ࠼. ఇߩओ ఇకए ݡ డ మనڕ dx x mod x x 
࣋ए छ కएࡅ న࣒ 1࠳ ࡛ ࡓ  ऱܿ ࣋ए छ  x x x ,޴ంޔ࢓మం అࡹ࢑ ݋ంڙ࣊ ఉం݄ , సమऴగత ڴలంږߘࣃ బܽदڒ ޴ఉం ݋ࡐ ࡛
అޙ࠼ ऴపږޒలంڴ ఉం݄, మనం సࠬకరߖހऒ ంచవ۪ऐށڷ ޜ గܽ࢟ߜ   మ࠾ࡍ మనం ࣃۯफ ࠭ ఇంڒ ߰ందంڒ ݟబܽद x 
మనం ࡍڷ ߖ޳ంۨ ۨంޒంۧ࡯झ న అవసరం ޶ࡶ మ࠾ࡍ ఇంܽऴۯ ݋ڼయడం ޳छ కएࡅ ڕమన ࡌ  మం yࡹ࢑ ݋ంڙ࣊ 
వࣆफం޴  ప ऱ࣒ కएࡅ ంకంࡌबࣄ  ओߩసࠪనం, ఇ ړߖࠪࡹ࢑ ݋ంڙ࣊   x c y ߘޔషర ߝసࠪనం అ ړమనం 2 వదभ 2 ݡ
ఉపڵࡆంచడం ޳छ छ޳ 3 ݋ࡐ ంܼ࠭ھߘక ߘవࡱ࢑ ࡌ छ޳ 3 ݋ࡐ ޴ߝబܽद 2 వదभ అڒ ࡌ  c y ݋ࡐ ޴సࠪనం, ఇ ړ2 ࡌ
छ޳ 3 కएࡅ 2 ࡌ छ޴  ऒߖࠪࡹ࢑ యޓ ప 2 ݟంߘ ޴फంࣆۨࣇ  ऱ࣒ కएࡅ ࣄ  छ޳ 3 ݋ࡐ ޴మం, ఇࡹ࢑ ݋ంڒ࣊  కएࡅ 2 ࡌ  l 
छ޳ 6 ߖ ޴ఇ ,޴फంࣆۨࣇ ߖసࠪనం అ ړߖࠪࡹ࢑ ݋ంڙ࣊ కएࡅ 2 ࠾ࡍమ ޴फంࣆఇ ࡌ pi޴फంࣆఇ ߖ3 ߖ మంࡹ࢑ ݋ంڙ࣊  pi
ఇనछ ݋ంڙ࣊ ڕబܽद మనڒ .సࠪనం 6 ړ߯ న࣒࠳ ޴ఇ ,3 ࠑ న࣒࠳ 6 ࠑ బܽदڒ ࡛झ  ఈܘ ఈܘ ఈకछ  pi pi y ݋ంڒ࣊ ܿ ࡽ
ఇనछ ࡛झ ఇనछ ݋ంڙ࣊ ޴ߝఅం݄ అ  ࠑ ߯ న࣒࠳  ࡛झ బܽद x 6ڒ .޴फంࣆۨࣇ ߖసࠪనం అ ړ ݋ంڙ࣊  ࠑ ߯ న࣒࠳  y x 6
 ࣋ द࠱ ݋ంߖ  ݋జమߖ ఇߩओ ओߩఒ  ݋ం࠱ ݋द࣋ .޴ఉంܿం ࣄమనం ۫డవల ݡ ओߩత ޳ࡶ  1 ڕమన ࡹ ݋ం࠱ ݋బܽद ࣋दڒ ݡ 2 2

छ޳  ఇవछ ࡌ బޔݡంڒ ޴బܽद మనڕ అ࠳ ޴ߝన࣒ ߯ ڡࣄझ కएࡅ   ࣊కߤद ఇనछ ࡛झ 1 ࣆࡱޘ ڕమన ߖసࠪనం అ ړ  y y x 
छ޳ ޴బܽद ఇڒ ޴నࡕస ޴బܽद ఇڒ छ޳ 6 ޴फంࣆۨࣇ ߖఒకܽ సࠪనం అ ࡌ కएࡅ న࣒࠳ మంࡹ࢑ ࡌ  y secant x pi cos

Pru
tor
@
IIT
K



మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ࡅకए ऒߖޑऴࣇ సంڝ   ఉపڵࡆంచడం ޳छ ࡓ ޴ఇ ࠭࠲ ࡌ ऱܿ ࣒ڒ ఆࠆ c d cos secant inverse x 
కएࡅ మంࡹ࢑ సࠪనం ޴ऱ ఇࡏࣃ ࠾ࡍమ 6 ࠑ  pi sine of secant inverse x sin pi by 6 secant x cos 

छ޳ 1 ݟంߘ కएࡅ ࠾ࡍమ 3 ݋ࡐ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ࡌ  న࣒ 1 x cos pi by 6 by 2 secant inverse x࠳ 1 ߤ࣌ 
చదరࡏࣃ ߩऱ ޳छ ఇనछ ݋ంڙ࣊ ࡏࠬ బܽदڒ ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړߖڴస 6 ࡌ ࡛झ  ఈܘ ఈకछ  by x sine pi wi x ܼޓ ࡽ

అߖ ߭టदవ۪ऐ  అం݄ అࡅ ܼޓ ޴ߝకए x 1 ܼޓ ߤࣄ ఆ߯ ޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړ ࠑ  ܼޓ ࣒ڒ బܽदڒ సࠪనం ړ ݋ంڙ࣊  x
అ࠳ 1 ޴ߝన࣒ ࣒ڒ ࣋ए छ కएࡅ ܼޓ ࡛  వర ठ࠮లం ڒబܽद ఇߝ޵ ޴ऒ  ఇࣆफం޴ మ࠾ࡍ ఇ2 ࠑ 3 ݋ࡐ ޴  ప ऱ࣒  వࠑ ߤ ܿ x 
࣋ए छ ए࣋ ࠑ ߤన࣒ వ࠳ ݋ࡐ ࡛ छ ओߩఇ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ ࡛ छ޳ ڕफ మన࣋۫ ߖ ߤఆపल ߝఅ ࠑ ݡ ࡓ  ఒకܽ ࡌ ऱܿ x y y y 2
సࠪనం ޳  ݋ࡐछ న࣒ ࣋ए࠳ ࡌ छ ए࣋ ࠑ  న࣒࠳  ݋ࡐ ࡛ छ ࡛ సࡕనڒ ޶ڒ ޴బܽद మనڕ లࠚం޴ۯ ࣋द࠱ ݋ం݋ ఒకܽ3 x 1 1 x 
ओߩత ݡంࡓ ݋ం࠱ ݋द࣋ ߗڒ జంߖ ओߩబܽद ఇڒ కߧన ఎంࡕబܽद సڒ  మనం ऴపశऒ ݡ  సంఖङ  ఐࡿࢗ ړ ޶भ ం అవకలన b yx be 
సࠬకరణం ࡅకए  పࢲࡍए రం ఒకܽ పऱ࣒ పऱ࣒ ࠹व߯ ݟంߘ  ऒߕࣆ ޙ࠼సࠪనం అ ړߖ޳ఒక ݟంߘ   e xy ye x y ړ2 
సࠪనం అ࠳ ޙ࠼న࣒ 4 వదभ 0ړ సࠪనం ࠳ ࠑన࣒ 2 వదभ 0ړ సࠪనం. ఒక ړ ऱషद࠳నࡌ࢑ ޴మం࠼ߦ ࡹం࠳ ݋న࣒ 1 ay cyx 
झڡݧ ࠾ࡍమ  ࠪڒ ऒߕࣆ ࠪڒ ߤన࣒ వ࠳ ݋ం࠼ߦ ࡽకܽړऴ ړ  ऒߖހఈ అవకలన సࠬకర ڴ޶బܽद ࠭ంڒ ޶ࡶ   0 n 
పࡍషए फࣃࡍ బܽद 1 పڒ ࠭ ऱ࣒  ఇ ߘంݟ వ వరڕ व߯࠹ పऱ࣒ ఈకछ ݟంߘ  ప 1 ࠑ ࢟ܽ࢘ࡍݥ 1 ࡽ ऱ࣒  e x y ye x d e x ݟంߘ 
ࡓ ऱܿ ఇ1 ޴ ప ऱ࣒ ࡓ ޴फంࣆఇ ߖ  ऱܿ व߯࠹ పऱ࣒ झ࠹݅  ప 1 ࢟ܽ࢘ࡍݥ  ऱ࣒ ప 1 ޴ఇ ࠾ࡍమ ݟంߘ  ऱ࣒  y e x y y e x e to x e 
ప  ړ ऱࡏࣃ ݟంߘ ऱ࣒ య࡛ ఫ࣒द ఆరߖࡰ ޴ఇ ޙ࠼అ , ޴फంࣆۨࣇ ߖసࠪనం అ ړ  न࡛  ఓݭ అࡏࠬ ݞږ ߖ ۫డవ۪ऐ , x y x c
అߩओ ङ߷ ۃంܽڼఇంܽऴ ࡏࠬ ݡ క द࡛ ऒߖ޵ ߖھߘక ߘ  యవ۪ऐۯ  ओߩఎ ߗڒ  ऒߖ޵ ࡏࠬ ఉం݄ ڴలభంࣆ ߕݧ  ߤంత ఫంࣾڜ 
కएࡅ తफం ఉతओ࠴  నऒ ంڴ ऴగࣕంచవ۪ऐ అం݄  ప ޴బܽद ఇڒ  ऱ࣒ ప 1 ړ  ऱ࣒ న ఇۨऐݟంచబڵ࠙ ޜ  న 0ړ2 ړ y x c e x y 
సࠪనం ڒబܽद ఇ2 ޴ సࠪనం ڵ࠙ ޜ2 ړంచబޔݡం޴ అం݄ ఇࣆۨࣇ ߖ ޴फంړ4 ޴ సࠪనం ڒబܽद ߖ  ప ऱ࣒ ప 1 ߖ4  ऱ࣒c c y x 

छ޳ ఉంచడం ړన࣒ 4࠳ ߖ फ࣋ڵ࠙ ޜ ړ e޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړ 1 ړన࣒ 2 వదभ 2࠳ ࠾ࡍసࠪనం మ ړన࣒ 4 వదभ 0࠳ ࡌ x x y y 
 ప ऱ࣒ ఖۨऐ ړన࣒ 2࠳ ݟంߘ  తం0 ڴ కం݄ ఎڕए వڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఎంߧక సࡕన޴ మ࠾ࡍ తߩओ  e a b a ڕబܽद మనڒ 
సࡕన޴ మ࠾ࡍ తߩओ  అߖ ఇߩओ ऒߕޔڷݡఅ ߖఅ ޳ఉం ࠾ࡍమ ݡ ऒߕࣆ ݟంߘ న࣒ 1࠳ ࡏ  b c d yx ࡹమంࡌ࢑ 
ఏڔ ߕ޼లక࠳న ࠼ߦంڒ ݋బܽद ऴܽړక࠼ߦ ࡽం݋ అ޴ߝ ఫంࣾࡅ ߤకए  ఉతओ నऒ ం 0 అࡏڷ ߖफం۪ڝంڒ ݟబܽद అ޴ߝ yx x
 ప ऱ࣒ సࠪనం, 1 ప ړ4  ऱ࣒ ప 1 ޴फంࣆۨࣇ ߖసࠪనం అ ࣁݞ ޴న ఇݟంచబڵ࠙ ޜ  ऱ࣒ ࡓ ݟంߘ  ऱܿ  ప ऱ࣒ కएࡅ 4   e x y x e x x 
ఉతओ నऒ ం 1 ࠳న࣒  ప ऱ࣒ ࡓ 4  ऱܿ ࣔరం ࡅకए  ఉతओ నऒ ం ߘంݟ  ప ऱ࣒ ए࣋ ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ޜ  छ బܽद x e x 1 eڒ ࡛ x y 
व߯࠹ ఈ వङ ڔ फకరణ ޳छ ఇవछ ࡌ బޔݡం޴ ఇ޴ సࠪనం ࠳న࣒ 1 ߘం0 ݟ వరࡌ࢑ ڕమంࡹ ఏ సమయం޳ࡶ ړ0 ߕߞࡹ x 
भ޳ށవదभ గ  ߘ ࠹व߯ ޙఉంۨ ڴసࠪనం ړ ߖ ߘߝ బܽदڒ ޶ڒ ం, ఆ߯  ప ऱ࣒ న࣒  ఇ x࠳  ޴ఇ ޙ࠼అ  ړ ݟంߘ  0 y 0 1 e 0 1 2 4
छ޳ 1 ޴ఉంܿం ڕవర 0 ݟంߘ एڕకం݄ త 0 ࠆࣔ న࣒࠳ 4 ࠑ న࣒ 2࠳ బܽदڒ రऴసంޔచ 2 ࡌ వ మ࠳ ࠾ࡍన࣒ 1 వదभ y 
व߯࠹  ప ऱ࣒ ప  ړ న࣒࠳ ړ న࣒࠳ ړన࣒  ఇ࠳  న࣒࠳ ړ  ऱ࣒ 1 ߖ޵ బܽदڒ రऴసంޔచ  ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ޜ న࣒࠳ ړ  e 1 3 1 1 1 e 1
సంښతం ఏࠫ݇ మనం ۫࡯ݞ, ఇ࠳ 1 ޴న࣒ 2 ޳छ ఇ 1 ప ࡌ ऱ࣒  ఇ ࠑ న࣒ 2࠳ ఇ ޴ఇ ,޴ంޔݡంచబڵ࠙ ޜరऴసంޔమ చࡹ࢑ 
झ࠹݅  వߤ పऱ࣒  వࠑ ߤ ఇ ࣋ए छ ࡛ ఇߩओ ऒߕࣆ ޴బܽद ఇڒ ޴కం݄ ߭దभ ݡంࡓ ࣆࡱޘ ڕమన ݡ  కం݄ ఎڕए వ ڒబܽद ࠳న࣒ e 
ఒకܽ వదभ व߯0 ࠹ కం݄ ߭దभ޴ మ0 ࠾ࡍ వదभ व߯࠹ ఇంటࡎघ म޳ࣄ వࡱ࢑ ݋యݟ ంతం ޳छ एڕకం݄ త 0 ࡌ వ व߯࠹ y y y x
फޑ࠴ న޴ంۮ ړ న࣒࠳ ऒߕࣆ ఒక ࡹమంࡌ࢑ ޴ߝసࠪనం  అం݄ అ ړ ړߖ 1޴ఉం ڵ࡯క ߖ ݋ం࠼ߦ న࠳లకڔ ࡹ న࣒࠳  0 0 yx 
ओߩత ࠾ࡍమ ޴నࡕక సߧబܽद ఎంڒ ప  ڕమన ,ࡔస ࡱకߧన ఎంࡕస ࠾ࡍబܽद మڒ  ऱ࣒ కएࡅ   ఇۧऐ రߖ c d a c x f 
అڕߘం޳ం ऴపశऒ  సంఖङ  ఆࡿࢗ ړࡏभ ం. అ޴ߝ సమ࠻లڕ సࠪనం व߯࠹  ప ऱ࣒  व߯࠹݅ ࠹झ  అߖऒ  y fx f y f x fy xy
r f f f f ۯࡍफపߧసంతృ ߖ ޴ߝబܽद అڒ ݟనంھߘక ߘవࡱ࢑ ۃ࡮ ڷࡱߕ సࠪనం, ఆ߯ ړవదभ 1 0 ࠾ࡍమ ړ
झߖࡓఫݟ యࡽࠋ ఫంࣾߤ అߖ ఇవछ బݟం࢐ ޴సफవ ࡔఖߖࡹ అߖऒ ప  ړ  ऱ࣒  సࠪనం व߯࠹  ప ऱ࣒  व߯࠹ xy x y fxf y f xfy 
మ࠾ࡍ మనࡅ 0 ڕకए వ ఇవछࡱ࢑  బޔݡంڒ ޴బܽद మనం ߕࣆऒ ऒߕࣆ న࠳సࠪన ړ ऒߕࣆ ߖ  f x y ڴసࠪనం ړ
ఉంۨనటऱޙ࠼ , మనం ړࡵए ంచగలమࣃ۫ ߖफ ࠭ ఎࠆ व߯ࡅ ࡗ܋ ࠹కए కएࡅ ߩ࢙ ޒۯ ఎడమ ޴వ ఇࡱ࢑   0 అߖ f 
 బܽद f 0 f fڒ ࢐సफవం ఒక ޴బܽद ఇڒ .࡯ݞఉం ڴసࠪనం ړ2 ࠑ 1 0 ࠹బܽद व߯ڒ సࠪనం ړ0 ࠹व߯ 2 ړ1 ޴ߝఅ ޴फంࣆۨࣇ
మనం ఇߩओ కएࡅ ڷࡱߕ ,࢐సफవం ఏࠫటం݄ ऴగࣕంۨన ݡ एړࡵ మనం ߘవࡱ࢑ ۃ࡮  ంۧࡅ .࡯కए  అం݄ ఏࠫ݇ f x f 
కڝߘए వړߖݞ ऴపయޒऒ ంచంڒ ,ݟబܽद ఇۨऐ న సࠬకరణంړ0 ߖ ࡹ సࠪనంڴ ఉంచడం ޳छ ప  ޴फంࣆవ ڕమన ࡌ ऱ࣒  y f x y 

కएࡅ  అޔ࢓ంࡏࣃ ޴ऱ व߯0 ࠹ ప ऱ࣒  व߯ࡓ ࠹ ऱܿ మనందڔࡍ ఉంܿం޴ ఇపओ  x f fx f f x f 0. f ߘవࡱ࢑ 0 ࠹व߯ ښܽ
एړࡵ ంۧڒ ࡏబܽद ఇࡓ ޴ ऱܿ సగం ప ऱ࣒  व߯ࡓ ࠹ ऱܿ ఒక व߯࠹ సࠪనం సగం మ࠾ࡍ ఇ޳ ޴छ  fx f x f x fx fx fx ࡌ
छ޳ छ޳ యడంۯ సమం ړߖڴస ࡌ ప 2 ࠑ ޴ంޔ࢓సࠪనం అ ۃ࡮ ࡌ ऱ࣒  వదभ 0ړ సࠪనం అం݄ 1 అం݄ 0ړ fx x cf c 
సࠪనం ڒబܽद ࡅకए एړࡵ ߖ ۃ࡮ బܽद మనంڒ సࠪనం ܿ ࠑ ݡంࡓ ۃ࡮  ంۧڒ ࡯బܽद ఇړ݀ ࠑ ڷࡱߕ ޴ x x x f 
సࠪనం అޔ࢓ంࡓ .޴ంڒ ݡబܽद ఈ ఇۨऐ న ఫంࣾనࡽ ఈښछ షߘ ߤ సంతృߧफ పࣆࡏफం޾ࡶ ޾ త޳ۯ ڥߖभ ం, ڒబܽद మనڕ fx 
అర ߖ޵ ,޴ఉంܿం ݀ ࠑ ۃ࡮ बం ߘంݟ పవ࡛ ࠑ ݀ ఇߩओ ప  ޙ࠼అ ݡంࡓ ړ ݟంߘ ݡ ऱ࣒  ఇ޴fx x fx e x fx e x fx y 
ఏࠫܽ ݠࡓ పవ࡛ ړ  ప ऱ࣒ ࡓ ݡంࡓ  ऱܿ ఉంܿం޴, ఇࡓ ړ ړ ޴ంࡓ ݡ ऱܿ సࠪనం ߘంࡓ ړ ݟంࡓ ݡ ऱܿ, व߯࠹ e x y e x e y fxf y
 ప ऱ࣒  व߯࠹ అం݄ ఏࠫܽ, ఇړ ޴ సࠪనం ࡓ 2 ړ ړ ऱܿ व߯ړ ړ ࠹ సగం 2 ߖ ప ऱ࣒  व߯࠹ సగం 2 ړ ړ f xfy fx e x f y y e f x e x
ࡓ ऱܿ ఇࣆफంړ2 ړ ړ ޴ సࠪనం అం݄ సగం ప ऱ࣒  సగం అం݄ 1 ࡓ ऱܿ ࡓ 2 ړ ऱܿ ܿ ޳छ బܽद eڒ జంߖ ޴బܽद ఇڒ .2 ࡌ y e e y 
మనం మࡖక సమసङ भ޳ۯ ߘ ం ࠪڒ ఒక ఎంߧక అࡍ࢘ ޴ߝయݟࡔ ࡽࠋ మߕࣆ ࠾ࡍऒ  ంऴదం b cښ बరࣄ వదभ ߤన࣒ వ࠳ ࠪڒ 
࢐ङ बరࣄ  రࣃ बం 1 మ࠾ࡍ అࣾం ࢗంట ࢘ࡍయښ ࡽࠋంऴࡱ޳ మࣄ  ࠾ࡍबర ࢐ङ రࣃ बం 1 మ࠾ࡍ అࣾం ࢗంట ࢘ࡍయࡽࠋx d y 
एࢲࡍప ࣆࡱޘ ߖఅవకలన సࠬకరణం అ ڕబܽद మనڒ ࡱ޳ంऴښ రం వऴకࡔఖల ܿڕంߖࠈऒ  ߰ంޔ޶ం޴ మ࠭࠲ ࠾ࡍ 
ఇۨऐ న ఎంߧకలࡹ ఎంߧకߘ ఎం۪ڒ ࡯࢐ڝబܽद మన࠳ 1 ڕన࣒ ࣋ए छ వర ࠑ ࡛ ठړߖ࡮࠮ సࠪన࠳న y y t dydx 
ఉంܿం޴ అతࡍ࢘ ߖయۯ ࡏ࢘ ࡽࠋయగڵ࡯నڒ ޴బܽद మనం ࠳ 1 ߖߖ޵న࣒ ࣋ए छ కएࡅ ࡛  వర ठ࠮లం ޳छ  d y dy 1 ࡌ
న࣒ ࣋ए࠳ छ ࡛ ఇంܽऴగړ ࡽ సࠪనం అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ  మ࠾ࡍ ఇ࠳  ޴న࣒ ࣋ए छ ए࣋ ߘ ࡛ छ ఉంచడం y dy dx ڴ ࡛ 1 y u 
న࣒ ࣋ए࠳ బܽद 1ڒ ݡన࣒ ఉ࠳ .޴फంࣆۨࣇ ߖసࠪనం అ ړ 2 ߖ న࣒ 2࠳ ޴లభం, ఇࣆ छ छ޳ ݋ࡐ ࡛ ydy ࡌ udu ydy y y 
కएࡅ  సమऴగం 1 ࠳న࣒ ࣋ए छ న࣒ ࣋ए࠳ ࡛ छ కएࡅ ࡛  వర ठ࠮లంڵ࠙ ޜంచబݟన సమऴగ ࠳న࣒ ఉڕݡ సࠪనం y dy 1 y 

న࣒  ప࠳ ޴బܽद ఇڒ ऱ࣒  అం݄ 1 ࠳న࣒ ࡅకए న࣒ వర࠳  ठ࠮లం ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ న࣒ ࣋ए࠳ 1 ڕబܽद మనڒ ࣄ  छ ࡛ ప ऱ࣒u u c y y 
కएࡅ ࣄ న࣒ వర࠳  ठ࠮లం వࣆफంڒ ޴బܽद ࠳ 1 ߖߖ޵న࣒ ࣋ए छ కएࡅ ࡛  వర ठ࠮లంڴ ऴ࢐యవ۪ऐ , ఇ࠳ ࣄ ޴న࣒ ړ y x
సࠪనం, అం݄  ࠳న࣒ ࢙ ࣋ए छ న࣒ ࣋ए࠳ ࣄ ࡛ छ ऒߖ޵ ߘߝ ޳ࡶ ࡛ న࣒ ࣋ए࠳  छ ࡛ न ڴ ऴ࢐యగలݞږ ߘ ఇ1 ޴ x x c x 

Pru
tor
@
IIT
K



న࣒ ࣋ए࠳ छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ఇకए ,޴फంࣆۯ సࠪనం ړ ߖ ࡛ డ అ޴ߝ ఏకపࣾ ࣄबࡌంకం ڒబܽद ఇࠪڒ ޴  మ࠾ࡍ c y 1 c c 0
࢐ङ రࣃ बం  వదभ ښంऴదంޜ వృޑफ ऒߖ  ఇࣆफంڒ ޴బܽद ఇ޴ మనڕ కࣆߧߖफం޴ ఈ సࡍए ऒߖల ࡽ ంܽ࢐ ڔङ రࣃ बం ࣄबరంڴ ఉంܿం1 ޴ 1
మښ ࠾ࡍంऴదం 0 ࠪڒ ఇ޴ అࣾం ࠬద ఉంܿంڒ ޴బܽद ఎంߧక అ޴ߝ ఇకए డ సࡕన ఎంߧక ࠪऴత࠲ మ࠾ࡍ c x c o ab 

తߩओ ऒߕఉ ڴ ङڕ࡯ڒ సమऴగ ޴బܽद ఇڒ ࠼ ల࣒ ߯  ఆࡏ ఉపߕङ ऒߖࣃ ࡍߪ  फ ࣆۯफం࡮ۧ ޴ ధనङ  d ࡱ޳࢐
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