
హڕࣾ࢒ ࡹల࠹ߦ ڕ ङࠪ థڡܽ࠱झ छࣃ ڕ ࡽߜ۸  గతం ఇ޴ సమऴగ ڕ࡯ڒङ ల࣒ ߯  ఉపߕङ సం ఐ޶ ఈ ܌ࡗ మనం iit 
అవకలన సࠬకరހల߯ ߖڜऒ  సమసङ లߘ చࡍऐ ంచߕޔࠓऒ ం ڒబܽद ࠴దܽ ఆర न࡛  ߘలހరణ అవకలన సࠬకర߄ࣃ 
పࡍషए ऒߖڜ దܽ࠴ ړߖݞంచࡍ  పదमޔలޜ ऴߦరం޳ࠚभ ం ڒబܽद ࠴దܽ ఆర न࡛ छښరణ అవకలన ఏࠫܽ ఈ߄ࣃ  షߤ సओ షद࠳న 
కएࡅ ޴ఇ ࡹపంࡐ కएࡅ ࠹న ߷ర࠳సࠪన ڕ   సࠬకరణం, ఇకए డ అ޴ߝ సछ తంऴత చరࢢࡌ మ࠾ࡍ xy f dydx x y 

߯ ఆ߄రపݟ ఉంܿంڒ ޴బܽद అړ ޴ߝ సంబం߅ంۨ ࡅకए  ఉతओ నऒ ం ࡅకए ంత ఇۨऐڜ  న ఫంࣾڕ ߤ x dydx x y xf 
సࠪనం. ࡓంࡍ࢘ ݡయࡽࠋझ కएࡅ   ఇۨऐ న ఫంࣾڒ ߤబܽद ఇ޴ సओ షद࠳న ࡐపం ڒబܽद ߖڜऒ छښऱ ఈࡏࣃ షߤ అవङ క फ ࡐపంࡹ 
ఇవछ బޔݡంڒ ޴బܽद అవङ క फ ࡐపం࠴ ࡹదܽ ఆర न࡛ కएࡅ పంࡐ రణ అవకలన సࠬకరణం߄ࣃ   ఏߕ޼ సࠬకరణం xy 
మࡅ ࠾ࡍకए ऒߖڜ   ఫంࣾڒ ߤङ ऒߕࣆ ࠾ࡍమ ࡽటߧ సࠪనం, ఇకए ړ డ ఉంܿంࡍ࢘ ݡ࠮ . ޴యࡽࠋझdydx f dydx f 
కएࡅ  ఫంࣾߤ ఇవछ బݟంڒ ޴బܽद ࠴దܽ ఆర न࡛ షएࡍప ߖ  దܽ ఆర࠴ ۯంࡍ न࡛ షएࡍప ߖ  ऒߖڜ ۯంࡍ  పదमޔలڕࠬ ߘ ods ods
फࣃۯ फࡏڷ కएࡅ ࠗࡌప࣊ ࡽࠋయࡍ࢘ ޒరణ పదम߄ࣃ దܽ࠴ బܽदڒ ߘ  పదमڒ .ޒబܽद ఈ పదमࡹޒ ఇۨऐ న ߄ࣃరణ le 
అవకలన సࠬకరߖހऒ ऴ࢐యవ۪ऐ ࡹపంࡐ న࠳సࠪన ړ ంతڜ   అڕߘం޳ం, అߩओ g ydy ݡంࡓ వలంښ మనం ݡ fxdx 
యవ۪ऐۯ కృతంڔఏ ࡮ߩ࢙ కएࡅ బܽद మనంڒ   సమऴగతࡅ ߘకए  సమऴړߖڴ సࠪనంڴ ऴࣃ࢐फ ࠭ ఇ޴ fx dx gydy 
అవङ క फ ࡐపంࡹ పࢲࡍए కएࡅ ߖ ࠭࠲ ޙࡷ࢒ ޴फంࣆఇ ߘలࡌ  ఫంࣾڴ ߤ ऴࣃ࢐फ  y x x y ࠾ࡍమ ࡏࠬ బܽदڒ ࠭
झࡽࠋయࡍ࢘ फࣃࡱߧ ڴయంޓ܉స ߖޒండవ పదमࡓ ޴ఇ ޒదܽ పదम࠴ ࣋ۯ ࡏ࢘ ߖ  కएࡅ ޴బܽद ఇڒ ࡏ న y f࠳సࠪన ړ 

కएࡅ పంࡐ  ఓڒ .ݭబܽद ߘߝ ఈ ߷రࡹ ࠹ సࠬకరߖހऒ  ऴ࢐యగޙڵ࡯, ఇకए డ ࢟ܽ࢘ࡍݥ అࡅ ޴ߝకए  dydx x dydx y 
छ޳ ߖ ߤంత ఫంࣾڜ गࡌఅܿవంܽ సంద , ࡌ లࡹ మనం ޜ ߖ సࠪన࠳న ڜతफ ࢘ࡍయړ ࡽࠋ ऴపޑङ ࠪऒ యం ۯయడం x y x u
छ޳ షएࡍప ߖߖ޵ ࡌ ంచవ۪ऐࡍ  , అ޴ అం݄ ړ సࠪనం కߘక ړ సࠪనం, అߩओ అం݄  ప ݡ ऱ࣒  y ux y ux dydxdydx u 

ప  ڕబܽद మనڒ ޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړ ऱ࣒  సࠪనం అޔ࢓ంڒ ޴బܽद మనڕ  ప ऱ࣒  ఈకछ xdudxࠑ ࠆఆ ࡽ u xdudx u xdudx y 
ఆࠆ ఇߩओ झࡽࠋయࡍ࢘ ޴ఇ ࡏࠬ ݡ  మ࠾ࡍ సࠪనం ࠳న࣒ ޳ ޳ࡶछ  న࣒ x uf u x u xdudx u u d u f u u࠳ ࡌ

ओߩఇ ࠑ ݟంߘ एࢲࡍప ࠭࠲ ڕవరۨ ࠾ࡍమ ݟయంۯ కృతంڔఏ ࡮ߩ࢙ ݡంࡓ ݡ ऒߖࡌ  ߰ందߖ ړߖݞ eq ual dx x u
య࡛ ఫ࣒द ఆరߖࡰ ޒడవ పదम࠮ నࣄవలڝࣆࡱޘ ࡏࠬ బܽदڒ ,࠭ޑఉం۪ ڴసࠪనం ޜ न࡛  ఓݭ లߘ ఎ࡮ పࡍషए x ࡹంۧࡍ

య࡛ ఫ࣒द ఆరߖࡰ బܽदڒ ࡯࢐ڝࣆࡱޘ न࡛  ఓݭ ߷ర࠹  ప ऱ࣒ ࡓ  ऱܿ ࡅకए సࠪనం, ఇకए ړ  డ మ࠾ࡍ dydx px y x g px gx 
లࡅ ڕకए  ఫంࣾࡱ ߤ ఇవछ బడڒ ࠼ޑబܽद ఈ సందరग ంߖߖ޵ ࡹ పࡍషए ऒߖހమనం ఈ సࠬకర ړߖݞంచࡍ  फ మనం x࣋ށڷ 
ఏࠫ ࣃۯफ బܽद మనం ఇۨऐڒ ࠭ న సࠬకరߖހऒ छ޳  ړశ ߖ޳ फ࣋ށڷ ࡌ फࡅ ړకए  సమऴగం అߩओ  e pxdx ߩ࢙ ޒۯ ఎడమ ݡ
ऱ  పࡏࣃ ࡽపవ࡛ ఇంܽऴగ ߩ࢙ బܽद ఎడమڒ ऱ࣒  pxdx dydx px e pxdx y ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓ऱ అࡏࣃ ࡽऱ పవ࡛ ఇంܽऴగࡏࣃ 
ఇߩओ छ޳ ޴ఇ ݡ छ޳ ࡌ ఉతओ ࡌ నऒ ం ڒదࡏࠬ ߖ ۫డవ۪ऐ కएࡅ   పవ࡛ ఇంܽऴగࡏࣃ ࡽऱ ఎం޶కం݄ d d e pxdx y, 
ఈ ఉతओ ࡏࠬ फ ఉతओ࣋ۯ ࡏ࢘ ߖफޒ ࡓ ࠾ࡍऱ మࡏࣃ సమऴగ ࡏࠬ రంڒయమం ऴపߖ फޒ ऱܿ ߘంݟ సమऴగ pxdx dydx y e 

కएࡅ  ఉతओ నऒ ం ࡅకए ओߩబܽद ఇڒ వలంښ ంకంޑۅ ࡏޑ޶ంకం ߰ంޑۅ   బܽद pxdx px t heڒ ఈ సࠬకరణం ݡ
छ޳ కएࡅ ऱࡏࣃ ࡽపవ࡛ ఇంܽऴగ ޴ంޔ࢓అ ࡌ  సమऴగ ࡏࣃऱ ړ సࠪనం ڒబܽद ode d dx d e pxdx y , x pxdx g 

ఇߩओ ऒߖ޵ మనం ݡ  ఏڔకృతం ۯయవ۪ऐ , ఇړ ޴ సమऴగ ࡏࣃऱ అం݄ ࡅకए  సమऴړߖڴ సࠪనం సమऴగ e pxdx y e pxdx 
एࢲࡍబܽद మనం ఈ పڒ ంకంࡌबࣄ ఏకపࣾ ࠾ࡍऱ మࡏࣃ ऒߖࡌ  ߰ంڒ ࠭ޑ޶బܽद మనం సమऴగ ށڷ ړంۨన ఈ gxdx c pxdx
ऒߖڒరڒ  ఇంܽऴܽڼంڒ ۃరࡱڒ అంܼڒ ࡏబܽद ఇకए డ ఇ ఇంܽऴగړ ࡽ ఇంܽऴܽڼంۃ ߷ङ క द࡛  అంܼڒ ࡏబܽद మనం pxdx 
फࣃށగ ࡹ࠻ۯ దట ఏࠫ࠴ ࠭. సࠬకృత ڒరకం ఆ߯ ࠭࠲ పࢲࡍए ऒߖࡌ  కھߘంܼ࠭, ڒబܽद ఇߩओ  లޔఈ పదम ݡ
ఆ߄రంߖڜ ڴऒ  సమసङ ల޳ۯ ߘभ ం ڒబܽद ࡅకए ऒߖހన అవకలన సࠬకర࠳సࠪన ړ   9 ప ऱ࣒ కएࡅ   ఎ݋ࡐ ޴ࠫߖ y y y x 
ࡓ ऱܿ వర ठ࠮లం సంతృߧफపۨࡍనటऱ߄ࣃ ޙ࠼రణ సమసङ  ऴపశऒ भ޳ࠚరంߦऴ ޜ ం. ݋ࡐ  ప ऱ࣒  ࣋ए छ घࠫޛ ݋ࡐ ࡛ పऱ࣒ ޴  xdy 4 
ऒߕࣆ ݋ࡐ  కం݄ ఎڕए వ ڝసం ఈ ࡹ࢑మ మ0 ࠾ࡍ వదभ అړ7 ݋ࡐ ޴ߝ సࠪనం, ఆ߯ ࡱ࢑వࡓ ߘంݡ x x dx y y 
एڝߘవదभ క ࡏఆ ࠢ࠻ ంߘߝ , ݟ అߖ ऴ࢐࣋फ ఇకए డ 4 ప ऱ࣒  వర ठ࠮లం ࡅకए  వర ठ࠮లం ޳छ ప 9 1 ࡌ ऱ࣒ ࡓ ݋ࡐ  ऱܿ 1 ࠑ dy x 
ࡓ ݋ࡐ 8 ऱܿ 9 ప ऱ࣒ కएࡅ ݋ࡐ   వర ठ࠮లం ڒబܽद ఇ࠴ ޴దܽ రక࠳న ࢘ࡍయۯ ࡏ࢘ ࡽࠋయగల x x dx x dx 
సࠬకరణమߖ మనం ۫ࣃफ ࠭, ఇߩओ फࣃۯ కృతంڔఏ ࡮ߩ࢙ ݡంࡓ మనం ݡ  సࠪనం y ړߖڴసమऴ ߖ޵ ޴బܽद ఇڒ ࠭
అޔ࢓ం޴ ఇߩओ ऒߖ޵ ݡ  ఎ࡮ ఇంܽऴ࡯࠻ۯ ݋ڼ అం݄ మనం ڷࡱߕ ߖ పऱ࣒  ࣋ए छ పऱ࣒ ߤߞ ࠆఆ ݋ࡐ ࡛  u x ߖఅ ݋ࡐ 
ఉంۨߖ޵ ݡ ,ޙ ఉతओ ऒߕ घࠫޛ సࠪనం అం݄ ړߖ పऱ࣒ ޴ ࡓ ݋ࡐ  ऱܿ ࠫޛघ ప ޴ ऱ࣒ ࡓ ݋ࡐ  ऱܿ ఎڕए వ వࣆफం޴ ఒకܽ x x 
బܽद మనం ఈకछڒ ݋ࡐ ݡంࡓ फࣃ۫ ߖమޑ޶ం߰ ڴ ࡽ ओߩబܽद ఇڒ ࠭ ऒߖ޵ ݡ  ఇంܽऴۯ ݋ڼయడం ޳छ  xdx du y ࡌ
అࠑ  ޴ߝ ࣋ए छ छ޳ ݡంࡓ ऱࡏࣃ ޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړ ݋ࡐ ࡛ ప  ޴ఇ ࠾ࡍమ ࡌ ऱ࣒ కएࡅ   వర ठړߖ࡮࠮ సࠪనం 1 u du u c 
ప 9 ڕసࠪనం అం݄ మన ړߖ޵ ऱ ߭టदడం సࠪనంࢁబܽद మڒ ऱ࣒ ప  ݋ࡐ  ऱ࣒ కएࡅ   4 ప ऱ࣒  ࣋ए छ  y u x c y 0 ޴फంࣆవ ݋ࡐ ࡛
వదभ ړ 7 ݋ࡐ సࠪనం అߕࣆ ޴ߝऒ పऱ࣒ ڷࡱߕ బܽद వదभڒ సࠪనం ړ  ࣋ए छ కएࡅ ࡛  వర ठړߖ࡮࠮ సࠪనం 9 ݋ࡐ c x y 
 ప ऱ࣒ ओߩఇ ࠾ࡍమ ݋ࡐ  एړࡵ ڴలభంࣆ ߖ మనం 256 వదभ ݡ ంచవ۪ऐ  , 4 ప ऱ࣒  ࣋ए छ ప 9 ݋ࡐ ࡛ ऱ࣒  ࣋ए छ కएࡅ ݋ࡐ ࡛  x y 
వర ठړߖ࡮࠮ సࠪనం అޔ࢓ంࡅ ޴కए  256 16 ఇࣆफం޴ మ࠾ࡍ ఇ4 ޴ ప ऱ࣒  9 ప ऱ࣒  16 వర ठ࠮లం అޔ࢓ం25 ޴ వర ठ࠮లం 5
ఇࣆफం޴ మ࠾ࡍ ఇࡅ 9 ޴కए  వర ठߖ࡮࠮ऒ  ఇࣆफం޴, ఇ3 ޴ అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ఇࡓ ޴ండవ సమసङ  r r ڕవర ݟంߘ ߘ
भ޳ۯ ం . ړ సࠪన࠳న ߕࣆऒ తघ޳ࠡ న࠳సࠪన ړ క࠳న ఫంࣾߤ అం݄ ړ సࠪన࠳న ߕࣆऒ  2 ప ऱ࣒ న࣒ fx࠳ ऱ 5ࡏࣃ 5  fx y y 
కएࡅ ,ݟనంھߘక ߘవࡱ࢑ ޒࠫࡍఆ߯ ప ,޴फంࣆࡏफపߧసంతృ ߖ న࠳సࠪన ړ2 కएࡅ   ऴపږޒల అనంతం dydx x x f 
షएࡍమనం ప ڴ޶బܽद ࠭ంڒ ޴ంܿంڕࡏۯ ऒޒऴపయ ړߖݞంచࡍ फࣃ ࠭ ఈ ڒబܽद మనڕ సࠪనం ࡓంݡ పऱ࣒  ode dydx 
ఐࡏࣃ ޶ऱ ఐ࠳ ޶న࣒ ࡓంڒ ݡబܽद ߖ޵ऒ  ఒకܽړ ఐ޶  ప ऱ࣒  y y y y dy dxߖఅ ڴసࠪనం ݡంࡓ న࣒࠳ ޶ऱ ఐࡏࣃ ݡంࡓ 
ऴ࢐యవ۪ऐ ڵࡍޒ ओߩయగల సࠬకరణం ఇۯ ࡏ࢘ ࡽࠋయࡍ࢘ ޴ऱ ఇࢁబܽद మڒ  फࣃۯ కృతంڔఏ ࡮ߩ࢙ ݡంࡓ మనం ݡ ࠭ 
ఇߩओ ऒߕࠚ కऀߦ ߖߖ޵ ݡ లࡹ ऴ࢐యవ۪ऐ  అం݄ మనం ߖ޵ऒ ప  ࢟ࠀ ࠑ ߤన࣒ వ࠳ న࣒ 2࠳ 5 ࠑ 1  ऱ࣒  ݀ అߖ y y 
ऴ࢐యవ۪ऐ , అߩओ ङߙ మనం ݡ మࡔట࡛ ړࡹڷࡱߕ వࣃफ ఇకए ޴బܽद ఇڒ ࠭ డ ఉనऒ  సమऴړߖڴ సࠪనం ڒబܽद ఈ dy 
ఇంܽऴగړ ࡽ సࠪనం ڒబܽद ఇ޴ వ࠳ ࢟ࠀ ࠑ ߤన࣒ 2 ࡅకए  సమऴగతڷࡱߕ ړڷࡱߕ ߘ ఇࣆफంࡅ 5 ݭ࠵ ޴కए  dx y w y 
సహజ ࡓ 5 ࠑ 1 ۃ࡮ ऱܿ ࠳న࣒ 2 ࠳న࣒ ఇవछ ంݟ, ఇ࢟ࠀ ݭ࠵ ޴  ప ऱ࣒ కएࡅ ݀  ప  ۃ࡮ సహజ 5 ࠑ 1  ऱ࣒  ݀ సࠪనం y x 
ప  ޶ఐ ޴फంࣆఇ ۃ࡮ న࣒ ݀ సహజ࠳ ࢟ࠀ ݭ࠵ ޴फ ఇ࣋ށڷ ޜబܽद మనం ఇర࢙ڒ ऱ࣒  ݀ అ޴ߝ ఇర࢙  ప ऱ࣒  ఇర࢙ ړࣄ y y x 
సࠪనం ఇߩओ ऒߕࣆ ڕమన ݡ ऒߕࣆ  ఇవछ ߖసࠪనం అ ړ బݟం޴, ఇ޴ మనం ߕࣆऒ ऒߕࣆ సࠪనం ړ  సࠪనం y y ړ
పऱ࣒ ࡗ܋ ࠑ ݡంࡓ న࣒࠳ ऒߕࣆ బܽदڒ ޴फంࣆۨࣇ ߘ ۃ࡮ फ సహజ࣋ۯ సࠪనం ړ ߖ ݭ࠵ ݀   ప ऱ࣒  ఇర࢙ ࣄ అం݄ ࣄ అ޴ߝ x
ऒߕࣆ ప  ࢟ࠀ ܿ ݀ న࣒࠳ ࠀ ݭ࠵ బܽदڒ సࠪనం ړ ऱ࣒  ݀ ఇ޴ ఇర࢙ ړ సࠪనం, ఇ޴ ఐ࠳ ޶న࣒ ࡓం࢟ࠀ ࠑ ݡ y y x y y
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 ప ऱ࣒  ݀ అ޴ߝ పవ࡛ ఇర࢙ړ అࣆۨࣇ ߖफం޴ ఇߩओ కएࡅ ం޳ంڕߘసࠪనం అ ړޒࠫࡍప ޴ߝఅ ݡ  న࣒ e x l x x f࠳ 
అనంతంڴ ఉంܿం޴, అߩओ  x ڕమన ࠾ࡍం݄ మڕࣆޓ ߖޒࠫࡍబܽद మనం పڒ ޴ంޔߩ۫ ठڷ࠴ ړߖޑన࣒ అనం࠳ ݡ
ఐ࠳ ޶న࣒ ࡓంࠑ ݡ ఐ޶  ప ऱ࣒  ݀ వࣆफం޴, ఈ ݭ࠵ ݃ంݟంۃ పړޒࠫࡍ సࠪనం శړ फ ఇర࢙ ࡅ ړకए న࣒ l l x x࠳  e 
అనంతం మ࠾ࡍ ఈ పߕࣆ ޒࠫࡍऒ ऒߕࣆ ݡంࡓ న࣒࠳ ޶ఐ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ  l l ޴ఇ ,޴फంࣆۨࣇ ߖసࠪనం అ ړ
छ޳ ޶ఐ ޴फంࣆۨࣇ ߖసࠪనం అ ړݡంࡓ కएࡅ బܽदڒ ޶ఐ ࡌ కएࡅ   x f ޒࠫࡍప ۯంࡍ࢑సफ ڕన࣒ అనంతం వర࠳ 
సࠪనం, సమసङ ړ޶ఐ ݟంߘ ݡంࡓ  సంఖङ भ޳ۯ ߖݡ࠮  ం ڒబܽद ఒక వऴకࡔఖ ࠼ߦం݋ వߘ ߯ ࠪڒ ߤంݟ ఆ޳ ࡏछ  ࡌ
కएࡅ ݋ంܐంܼ ࠾ࡍమ ޴ంޔࢂࢗ छ޳ ࠪڒ ߕߞࡹ࢓޶ంࠉ ఏ ݟయܑయం࡯ޘ ڕఖࡔవऴక ߘࡱ࢐  x y x ړ ܿߦ ޜ ࡌ y

ऒߕࣆ ܿߦ ޜ  కం݄ ߭దभ޴ అ࠼నߩओ కएࡅ ఖࡔవऴక ݡ  సࠬకరణం ࠬڷࡱߕ ڕ ఎంߧకࡱ ఇవछ బݞन  అం݄ x x x a ࠼
కएࡅ ప  ۃ࡮ సహజ ߤ࣌  ऱ࣒  సగం ړ సࠪనం ޳छ ప  ۃ࡮ ࡌ ऱ࣒  y x x x b cos xy x x y x x ۃ࡮ ࠑ 2 ݋ంڒ࣊ ࣄ ࠆࣔ 

 ప ऱ࣒   మ࠾ࡍ అۃ࡮ ޴ߝ  ప ऱ࣒ ప  ۃ࡮ ࠑ ޴ߝఅ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ  ऱ࣒ 2 ࢓޶ంࠉ బܽद ఒకڒ సࠪనం ړ ࠆࣔ  d x 2 d 2y x x x
క࡛छ ࣆࡱޘ ڕమన ߖఅ ࡱ࢐ ݋ంܐవదभ ܼం ࠪڒ छ޳  ఇవछ ࡌ బݟంڒ ޴బܽद మనڕ ఇవछ బݟం޳ ޴छ  y dydx dydx y ࡌ

 ప ऱ࣒ కएࡅ  ऒߕࣆ ݋ంڒ࣊   కం݄ ߭దभڒ ޴బܽद అ޳ ޴ߝछ కएࡅ ࡌ  ఫంࣾڴ ߤ ఇవछ బݟందߖ ఇకए డ x y x x dydx x y 
फࣃ۫ నy ux࠳సࠪన ړ ߩ࢙ ݟڕ ఈ ࠾ࡍమ ݟఉంచం ڴసࠪనం ړ ߖ బܽद మనంڒ పంࡐ యޓ܉స ޴బܽद ఇڒ ࠭ dydx y

 ప ऱ࣒  అ޳ ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖछ ప  ࡌ ऱ࣒ కएࡅ   u xdudx x u u u u xdudx ڕڒ࣊ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴फంࣆۯ भ޶బܽद రڒ ݋ంڒ࣊ 
సࠪనం అࣆۨࣇ ߖफం޴ అం݄ ఈకछ छ޳ యడంۯ ݋ڼఇంܽऴ ߖߖ޵ ߖఅ ܿ ࡽ  మనం nt u cos udu dx by x ࡌ
߰ం࠭ޑ޶ ఈకछ ప  ࠆఆ ۃ࡮ ࡽ ऱ࣒  అڴ ࢟ܽ܊ߦ ޴ߝ ఇవछ బޔݡంڒ ޴బܽद మనం ߖ ݭ࠵ ۃ࡮ ఉంۧ࡯झ న sine u x cx x
అవసరం ޶ࡶ మ࠾ࡍ అޜ ࠑ ޴ సࠪనం ࡱ࢑వߘ కھߘనړߖݞ ఇߩओ ప  ݡ ऱ࣒ y x ړ ఒక ,ړߖݞయۯ ۃ࡮ ߖ  c x c x y
సࠪనం అ࠼నߩओ छ޳ ࡏకం݄ ఆ޶ఎం ࡯ంۧڵࡆఉప ߘޔషర ߝసࠪనం అ ړ ޴ߝఅ ݡ ఖ߯ y piࡔవऴక ࠪڒ ఒక ࡌ pi 
పڝݡవړߖݞ ఇవछ బޔݡంڒ ޴బܽद అޜ6 ړ ߖ ࠭࠲ ޙ࠼ మړ1 ߖ ࠾ࡍ సࠪనంڴ ఉం۪࠭ޑ, మన6 ߖ߯ ߤ࣌ ڕy pi x
छ޳ ప 1 ۃ࡮ ࡌ ऱ࣒ छ޳ 6 ࠾ࡍసࠪనం మ ړ1 ۃ࡮   బܽद c cڒ సࠪనం ړߖڴఅం݄ స ޴బܽद ఇڒ ޴ంޔ࢓సగం అ ߯ ߤࣄ ࡌ
ప  ۃ࡮ ࠑ ߤ࣌ ऱ࣒ ओߩత ࠾ࡍమ ࠾ࡍనం మ߄న సࠪࡕస ߤఆపल ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ ࠆࣔ   అޔࠋۮ ߖం޴ y x x a bc d 
ఉనऒ ࡹపంࡐ యޓ܉స ޴బܽद ఇڒ  ఓړ ݭ ఉ޳హరణ ڒబܽद ఇߕࣆ ޴ऒ  అనంతం ߘంݟ వరڕ ऴపశऒ  సంఖङ  r ݋ࡵ ڷࡱߕ 

भ޳ۯ ߖ ం. ࠡ޳తघ క࠳న ఫంࣾߤ అం݄ व߯࠳ ࠹న࣒ ࠑ మ࠾ࡍ ఒకܽ ఒకړߖ޳ సࠪనం ޶ڒ అߩओ ఈ f ݡ f x 2 fx x f 
ऴړం޴ ఎంߧకలࡹ ఏ޴ సࡕన࠴ ޳ࡶ ޴దܽ ఎంߧక పڵݟ߰ ޒࠫࡍంߘ ߩం0 ݟ ప ऱ࣒  व߯ࠑ 1 ࠹ ఈకछ ప 0 ޒࠫࡍప ࠉ 1 ࡽ ऱ࣒f x 

ࡓ ऱܿ ࠑ ఈకछ ఓ߭ ޴ఉంܿం ڕవర ࣄ 2 ࡽ छࡓఇంట ߤ ऒߕࣆ ࡽ ऒߖన అ޴ంۮ ړݡంࡓ  కం݄ సࠪనం x f 1 x x ݡంࡓ ړ 
ఇవछ ڕబܽद మనڒ బݟన޴ అߖ ऴࣃ࢐फ ओߩసࠪనం అ ړ ࠭ సࠪనం y fx ړ ࠑ న࣒࠳ ࠹व߯ ڕమన ݡ f x dydx 2 y x
మߖߖ޵ ࠾ࡍ అڵࡍޒ ߖ ऴ࢐యవ۪ऐ   ప ऱ࣒ ࡓ ࠑ 1  ऱܿ 2ړ సࠪనం ఇߖࡰ ޴య࡛ ఓߖ޵ ࡏࠬ , ݭऒ फ dy dx x y x࣋ށڷ ޜ 
࢐సफړߖ࢐ ఎ࡮ పࡍషए ࡓ ޴ఇ ,ࣆࡱޘ ڕࠪ ࡹంۧࡍ ऱܿ  ప ऱ࣒ ओߩఇ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ  ఆ ఎడమ x dydx y 2 x ࡏࠬ ݡ
సओ ߖޒۯ షदంڴ ۫డవ۪ऐ छ޳ ߩ࢙ . కएࡅ ࡌ ࡓ  ऱܿ 2 ړ సࠪనం అړ 2 ޙ࠼ సࠪనం అߖߖ޵ ޙ࠼ d d x d x x x
ఏڔకృతం ۯయడం ޳छ ऱ సࠪనం ࣋एࡏࣃ ڕమన ࡌ छ ࡛ ప ऱ࣒  వࣆफం޴ , ఇ޴ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ x y x c y x c ߖసࠪనం అ ړ 
छ޳ ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ޜ ޴బܽद ఇڒ ޴फంࣆۨࣇ ప  ࡌ ऱ࣒  అߖ ऴ࢐యబݟం޴, అం݄ ࡅకए   ప ऱ࣒ छ޳  x ࡌ x x c x f x c x 
छ޳ ఇవछ ࡌ బޔݡం޴, ఇߩओ ఇవछ ޔక షరࡖమ ڕమన ݡ బݟం޴ , ఒకܽ ࡅకए  ఒకړߖ޳ సࠪనం ߖ޵ ,޶ڒ అర बం f f 
ఒకܽ పऱ࣒  మ࠾ࡍ ఒకޜߖ޳ సࠪనం ޶ڒ, మనం ߰ంߕࣆ ޻ऒ కएࡅ ڕబܽद మనڒ ޶ڒ సࠪనం ړ  c sinc e f c x f 

 ప ऱ࣒ ऒߖڜ , ޴ఉంܿం ڵ࡯క ߖ ߖ  ओߩఇ .޶ڒ సࠪనం ړ0 ړ  भ޳۫ ߘకలߧఎం ݡ ం ڒబܽद ఎంߧక ߧۮओ ం޴ x x c x c a x 
కएࡅ  व߯ࡅ ࠹కए  పߕࣆ ޒࠫࡍऒ भ޳ށబܽद మనం గڒ ޴ంܿంڕࡏۯ ړ ం ڒబܽद व߯ࡅ ࠹కए  व߯࠹ అం݄ 1f x xf x f 
ए࣋ ࠑ న࣒࠳ छ ओߩఇ ࠑ  ࠹సࠪనం, అం݄ व߯ ړ ࡛ న࣒ ࣋ए࠳  ݡ छ ओߩటߝڕࡏۯ ړ సࠪనం ړ ࡛ c x f 1 ޴ఇ ݡ x 1 cx x 0
ऒߕࣆ బܽदڒ ޴ంܿంڕࡏۯ ړ1  న x a aࡕక సߧబܽद ఎంڒ ޴నࡕక సߧబܽद ఎంڒ ޴ంܿంڕࡏۯ ړ1 ޴న ఇ޶నం࢙ࡏۯ ړ
ఎంߧక అࡅ 1 ޴ߝకए ࡓ  ऱܿ ࡅకए  ప޳ ߖޒࠫࡍछ छ޳ బܽद మనంڒ ޴ంޜࠋۮ ࡌ ࡓ ړ1 ࡌ ऱܿ ఎంత అߖ b x f x x x f 
గ޳ށभ ం. ఈ పړ2 ޒࠫࡍ సࠪనం ڒబܽद ఇࡓ ޴ ऱܿ ړ సࠪనం తߩओ ओߩత ޴ߝబܽद అڒ   ఎంߧక అ޴ߝ ࣋ए छ झ࠹݅ ࡛  x f b c x 

व߯࠹ పߖޒࠫࡍ అޜڷݡం޴  ప ऱ࣒ ఇపओ ࠭࠲ బܽदڒ ޴ంܿంڕࡏۯ ړ  एړࡵ ߖ ࠹व߯ ښܽ ంۧ࠭ ڒబܽद f x x 0 f x x 
చదరࡏࣃ ߩऱ व߯࠹ ఇړ ޴ సࠪనం చదరࡏࣃ ߩऱ व߯࠳ ࠹న࣒ చޔరऴసం, ఇ޴ ࣋ए छ  f x x f x 1 cx x ړࣄ న࣒࠳ ࡛
సࠪనం ڒబܽद ప0 ޒࠫࡍ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡓ ࡛ ऱܿ व߯࠳ ࠹న࣒ ړࣄ సࠪనం మ࠾ࡍ అߕࣆ ޴ߝऒ  న࣒x x f x c࠳ బܽदڒ ޴ߖڒ 
ओߩత ޴బܽद ఇڒ ޴ంޜࠋۮ ߖసࠪనం అ ړ0 ޒࠫࡍక ఈ పߧఎం ޙ࠼అ ,޶ڒ సࠪనం ړ0 ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖఅ ࣄ  బܽद cڒ 
ఇకए డ గమߖంచంݟ व߯࠹ ఇపओ ऒޒంۨ , ఆ߯ ऴపయށڷ ޜ ߖ న࣒࠳ 2 ښܽ ంచవ۪ऐ . व߯ࡓ ࠹ం࠳ ݡన࣒ f x fx x f x 
ఎࠆఎڡझ ए࣋ ࠑ  छ ࡓ ࡛ ऱܿ व߯࠹ ࣋ए छ ࡓ న࣒࠳ ࡛ ऱܿ ړ సࠪనం కߘక పߖޒࠫࡍ కھߘనړߖݞ ఇకए డ x x f x 2 x x fx 
యవ۪ऐۯ ܿߦర߰ ࡏࠬ  మ࠾ࡍ ఈ 2 ڕࡏۯ ړనऒ ओߩ యవ۪ऐۯ ܿߦర߰ ࡏࠬ ݡ . చޔరऴసం 0ړ x 0 x 
ࡓ ڕఆ߯ మన ,޴ంܿంڕࡏۯ ऱܿ ఉంܿంڒ ,޴బܽद ࡏࣃऱ 0ڕࡏۯ ړంܿంڒ ޴బܽद ࠬࡏࣃ ࡏऱ ݞږ x f x fx x fx 
ऒߕࣆ వ۪ऐڝߘఅ ߖంܿందڕࡏۯ ړ ऒߕࣆ ۯంߧబܽद సࠬڒ , ऒߕࣆ ޜ ړ ओߩత ߖఅ ޒࠫࡍన ప࠳సࠪన ړ x xfx ڴ xfx 
࠙࢑ంచవ۪ऐ ओߩటߝڕࡏۯ ړకం݄ 0޶జం ఎంߖ . కएࡅ ݡ  ఈ పޒࠫࡍ అనంతం ࠳ ޳ࡶన࣒ అనంతం ڒవ۪ऐ  x fx 
भ 0 ప޵ڜ ۯంߧసࠬ ߖ బܽदڒ ऱ࣒ సࠪనం fx ړ0 ޒࠫࡍబܽद ఈ పڒ ޶ࡶ నవసరంڒ తంࠫࡍప ࡱ ݟయంۯ తంࠫࡍప ړ  x thi
అࡏࠬ ߖ అڕߘం݄, ࠬࡏ ఆపलࣄ ߤ సࡕన޻ అߖ అڕߘంܼߗڒ ࡏ అ޴ సࡕనڒ ޶ڒ ޴బܽद ఇߩओ भ޳۫ ߤఆపल ݡ ం ڒబܽदd 
ఎంߧక సࠪనం కం݄ తڕए వ అޜࠋۮ ߖంߕࣆ ޴ऒ మధङ ړ అం݄  ప ࠾ࡍమ ݡంࡓ ړ  ऱ࣒ d mod fx x ࠑ  fxfx x c x 
ప  ޴ߝబܽद అڒ ऱ࣒ ఇవछ ڴࡗ܋-ߤߕ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ࠑ  బޔݡం޴, ఎం޶కం݄ ࠑ అనంߖޑऒ  fx x c x c c x 
ऒߕࣆ మంࡌ࢑ బܽदڒ ޴ంܿంڕࡏۯ ړబܽद 0ڒ ޴ంܿంڕࡏۯ బܽद ఐۨऑڒ ޶ࡶ भ޶హࡍస ߯ݡంࡓ  కం ݞږ తߩओ  x fx d 
ओߩత ݞږ ڕబܽद మనڒ క ఇకएߧన ఎంࡕస ࠲క ࠪऴతߧబܽद ఎంڒ  డ ऴపశऒ  సంఖङ  ఐ޳ۯ ޶भ ం व߯࠹  ప ऱ࣒  ऱd a y x yxࡏࣃ 

व߯ࡏࣃ ࠹ऱ ړ సࠪనం మߕࣆ ࠾ࡍऒ ऒߕࣆ ޴ߝఅ ޳ࡶ ࠹व߯ ߖࡹ సࠪనం, ఇకए ړ డ అ޴ߝ g x gx g r y x x gx 
߯ ఇۨऐ న ࣄबర࠳న ࠡ޳తघ క࠳న ఫంࣾߤ అߕࣆ ,ޙ࠼ऒ ऒߕࣆ ݡంࡓ  ओߩఅ ,޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړ కएࡅ ݡంࡓ ݡ  r g y 

వ మన దగࡱ࢑ ठర ఉనऒ ప  ޴ ऱ࣒  व߯࠹݅ ࠹झ  అ࠹݅ ޴ߝझ  व߯ړ ࠹ సࠪనం ڒబܽद ఇ޴ మࢁऱ ߖࡰయ࡛ ڴ dydx g x y gx g x
ఉందࣃ۫ ࡏࠬ ߖफ फࣃۯ బܽद మనం ఏࠫڒ ࡏ ం అం݄ మనం ࠴దట ఇంܽऴߖ ݋ڼ కھߘంܼ࠭ పవ࡛ ఇంܽऴగړ ࡽ pxdxpx

ఇకए ޴ߝందడం అ߰ ߖ ړ బܽद మనంڒ సࠪనం ړ ޴బܽद ఇڒ ࠹రకం व߯ڒ డ ఒక సమऴగ ڒరకం, ఆ߯ ing g xdx gx gx e
మనం ࣋ށڷ ޜ ړफ ࡓ ऱܿ ఇంܽऴܽڼంۃ ߷ङ క द࡛  వࣆफం޴. ఇంܽऴܽڼంڒ ۃరకం ࡅకए  సమऴړߖڴ సࠪన࠳న ڕ gx e y e gx 
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సࠪనం ߘంࡏࣃ ݟऱ ߩ࢙ ݟڕన ࡏࣃऱ व߯࠹ ఇߩओ ऒߖ޵ ݡ  ఏڔకృతం ۯయڴ࠙ ࠭࠲ ړߖݞల e gx gx g x dx 
ఇంܽऴڼష޳ ߤछ फࣃڵࡆఉప ߖ ߤషڼఇంܽऴ ࡌ ࠭. व߯࠹ ఇࡏࣃ ޴ऱ ړ సࠪనం మ࠾ࡍ xdx gx de to the power gx 
తࡌछ త ࠙ڴల ޳छ छ޳ కరణڔఏ ࡌ gx e gx g x e gxd x ޴సࠪనం, ఇ ړ ݟంߘ ऱࡏࣃ ࠹న࣒ व߯࠳ ऱ పవ࡛ࡏࣃ ޴ఇ ࡌ

ఉతओ ݟంߘ ړ పవ࡛ ޴న࣒ ఇ࠳ సࠪనం పవ࡛ ړ నऒ ం తపओ  మࡖకܽ ڒ ޶ڒబܽद ఇ޴  ప ऱ࣒ gxe gx gx e gx c ޴फంࣆఇ ړ  e 
झ࠹݅ ߤన࣒ వ࠳ ړ ,޴ऱ ఉంܿంࡏࣃ ڕబܽद మనڒ ప  ړ  ऱ࣒  అం݄ అࣆۨࣇ ߖफం࠳ ޴న࣒ 1 ప ऱ࣒  y e gx gx e gx c y gx c

ओߩసࠪనం, ఇ ړ న࣒࠳ ړ కएࡅ  ޴फంࣆۨࣇ ߖసࠪనం అ ڕ ړ న࣒࠳  ޴ఇ ,޴फంࣆڵࡆసࠪనం వదभ ఉప ړ ߖ ݡ  e gx y 0 0 g 0
కएࡅ ప 1 ݟంߘ న࣒࠳  ऱ࣒ ࡓ  ऱܿ 0ړ సࠪనంڴ ఇవछ బޔݡంڒ ޴బܽद ఇ࠳ 0 ޴న࣒ 1 ప ऱ࣒ సࠪనం అం݄ 0 g g c c ړ  c 

అం݄ 1ړ సࠪనం. ڒబܽद అ࠳ ޴ߝన࣒ 1 ప ऱ࣒ ओߩఇ ړ న࣒࠳ సࠪనం ړ  y gx e ߖࡹబܽद 2ڒ ࡯ంۧށవదभ గ 2 ߖ మనం ݡ gx y
పऱ࣒ ߤన࣒ వ࠳ ݡంࡓ ऒߕࣆ ޴ఇ ,ڴऴ ݡంࡓ ړݡంࡓ న࣒࠳ పవ࡛ , ޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړ  పऱ࣒ ߤన࣒ వ࠳ ړ y e ړ  g e 

ఇవछ బޔݡంߕࣆ ޴ऒ పऱ࣒ ߤన࣒ వ࠳ ޴బܽद ఇڒ   వړ ߤ సࠪనం ڒబܽद ఇߕࣆ ޴ऒ ऒߕࣆ ݡంࡓ బܽदڒ   బܽद yڒ సࠪనం ړ
మࢁऱ ఈ సమసङ దܽ ఆర࠴  न࡛ ऒߖ޵ బܽद మనంڒ ݭయ࡛ ఓߖࡰ  షएࡍప ڴలభంࣆ  ంచవ۪ऐࡍ ऒߖ޵ బܽद మనంڒ   ڴలభంࣆ 
పࡍషए ऒߕࣆ , ంచగల࠭ࡍ  అనంతం ߘంݟ ऴపశऒ  సంఖङ  ఆ޳ۯ ݋ࡵ ࡏभ ం ߕࣆऒ  అనంۮ ړߖޑం޴న అߖऒ సం f r x fxڝ 

న࣒  ప࠳  ऱ࣒  సమऴగ  ߘంݟ పవ࡛ ࡏࣃऱ ړ సࠪనం అߖ ߖరంతర ఫంࣾڴ ߤ ఉంܿం1 ,޴ 2 x 0 x e x minus t f t dt
అߩओ ఇవछ ࡱకߧఎం ڷࡱߕ ڕమన ݡ బݞन  y fx ,޴ంޔࢂࢗ ݞంڷ ࠉ ݀ ࠪڒ ߤవ ݋ం࠼ߦ ޴ߝఖ సࠪనం అࡔవऴక ࠼
ఇړ ޴ సࠪన࠳న వऴకࡔఖ ࠼ߦం࠳ ࠪڒ ݀ ݋న࣒ ఒకܽ ڷంޔࢂࢗ ݞం޴, ఇߕࣆ ޴ऒ నfx࠳సࠪన ړ న޴ంۮ ړ y , xy 
ऴߦంతం ࢙ࢡలङ ం ऴ࣒ڒ అం݄ కం݄ తڕए వ , ఒక ࠳న࣒ ࣋ए छ కएࡅ ࡛  వర ठړߖ࡮࠮ సࠪనం కం݄ r e r f x y x 
తڕए వ ࣋ए छ ఐۨऑ ࠾ࡍమ ࡛ࠂ ࠑ ݡంࡓ న࣒࠳ ࡛ కం అࡅ ޴ߝకए లङࢡ࢙  ం ࠳న࣒ వڒ ࡛ࠂ ࠑ ߤబܽद ఈ x pi d r pi 
సందరग ంࡹ మనం ఇకए డ ఇۨऐ న ఈ సࠬకరߖހऒ  సంతృߧफపۯࡍ ఫంࣾߤ ఇవछ బݟం޴, మనڕ అవకలన సࠬకరణం ޶ࡶ f 
ఇవछ ڕబܽद మనڒ బݟన޴ అం݄ 1 ࠳న࣒ 2  ప ऱ࣒  ఇంܽऴగߘ 0 ࡽంݟ పవ࡛ ࠳న࣒ ڒబܽद ࠭ంߖ ڴ޶ fx x xe x tftdt x 
ఉంచడం ޳छ ऒߕࣆ కం݄ ఈ సమऴగత޶ఎం ࠭ޑ޶ం߰ ߖ ࠆన ఎ࠳సࠪన ړ సࠪనం మనం ړ ࡌ ऒߕࣆ ݟంߘ  0 ړ 0
సమऴగంڴ ఉంܿం޴, ఇߕࣆ ޴ऒ ऒߕࣆ బܽदڒ   ఒకړߖ޳ సࠪనం ఇ޴ మనڕ ఒక ࢑షయం మ࠭࠲ ࠾ࡍ ఈ ࣋ ߖ f fx
ఒకܽ ࠳న࣒ ܿ  ప ऱ࣒  అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ . ఈ సమऴగత ړ సంబం߅ంۨ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఈ ߘంݟ ఈ సమऴగం ߘంݟ x t e x 
బయటڕ వࣆफం޴, ఆ߯ మనߕࣆ ڕऒ కएࡅ ݟంߘ ݟంߘ   బܽद x e tdt t fڒ ޴సమऴగం ఉంܿం ڕऱ వరࡏࣃ న࣒࠳ 
࢐సफړߖ࢐ ఇకए డ మన దగ ठర ఉనऒ  ڵ࡯క ߘసమऴగత ࠾ࡍమ ߤకం݄ మనం ఒక ఫంࣾ޶ఎం ࡏసమऴగ సࠬకరణం అంܼ ߖߖ޳ 
ఉంܿంߖߖ޵ ߗڒ ,޴ ࠡదం ۯయడం ޳छ ऒߖހమనం అవకలన సࠬకర ࡌ  ߰ందవ۪ऐ ంచవ۪ऐ޴࢑ࠡ ޜరవంۀ బܽदڒ   x 
ఉతओ ࠭࠲ ړߖݞయۯ ࡏ࢘ ߖߖ޵ ,సࠪనం ړన࣒ 2࠳ ࠹व߯ ڕమన ݟంߘ ऒߖయࠪߖ फޒ  ఉపࣃڵࡆफ  f x ڕబܽद మనڒ ࠭

దܽ పదం పऱ࣒࠴ ޴ఇ ,޴ఉంܿం ڕన࣒ వర࠳ ݟంߘ ݟంߘ ऱ 0ࡏࣃ ݟంߘ  e x xe tftdt e x ࡏ࢘ ऱࡏࣃ ݟంߘ 
छ޳ యడంۯ కएࡅ ండవ పదంࡓ ࡌ  ఉతओ నऒ ం ښవలం ߘం࠳ ݟన࣒ ࡏࣃऱ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇ޴ व߯࠳ ࠹న࣒e x fx f x 
న࣒  ప࠳ ߘߝ ऱࢁమ ޴ఇ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ2 ऱ࣒ కएࡅ  ओߩఇ ߘऴ࢐యగల ߖఅ ݟంߘ 0 ړ  ఈ సమऴగం x tft dt f x ݡ x 

న࣒ 1 ప࠳ ऱ࣒  2 తపओ  మࡖకܽ ڒ ޶ڒబܽद ఇ࠳ ߘߝ ޴న࣒ 2 ప ऱ࣒ న࣒ 1 ప࠳  ऱ࣒  2 అߖ ऴࣃ࢐फ పऱ࣒ ڕఆ߯ మన ,ߘ  fx x fx x 
ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇ޴ व߯࠳ ࠹న࣒ ݀ ࡓం࠳ ݡన࣒ ړݡ࠮ సࠪనం ఇߩओ  బܽद fx f x fx x aڒ ݭయ࡛ ఓߖࡰ ޴ఇ ݡ

ఇకए డ ఇంܽऴܽڼంۃ ߷ङ క द࡛  అం݄ ࠳న࣒ ݀ ݟఎڡझ  పవ࡛ ఇం݃ऴగړ ࡽ ఇ ఇ ࠳న࣒ ݀ ڒబܽद ఇ ߘం࠳ ݟన࣒ ࡓంړ ݡ x x
छ޳ ంచడంށڷ झڡఎݟ ݟ ఇ ࡌ ࡓ ݡంࡓ న࣒࠳  ऱܿ వࣆफం޴. అ࠳ ޴ߝన࣒ 2 ࡓ ऱܿ 2 ࠳న࣒ 3ړ సࠪనం, ఇړ ޴ x fx x x e
फࣃۯ ݋ڼఇంܽऴ ڴࡎ࢐ లڴ࠙ మనం ڴఈ అ ړ న࣒ 2࠳ ݟంߘ ऱࡏࣃ న࣒ 3࠳ 2 ޴ఇ ,޴फంࣆۨࣇ ߖ న࣒ 2࠳ ࠭ xfx x e xdx
ࡓ న࣒ 3࠳ ޴బܽद ఇڒ ऱܿ ࠳ ړన࣒ 2 ࠳ ࠑన࣒ 2 ࠳న࣒ ఇంܽऴగࡽ ఆ࠳ ࠆన࣒ 3 ࡅకए ࡓ 2 ࢟ܽ࢘ࡍݥ  ऱܿ ఇ 2x e x 2x 
ఇࣆफం࠳ ޴న࣒ ࡓం࠳ ࠑ ݡన࣒ ࡓంڒ ݡబܽद ఇ޴ సࠪనం ࠳న࣒ సగం ࡓం࠳ ݡన࣒ ݡ࠮ ఇ ߘం࠳ ݟన࣒ ࡓంݡx dx x 

వరڕ ఇ޴ పऱ࣒  అޔ࢓ం࠳ ޴న࣒ ࡓంߘ ݡం࠳ ݟన࣒ ࡓంݡ పऱ࣒  x e x c e x f x ޴फంࣆఇ ޴ఇ ݡంࡓ ంచడంށڷ 
న࣒ సగం ప࠳ ݡ࠮ న࣒࠳ ݡంࡓ న࣒ సగం࠳ ऱ࣒ x ce x fx x x ړ ړ న࣒࠳ పవ࡛ 2 ޴ߝబܽद అڒ సࠪనం పవ࡛ 2 ڕ  ce
సࠪనం, ఆ߯ మనڕ పऱ࣒  ऴ࠳ ݀ ࠑ ޓన࣒ ࣔࠆ పऱ࣒  వߤ ఉంܿం޴, ఇߩओ కएࡅ మనం ݡ एړࡵ ߖసࠪనం అ ړ1  ంۧ࠭f 0 
ప ࣄ  ޴బܽद ఇڒ ऱ࣒ బܽद 1ڒ సࠪనం ړ న࣒࠳  ޴ߝబܽद అڒ .సࠪనం ړ అం݄ అం݄  ޴फంࣆۨࣇ ߖసࠪనం అ ړ  1 c 0 fx 1 x
మనڕ అం݄  ࠳న࣒ అޙ࠼ ఇߩओ भ޳۫ ߘల ߤమనం ఆపल ݡ ం ڒబܽद ࠴దܽ ఎంߧకړ ࡹ సࠪన࠳న అߝ fx 1 x fx y 
వऴకࡔఖ ࠼ߦంڷ ݋ంޔࢂࢗ ݞందޔࠋۮ ߖం޴. ఒక ࡓ ࠪڒంڒ ݡబܽद ఒకࡹߖ޳ ఒక ࡅకए  అం݄ ఒకܽ ࠳న࣒ ఒకܽf f 
ऒߕࣆ ऒߕࣆ ࠪڒ ߤవ ݋ం࠼ߦ ఖࡔబܽद వऴకڒ ޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړ  ఒకܽ ࡓ ࠪڒ ޶ڒంڒ ޶ڒ ݡబܽद ఎంߧక ڝࣆۯంݟ 

అ޴ߝ తߩओ  ఎంߧక అ࠼ߦ ޴ߝం࠳ ࠪڒ 2 ݋న࣒ 1 ڷంޔࢂࢗ ݞంڒ ޴బܽद 2 ࡅకए  అం݄ 1 ࠳న࣒ 2 ࠳న࣒ion a b f 
కएࡅ ంతంߦఈ ऴ ࠾ࡍక మߧఎం ޴నࡕక సߧబܽद ఎంڒ ޴నࡕబܽद సڒ సࠪనం ړ1  ऴߦంߖޑऒ  కھߘనమߖ b b c d 
అߕޔڷݡऒ న࣒ ࣋ए࠳ ఒక ޴ߝంతం ఏࠫܽ అం݄ అߦబܽद ऴڒ ࡏ छ కएࡅ ࡛  మ࠾ࡍ వర ठ࠮లం మధङ  ఉం޴ y x fx 
ओߩంతం ఇߦబܽद ఈ ऴڒ एڕసࠪనం కం݄ త ړ న࣒࠳ అం݄ ,޴ఉంܿం ڴ ࣒ڒऴ ݡ వ, వర ठړߖ࡮࠮ r xy 0 1 r fx 1 x y
సࠪనం కం݄ తڕए వ ఒక ࠳న࣒ చޔరऴసంࡹ మనం ࢙ࢡలङ ం ఏࠫ݇ కڝߘए ऒߖޑంߦబܽद మనం ఈ ऴڒ ࡯࢐  x r 
ప࣋࡯ࢣࡍफ, ࠬ࠳ 1 ߖ ࡏన࣒ ړ సࠪనంڴ ۫࣋फ, ఇ޴ ఒక ߕࣆ ࠪڒऒ  మߕࣆ ࠾ࡍऒ y x ߝఅ ࠾ࡍఒకܽ మ ࠪڒ  y 
మధङ  ࠾ࡍఖ.  మࡔ ऱ సరళࢇࢗ ړ ݋ం࠼ߦ న࣒ ࣋ए࠳  సంڝ  छ కएࡅ ࡛  వర ठړߖ࡮࠮ సࠪనం ఈ వృޑफ ర ఆ࡛एڒ  0 1 x 1 x 
ఇ޴ ఒక ࠳న࣒ ࣋ए छ కएࡅ ࡛  వర ठړߖ࡮࠮ సࠪనం అం݄ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ఒకړߖ޳ సࠪనం ڒబܽद ఇ޴ x y x y 
ఇߩओ ࢐ङ ݡ రࣃ बం ఒకܽ ࡅకए  వృޑफ ర ఆ࡛एڒ  ఇߩओ న࣒ ࣋ए࠳ 1 ݟంߘ యړసం ऴڝ ంతంߦంతం ऴߦఈ ऴ ݡ छ కएࡅ ࡛  y x 
వర ठړߖ࡮࠮ సࠪన࠳న వऴకࡔఖޜ మڷ޴ ࠾ࡍవ ߘం࠳ 1 ݟన࣒ ޳छ  ంతం y xߦంతం ఈ ऴߦऴ ޴ంݟయబۯ తంࠫࡍప ࡌ
బܽद ఇకएڒ డ ࠬࡏ ఈ ऴߦంߖޑऒ  కھߘనړߖݞ ఏڔకృతం ۯయవలࣄన అవసరం ޶ࡶ ఎం޶కం݄ ࡅకए  ఈ ऴߦంతం ఈ r 
ऴࠜޒజంߖࡹ ఈ ڒछ ర द࡛  సࡍए లङࢡ࢙ న࣒࠳ ࡽ ం తపओ  మࡖకܽ ڒ ޶ڒబܽद ఇ࢐ ޴ङ రࣃ बం 1 ࡅకए  సࡍए కएࡅ ࡽ ࡓ 4 1  ऱܿ 
లङࢡ࢙ ం ఈ లంబ ڝణ ऴࠜޒజం ࡅకए  చదర࠳ ߩన࣒ ࢙ࢡలङ ం సగం ࡓ ऱܿ 1 ࡏࣃऱ 1 ڒబܽद ఇ࠳ 4 ࠑ ޴న࣒ సగం, pi 1 pi 
ఇ࠳ ޴న࣒ ݀ ړ ࡛ࠂ ࠑ సࠪనం ڒబܽद ఎంߧక సࡕన޴ తߩओ ओߩత ޴నࡕబܽद సڒ  సమసङ ޴బܽद ఇڒ  ऒߖڜ   ऱpi c d c dࡏࣃ
సࠬకరణం ࢟ܽ࢘ࡍݥ పరంڴ ఇవछ బడదࣆߧ۫ ߖफం޴, అޙ࠼ ఇ޴ సమऴగ సࠬకరణం ڒబܽद ఇ޴ సమऴగ సࠬకరణం, అޙ࠼ 
छ޳ యడంۯ దంࠡ ߖߖ޵ రऐࠪ ڴఅవకలన సࠬకరణం ߖߖ޵ మనం ࡌ వ۪ऐ  మࡏࠬ ࠾ࡍ ఇకए డ ߖ ఉంచడం ޳छ x ࡌ
కएࡅ 0 ࠭࠲ సࠪనం ړ0 .޴ఉంܿం ࣄనవలھߘక ߖޒबࣄ రంభߦంత ऴڜ రంభ fߦంత ऴڜ ࡏࠬ ఆ߯ ,࠭ࣃۯ సࠪనం ړ1 ߖ 
కంݟష࠴ ޜ ߤదܽ ఆర न࡛  అవకలన సࠬకరߖހऒ  ߰ంࡏޑ޶ మ࠾ࡍ ఈ ఇۨऐ న సమऴగ సࠬకరߖހऒ  పࡍషए  ړߖݞంచࡍ
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ऒߖ޳ ࡏࠬ  పࡍషए ంచవ۪ऐࡍ ङڕ࡯ڒ సమऴగ ࡹ ڡࡵ ࡍప޶త ޴బܽद ఇڒ  ల࣒ ߯  ఉపߕङ సం ఐࡍߪ ߖ޶फ ࣆۯफం࠭࠲ ޴ 
అవకలన సࠬకరހల߯ మߖڜࡍऒ  సమసङ లࣃۯ ߘफ ం, ధనङ  ࡱ޳࢐
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