
హ࠹ߦ ࡱڕࣾ࢒ ࡹ ङࠪ థڡܽ࠱झ छࣃ ڕ ࡽߜ۸  గతం, ఇ޴ సమऴగ ڕ࡯ڒङ ల࣒ ߯  ఉపߕङ సం , ڒబܽद ࠭࠲ మߖڜࡍऒ  iit 4
సమసङ లڜ ߘనࣃڵࣃफ ࠭ , సమసङ  నంబ࡛ వޜ ߤ ऴߦరం޳ࠚभ ం , ఇ޴ శړ फړ సࠪన࠳న సࡍహ޶भࡹ ఉనऒ  ऴߦంతంڴ y 
ఉండߖవछ ం࠳ ݟన࣒ చదరߩ సࠪనం 0 సࠪనం 0 మ࠾ࡍ సࠪనం 1 అߩओ  x y x x ޴నࡕస ޴ఏ ࡹకలߧఎం ޴ంړఈ ऴ ݡ

అ޳ 1 ޴ߝछ छ޳ న࣒ 1࠳ 1 ޴ߝఅం݄ అ ޴సࠪనం కం݄ ߭దभ ࡌ एڕఅం݄ కం݄ ఎ ࡌ వ ఇ మ࠾ࡍ s e b s e c s d 
కएࡅ  వర ठ࠮లం ޳छ ࡓ 4 ޜ1 ࡌ ऱܿ 1 ప ऱ࣒  1 కం݄ తڕए వ సࠪనం 1 ޳छ ప 2 ݋ࡐ ࡌ ऱ࣒  1 వర ठ࠮లం ޳छ న࣒࠳ ऱ 1ࡏࣃ ఇ ࡌ
छ޳ 1 షएࡍప ߖߖ޵ .2 ݋ࡐ ࡌ ऒޒऴపయ ړߖݞంచࡍ भ޳ ం సమసङ మన వదभ ఉనऒ ڴ޶బܽद ࠭ంڒ   అࣾం మࡅ ࠾ࡍకए  xy y 
ऴړ ࠆڴ సࠪన࠳న ࠳న࣒ ࣋ए छ e ޴ంޔ࢓వ  అࡱ࢑ న࠳సࠪన ړ వదभ ࠾ࡍమ ޴फంࣆߧߖక ࡮ఇ ޴ఇ ݟయంڶ ߖ ࡛ x x 0 1
మ޵ڜڼࡍ߭ ࠾ࡍभ అ޴ తڷठޕ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఈ ऴߦంతం ఈ వऴకࡔఖ 0ړ సࠪన࠳న ऴߦంతం అࣾం మ࠾ࡍ x y x x 
ऒߕࣆ ओߩంతం ఇߦంతం ఈ ऴߦऴ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړߖ޳ఒక ࠾ࡍసࠪనం అࣾం మ ړ y x o f s ߖసࠪనం అ ړ ݡ
ఇۨऐ నటऱޙ࠼, ఈ ࡱ࢑వ ఏࠫ݇ మనం ۫࣋फ, వదभ 1 ړ సࠪన࠳న ࠳న࣒ ࣋ए छ x e 1 ݋ం࠼ߦ బܽद ఈڒ ޴फంࣆఇ ఇ ࠑ 1 ࡛ x 
బܽद మనం సओڒ ఇ ࠑ 1 ࠪڒ షदంڴ ۫డగలం ఈ ऴߦంతం ఈ ޵ర डచޔరऴసం ࡅకए లङࢡ࢙  ం కం݄ ߭దभ޴, ఇࠑ 1 ޴ ఇ ࡓ ऱܿ 
సࠪనంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࢙ࢡలङ ం ޵ర डచޔరऴస ࢙ࢡలङ ం కం݄ ߭దभڒ ޴బܽद ఈ ࠉంߘ࢓޶ అ޳ࡱߧ ߖभ ం, s abc oabc 
ఇࡓ 1 ޴ ऱܿ 1 ࠑ ఇ ڒబܽद ఒకޜߖ޳ సࠪనం కం݄ ߭దभ޴ అ޴ߝ సओ షदంڴ సࡕనڒ ޴బܽद ఇߩओ  s e ޴నࡕక సߧఒక ఎం ݡ
న࣒ ࣋ए࠳ ߖ బܽद మనంڒ ޴ంޔࠋۮ ߖఅ ޴సࠪనం కం݄ ߭దभ ړఇ ࠑ ߤన࣒ వ࠳ బܽद ఒకڒ छ ऐ࡯߱ ޜ ࡛ నటऱޙ࠼ b s e x 

న࣒ ࣋ए࠳ ߖ छ సࠪనం కం݄ e ړ న࣒࠳ ݟంߘ రऴసంޔన࣒ చ࠳ ݟంߘ ,ڕన࣒ వర࠳ ݟంߘ फ࣋۫ ړ ࡛ x e x e x e x
߭దभ޴ అߖ మనం ۫ࣃफ ࠭, ఎం޶కం݄ ߕࣆऒ మధङ ߖ޳ఒక ݟంߘ   ఉనऒ  అߖऒ సం ࣋एڝ  छ  సం కం݄ x x x xڝ ࡹ1 0 ࡛
తڕए వڴ ఉంܿంڒ .޴బܽद ߘం࠳ ݟన࣒ చޔరऴసం ߘం࠳ ݟన࣒ ړ సࠪనం కం݄ ߭దभڴ޴ ఉంܿంڒ ޴బܽद 0 e x e x
ఉనऒ ڕవర ߩన࣒ చదర࠳ ݟంߘ 1 ݟంߘ  సమऴగత 0 ߘం1 ݟ వరڕ ఉనऒ  సమऴړߖڴ సࠪనం కం݄ ߭దभ޴ e x dx e 
ఇ తపओ ࠑ న࣒ 1࠳ ఈ సమऴగం 1 ࠾ࡍన࣒ మ࠳ ݟంߘ  మࡖకܽ ڒ ޶ڒబܽद ఎంߧక ݞږ సࡕనڒ ޴బܽद ఈ ఎంߧక x dx b a
మ࠾ࡍ ఎంߧక ࡓంݢ సࡕనڒ ࢑బܽद ఇߩओ బܽद ఇకएڒ ࡯ݞ۫ ߖ కߧఎం ࠾ࡍక మߧమనం ఎం ݡ డ మనం b c d
కھߘనవలࣄ ఉంܿంߕߞޜߖ޻ ޴ సࠪనం కం݄ తڕए వڴ ఉం޳ࡶ ޳ అߖ మనం మࢁऱ ऴపయޒऒ ంۧ࡯, మనڕ s d 
ఎంߧకࣄ۫ ߘనటऱޙ࠼, మనڕ ఉనऒ  అ޳ 1 ޴ߝछ ప 2 ݋ࡐ ࡌ ऱ࣒ छ޳ 1  వర ࡌ ठ࠮లం కం݄ తڕए వڴ ఉంܿంࡓ .޴ ऱܿ s e 
छ޳ న࣒ 1࠳ 1 ऒߖ޵ బܽद మనంڒ .2 ݋ࡐ ࡌ ऒߕࣆ ఒక ޴फ ఇ࣋ڶ   , మనం ࠼ߦం݋ ఒకܽ ޳छ  ,ޙ࠼నటऱࣄ۫ ݀ ݋ࡐ ࡌ
ఒకܽ ࠮లం ࡓంݡ ఈ ޵ర ड చޔరऴసం ࡅకए లङࢡ࢙  ం 1 ࠮లం ޳छ ࡓ 2 ࡌ ऱܿ ఎޔफ 1 మ࠾ࡍ ఈ ޵ర डచޔరऴసం ࡍڷంۨ 
ఏࠫܽ ڒబܽद ఈ ࠼ߦం޳  ݋ࡐ ݋छ వదभ ఉనऒ  ࡌ छ޳  ݋ࡐ వࡱ࢑  న࣒ ࣋ए࠳ ࠪڒ  ࡌ छ బܽद 2ڒ ޴ంޔ࢓అ ړ ࡛ 1 2 1 y x e 
అ࠳ ޴న࣒ సړߖڴ ఇ అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ఈ ఎޔफ ࡅకए  వర ठ࠮లం ޳छ छ޳ బܽद ߸గ࡛ڒ సࠪనం ړߖ޳ఒక ࡌ  e ݡంࡓ ఈ ࡌ
ర޵ ड చޔరऴࣃల ࢙ࢡలङ ం ޑ࠴फ एڕత ړߖ వ అߖ మనం ۫ࣃफ ర޵ దܽ࠴ బܽदڒ ࠭ ड చޔరऴసం ࡅకए లङࢡ࢙  ం 1 ݋ࡐ ࠑ s 
ర޵ ండవࡓ ܿߦ ޜ2 डచޔరऴస ࢙ࢡలङ ం ڝణం ఎޔफ అࡏࣃ ޴ߝऱ 1 ࠳న࣒ 1 ޳छ  బܽद e dڒ కߧమన ఎం ޴బܽद అڒ .2 ݋ࡐ ࡌ

మ࠾ࡍ సࡕన޳ڒ ࢑, సࡕన޳ڒ ޳ అ޳۫ ߖभ ం ڒబܽद ఎంߧక తڕए వ అޜࠋۮ ߖం޴ ఇ ࡅకए  వర ठ࠮లం ab d c c s 
छ޳ ࡓ 4 ړ1 ࡌ ऱܿ 1 ప ऱ࣒ एڕసࠪనం కం݄ ఎ ړఇ ࠑ న࣒ 1࠳ 1 ޴ߝసࠪనం కం݄ అ ړ1  వ అ࠭࠲ ߖ ఇపओ  s ࠭ࢡ۫ ښܽ
एڕఇ కం݄ త ࠑ ߤన࣒ వ࠳ ణం ఒకࠪࡍబܽद ఈ పڒ వڴ ఉం޳ࡶ ޳ ߭దभ޳ అ޳۫ ߖभ ం . ڒబܽद మనం ఒక ࠳న࣒ వࠑ ߤ ఇ 
ࡓ 4 ࠑ న࣒ 1࠳ ऱܿ 1 ప ऱ࣒ ए࣋ ࠑ 1  छ छ޳ ݋ࡐ ࡛  సࠪనం అం݄ ړ4 ࠑ న࣒ 1࠳ 1 ޴బܽद ఇڒ ޴ఉంܿం ࡹࣄ ߤఆపल ޴फ ఇ࣋۫ ࡌ
కएࡅ 4 ࠑ న࣒ 1࠳ ఇ ࠑ న࣒ 1࠳ 4 ࠑ 3  వర ठ࠮లం 1 4 ࠑ ఇ ࡓ ऱܿ ݡ࠮ ఇ ࠳న࣒ ࠳ ڷࡱߕన࣒ ࣋ए छ ओߩఇ ݋ࡐ ࡛  e eݡ
మనڕ అࡓ ޴ߝంݡ మݡ࠮ ࠾ࡍ మధङ  ఉందߖ మనڒ ࣆࡱޘ ڕబܽद ࡓ ڴࡏࠪࣆం࠼ߦ ݡం ऱܿ ఏݡ ఒకܽ ڒబܽद e 
మనం ࠳న࣒ 4 ߖ ۫డܼߖ޵ ړߖऒ  ఉపڵࡆంచవ۪ऐ  ఇ ࡅకए న࣒ వర࠳  ठ࠮లం 3 ࡅకए  న࣒ 3e࠳ న࣒ 4࠳ 2 
వర ठ࠮లం కం݄ ߭దभڴ޴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇࡅ 3 ޴కए న࣒ వర࠳ 2  ठړߖ࡮࠮ సࠪనం, ఇ0 ޴ కం݄ సओ షदంڴ ߭దभڒ ޴బܽद 
ఈ వङ ࠭࠲ ङޑ ऒߖࣃ फࣃ۫  ࠭ కం݄ ߭దभڒ ޴బܽद 1 ࠳న࣒ 1 ࠑ ఇ కం݄ ߭దभࡓ 4 ࠑ 1 ޴ ऱܿ 1 ప ऱ࣒ కएࡅ 1   erence 0 e 
వర ठ࠮లం ޳छ छ޳ న࣒ 1࠳ బܽद 1ڒ ޴దभ߭ ࡌ ऱ 1 పࡏࣃ కం݄ 4 1 ޴కం݄ ߭దभ ޴ఉంܿం ࡌ ऱ࣒ కएࡅ 1   s e s e 
వర ठ࠮లం ڒబܽद ఎంߧక తߩओ ओߩత ࠾ࡍమ న࢑ࡕస ࠾ࡍమ ࡱకߧఎం ޴బܽद ఇڒ   అޔࠋۮ ߖంڒ ޴బܽद c ab d c 
ఇకए డ ࠬࡏ ఈ సమऴగ ߘం࠳ ݟన࣒ ࣋ए छ ࡛ వరߘ 0 ڕం1 ݟ వరࣃ ڕధङ ం ڒదߖ గమߖంۧߖ޵ ࡯ऒ  సڴࡍठ  e x dx 
ङ࡮࠮ ంకనం ۯయࡏࠬ ړߖݞ ఈ అసࠪనతలߘ ఉపڵࡆంۧڒ ࡯బܽद ࠬࡏ ఈ సమऴగత ࡅకए  ఖۨऐ త࠳న ࡱ࢑వߘ 
एړࡵ ంచڒ ࡏࡶబܽद ఇߩओ ండవ సమసङࡓ ݡ भࡿࢗ ڕ ం, ڒబܽद అڝ ޴ߝऱܘन  ఇంటࡓछ ऒߕࣆ ݟంߘ సగం ࡽ  అనంతం వరڕ ఒక f 
ఫంࣾڴ ߤ ఇవछ బݟందߖ అڕߘం޳ం . ࡅకए  ऴప߄నం ఖۨऐ తంࡓ  ڴ ऱܿ కం݄ తڕए వڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ x f 2 fx 
సړ1 ړߖڴ సࠪనం అ࠼నߩओ కएࡅ ݡ  సమऴగ ࡱ࢑వ సగం ߘంݟ ఒకܽ వరڕ ఉంࡌ࢑ ݦమ ఎంߧక ࠳న࣒f fxdx a 2 e 
 న࣒ e b࠳ ఇ ݟంߘ ݡంࡓ న࣒ ఒకܽ࠳ ఇ ࣄ న࣒ ఒకܽ࠳ ఇ ڕవర ݡంࡓ ݟంߘ న࣒ ఒకܽ࠳ ఇ ޴ఉంܿం ڕవర 2 ݟంߘ 1
ఒకܽ మ࠾ࡍ ఎంߧక 0 ࠳న࣒ 1 2 ࠑ. ఈ సమసङ షएࡍప ߘ ऒޒऴపయ ړߖݞంచࡍ भ޳ ం, ڒబܽद మనڕ ఇవछ బݟన޴ व߯࠹ d e f 

व߯࠹ కం݄ 2 ࡓ ऱܿ కం݄ తڕए వ ࡓ ऱܿ తڕए వ అం݄ व߯࠳ ࠹న࣒ ࡓంݡ ఖۨऐ తంڴ x x f x f fx 2 fx f x fx 
ఉంܿంߕࣆ ޴ऒ  కం݄ తڕए వ ఇ޴ అߖऒ  సగం ߘంݟ ఒకܽړ ఇߩओ ऒߖ޵ యగలం అం݄ మనంۯ మనం ఏࠫ ݡ छ޳   x e ࡌ
పవ࡛ ࠳న࣒ ࡓంށڷ ޜ ݡంۧڒ ࡯బܽद ఇ ߘం࠳ ݟన࣒ ࡓంࡓ ݡ ऱܿ व߯࠳ ࠹న࣒ ࡓంޑۅ ݡంకం ఎలऱߩओ x ݢ x f x fx 
ऒߕࣆ ޴బܽद ఇڒ ࣆࡱޘ ڕమన ߖఉంܿంద ڴలంږߘࣃ  కం݄ తڕए వڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद మనం ߘం࠳ ݟన࣒ ࡓంݡ e 

छ޳ యడంۯ ࡮కం݄ ఇ޶ంۧ࠭, ఎంށڷ ڕ޶ఎం ړ छ޳ ߖߖ޵ ࡌ छ޳ ࡌ ࡓ ݡంࡓ న࣒࠳ ݟంߘ ࡌ ऱܿ x d d e x f x 
వరڕ ऴ࢐యవ۪ऐ  ఎం޶కం݄ ఉతओ కएࡅ ޴రం ఇڒయమం ऴపߖ फޒ ࡓ ݡంࡓ న࣒࠳  ऱܿ ఉతओ నऒ ం व߯࠹  ప ऱ࣒  e f x f x e
కएࡅ  ఉతओ నऒ ం ࠳న࣒ ࡓం࠳ ݡన࣒ ࡓంߘ ݡం࠳ ݟన࣒ ࡓంࡓ ݡ ऱܿ ఇࣆफంڒ ޴బܽद ࠬڕ ఇ޴ ఇࣆफంڒ ޴బܽद x e x fx 
ఇ࠴ ޴తफం మ࠾ࡍ సగం ڝసం ߕࣆऒ  కం݄ తڕए వڴ ఉంܿం޴ ఫంࣾࡅ ߤకए  ఉతओ నऒ ం ࡌ࢑మంࡹ ऴపږޒలంڴ x 
ఉం݄, ߘం࠳ ݟన࣒ 2 ࡓ ऱܿ అࡹ ޴ߝ తڷठޔనऒ  ఫంࣾߤ అߖ ఇࣆۨࣇ ޴फం޴. సగం ߘంݟ ఒకܽ ڒబܽदe x fx int erval 

ఖۨऐ ݡంࡓ న࣒࠳ ݟంߘ తంڴ కం݄ ఖۨऐ తంڴ తڕए వڴ ఉంܿం޴ పవ࡛ ࠳న࣒ ࡓంࡓ ݡ ऱܿ సగం ࡓ ऱܿ e xfx e f 
సړߖڴ సగం కం݄ ఎڕए వ ࠴తफం ڒబܽद సړߖڴ సࠪనంڴ ఇవछ బޔݡంڒ ޴బܽद ఇ޴ సࠪనం ߘంړ1 ݟ అం݄ x f e x 
కएࡅ  అ޴ߝ కం݄ కం݄ తڕए వ అࣆۨࣇ ߖफం޴, ఇߘ ޴ంݟ సړߖڴ ఒకܽࡓ ړం࠳ ݡన࣒ ఒకܽ , f e e x x fx x 
ఫంࣾߤ కం݄ తڕए వڴ ఉం݄, ఇ޴ సమऴగ సగం ߘంݟ ఒక సమऴగం కం݄ తڕए వ అࣆۨࣇ ߖफం޴. సగం ߘంݟ g fxdx 
ఒకܽ ఇ ࡓం࠳ ݡన࣒ ఒకܽ మ࠾ࡍ ఇࡓ ޴ం࠳ ݡన࣒ ఒకܽ ࡓంݡ సగం ߘంݟ ఒకܽړ సࠪనం, ఇ޴ వదभ x dx e x x 
ఒకړߖ޳ సࠪనం, ఇ޳ ޴छ ऒߕࣆ ݟంߘ ޴సࠪనం ఇ ړߖڴవదभ స ࠾ࡍమ ݡంࡓ ࡌ  ఇ e x e ޴బܽद ఇڒ ݡంࡓ ,ఒకܽ ړ
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ఖۨऐ ޴ఇ ڕఒక వర ݟంߘ బܽद ఈ సమऴగ సగంڒ ݡంࡓ ,న࣒ ఒకܽ࠳ తం࠳ ڴన࣒ 1 2 ࠑ కం݄ తڕए వڴ ఉంܿం޴,fxdx e 
ఎం޶కం݄ ߕࣆऒ  సమऴగ సగం ߘంݟ ఒక కం݄ ఎڕए వڴ ఉంܿంߕࣆ . ޴ऒ  కం݄ ߭దभڴ޴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇ޴ fx fxdx 
ऒߕࣆ  మ࠾ࡍ ఇ ࠳న࣒ ఒకܽ ߘంࡓ ݟంݡ మధङ  ఉంܿంڒ ޴బܽद ఈ ఎంߧక సࡕన޴ మࡏࠬ ࠾ࡍ ۫డగڼ࡯ అߖऒ  d 
ఇతర ఎంߧకࡱ తߩओ  ఎం޶కం݄ ఈ సమऴగత ࠳న࣒ 1 2 ࠑ కం݄ తڕए వڴ ఉంڒ ޴బܽद ఎంߧక తߩओ  అ࢑ ޻ధంڴ e c 
ఎంߧక తߩओ  మ࠾ࡍ ఎంߧక ఆࡹ ߤ ఉంڒ ޴బܽद పࢲࡍए రంࡹ అࣄ ޴ߝबరం ߖڒ ఫంࣾߤ అߖ ఉపڵࡆంۧ࡯झ న b a f 
అవసరం ߗڒ ޶ࡶ ఇ޴ ఇవछ బݟం޴ సమసङ एࡖ߮ ߖఅ ޴ߖڒ बరంࣄ  కం݄޶ఎం ,ࡹ నబడక߱ࣄ ࡏࠬ ,ޙबర࠳న ఫంࣾޜ ߤ f f 
వ۪ऐڝࣆޓ ߖ2 , ఎం޶కం݄ సړ1 ړߖڴ సࠪనం ఇవछ బޔݡం޴ , ఈ ࡌ࢑మం࠭࠲ ࡹ అߖऒ న f x࠳సࠪన ړߖ޳ఒక ړ 

వ۪ऐڝࣆޓ ߖ . व߯ߕࣆ ࠹ऒ  అޔ࢓ం޴, ఇࡓ ޴ంࡓ ݡ ऱܿ కం݄ తڕए వڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఆ సందరग ంࡹ ఈ fx f x fx 
సమऴగం ఎం޶కం݄ ఒకړߖ޳ సࠪనం ఇښ ޴వలం సړߖڴ సࠪనం మ࠾ࡍ సగం సओ షदంߕࣆ ڴऒ  మ࠾ࡍ ఇ ࠳న࣒ fx 
ఒకܽ ߘంࡓ ݟంݡ మధङ  ఉంܿంڒ ޴బܽद ఒకࣆ ࡏలభంڴ ఆ ఎంߧకߘ ߰ందవ۪ऐ  సࡕన޴, అޙ࠼ అࣄ ޴ߝबర࠳న d f 
పڒ ߖదߖ మనڕ ఇۨऐ నటऱޙ࠼, మనం ߖߖ޵ పࡍషए फ తపओ࣋ࡍ , ఇ޴ సࡕనద࠭࠲ ߖ ఖۨऐ తంۮ ڴపओ మనం ऴపశऒ ,࠭ࡶ  
సంఖङ भࡿࢗ ړݡ࠮  ం, మࣄ ߯ ࠾ࡍबర࠳న ݟఫߖࡓझ వछߖఉండ ڴࡱ ߤఫంࣾ ࡽࠋ ంݟ . అ޴ߝ పవ࡛ ࠳న࣒ fx gx r x fx 

ऒߖఅ ࡹ ړ ࠹ऱ व߯ࡏࣃ కएࡅ సࠪనం ړ  కएࡅ సࠪనం ఆ߯ 2 ړసࠪనం 1 ړ2   1 1 కం݄ తڕए వ gx g x r x d f 1 g 
సహజ ࡅ 2 ۃ࡮కए కएࡅ 2 ޴కం݄ ߭దभ ۃ࡮ న࣒࠳   b f 2 1 c 1 g 1 d ޴ߝఅ ࠾ࡍమ ޴కం݄ ߭దभ 2 ۃ࡮ న࣒࠳ 
ఒకࡹߖ޳ ఒకܽ ࠳న࣒ ࡓ ۃ࡮ంݡ కం݄ తڕए వڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद మనڕ व߯࠹ ఈకछ  న࣒ f x fx࠳ ఇ ܿ పవ࡛ ܿ ࡽ
झڡఎ܊ झ࠹݅   ऴڴ व߯ڒ ࠹బܽद ఇ޴ ఇ ࠳న࣒ ఎࠆఎڡझ झ࠹݅   ఎࠆ व߯࠹ ఈకछ ऱ x x gx gࡏࣃ న࣒࠳ .޴फంࣆۨࣇ ߖఇ ܿ అ ࡽ
व߯ߗڒ ࠹ ఇకए డ ఇߘ ޴ంݟ పవ࡛ ࠳న࣒ ߘంݟ ఉతओ నऒ ం తపओ  మࡖకܽ ޶ڒ మ࠾ࡍ ఇߘ ޴ం࠳ ݟన࣒ x e fx e gx 
ఉతओ ݟంߘ నऒ ం ڒబܽद మన వదभ ఉనऒ ఉతओ ݟంߘ ߖ޵ ޴ నऒ ం అ࠼న޴ అߖऒ ఉతओ ߖ޵ సంڝ  ऒߕ  x ޴ఇ ߖసࠪనం అ ړߖ
న࣒  ప࠳ సࠪనం ړ న࣒࠳ ݟంߘ ޴फంࣆۨࣇ ऱ࣒ ऒߖڜ  ओߩంకం ఇࡌबࣄ ంతڜ సంڝ ంకంࡌबࣄ  e fx ڕమన ݡ e gx c f 
కएࡅ కएࡅ 2 ࠾ࡍవ 1 మࡱ࢑   ఇవछ బݟంڒ .޴బܽद ߖ࢐ܽ ࠭࠲ ఉపࣃڵࡆफ ړబܽद శڒ ࠭ फړ ఒకܽ ࡅకए న࣒ g 1 e f࠳ 
ఒకࡅ ߖ޳కए ఒకܽ పऱ࣒ ,޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړ ړ న࣒࠳   ఒకܽړ సࠪనంڴ ఇవछ బޔݡంڒ ޴బܽद ఇߖ ޴ g e c f e
ప 1 ޴फంࣆۨࣇ ऱ࣒ కएࡅ  కएࡅ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ړన࣒ 1࠳ న࣒࠳  c g e ݟంߘ ݟంߘ న࣒ సࠪనం࠳  e to 2 f l e 
కएࡅ 2 ప 2 ݟంߘ న࣒࠳  ऱ࣒  వర1 ڕ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇߘ ޴ం࠳ ݟన࣒ 1 ప ऱ࣒  అޔ࢓ంڒ ޴బܽद మనڕ ఈ g c g e c 
फࣃవ ࡱހసࠬకర ݡంࡓ ంచవ۪ऐڵలޛ ߖ ݟంߘ లހసࠬకర ݡంࡓ బܽद ఈڒ ޶య࡯ޘ వࡱ࢑ ڕబܽद మనڒ ࠼  c c 
న࣒ c 2 e f e e࠳ ݟంߘ 2 ޴ఇ ,޴ఉంܿం ڕన࣒ వర࠳ ݟంߘ ݟంߘ న࣒ 1࠳ ڕమన ݟంߘ ݡంࡓ ࠾ࡍబܽद ఒకܽ మڒ
పऱ࣒ ݡంࡓ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ న࣒࠳ 1 ݟంߘ కएࡅ   పవ࡛ ࠳న࣒ ࣆۨࣇ ߖफం޴ ఒకܽ ࡅకए  పవ࡛ ࠳న࣒ g e f g 
ओߩఇ ߖసࠪనం అ ړݡంࡓ ओߩఎలऱ ޴ంకం ఇޑۅ ,ࣆࡱޘ ڕమన ݡ కएࡅ బܽद 2ڒ ޴ఉంܿం ڴలంږߘࣃ ݢ  ࠆన࣒ ఎ࠳ 
ఖۨऐ తంࠑ 2 ڴ ఇ మߘ ࠾ࡍం࠳ ݟన࣒ ऴݞږ ڴ ఖۨऐ తంڴ ఉంܿం޳ .޴छ एڕకం݄ త ݡంࡓ ࡌ వ ڒబܽद ఇ޴ e e e 
కएࡅ 2 ݟంߘ छ޳  కएࡅ 1 ݟంߘ ࠾ࡍమ ޴కం݄ ߭దभ 2 ࡌ छ޳   ఆ߯ 2 f e e g e ,޴फంࣆۨࣇ ߖఅ ޴కం݄ ߭దभ 2 ࡌ
కएࡅ छ޳ వడంڝࣆޓ ۃ࡮   f log e by two e ࠾ࡍమ ݡంࡓ ۃ࡮ న࣒࠳ ఒక ޴ߝఅ ۃ࡮ .޴ఉంܿం ڴ޴కం݄ ߭దभ ࡌ
అ࢑ ޻ధంڴ ఒకܽ ࡅకए  అ޴ߝ ఒక ࠳న࣒ ࡓ ۃ࡮ంݡ కం݄ ߭దभڒ ޴బܽद ఒకܽ కం݄ ࡓంݡ ߭దभ ఎంߧక ࠳న࣒ ۃ࡮ g bf 
ओߩऱ తࢁమ ࠾ࡍమ ࠾ࡍమ న࢑ࡕస ఇ࢑ ݡంࡓ ۃ࡮ న࣒࠳ ޴ఒకܽ కం݄ ߭దभ ࠾ࡍమ ݡంࡓ ఈ ऴపశऒ ࡏࠬ   g a d ఇ࢑ ࡹ
ఇవछ ߖఅ ࡱ߇࢑ ߖࡶ ڴबరంࣄ  బడక߱ࡏࠬ ,ޙ మ࠾ࡍ లࣄ ߘबర࠳న ఫంࣾڝࣆޓ ڴ ߤవ۪ऐ  మ࠾ࡍ సओ షदంڴ ఈ f g
సࠪనతछ ం సంతృߧफ ۮంޔ޶ం޴ ఎం޶కం݄ ࡓంߕࣆ ࡮ߩ࢙ ݡऒ బܽद ఆ సందరगڒ  ంࡓ ࡹంݟంܽࡹ ఉంܿంݞږ ޴ f 
ఒకܽړ సࠪనంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఒకܽ ࡅకए  ఒకܽ అޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ ఒకܽ ࠳న࣒ ࡓ ۃ࡮ంݡ కం݄ సओ షदంڴ g 
߭దभڒ ޴బܽद ࠬࡏ ఏ పۯ ߖయڕంߝݞ మ࠾ࡍ ఎంߧకࣆ ߘలభంڴ ߰ందవ۪ऐ ओߩబܽद ఇڒ  సమసङ ݡ  సంఖङ  b c 
भ޳ۯ ڷࡱߕ ం మనڕ ఇవछ బݟన సࠪనం ߕࣆऒ झ࠹݅ న࣒ ఎ࠳ పవ࡛ ݟంߘ ܽ ఒక ݟంߘ   పవ࡛ ఎ g ݟంߘ ܽ న࣒࠳ 1 
ఓ߭ ܽݟ న࣒ 1࠳ छࡓఇంట ߤ ఓ߭ ޴ఇ ݞږ ޴ంۨన߅సంబం ړ1 ݟంߘ 0 ࡽ छࡓఇంట ߤ  g ߖదం అࠡ ޴ߝఅ ߯ 1 0 ࡽ
ఇవछ బݟం޴, ఆ߯ ࡱ࢑వలߘ కھߘనంݟ సగం వదभ మ࢟ܽ࢘ࡍݥ ࠾ࡍ व߯࠹ సڒ ,ړߖڴబܽद ࠭ంڴ޶ సగం ࡅకए  g g g 
సగం ߘ కھߘనړߖݞ ऴపయޒऒ भ޳ ం, సగం సగంړ సࠪనంڴ ఉంచడం ޳छ ړశ 1 ݟంߘ 0 ࡌ फ࠳ ړన࣒ సగం ࡓ ऱܿ 1 g g t 

కएࡅ న࣒࠳ ऱ 1ࡏࣃ ޴న࣒ సగం ఇ࠳ ऱࢁమ 1 ޴ఉంܿం ڕన࣒ వర࠳ పవ࡛ ݟంߘ  వర ठ࠮లం ޳छ  minus t a dt t t ࡌ
ओߩసࠪనం ఇ ړߖڴసమऴ ڕవర 1 1 ݟంߘ 0 వర ߖߖ޵ ݡ ठ࠮లం ޳छ ऴ࢐యవ۪ऐ ڴసమऴగం ڕవర 1 1 ݟంߘ 0 ࡌ , dt 
వర ठ࠮లం ࡹపల ࠳న࣒ వࡌठ ऒߖ  కڵ࡯ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࠳ 4 ࠑ 1 ߖߖ޵న࣒ ࠳న࣒ ࣔࠆ ࣋ए छ छ޳ ࡛  भ t t t dt 1޶ర 4 ࡌ
ए࣋ ޴ంޔ޶న࣒ ߰ం࠳ ࣄۯ छ ࡛ ప ऱ࣒  ఇߩओ కएࡅ న࣒ సగం࠳ ޴నࣄ࡯ޘ ڕమన ݡ ఇనछ ߤ࣌  ࡛झ ऒߕࣆ   మ࠾ࡍ t t t 
ఒకܽ మధङ ङ࡮࠮  ంకనం ۯయబݟన సగం ޳छ ఇనछ ߤ࣌ ޴సࠪనం ఇ ړߖ޳బܽद ఒకڒ ޴ంݟంచబ܊࢑భ ࡌ ࡛झ  సړߖڴ t 
సగం అޔ࢓ంڒ ޴బܽद 1 ࠳న࣒ ࣌ߤ ఇనछ ࡛झ  వదभ ࣌ߤ ఇనछ ࡛झ  అޔ࢓ం0 ޴ ఇ࠳ ޴న࣒ 1 ڒబܽद ఇ࠳ 2 ړ ޴న࣒ ࠳న࣒ pi pi 
एړࡵ ړߖڴస ߘవࡱ࢑ న߄బܽद మనం ऴపڒ సࠪనం ړ బܽद వదभ సగంڒ సࠪనం ړ ޴సࠪనం, అ ړ 2 ࠑ ంۧڒ ࡯బܽदpi g pi g 
ఒకܽ ۯయࡓ ړߖݞంࡌࠪ ݡठ ऒߕఉ ࡱ కएࡅ ఈ ࠭࠲ .࠼  ఈ ऴࣄۯ ࡏ࢘ ߖڴ, ఆ߯ సړߖڴ సࠪనం ࣄۯ, మࡖక ࠪరठం g a 
ఏࠫటం݄, 1 ࠳న࣒ ࡅకए  అం݄ 0 ߘం1 ݟ వరڕ సమऴړߖڴ సࠪనం అߖ గ޳ށभ ం. ࠳న࣒ ࠳న࣒ ߘంݟ a g g t a 1 t 
పవ࡛ ࠳న࣒ ڒబܽद  ࠳న࣒ ࡅకए  అ࠳  ޴ߝన࣒ మࡅ ࠾ࡍకए  పవ࡛ ࠳న࣒ ߘ  ڕంړ ݟa 1 dt 1 a g 1 a 1 minu 0 1 t
సࠪనం శړ फ ࠳ ړన࣒ ࠳న࣒ 1 ޜ భࡎ फ ۯయబޔݡంڒ ޴బܽद ఇߘ 0 ޴ం1 ݟ శړ फ࠳ ړన࣒ 1 మ1 ࠾ࡍ a s t 1 a dt t a 

శړ फ࠳ ړన࣒ ړ సࠪనం, ఇߩओ కएࡅ  ޴ఇ ݡ  సమऴړߖڴ సࠪనం ࠳న࣒ పవ࡛ ࠳ ړన࣒  మ࠾ࡍ minus t a dt 1 t a 1 t 
పవ࡛ ࠳న࣒ ߘం1 ݟ వరڕ, ఎం޶కం݄ ࡅకए  సమऴగం ఒక ప ऱ࣒ కएࡅ న࣒࠳   a dt 0 a to b fxdx b xdx a to bf 
కएࡅ  సమऴగం ڒబܽद ఇߩओ छ޳ యడంۯ దంࠡ ړ 1 ݟంߘ బܽद, 0ڒ సࠪనం ړ ޴ఇ ݡ కएࡅ ࡌ  g a a g 1 a g ړ న࣒࠳ 
సࠪనం అߖ ߰ం࠭޳ . సړߖڴ మనం సగం ࡅకए  व߯ߖ ࠹ ߰ం࠭ޑ޶ సగం ࡅకए  సࠪనం అం݄ g g g ړ ࠹న࣒ व߯࠳ 
व߯࠹ సగం తపओ ऒߕࣆ ڴࡍసߖ  అ࠼ ఉంڒ ࡯ݞబܽद व߯ࡱ࢑ ࠆࣔ ࠹వ ߕࣆऒ కएࡅ బܽद సగంڒ సࠪనం ړ  ఈ व߯ߖ ࠹g g 
एړࡵ ంచړߖݞ మࡖక ࠪరठం ఏࠫటం݄, మనࡅ ڕకए  ఉంܿం޴ సమऴగ 0 ߘంߘ 1 ݟం࠳ ݟన࣒ ࠳న࣒ g g t a 1 t 
కएࡅ ޴సࠪనం, ఇ ڕన࣒ 1 వర࠳ ݟంߘ  व߯ߘ 0 ࠹ం1 ݟ వరڕ సమऴగ࠳న 0 ߘం1 ݟ వరऀߦ ڕక a dt a g 
ఉతओ ऒߕ ओߩఇ ڕన࣒ వర࠳ ݟంߘ ޴फంࣆۨࣇ ߖసࠪనం అ ړߖ  సమऴగత minu s t a 1 dt ߖ ࢟ܽ࢘ࡍݥ మనం ఈ ݡ
కएࡅ एړࡵ ంۨ߅సంబం ړ  ంచవ۪ऐ , అ࠳ ޴న࣒ ߘం࠳ ݟన࣒ ࠳ ۃ࡮న࣒ ߘం࠳ ݟన࣒ 1 ప ऱ࣒ a ݟంߘ  t t 1 t a t 
ओߩఇ ࠾ࡍన࣒ మ࠳ 1 ۃ࡮ ࠾ࡍన࣒ 1 మ࠳ ޴ఉంܿం ڕన࣒ వర࠳ న࣒࠳  సࠪనం a 1 t a t dt ړߖڴమనం స ݡ
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࢘࣋फ, ఇ޴ సړߖڴ సࠪనం వదभ ߕࣆऒ फࣃ۫ ߖసࠪనం అ ړ ऒߕࣆ నం߄సࠪనం ऴప ړߖڴబܽद సڒ ,࠭  బܽद gڒ సࠪనం ړ
ऴపశऒ  సంఖङ  ఐ޳ۯ ޶भ ం ڒబܽद మనڕ ఉం޴ సమऴగ ࡱ࢑వߘ  ߘంږ ݟङ ࡓ ࠗ ऱܿ  ࠳న࣒ ࣋ए छ ࡛ పవ࡛ 0 ړ 1 4 x 1 x 
߭ంచడం ࡓండవ ߖ ࢟ܽ࢘ࡍݥ కھߘనړߖݞ . ఒక ऴపతङ ࣾ ࠪర ठం మనం ࠴దట ఈ ࡓండవ ఉతओ ऒߕ ऒߖ एړࡵ  ంۨ , 5. dx 5
ఆ߯ ఇంܽऴ޳ۯ ݋ڼभ ం ࡏࠬ ߗڒ ۫࣋फ ఇం࡮ۧ ࡹ޶ ఉంܿం޴ గణనల ࢑ష࣋ڜߖ࠻फ, ఇ޵ࣆ ޴ర ड࠳న ऴపऴړయ అޔ࢓ం޴, 
ఎం޶కం݄ మనం ߘ ߖ޵ంࡓ ݟంࡏࣃ ݡऱ ఉతओ నऒ ం ࡯࢐ڝࣆޓ, ఆ߯ ږ ڷࡱߕङ  ఏకం x ߖߖ޳ ఆ߯ ,࡯ంۧށڷ ޜ ࠗ
छ޳త ,࡯࠻ۯ  ߘ ߤషڼబܽद ఇంܽऴڒ ޴ంޔݡసమయం ప ࡮ۧ ړߖ޵ ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓అ ޴బࣗప ࡎ࠙ ޴ఇ ࡌ
ఉపڵࡆంచడం ࢙࡯ޘన ࠪరठం. ࡛ߦ दझ घࡏ߷  छ޳ ࡮ ࡛ߦ ,ࡌ द ߷ࡏघ छ޳ ࡮ भ޳ۯ ࡽڒࡎ ߤషڼఇంܽऴ ࡌ ం ڒబܽद మనం 
ఇంܽऴڼట࡛ ऴ࢐࣋फ మనڕ ఉంܿంࡏࣃ ޴ऱ व߯࠹ ఇࡅ ޴కए  व߯ࡅ ࠹కए  ऱ al fx g x dx x dx f xg fx gxࡏࣃ 
ओߩఅ , ޴క ࠪరठం ఉంࡖఉం݄ మ ࡱ ߤఫంࣾ ݡంࡓ ߝఅ ࠾ࡍమ ڕమన ޳ࡶ సࠪనం ڕ ࡽన࣒ ఇంܽऴగ࠳  ఈ fx gx ݡ
సమऴగం ࡏࣃऱ ࠬࡓ ࡏండవߖߖ޳ ఏڔకృతం ࣋ۯफ ࡏࣃऱ అޔ࢓ం޴. ఫంࣾ࠳ ߤన࣒ ࠬ ࡅకए  సమऴగం ࠴దܽ fx fx gx dx 
ఫంࣾߤ व߯ࡓ ,ࣄۯ ࡏ࢘ ߖ ࠹ండవ ఫంࣾߖ ߤ ఇంܽऴۯ ݋ڼయంݟ మߖߖ޳ ࡏࠬ ࠾ࡍ ఇంܽऴۯ ݋ڼయంڒ ݟబܽद f x gx dx 
घࡏ߷ ఈ ࠭࠲ फࣃڵࡆఉప ߘ࡮ న࣒ ࣋ए࠳ బܽदڒ ࠭ छ भࣃऴ࢐ ߖసࠪనం అ ړ 5 ݟంߘ ࡛ ం. 4 ږङ ࠗ సమ࠻లࡹ fx 1 x x 
एړࡵ ߘసమऴగత ڕవర ࠹व߯ ࡽࠋడ ࠆఎ ڕవర 1 ݟంߘ 0 ంۯం࡛ߦ , ڕ޶ द ߷ࡏघ छ޳ ࡮ छ޳ ߤషڼఇంܽऴ ࡌ x dx x 4 ޴ఇ ࡌ
ङږ ࠗ సమ࠻లڕ సࠪనం అߖ మనం ۫࣋फ డࡽࠋ व߯࠹ అ޴ߝ व߯ߘ ࠹ంݟ ఉతओ నऒ ం ڒబܽद ఇړ ޴ f x f x f 
సࠪనం व߯ߘ ࠹ం࠳ 1 ݟన࣒ ࠳న࣒ 0 ߘం1 ݟ వరږ 4 ڕङ కएࡅ ࠗ  ఉతओ నऒ ం 12 ࣋ए छ ࡓ ࡛ ऱܿ व߯࠹ x 0 x x f x dx 
ఇࣆफం޴ ఇߩओ ంచవ۪ऐڵࡆఉప ߘకరణڔఏ ڴࡎ࢐ ऱ ࠙గంࢁమనం మ ޴ఇ ݡ ङږ 4 ޴బܽद ఇڒ  ࠗ व߯ߘ ࠹ం1 ݟ x f x 0 
వర࠳ ڕన࣒ ఇ12 ޴ చదరࡓ ߩ ऱܿ ߘం࠳ 1 ݟన࣒ సమऴగ 0 ߘం1 ݟ ఆ12 ࠆ చదరߩ ఉంܿం࠭࠲ ޴ x fx 0 x te 
ఇߩओ ࡓ 24 ݡ ऱܿ ߖ ߰ం࠭ޑ޶, ఎం޶కం݄ అ޴ߝ ఒక ࠳న࣒ చޔరऴړߖࣃ సࠪనం కߘక ఐړ޶ व߯࠹ x fxdx fx x f 
అం݄ 0ړ సࠪనం ఎం޶కం݄ ࠬߖ޵ ࡏऒ ఉంచవ۪ऐ ڴసࠪనం ړ1 ߖ ఆ߯ ,ࣄۯ ࡏ࢘  న࣒ ࣋ए࠳ 1 ڕࠬ , छ ࡛ ఉంܿం޴ x x 
ఈకछ ޳ࡶ ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړ0 ޴బܽद అڒ రకంڒ కएࡅ ޴ߝఅ 1 ܿ ࡽ  ఈ ఫంࣾࡅ ߤకए  లం x x f࠮ వృతࡌనߩ 
తపओ 1 ࠹బܽद व߯ڒ ऒߕࣆ సࠪనం ړవదभ 0 ࠾ࡍమ ࡹߖ޳బܽद ఈ ࠙గం ఒకڒ .࡯ݞఉం ڴసࠪనం ړ0 ڴࡍసߖ  f x ړ
సࠪనం మనږ ڷࡱߕ ڕङ ࠗ పదం ఉంڒ ޴బܽद ఇߕࣆ ޴ऒ  అ࢑ ޻ధంڴ ఒకܽ ߕࣆ ݞږऒ  x f ݞږ బܽद ఈ ࠙గంڒ 
ऒߕࣆ కएࡅ కం݄ ఒకܽ޶సࠪనం ఎం ړ ऒߕࣆ   మߕࣆ ࠾ࡍऒ  వదभ మనڕ ࣋ए छ ࡛ ట࡛घ  ఉంܿంڒ ޴బܽद ఈ ࢑షయంf x 
ఏࠬ ߕࣆ ߗڒ ޶ࡶऒ ङږ ڷࡱߕ ఒక ݟంߘ  ࡓ ࠗ ऱܿ డࡽࠋ व߯ࡓ ࠹ ऱܿ సమऴగ 0 ߘంࡓ 1 ݟ ऱܿ ړ x f x dx 24 x fx dx 
సࠪనం ڒబܽद ఇ޴ ఇర࢙ ߕࣆ ڷࡱߕऒ న࣒ ࣋ए࠳ ఒక ړ ޶సࠪనం పవ࡛ ఐ ړ छ ࡛ ఇߩओ x fx dx ڴలభంࣆ ޴ఇ ݡ x 
ఇంܽऴۯ ݋ڼయవ۪ऐ ऒߖࣃరऴޔన࣒ చ࠳ మనం 1 ޴బܽद ఇڒ  x y ݡంࡓ న࣒࠳ ڕమన ,ޙ࠼ఉంۨనటऱ ڴసࠪనం ړ  xdx dy
వࣆफం޴, ఇ޴ ܾछ  తపओ  మࡏࣃ ޶ڒ ࠬࡔऱ సమऴగ ߕࣆऒ  lve y dy y 0 ڕవర 6 ݟంߘ 2 ޴ఇ ڕవర ޶ఐ ݟంߘ ఒక ݟంߘ 
ऒߖ޵ బܽदڒ సࠪనం ړ2 ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڕవర 1 ݟంߘ యవ۪ऐۯ నంࡰ࢑ ڴలభంࣆ   నం సమऴగ߄బܽद సࠪڒ 
సࠪనం ఈ ఖۨऐ ړݡంࡓ వࡱ࢑ త࠳న సమऴగత࠳ ߘన࣒ ߘంࡅ ݟకए  వర1 ڕ ప ऱ࣒ i sub n pi nx pi pi ޜ 
ऴపశऒ , ޙ࠼ంۨనటऱڵ࠙  సంఖङ  ఆ޳ۯ ࡏभ ం ࠭࠲ ఈ సమऴగంߖ ڴరछ ۨంۧ࠭ అߩओ  ޾నࡕస ޴ఏ ࡹకలߧఎం ޴ంړఈ ऴ ݡ
అ޴ పऱ࣒ ऒߖఅ ࡹ   సమघ షڕ ߤ సࠪనంڴ ఉంܿం޴  ప ऱ࣒ 2 ޴సࠪనం ఇ ړ ݟంߘ  సంڝ  nb i 2 m 1 m 1 10 10 pi c 
సమघ షړ ߤ సࠪనం ڝసం ڝసం 1 ߘంړ10 ݟ సࠪనం 0ړ సࠪనం మ࠾ࡍ ఎంߧక అߖऒ సం పऱ࣒ڝ   i 2 m m d n ړ1 
సࠪనం ڒబܽद మనڕ ఈ సమऴగత ఇవछ బݟంࡹߖ޵ , ޴ ఈ ࢑ష࠳ ړߖ࠻న࣒ ߯ ߘంݟ వరڕ సమऴగం ڒబܽद ఇ޴ ఇ࡮ pi 
ఉంܿందࡅ ߤ࣌ ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖకए ప 1 ڕవర ݟంߘ 0  ऱ࣒  న࣒ nx pi pi x sine x xdx࠳ సమం ڕऱ వరࡏࣃ ݟంߘ 
కएࡅ ࡓ న࣒࠳  ऱܿ ࣌ߤ అం݄, ࡅకए  సమऴగ ࠳న࣒ ߘంߘ ݟంݟ ఏ޵ సࠬకృతం ߘ 0 ,޶ڒంࡅ ݟకए  x fxdx a a x f 
కएࡅ   ప ऱ࣒ ओߩఇ ڕన࣒ వర࠳  फ, తపओ࣋ݟܔ ߖంܽݟంࡓ మనం ఈ ݡ  మڒ ࠬࡔదࡏࠬ ߖ x f xdx in integral 0 
फࣃ۫ ओߩబܽद మనం ఇڒ ޴फంࣆݟܔ ړ࢑షయం 1 కࡖమ .ࡏ  pi of sine nx by sine x dx n ߖ ڴసࠪనం ړ 0 ݡ
ఉంۨޙ గށంచవ۪ऐ  అం݄ 0 ړ సࠪనం ఎం޶కం݄ ࣌0 0 ߤ మݞږ ࠾ࡍ మనం ࣆలభంߖ ڴ i 0 i 1 i 1 
एړࡵ ంచవ۪ऐ బܽद సओڒ సࠪనం ړ వలంښ ޴ఇ ,޴ఉంܿం ڴసమऴగం ڕవర ߤ࣌ ࠑ ߤ࣌ ݟంߘ 0  షदంڴ ఇ޴ pi x x dx pi

 ప ऱ࣒ బܽद ఐۨऑڒ సࠪనం ړ0 ,޴फంࣆߧ۫ ߖదڒ సࠪనం ړ1  కం తߩओ ऒߕࣆ ߘߝ   సࠪనం ޶ڒ ఒకܽ in n d i 
ओߩత ޴फంࣆۨࣇ  ఇߩओ మనం పऱ࣒ ݡ లऐ߱ࡍస ࡹ   ంݟ అۮ ߖపओ ంڒ ,ݟబܽद మనం పऱ࣒ फ  ప࣋۫ ߖ న࣒࠳ ࡹ   ऱ࣒ d 2 ړ  2 n 2 0 
ప  ޴ఇ ,޴ఉంܿం ڴసమऴగం ݟంߘ ऱ࣒ छ޳ ߤ࣌ ߤ࣌ న࣒࠳ 2  ओߩఇ ޴ంݟంచబ܊࢑భ ࡌ  మనం pi n x nx xdx sin c ݡ
घࡏ߷ ߝన࣒ అ࠳ ంచవ۪ऐڵࡆఉప ߖ࡮ ప  ݟంߘ 0 ޴బܽद ఇڒ  ऱ࣒ छ޳ ݡంࡓ ړ  sin d pi 2 cos c d ړߖڴసమऴ ࡌ
సࠪనం ڒబܽद ఇ޴  ప ऱ࣒  ݀ పऱ࣒ ప  ݡంࡓ  ऱ࣒ ప  ޴బܽद అڒ ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ޜݡంࡓ ݀  ऱ࣒  వࡏࣃ ߤऱ n n n n x sine c 
ప  2 ࠑ న࣒࠳ ऱ࣒ d n x nx sine 2 x 2 sine x ޴फంࣆۯ भ޶ర ߤ࣌ फ࣋ڵ࠙ ޜ ߤ࣌ ߖ ޴फంࣆఇ ޴फంࣆన࣒ ఇ࠳ 2  x dx x 
మ࠾ࡍ ఇښ ޴వలం ࡓంࡏࣃ ݡऱ  ప ऱ࣒  వߖ ߤ  ప ऱ࣒  ఒకܽڵ࠙ ޜంచబޔݡంߕࣆ ޴ऒ  మ࠾ࡍ ఇߕࣆ ޴ऒ sine n x ړ n pi 
సࠪనం ఎం޶కం݄ ࡅకए  ఏࡌߪ ߕ޼प ంకం ڷణకం వదभ ఉనऒ ऒߕࣆ ߤ࣌  బܽद పڒ  ऱ࣒  ݀ అߖऒ  pi n ڴసం సࠪనంڝ 
ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇ޴ ఎంߧక సࡕన޴ ఇߩओ फࣃࠚల ݞږ ࠾ࡍమ ڕమన ݡ బܽद మనం ఇపओڒ ࠼ న a b c i޶నంࣄ۫ ښܽ
ऒߕࣆ  అߕࣆ ޴ߝऒ , మన దగ ठర అߖऒ ऒߕࣆ  బܽद  పڒ సࠪనం ړ ఒకܽ ࠾ࡍసࠪనం మ ݡంࡓ ړ ऱ࣒  1 m m i pi i 2 m 
అߖऒ క ۫࣋फ  పߧబܽद మనం ఎంڒ సࠪనం ړ సంڝ  ऱ࣒  వࡅ ߤకए  సమघ షڝ ߤసం ఒకܽ ߘంݟ పړ޴ m pi b i two m m 
సࠪనం ࡓంݡ  ప ऱ࣒  ఒకܽ ڒబܽद ఇ޴ పߖ ޴ ఇࣆफంڒ ޴బܽद ఇ޴ సࡕన޴ మࡓ ࠾ࡍంݡ అ޴ߝ అߖऒ i m pi pi ړ  i m m
ऒߕࣆ ऒߕࣆ ݞږ తफం࠴ బܽदڒ  भ޳۫ బܽद మనంڒ న࢑ࡕస ࠾ࡍబܽद మڒ  ం మࡗ సమసङ  ऴపశऒ  సంఖङ  ఏݡ ab c 
నऒࠚ࢑ ߖࡹ 1 0 ݟయంۯ కएࡅ  తफం సంఖङ࠴  ए࣋ ݟంߘ సం 0ڝ ߖ޵ ,  छ ప 1 ࠑ ࡛ ऱ࣒  న࣒x x t t dt 2x࠳ ڕవర 4 ݟంߘ 
x fx ݟంߘ 0 ߖ బܽद మనంڒ సࠪనం ړన࣒ ఒకܽ࠳ ݡంࡓ ఈ సమऴగత ޴ఉంܿం ࣄనవలھߘబܽद మనం కڒ సࠪనం ړ1 xt
࣋ए छ ప  ړ ࡛ ऱ࣒ ऒߕࣆ ߤన࣒ వ࠳ ݡంࡓ న࣒࠳ ޜ  సओ ࡮ۧ ړ న޴ంۮ ړ షदంڴ ऴࣃ࢐फ ࠭. అߖ ޴ߝరంతࡌయం1ڴ t 4 dt x x f 
ఉంܿం޴ మ޳ࠡ ࠾ࡍతघ క࠳న ఫంࣾݞږ ߤ మనం ߕࣆ ߖऒ కएࡅ 0 ޙఉంۨ ڴసࠪనం ړ भ޳۫ వ ఏࠫ݇ࡱ࢑  ం , x f 
సమऴగం ߕࣆऒ ऒߕࣆ ړ ऒߕࣆ ޴బܽद ఇڒ  ऒߕࣆ ޴బܽद ఇڒ ޴ంޔ࢓న࣒ ఒకܽ అ࠳ ޴న࣒ ఇ࠳   బܽद fڒ సࠪనం ړ
ओߩఅ ,ޙ࠼ఉంۨనటऱ ڴసࠪనం ړ1 ߖ మనం ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴలంږߘࣃ కएࡅ 1 ݡ  అ޴ߝ సమऴగ 0 ߘం1 ݟ x f t 
࣋ए छ పऱ࣒ ߤవ ࠑ ࡛ ओߩఇ ڕబܽद మనڒ సࠪనం ړߖ޳న࣒ ఒకܽ వదभ ఒక࠳ ݡంࡓ న࣒࠳ ڷࡱߕ ݟంߘ   ఈ t dt x x ݡ
సమऴగ ࠳న࣒ ఉంڝ ޴సం 0 మ1 ࠾ࡍ చޔరऴసం ޳छ ప 1 ࡌ ऱ࣒ ఖۨऐ ڕవర 4 ݟంߘ  తంڴ ఒకܽ కం݄ తڕए వڴ t t t 
ఉంܿంڒ ޴బܽद సమऴగ ߕࣆऒ ఒక ࣋ए ݟంߘ  छ ఒకܽ పऱ࣒ ݟంߘ ࡛ एڕకం݄ త 1 ޴ఇ ڕవర ڷࡱߕ  వڴ ఉంܿం޴ t t dt 
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మ࠾ࡍ అం޶వలऱ 1 ࡅకए ऒߕࣆ ޴ߝఅ ڕబܽद మనڒ ޴ఉంܿం ڴలంږޒऴప ݞޙ   వదभ ఉనऒ  f f f ߤరంతర ఫంࣾߖ 
అږߘࣃ ޴ߝలంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఒకࡹߖ޳ ऴపږޒలంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇంటࡎघ म޳ࣄ వࡱ࢑ ݋యݟ ంతం ޳छ  fࡌ
ఇంటࡎघ छ޳ ݋యݟ ङࡲ సంڝ ࡏޓߖరంతర పߖ ࡌ म޳ࣄ  ంతం 0 ߘం1 ݟ వరڕ ఉనऒ  సం ఒక va xߗక ࡹమంࡌ࢑ 
ఉంܿందߖ మనڝ ߖ޵ ,ࣆࡱޘ ڕసం 0ړ సࠪనం ڒబܽद 2 ࠳న࣒ ఒకܽړ సࠪన࠳న సంఖङ  కߗసం ఒక ݋ࡵ అߖ fx x x 
కएࡅ .ࣆࡱޘ ڕࠪ  व߯࠹ అం݄ ఇߩओ एڕమనం ఒకܽ కం݄ ఎ ݡ వ కڵ࡯ ఉߕऒ भ޳۫ ߖఅ ࡌ ం, ڒబܽद ఈ ࠳న࣒ 2x f fx 

ప 1 ߖ ࠹బܽद మనం ఈ व߯ڒ సమऴగం ړన࣒ 1࠳ ऱ࣒ ए࣋ ړన࣒ 2࠳ 4 ޜ  छ ࡛ అޔ࢓ం޴. ఇߩओ ए࣋ ݡ छ छ޳ ࡛ x f x 1 ࡌ x x x 
 ప ऱ࣒ ఖۨऐ ڕవర 4 ݟంߘ  తం1 ڴ కం݄ తڕए వ అڒ ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖబܽद ఇ࠳ 1 ޴న࣒ 2 కం݄ తڕए వ, ఇ࠳ ޴న࣒ 1 ڒబܽद x 

व߯࠹ కం݄ తڕए వ, ߖ޵ అర बం అߘ 0 ޴ߝంࡌ࢑ 1 ݟమంࡹ ఖۨऐ తంڴ తڷठޜందڒ . ߖబܽद అ޴ߝ ఖۨऐ తంڴ f x 0 f f 
తڷठޔనऒ  ఫంࣾߤ అం݄ ఒకܽ కం݄ ఎڕए వ ߕࣆऒ లߘ కڵ࡯ ఉండږడڒ ޶బܽद ߕࣆऒ ऒߕࣆ ఒక ڴషदంࡍగ ࡹ  f f ڵ࡯క ߖ
ఉండవచऐ అర ߖ޵ ߖ बం, ڒబܽद ఈ ࡌ࢑మంࡹ కߗసం ఒక ߕࣆऒ एڕఎ ࠾ࡍమ ߖఉంద ڵ࡯క ߖ వڴ ఉందߖ ఇ޴ f f 
ऒߕࣆ ఒక ޴ంޔࠋۮ బܽद సంఖङڒ  ऒߕࣆ  ఈ సమసङ ޴బܽद ఇڒ న ఒకܽ࠳సࠪన ړ  x fx ڷࡱߕ ޴బܽद ఇڒ నం߄సࠪ ڕ
ఉపߕङ ऒߖࣃ ࡍߪ  फ ࣆۯफం޴ ఇంܽऴగڕ࡯ڒ ࡽङ ల࣒ త޶పࡍ ఉపߕङ సం࠭࠲ ࡹ మߖڜࡍऒ  సమసङ లࣃۯ ߘफ ࠭ ధనङ  ࡱ޳࢐
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