
హࡽߦ ࡱڕࣾ࢒ ࡹ ङࠪ థڡܽ࠱झ छࣃ ړ ࡽߜ۸  గతం, ڒబܽद ఇ޴ ఇంܽऴగڕ࡯ڒ ࡽङ ల࣒ ߯  ఉపߕङ సం  ڒబܽद ఇంܽऴڼషߤiit 3
ఆ߄రంߖڜ ڴऒ  సమసङ ల޳ۯ ߘभ ం ڒబܽद ࠭ంڴ޶ మనం వऴకࡔఖలޜ ۪టदబݟన ऴߦంతం ࡍڷంۨ ߖڜऒ  ࢐సफ࢐లࡏڷ ߘफڕ 
ऐ۪ޘ ం . అࣾం ߯న ఉనऒ޳ంڕ కएࡅ ߤన ఈ ఫంࣾ࠳సࠪన ړ   ऴࠆڴ మన వదभ ఉం޴ మ࠾ࡍ మనڕ ఈ పంړ फ ړ x fx x a
సࠪనం మړ ࠾ࡍ సࠪనం ڒబܽद వऴకࡔఖޜ సࡍహ޶भ ۯయబݟన ऴߦంతం పంڕफࡱ సࠪనం ھడनړ࡯ సࠪనం x b y fx x 

మ࠾ࡍ అࣾం ߘ ߩ࢙ݟڕంݟ వరڕ ఖۨऐ త࠳న సమऴగం ޳छ ఇవछ ࡌ బޔݡంڒ ,޴బܽद ఈ ఖۨऐ త࠳న b x fxdx a b 
సమऴగత వऴకࡔఖ ऴړంద ఉనऒ  ऴߦంߖޑऒ ఖల మధङࡔవऴక ޴फంࣆۯ సࠪనం ړ ݟంߘ సࠪనం ړ ݟంߘ ݟంߘ   x x x fx y 
సࠪన࠳న ړ సࠪనం మړ ࠾ࡍ సࠪనం మړ ࠾ࡍ సࠪనం మړ ࠾ࡍ సࠪనం ڒబܽद మనڕ మ࠾ࡍ fxy gx x x b fx 
మࡖక ఫంࣾߤ అࡓ ߝంݡ ఫంࣾࡱ ߤ ఉߕऒ యߖ అڕߘం޳ం మ࠾ࡍ మనం ఈ ऴߦంߖޑऒ  కڒ ࡯ߕھߘబܽद ఈ ۨऴతంࡹgx 

కం݄ ఎڕए వڴ ఉంܿం޴. ఇࡅ ޴కए  న࣒ కం݄ fx gx fx a b gx dx ffx equ࠳ ޴ఉంܿం ڴసమऴగం ڕవర ݟంߘ 
ఎڕए వ ߘంݟ వరڒ ړߖ޵ ڕరణం ߘంݟ వరڕ ఉనऒ  సమऴగం ࠬړ ڕ సࠪన࠳న వऴకࡔఖ మ࠾ࡍ al gx a bfxdx fx y 

అࣾం మధङ ࠾ࡍన అࣾం మ࠳సࠪన ړ ݟంߘ ङ࡮ࢡ࢙  ऒߖ  ఇࣆफం޴ మߘ ࠾ࡍంݟ వరڕ ఉనऒ  x a x x a b gxdx 
కएࡅ  మࡖక సమऴగం ߖ޵ ऴړంద ఉనऒ  ऴߦంߖޑऒ  ఇࣆफంڒ .޴బܽद వङ ङޑ సం ߄ࣃరణంڴ ऴߦంߖޑऒ  ఇࣆफం޴, ఈ ऴߦంతం fx
కएࡅ న࣒࠳  సమऴగ ړ ݭ࠵ సࠪనంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद మనం ఎڷవ వऴకࡔఖ మڷ޴ ࠾ࡍవ వऴకࡔఖߘ gx dx a to b 
ప࡯ࢣࡍంۨ ߖڜࣆޓ ߘݞޙ ఆ߯ ऴߦంߖޑऒ  కھߘనړߖݞ ఏڔకృతం ࡯࠻ۯ. మనం ࠴దట ߖڜऒ  సమసङ లߘ ప޳࡯ࢣࡍभ ం , 
వऴకࡔఖలޜ ۪టदబݟన ऴߦంߖޑऒ   ప ऱ࣒  మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ړ సࠪనం, ߕࣆऒ sine x cos x y mod cos x sin x ݟంߘ  pi
మధङ ݡంࡓ फࣃۨࣇ ߘ ߤదܽ ఫంࣾ࠴ మం కం݄ࡌ࢑   fx sin x plus cos x gx mod cos x ޴ߝఅ ࠾ࡍమ .࠼
ऒߕࣆ ޴ߝన࣒ అం݄ అ࠳ sin x x pi ڕవర 2 ࠑ ݟంߘ 0 ࡹమంࡌ࢑ బܽदڒ ޴న޴ంۮ ړݡంࡓ ړ ݟంߘ  pi sin x 
మࡓ ࠾ࡍంݢ ऴపږޒలంڴ ఉంܼڒ ࠼బܽद ఈ అߖ ఇకए డ గమߖంచం࠳ ݟన࣒ ߦపం ఇ޴ cos x gx mod cos x x 
ప  ࣒ڒ ऱ࣒ కएࡅ ݭ࠵ ߤ࣌  एڕసࠪనం కం݄ త ړ ݭ࠵  వ  ఇߘ  ޴ంڝ ړ ࠑ ݟసం  ప ऱ࣒ సࠪనం x 2 ړ ߤ࣌  0 pi 2 x cos x x
అޙ࠼  ప ऱ࣒ ఈ సందరग ڕబܽद మనڒ ޴ఉంܿం ߝڴ࡮  ంࡹ అߘ ࡗ܋ ޴ߝంࡓ ݟం޳ ݡछ  cos x sin x fx fx pi x ࡌ
एڕసం కం݄ ఎڝ వڴ ఉంܿంڒ . ޴బܽद అవసర࠳న ऴߦంతం ࠳న࣒ ࡅకए  సమऴߘ 0 ړߖڴంړ 2 ړ ݟ gx fx gx dx pi
సࠪనం. ڒబܽद ఇ޴ సమऴగ 0 ߘంړ 2 ࠑ ݟ సࠪనం ߤࣄ  ప ऱ࣒ pi fx ߤࣄ న࣒࠳ న࣒࠳  x cos x gx mod cos x x dx 
ఇߩओ కం݄ mod cos x x cos x x ޴ߝఅ ࣒ڒ సࠪనం ړ ߤࣄ న࣒࠳ ޴ఉం݄ ఇ ڵ࡯క ߤࣄ న࣒࠳ మనం ݡ x sin x 
ఎڕए వڴ ఉం݄ మߘ ࠾ࡍంݟ వర4 ڕ మధङ  ఉం݄, ࣌ߤ కం݄ ߭దभదߖ మనࣆࡱޘ ڕ మ࠾ࡍ x x 0 pi cos x x x 
బܽद ఈ pi x cos x sine x cos xڒ ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړ న࣒࠳ ޴బܽद ఇڒ ޴కం݄ ߭దभ ߤ࣌ 2 ࠑ ݟంߘ 4 ࠑ
సమऴగతߘ మనం 0 ߘంݟ వర޳ 4 ڕछ ऴ࢐యవ۪ऐ ڴసమऴగం ࡌ , ఆ߯ మనڕ ఉంܿం޴ pi sine x plus cos x 
minus cos x minus sin x dx plus pi by 4 to pi by 2 sine x plus cos x minus sine x minus 

కߘక ఇ࠴ ޴దܽ ࣒ڒ ర޶भڕ సࠪనం మ࠾ࡍ మనߘ 0 ڕం޳ ݟछ  ऱ cos x dx x pi 4 2 sine xࡏࣃ ޴ఉంܿం ࡌ
 ప ऱ࣒ छ޳ ࠾ࡍమ 4 ڕవర ݟంߘ 0  छ޳ 4 ࡌ  న࣒ 2 dx pi pi t o pi cos x dx cos x 0࠳ వలంښ ޴ఆ߯ ఇ 2 2 ࡌ

మ4 ࠑ ࠾ࡍ ప ऱ࣒ छ޳ 1 ݟంߘ ݡంࡓ న࣒࠳ ޴ఇ ,ݡంࡓ ڕవర ݟంߘ ڷࡱߕ ݟంߘ 2   pi sine x pi pi 2 ݋ࡐ ࡌ
छ޳ 1 ޙ࠼న࣒ అ࠳ ऱࡏࣃ 2 ڴసࠪనం 1 అదనం ړన࣒ 0࠳  బܽद cos sine pi by 2 1 sine pi by 4ڒ .2 ݋ࡐ 1 ࡌ
ఇࡏࣃ ڷࡱߕ ޴ऱ ఒక ࠳న࣒ ఒకܽ ࡓ ݋ࡐ ࠑం࠳ ڷࡱߕ ޳ࡶ ݡన࣒ ࡓంࡓ ݡంړݡ సࠪనం ڒబܽद ఇ޴ అవసర࠳న root 
ऴߦంతం ڒబܽद ఖۨऐ తంڴ ఇంࡏࠬ ࡹ޶ ఈ ఫంࣾߤ ల ߤࣄ  ప ऱ࣒  ఈ x x x x ࠾ࡍమ ߤࣄ న࣒࠳ ࣒ڒ ݭ࠵ ࠾ࡍమ ࣒ڒ 
ऴߦంతం ߘంݟ ऴڶ ߘ ࠆڴయవ۪ऐ , అޙ࠼ ऴڶ ߘ ࠆڴయడం ݞږ అవసరం ޶ࡶ ఎం޶కం݄ ఈ సందరग ంࡹ సࠪనం fx 
కం݄ ఎڕए వڴ ఉంద࠭࠲ ߖ ۫డవ۪ऐ . ఇߩओ ండవ ऴపశऒࡓ ݡ भࡿࢗ ڕ ం, మనం ఒక ऴߦంߖޑऒ  కھߘంܼ࠭ ڒబܽद gx xyz
ఇۨऐ న ࠴దܽ ڒछ ऴడంࡹ ݋ ऴߦంతం ࡅకए ङ࡮ࢡ࢙  ऒߖ  కھߘనంݟ అం݄ ࡓ ऱܿ ఎړ޴ࠫߖ సࠪనం మ࠾ࡍ ఒకܽ కం݄ x y 
తڕए వ కం݄ తڕए వ చޔరऴړߖࣃ సࠪనం ڒబܽद ࠭ంڴ޶ ఈ ऴߦంߖޑऒ भ޳ڶ  ం ڒబܽद మనڕ అం݄ ఎړ޴ࠫߖ y x xy 
సࠪనం ޵ర डచޔరऴڒࣃర ࣝపࡗख ए࣋ ࠾ࡍమ ࡮ छ  y x ݢంࡓ దట ఈ࠴ . ޴ఉంܿం ࡮ఇ ࡮ࠒࡌߦ సࠪనం అం݄ ړ ࡛
ఎకए డ కࣃࡱफ भ޳۫ ࡆ ం ڒబܽद మనڕ ఇ޴ సࠪనం ఎ޴ࠫߖ మ࠾ࡍ ఇ޴ చޔరऴړߖࣃ సࠪనం ڒబܽद ߖ ߘߝ xy y x y x
చޔరऴړߖࣃ సࠪనం ࣋ۯफ, ࡓ ڕߕ ऱܿ చదరߩ వࣆफం޴ అం݄ ږङ ࠗ ఎړ޴ࠫߖ సࠪనం ڒబܽद ࡓంړݡ సࠪనం x x x x 
 బܽदy y 1ڒ ఖࡔ సࠪనం ఈ సరళ ړ బܽदڒ సࠪనం ړߖ޳ఖ ఒకࡔక వऴకࡖమ ࠾ࡍమ ڷࡱߕ ࠪڒ ݡంࡓ ࢓޶ంࠉ బܽद ఈڒ
ఇߩओ ऒߖޑంߦమనం ऴ ݡ ࡍڷ  फంచంڒ ݟబܽद మࢁऱ ఈ ఒకړߖ޳ సࠪనం ړ ߖ ࡮ࠒࡌߦ సࠪనంڴ కࣆࡱफం޴ ఒక y y x
ర޵ ޴ఇ ࠾ࡍఒకܽ మ ࠪڒ రऴసం ఒకޔవదभ చ ࢓޶ంࠉ डచޔరऴڒࣃర ࣝపࡗख  xy y ޴फంࣆۯ సࠪనం ړ޴ࠫߖవదभ ఎ ߖ ࡮
ఒకܽ ڒబܽद ఎ޴ࠫߖ అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ఇ޴ ఎࠪڒ ޴ࠫߖ ఒకܽ ఇߩओ छڒ దܽ࠴ ంతంߦఈ ऴ ݡ ऴడంࡹ ݋ కం݄ తڕए వx xy 
సࠪనం ޳छ ఇవछ ࡌ బݟన ऴߦంతం ఏࠫܽ ఎړ޴ࠫߖ ఈ పߩࣆ రంࡹڷ ఈ ߖ ఎړ޴ࠫߖ సࠪనం కం݄ తڕए వڴ xy
వछߖయڶ ంݟ, ఎړ޴ࠫߖ సࠪనం కం݄ తڕए వ ఈ వऴకࡔఖ ऴړంద ఎړ ࠑ ޴ࠫߖ సࠪనం మ࠾ࡍ ఒకߖ޳ కం݄ xy y x y 
߭దभڴ޴ మ࠾ࡍ సࠪనం కం݄ తڕए వڴ ఉం࡯ݞ చޔరऴసం ڒబܽद ఈ పߩࣆ ऴߦంతం ఎړ޴ࠫߖ సࠪనం మ࠾ࡍ x xy 
छڒ దܽ࠴ ऴడంࡹ ݋ ఇߩओ एڕంతం ఒకܽ కం݄ ఎߦమనం ऴ ݡ వ ఈ ࡔఖڕ ߯న ఉం޴ ఇ࠴ ޴దܽ ڒछ ऴడంࡹ ݋ dr aw y 
ఒకޜߖ޳ సࠪనంڴ ఉనऒ  ऴߦంతం ߭దभ޴ మ࠾ࡍ అ޴ߝ చޔరऴړߖࣃ సࠪనం కం݄ తڕए వڴ ఉండܼڒ ړߖరణం y y x 
ఈ ऴߦంతం పߩࣆ రంࡹڷ ఉనऒ ం޶న ఇࡍߕ ޴ంజ రంࡹڷ ఉంܿం޴. వऴకࡔఖ చޔరऴړߖࣃ సࠪనం ڒబܽद మనం y x 
కھߘనవలࣄం޴ ఈ ڒరހల ఖండన ڒబܽद ఇ޴ ఎߩࡏ రంࡹڷ ఉనऒ  ఈ ऴߦంతం తపओ  మڒ ޶ڒ ࠬࡔబܽद ఇ޴ మనం ࣄڶన 
తࡌछ త ఇߩओ एړࡵ ݡ ంۧ࡯झ న ऴߦంతం ఇ޴ ఇߩओ ऒߖ޵ ݡ లభం ఇకएࣆ యడంۯ  డ ఎڷవ వऴకࡔఖ ఏࠫܽ అߘߝ ߖ ऴࣃ࢐फ  ߘ

ఎڷవ వऴకࡔఖڕ సࠪనం ఇ޴ ఎڷవ వऴకࡔఖڕ సࠪనం కం݄ తڕए వ ఉం݄ చదరߩ మ࠾ࡍ ఇ޴ సࠪనం fx x x x x 
एڕకం݄ త ݡంࡓ ڕవర ݡంࡓ ݟంߘ फ ఒకܽ࣋۫ ࡏࠬ ߖఅ ޳ڒ వ ఒకܽ ఇࡓ ޴ంݡ మ࠾ࡍ ఇ޴ ఎړ޴ࠫߖ సࠪనం x 
छ޳ ڕవర ޴ࠫߖఎ ݟంߘ ݡంࡓ ࠾ࡍసࠪనం మ ړߖࣃరऴޔచ ޴ఇ ڕవర ݡంࡓ ݟంߘ బܽद ఒకܽڒ  y x y x ړ޴ࠫߖఎ ࡌ
సࠪనం మڷ޴ ࠾ࡍవ వऴకࡔఖ ښవలం మధङ  క మనం gx x xߘక ڕవర ޴ࠫߖఎ ݟంߘ సࠪనం ఒకܽ ړߖ޳ఒక ړ 
కھߘనవలࣄన ऴߦంతం ࠳న࣒ ࡅకए  ఒకܽ ߘంݟ ఎ޴ࠫߖ వరڕ సమऴగంڴ ఉంܿం޴, ఇ޴ ఇంܽऴړ ۃ సࠪనం fx gx dx 

ఒకܽ ߘంࡓ ݟంݡ చదర࠳ ߩన࣒ ఒకܽ  ప ऱ࣒  al x dx x dx ڴలభంࣆ ޴న࣒ ఒక ఇ࠳ ޴ࠫߖఎ ޴ࠫߖఎ ݟంߘ ݡంࡓ 
ङ࡮࠮ ంకనం ۯయవ۪ऐ  ఇږ ޴ङ పऱ࣒ ࠾ࡍమ ڕవర  ݟంߘ  న࣒࠳ ݡ࠮ ڕ ࠗ x x 1 ݟంߘ న࣒࠳ ݭ࠵ ۃ࡮   2 8 x x 2
న࣒ ఒకܽ పऱ࣒࠳ ݡ࠮ న࣒ ఒకܽ࠳ ݡంࡓ న࣒࠳ ݡ࠮ ࠑ ޴ࠫߖఎ ޴ఇ ڕవర 8 ݟంߘ  ఎۃ࡮ ޴ࠫߖ ఎ࠳ ޴ࠫߖన࣒ 
ఎ࠳ ޴ࠫߖన࣒ ఎࡓ ۃ࡮ ޴ࠫߖం࠳ ݡన࣒ ࡓంݡ మ࠾ࡍ ఇ޴ ఏ޳ ݡछ న࣒ ఒకܽ పऱ࣒࠳ ݡ࠮ ࡌ  ఎڷࡱߕ ۃ࡮ ޴ࠫߖ 
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ओߩనం ఇ߄సࠪ ړߖ޵ బܽदڒ .సࠪనం ړ3 ࠑ న࣒ 14࠳ 2 ۃ࡮ 16 ޴ߝఅ 4 ۃ࡮ సࠪనం 8 ޴న࣒ 6 ఇ࠳ ఇకए ݡ డ గమߖంచంݟ,
ఈ ఎڷవ వऴకࡔఖ ఒకܽ ߘంࡓ ݟంݡ మࡓ ࠾ࡍంߘ ݡంݟ ఎ޴ࠫߖ వరࡔ࢘ ڕछ వङ ࡏ వࠚ ࡹ߅నऒ ంڴ ఉనऒ ం޶న మనం ఈ 
ऴߦంߖޑऒ एړࡵ  ంచవలࣄ ఉంܿంߖ޵ ޴ऒ ంచడం వలऱ ఈ సమసङ܊࢑భ ڴతफం࠴ లڴసమऴ ݡంࡓ   ݞږ ڴ࢑ధం కࡖమ ࡱ
యవ۪ऐۯ भࣃऴ࢐ ڴ࢑ధం కࡖబܽद మڒ  ం ఈ ऴߦంߖޑऒ  మࢁऱ ڶయߖవछ ంݟ మనڕ ࣋ए छ  ఈ x y xy ڕమన ,޴సࠪనం ఉం ړ ࡛
ఎړ޴ࠫߖ సࠪనం మ࠾ࡍ ఒకړߖ޳ సࠪనం ఈ ࠼ߦంࡓ ݋ంڷࡱߕ ࠪڒ ݡ ఇ1 ࠪڒ 1 ޴ మ࠾ࡍ ఇ1 ࠪڒ 8 ޴. y 
ఇߩओ ఇకए ݡ డ ࠬࡏ ఈ ऴߦంతం సࡍహ޶भࡹ ఉనऒ ऱܿ ۫డవ۪ऐ  ఈ ࡓంݡ పంڕफల మధङ  ఒకܽړ సࠪనం మ࠾ࡍ y y 
ఇకए ࠾ࡍసࠪనం మ ړڷࡱߕ డ ఎడమ వऴకࡔఖ ఇ޴ చޔరऴړߖࣃ సࠪనం మݟڕ ࠾ࡍ వऴకࡔఖ ఈ ࣋ए छ  x y x ړ ࡛
సࠪనం మݟڕ ࠾ࡍ వऴకࡔఖ 8ړ సࠪనం ڒబܽद ఈ ऴߦంߖޑऒ  y xߘऴ࢐యగల ࡮ఇ ڴࡱ޶బ ړߖݞయۯ సంకలనం ߘߝ 

छ޳ న࣒࠳ ޴ఇ ࠾ࡍफ మ࣋ۯ ంۨ߅సంబం ړ ߘߝ x y ޙ࠼సమऴగం అ ڕవర ڷࡱߕ ݟంߘ ఒకܽ ࡹ޴ࠫߖఎ ࡌ y y x 
࣋ए छ సࠪనం అం݄ ఇకए ړ ݋ࡐ ޴ߝసࠪనం అం݄ అ ړ ࡛ డ ऴపࡆజనం ఏࠫటం݄ మనం ߖ޵ऒ x ydyڴవలం ఒక సమऴగంښ 
అంచߕ ࢘యవ۪ऐ  ఒకܽ y y ޴బܽद ఇڒ ݀ ࠑ ޓऴ ݀ ࠑ ޓऴ ݟంߘ న࣒࠳ ڷࡱߕ ݟంߘ ఒకܽ ۃ࡮ ޴ࠫߖఎ ޴బܽद ఇڒ 
ࡓ ݡ࠮ ݡంࡓ న࣒࠳ ڷࡱߕ ۃ࡮ ޴ࠫߖఅం݄ ఎ ڷࡱߕ ݟంߘ ऱܿ ߘ ڷࡱߕంࡓ ݡ࠮ ݟం࠳ ݡన࣒ ఒకܽ అం݄ 
పదࣔړࡏ సࠪనం ࡓ ۃ࡮ం࠳ ݡన࣒ ࡓంࡓ ڷࡱߕ ݡ࠮ ݡంݡ చޔరऴڒ ࡱࣃబܽद ఇ޴ ఎ࠳ ޴ࠫߖన࣒ ఒకܽ ڒబܽद 
పదࣔࡓ ۃ࡮ ࡏం࠳ ݡన࣒ ప޳ऒ ऒߖڜ బܽदڒ ݡ࠮ ڷࡱ  సమసङ లࡅ ࡹకए  సమऴగంڴ ऴ࢐యړߖݞ బࡱ޶ మనం fxdx 
ऒߖڜ కएࡅ   సమऴగతۯ ߘయవ۪ऐ  మ࠾ࡍ అࣆ ޴లభం ڒవ۪ऐ ङ࡮࠮  ంకనం ۯయంݟ ఇకए డ ऴపశऒ  సంఖङ  f ydy 
भࡿࢗ ړݡ࠮ ం అߝ పంړ फ ఆ࡮औ ఇవछ ߖసࠪనం అ ړݟ  బݟంࡓ ޴ంړ ࡹݡ సࠪన࠳న ऴߦంతం ࡅకए లङࢡ࢙  ం x r xy y x
ङږ ࠗ మధङ  ఉందߖ మ࠾ࡍ మߕࣆ ࠾ࡍऒ  మ࠾ࡍ ఒకړߖ޳ మధङ  ఉనऒ ం޶న అߝ పంړ फ ఆ࡮औ  న x x x࠳సࠪన ڕ
ऒߖޑంߦఖ ఈ ऴࡔ  సࠪన ࠙࢑ ڴࡱڴభࣆ܊फం޴ అߩओ औ࡮క ఆߧదܽ ఎం࠴ ޴నࡕస ޴ఏ ࡹకలߧఎం ޴ంړఈ ऴ ݡ  0 కం݄ 
ఎڕए వ మ࠾ࡍ సగం ࣊కڕߘ సࠪనం కం݄ తڕए వ ఆ࡮औ  సగం కం݄ ఎڕए వ మ1 ࠾ࡍ కం݄ తڕए వ 2 ࡓ ऱܿ ఆ࡮औ  c 
औ࡮న࣒ 4 ఆ࠳ 4 ݟంߘ  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ औ࡮క ఆߧఎం ࠾ࡍసࠪనం మ ړ0 1  సࠪనం 4 ప ڕ ऱ࣒  4 ఆ࡮औ  చޔరऴసం ࠳న࣒ 1 0ړ d 
సࠪనం. ڒబܽद ࠭ంڴ޶ మనం ఏ ऴߦంతం ऴߦంతం అږ ޴ߝङ  r r x࡯ݞ۫ ޾ంݟంచబ߅బం ޜఖࡔన వऴక࠳సࠪన ڕ ࠗ
మߕࣆ ࠾ࡍऒ  మ࠾ࡍ ఒకߖ޳ మధङ ङږ ࠾ࡍసࠪనం మ ڕబܽद మనڒ సࠪనం ړ సంڝ  x x࡮సࠪనం ఇ ړ ࠗ y x y x 
కࣆߧߖफం޴ ఇߕࣆ ޴ऒ  x x r r r r ߖࡹంతంߦऴ ڴదట࠴ ంతంߦऴ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړߖ޳ఒక ࠾ࡍసࠪనం మ ړ
ऴߦంతం ࡅకए లङࢡ࢙  ం ఎంత అߖ గ޳ށभ ం ऴߦంతం ߘంݟ సమऴړߖڴ సࠪనం ఎڷవ వऴకࡔఖߘ 0 ࡹం1 ݟ వరڕ r x 
మڷ޴ ࠾ࡍవ వऴకࡔఖ ږङ ङږ న࣒࠳ బܽदڒ ࠗ ࠗ ఇ޴ చదరࡓ ړߩం࠳ ݡన࣒ ߘంݟ వ వరڕ ఉంܿం޴x x x dx , x x 

ऒߕࣆ మధङ ړ  బܽद ఈ eڒ సࠪనం ړڷࡱߕ ړఒకܽ ޴సࠪనం, ఇ ړڷࡱߕ ړన࣒ ఒకܽ࠳ ݡంࡓ ړఒకܽ ࠾ࡍమ ڷࡱߕ 
ऴߦంతం ࡅకए లङࢡ࢙ తफం࠴  ం ఇߩओ ړమనం ఈ పం ݡ फ ߖ ఆ࡮औ एڝߘసࠪనం క ړ ऒߖ޵ ޴అ ,࡯࢐  ࢑భࣆ܊फం޴ . సࠪన r x
औ࡮అం݄ సమऴగ ࣎ ఆ ࡹలڴ࠙  అం݄ ࠳న࣒ ږङ కएࡅ ࠗ औ࡮ఆ ݟంߘ 0  కएࡅ   సమऴగం ఇ޴ ऴߦంతం ࡅకएx x dx r 
సగం ࣅ࢑फࡌप ओߩసࠪనం ఇ ړ޴ࠫߖఒక ఎ ޴బܽद ఇڒ ఒకܽ ݟంߘ ڷࡱߕ ޴ఇ ,࡯ݞఉం ڴసࠪనం ړߖ औ࡮ఆ ޴ఇ ݡ  
చޔరऴߖࣃऒ औ࡮న࣒ ఆ࠳ 2  औ࡮ఆ 4 ࠾ࡍమ 8 ߘߝ ,޴फంࣆఇ 4 ࠑ 4 ڕ  ࣋ए छ औ࡮న࣒ 2 ఆ࠳ ࡛  సࠪనం ړफ 1࣋ށڷ 4 ݟంߘ 
అం݄  ఆ࡮औ औ࡮ఆ  ޴ఉంܿం ڕన࣒ వర࠳  ݟంߘ   చޔరऴసం పऱ࣒ 2 ߘల ߤబܽद మనం ఆపलڒ .సࠪనం ړ  4 4 1 0
ओߩబܽद ఇڒ ޴నࡕస ߝంటࢗ ݞږ ࣄ కߧబܽद ఎంڒ ޴ఉంܿం ࡵక వߧఎం ࣄ ޴ఇ ޙ࠼నటऱࣄ۫ d ߖ ߤమనం ఆపल ݡ
ࠫనࣔ࠼ంచవ۪ऐ  ఎం޶కం݄ ఆ࡮औ  ఈ ఎంߧక2 ࣄ ߘ ఆ࡮औ औ࡮ఆ ڷࡱߕ న࣒࠳ फ࣋۫ ߖफందࣆࡏफపߧసంతృ ړ4 ݟంߘ   
࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  వߕࣆ ߤऒ औ࡮ఆ ޴అ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ పऱ࣒ ڷࡱߕ ߘ औ࡮ఆ ࡛ࠂ   ࣋ए छ ए࣋ ߤన࣒ వ࠳ ࡛ छ  ړ ࡛
సంతృߧफపۨࡍనటऱߕࣆ ޙ࠼ऒ औ࡮ఆ ݡ࠮ ړڷࡱߕ ,फ࣋ݟܔ ߖంܽݟంࡓ ఆ߯ మనం ఈ ړ  వࣆफం޴, ఇߕࣆ ޴ऒ  న࠳సࠪన ړ
ఆ࡮औ ऒߕࣆ ޴ఇ ,޴फంࣆఇ ߘ औ࡮న ఆ࠳సࠪన ړ సओ ޙ࠼అ ,޴फంࣆఇ ߘ షदంڴ ఆ࡮औ ऒߕࣆ   ߘకߧసࠪనం ఈ ఎం ړ
సంతృߧफపరచڒ ޶బܽद ఈ ఎంߧక తߩओ ओߩబܽद ఇڒ ޴ఉం ڴ  d a bړߖހబܽद ఈ సࠬకరڒ ࠾ࡍంۨ ఏࠫܽ మࡍڷ కߧఎం ݡ
ఒక ࠪరठం ఆ࡮औ  ࣋ए छ गࡏޔచ ࡹ ࡛ జం ڒబܽद మనం ఈ సࠬకరణం ߘంݟ ఆ࡮औ  ࣋ए छ షएࡍప ߘ ࡛ औ࡮ఆ ࠾ࡍంచగల࠭ మࡍ
औ࡮న ࠪరठం, ఆ࠳క సరళࡖందడం మ߰ ߘవࡱ࢑  సగం కం݄ తڕए వ ޳ࡶ ఆ࡮औ  సగం కం݄ . ࡯ݞ۫ ߖఅ ޳ڒ సࠪనం ڕ
߭దभڒ ޴బܽद మనం ఈ ऴߦంߖޑऒ  ఆ࡮औ एړࡵ ڴసࠪనం ړߖڴస ڕ ంచవ۪ऐ ङږ న࣒࠳ బܽद మనంڒ , ऒߕࣆ ࡹ ࠗ  x x dx
एړࡵ ڕసగం వర ݟంߘ ంۨనటऱޙ࠼ ఇ޴ ఆ࡮औ  ړ޴ࠫߖఎ ޴బܽद ఇڒ ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړߖݞఉంచ ڴసࠪనం ړߖڴస ߘ
ఒకܽڴ ఉంܿం࠳ ޴న࣒ వߘ 2 ࠑ ߤంڒ 4 ࠑ 4 ݟబܽद ఇ࠳ 8 ࠑ 1 ޴న࣒ 1 64 ࠑ అం݄ 7 64 ࠑ అం݄ సగం కం݄ తڕए వ ڒబܽद
एڕफ సగం కం݄ త࣋ۯ ݋ڼఇంܽऴ ړߖڴస ݟంߘ 0 వ ఉనऒ  ऴߦంߖޑऒ  ߰ంڒ ࠭ޑ޶బܽद ఆ࡮औ  తపओ  సగం ࡯ݞఉం ڴࡍసߖ
కం݄ ߭దभڒ ޴బܽद ఆ࡮औ  సగం మ࠾ࡍ ఒకܽ మధङ  ఉంڒ ࡯ݞబܽद ఆ ఎంߧకࣆۨࣇ ߘफం޴ సࡕన޴ మ࠾ࡍ తߩओ  b a 
औ࡮బܽद మనం ఆڒ ޴నࡕక సߧబܽद ఎంڒ ంచవ۪ऐށగ ڴࡏߝ ߘవࡱ࢑  , మన2 ڕ ఆ࡮औ औ࡮న࣒ 4 ఆ࠳ 4 ݟంߘ   ࣋ए छ ࡛ b 
 ప ऱ࣒ औ࡮ఆ ޴సࠪనం, ఇ ړ 0 1   ࣋ए छ ࡛ 4 ప ऱ࣒ న࣒ ࣋ए࠳  छ ࡛ అࣆۨࣇ ߖफం࠳ 16 ݋ࡐ ޴న࣒ 8 ړ4 ࠑ ఇ1 ޴ ప ऱ࣒  ࠑ న࣒ 1࠳ 
ओߩసࠪనం. ఇ ړ2 ݋ࡐ औ࡮ఆ ݡ  1 కం݄ తڕए వڴ ఉంڒ ࡯ݞబܽद మనڕ ఆ࡮औ  ࣋ए छ  సࠪనం ړ2 ݋ࡐ ࠑ న࣒ 1࠳ 1 ࡛
మ࠾ࡍ ఇ޴ ఆ࡮औ  అ޴ߝ ఒకߖ޳ వర ठߖ࡮࠮ऒ छ޳ న࣒ ఒకܽ࠳ ޴फంࣆۨࣇ   సగం కం݄ ޴ఇ ࠾ࡍమ ݡంࡓ ݋ࡐ ࡌ
߭దभదࡏࠬ ߖ ۫డవ۪ऐ , అ࠭࠲ ޙ࠼ ఈ ఆ࡮औ एړࡵ ړߖ࢐సफ࢐ ߘవࡱ࢑  ంۧ࡯झ న అవసరం ޶ࡶ త޶పࡍ సమసङ  ऴపశऒ  
भࡿࢗ ړڷࡱߕ ం ఫంࣾ࠳ ߤన࣒ ఒకܽ ߘంߕࣆ ݟऒ  అనంతం వరߖ ڕరంతర ఫంࣾߤ అం݄ అ࠳ ޴ߝన࣒ 1 fva BA f x 
ఉనऒ ڕవర 2 ݟంߘ  అߖऒ కएࡅ న࣒࠳ 1 ړ  ࡓ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ  ऱܿ మࡓ ࠾ࡍం࠳ ݡన࣒ ࡅకए  x x f x fxdx r 
సమऴړߖڴ సࠪనం మࡓ ࠾ࡍంݡ అ޳ ޴ߝछ కएࡅ ంతంߦన ऴݟయబۯ తంࠫࡍప ࡌ లङࢡ࢙  ం ړ సࠪనం ࠳న࣒r y fxx 
వߤ ఈకछ झړ࠻ ࠾ࡍమ ݀ ܿ ࡽ ࣒ అߩओ ऒߕఉ ࡱ ߤఆపल ڷࡱߕ ڕమన ݡ దట ఇవछ࠴ ࠼ బݟన޴ ఒకܽ ࡓంݡ x x r r
ఈకछ ߤఅం݄ వ ݡంࡓ ఈకछ ߤఆ࡛ వ ݡంࡓ ࣄ ݀ ఆ࡛ ޓऴ ܿ ࡽ ఈకछ ߤఆ࡛ వ ޓऴ ޴ߝఅ ߤఆపल ࠾ࡍమ ݀ ܿ ࡽ  b r r dࡽ
भ޳బܽद మనం అం݄ ఏࠫ݇ ऴ࢐ڒ ݡంࡓ ܿ ం ࡅకए छ޳ సమऴగం ڕవర ݡంࡓ ݟంߘ న࣒ ఒకܽ࠳   r r one r one x ࡌ
ఇవछ బݟంࡏࣃ ޴ऱ ఇߩओ కएࡅ ࠭࠲ ݡ  అ޴ߝ ఒక ࠳న࣒ ࡅకए  అߖ ఇవछ బݟన ࢐సफߖ࢐ऒ  fxdx x f x f 
ఉపࣃڵࡆफ ࠭, కߘక ఇ࠳ 1 ޴న࣒ ߖ ఇߩओ छ޳ ఉంచడం ߖ న࣒࠳ సࠪనం 1 ړ ݡ సࠪనం 1x ړ న࣒࠳ ऱ ఒకࡏࣃ ࡌ y x x f x
కएࡅ న࣒࠳ ࡓ  ऱܿ 1 ߘం2 ݟ వరڕ ఈ సమऴగ ࠳న࣒ 1 ߘం2 ݟ వరࡅ ڕకए ࡓ న࣒࠳ 1  ऱܿ వరڕ x dx x ydy y f 
సమం ڒబܽद ఇ࠳ ޴న࣒ ఒకܽ ߘంࡓ ݟం࠳ ݡన࣒ ఇంܽऴగ࠳ ࡽన࣒ వߘ ߤంݟ సమऴړߖڴ సࠪనం ࡅకए  fydy yfydy 
తపओ ݡంࡓ ޙ࠼సࠪనం అ ړ ݡంࡓ ݟంߘ న࣒ ఒకܽ࠳ న࠳దܽ సమऴగ࠴ బܽद ఈ ఒకܽڒ ړంܽݟంࡓ  మࡖకܽ r fydy r 
 r r r c r ޴నࡕక సߧఎం ڕబܽद మనڒ సࠪనం ڕݡంࡓ ఒకܽ ݡంࡓ ޴ऱ ఒకܽ, ఇࢁండవ సమऴగం మࡓ ఈ ࠾ࡍమ ޶ڒ
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కएࡅ ంతంߦऴ ࡹ2 ङ࡮ࢡ࢙  ऒߖ  కߖھߘ ऴపశऒ  సంఖङ  ఐࡿࢗ ړ޶भ ం, అ޴ߝ ऴࡅ ޓకए  వర ठړߖ࡮࠮ సࠪనం xy y mod x 
కం݄ ߭దभదߖ మ࠾ࡍ ఐ޶  ప ऱ࣒ एڕసࠪనం కం݄ త ړ  వ అߧۮ ߖओ ంࠫޛ ޴घ एڕకం݄ త ߘࣜ޴ప ޴ߝఅ ޴ వ ڒబܽद ఈ y x 
ऴߦంߖޑऒ ऒޒऴపయ ړߖݞయڶ  भ޳ ం ڒబܽद ࠭ంڴ޶ ఈ ఐ޶ కం݄ తڕए వ ࠫޛ ܿߦ ޜघ సࠪనం కం݄ y x ڕߘࣜ޴ప ޴
తڕए వ ఇ޴ ఐړ ޶ సࠪనం  ప ऱ࣒ घࠫޛ  एڕకం݄ త ࠾ࡍమ ޴ వ ఆࡏ కం݄ తڕए వ సࠪనం ڒబܽद మనڕ కం݄ y x x y 
తڕए వ  ప ऱ࣒ घࠫޛ  एڕకం݄ త ࡏఆ ࠾ࡍమ ޶ఐ ࠑ ޴ వ ڒబܽद ఈ ऴߦంతం మనڕ సࠪనం 6 మ࠾ࡍ సࠪనం x x x y x 
 ప ऱ࣒ ओߩఅ ,޴फంࣆݟఖం ړࡏఆ ߖ फ࣋ۯ సࠪనం ړࡏఆ ߖ ޴ఖ ఇࡔ సరళ 5 ࠑ 9  పऱ࣒ ࡏఆ ݡ घࠫޛ  x x ޶ఐ ޶ఐ ߘࣜ޴ప ޴ y 
ओߩన࠼అ ࠾ࡍమ ݡ࠮ ࠪڒ ࡏఆ ݋ం࠼ߦ ޴బܽद ఇڒ ݡ࠮ ओߩన࠳సࠪన ࠾ࡍమ 5 ࠑ 9 ޴అ ݡ  x 0 x y 0 ݡ
అޔ࢓ం࠳ ޴న࣒ 9ڒ .ړబܽद ఇ࠳ ޴న࣒ ࠫޛघ ऒߕࣆ ࠪڒ ޴ , ఇ޴ సరళ ࡔఖ  ప ऱ࣒ घࠫޛ   బܽद y x yڒ సࠪనం ړ޶ఐ ړ޴
అ޴ߝ కం݄ తڕए వ, 9 ޳छ వన ఉనऒڷ޴ ڕఖࡔ ఈ 5 ࡌ  ऴߦంతం మ࠾ࡍ కం݄ తڕए వ 6 పంړ फړ ఎడమ ࢙ߩన ఉనऒ  x x x 
మధङ ߖ޵ బܽदڒ సࠪనం ړࡏరణం ఆڒ  సࡍహ޶भڴ ఉనऒ  ఈ ऴߦంߖޑऒ  ఇ޴ ఇࣆफంڒ ޴బܽद ఈ పߖޒࠫࡍ మనం ۫࡯ݞ, y 
ఈڒछ  కం݄ ఎڕए వ ߘంݟ  ప ऱ࣒  ऴړޓ వర ठ࠮లం ڒబܽद ఈ ࠙గం ړ సࠪన࠳న ఐ޶ కం݄ తڕए వ ఉనऒ  l mod x x y 
ऴߦంతం పऱ࣒ घࠫޛ  एڕకం݄ త ޴ వ పߘࣜ޴ ఇߩओ మనం ఈకछ ݡ ए࣋ ܿ ࡽ छ ప  ࠆఆ ݋ࡐ ࡛ ऱ࣒  ऴޓ ఇ޴ y mod x 
వర ठړߖ࡮࠮ సࠪనం  ప ऱ࣒  ऴࡹޓ  ప ऱ࣒  ऴޓ ऴపږޒలం ޴ߖڒ అ࠳ ޙ࠼న࣒ 3ړ సࠪనం కం݄ ఎڕए వڴ ఉంܿం޴ x x x 
మ࠳ ࠾ࡍన࣒ 3 కం݄ తڕए వڴ ఉం݄  ప ऱ࣒ కएࡅ 3  కएࡅ న࣒࠳   వర ठ࠮లం. ڒబܽद ఇ޴ సࠪనం ࡍڷంۨ ࣆషदంڴx x x 
ఉంܿం࠳ ޴న࣒ ऴߘ ޓం࠳ ݟన࣒ ऴړޓ సࠪనం కం݄ ߭దभڶ ڴ޴యړߖݞ ऴపయޒऒ ంచవ۪ऐ  న࣒ x࠳ ޴ఇ ڕబܽद మనڒ 
ऴړޓ సࠪనం మ࠾ࡍ ࣋ए छ సࠪనం  ప ړ ݋ࡐ ࡛ ऱ࣒  ऴޓ ఇ޴ ఇࡅ ࡮ࠒࡌߦ ࡮కए  ఈ ࠙గం ࠳న࣒ ऴړޓ సࠪనం y x x y 
కం݄ ߭దभ޴  ప ऱ࣒  ऴޓ వర ठړߖ࡮࠮ సࠪనం మ࠾ࡍ ఈ ࡍڷ ߖ޵ంۨ ࣆషदంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇ޴ మࡖక ࢙ߩ x x fx 
ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇࡅ ޴కए  ऴࠆڴ ఈ ࠙గం వర ठړߖ࡮࠮ సࠪనం ࠳న࣒  ప ऱ࣒  3. ఇߩओ మన దగ ݡ ठర ఉనऒ  ంతంfx y xߦऴ ޴

అړ ޴ߝ సࠪనం కం݄ ߭దभڒ ޴బܽद కం݄ ߭దभ޴ అޔ࢓ంߖ޵ ޴ ߯న ఇ޴  ప ऱ࣒  ऴࡅ ޓకए  y fx fx y regi mod x 
వర ठړߖ࡮࠮ సࠪనం కం݄ ߭దभ ऴߦంతం ఈ వऴకࡔఖ ࡔఖߘ ఎకए డ కࣆࡱफం޳۫ ݞږ ޾भ ం , ڒబܽद ࡅకए  y , y mod x 
వర ठړߖ࡮࠮ సࠪనం మࡔ ݡ࠮ ࠾ࡍఖړ6 ߘ సࠪనంڴ కࣆࡱफం޴ సࠪనం ఆࡏ ఆ߯ ݡ࠮ సࠪనం ڒబܽद x x y 
ఆݡ࠮ ࠪڒ ࡏ వదभ ఇ޴ గమߖక ݞږ ఈ ࡓంݡ సరళ ࡔఖల ఖండన మߤࡷ ࠾ࡍ సࠪనం  ప ऱ࣒ घࠫޛ   y x ޶ఐ ޴
ऒߖ޵ ޴ఇ ݡంࡓ ࠪڒ ఒక ࠾ࡍఒకܽ మ ࠪڒ ڷࡱߕ న࣒࠳ ంటऱ వదभ࠼ߦ  సమం ۯయడం ޳छ ప  ࡌ ऱ࣒  ऴޓ ఈకछ  mod x ړ ࡽ

 ప ऱ࣒ घࠫޛ  ए࣋ ࡏࠬ సࠪనం, ఆ߯ ړ޶ఐ ړ޴ छ యవ۪ऐۯ ࡛  మࡏࠬ ࠾ࡍ ఈ ఖండన ࠉంߘ࢓޶ కھߘనవ۪ऐ  బܽद xڒ 
మనం ߖ޵ऒ ऒߕࣆ ࠪڒ ݡ࠮ న࣒࠳ ޴ఇ , ݟయంڶ   అޙ࠼ ఈ ऴߦంతం ऴړం࢑ ޴ధంڴ ఉంܿం޴. ఖండన ఆݡ࠮ ࠪڒ ࡏ
ఇߤࡷ ޴ సࠪనం  ప ऱ࣒ ఈకछ ޴ఇ  ࠑ   ఈకछ ޴ఇ ࠾ࡍమ  ړ ࡽ झڡఎ ࠆఎ  ࡽ అం݄ y x 9  ߤయ܊ࡎ ఈ  ߤయ܊ࡎ బܽदڒ  5 x 6 y 
మనం ఏߘ࠻ࡍ క࡯ߕھߘ మ࠾ࡍ ఈ ࠼ߦం ऱܿ ࠳న࣒ 4 ࠪڒ ఒకܽ మ࠾ࡍ ఖండన ࡅకए  మࡖక ࠼ߦం݋ ఇకए డ ఉం޴,
ఇ޴ ఒకܽ ࡓ ࠪڒంݡ ఈ ࠙గం ఈڒछ ప  ݟంߘ  ऱ࣒ కएࡅ 3   వర ठ࠮లం మ࠾ࡍ ఇ࠳ ޴న࣒  ప ऱ࣒  ऴࡅ ޓకए  y l x x 
వర ठړߖ࡮࠮ సࠪనం ڒబܽद ఇߩओ छ޳ యడంۯ కృతంڔఏ ߘఖࡔవ వऴకڷమనం ఈ ఎ ݡ ऒߖޑంߦఈ ऴ ࡌ  కھߘనవ۪ऐ  , ఈy 
సందరग ంࡹ ఈ ࠙గ࠳న సరళ ࡔఖ ࠳న࣒ ڷ޴వ వऴకࡔఖ ఉంܿం޴. ఈ ࡓంࡱ࡮ࠒࡌߦ ݡ ఈ ऴߦంߖޑऒ  కھߘనړߖݞ ఇకए డ
ఎڷవ ఒకܽ ఎం޶కం݄ ߖ޳ సరళ ࡔఖߘ మనం కھߘనగల࠭ ڒబܽद ఈ ࠼ߦంటऱߘ మ࠾ࡍ వదभ ޳ࡱߧभ ం ڒబܽद ab c d 
ఇ޴ ऴܼ߭܊యం ࢙ࢡలङ ం ఈ ࡓంݟంܽ ࢙ࢡలङ ం ߘం࠳ ݟన࣒ ఏࠫܽ ఈ ఎడమ ࠙గం ࡅకए లङࢡ࢙  ం ࠳న࣒  ప ऱ࣒  3 abcd x 

వర ठ࠮లం ࡅకए  dx ݡ࠮ న࣒࠳ ߘన࣒ సమऴగత࠳ ఆ߯ మనం , ޴ఉంܿం ڴసమऴగం ڕన࣒ 3 వర࠳ ݟంߘ న࣒ 4࠳ 
ప  ݟంߘ ऱ࣒ కएࡅ ݡ࠮   వర ठ࠮లం ߘంݟ ఒకܽ࡯࠻࢘ࣄޓ ړ సమऴగం ڒబܽद సమऴగ ࠳న࣒ ߘ ݡ࠮ంݟ ఒక x dx 
వర ठ࠮లం  ప ऱ࣒ ప  ޴ఇ ݡ࠮  ऱ࣒   పవ࡛ ࡓ  ړ ړ ऱܿ  ޳छ x x 3 ࠑ  అం݄ ,޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړ ݟంߘ  న࣒࠳  ࡌ 3 2 2 3 3 1 2 3 
అం݄ ړ1 ߖ సࠪనంڴ ఉంۧ࠭ ఇ2 ࠑ 3 ڕ 4 ޴ అం݄ 8 ࠳న࣒ 0 ఇ3 ࠑ 16 ޴ మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ࡅకए  వర ठ࠮లం ࡅకए  x x 
ओߩఅ ޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړ2 ړన࣒ 3 పవ࡛ 3࠳ న࣒࠳ ޴న࣒ 3 ఇ࠳ సమऴగం ڕన࣒ 3 వర࠳ ݟంߘ న࣒ 4࠳  dx x ڕమన ݡ
ऒߕࣆ ޴సࠪనం ఇ ړޓన࣒ ऴ࠳ ऱ వదभࡏࣃ 3 ࠑ న࣒ 2࠳ ޴ఇ ,޴ఉంܿం ڕవర ݡ࠮ న࣒࠳ ݟంߘ న࣒ 4࠳ 3 ࠑ న࣒ 2࠳  x 
x ࠾ࡍసࠪనం మ ړޓऴ ࠑ ݡంࡓ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړఒకܽ ޴ఇ ,ݟటदం߭ ڴసࠪనం ړ ࡛ࠂ న࣒࠳ ߖ మనం ޙ࠼న࣒ అ࠳
ऴܼ߭܊యం ࢙ࢡలङ ం సగం ࡓ ऱܿ , ఇݭ࠻ ޴ పऱ࣒ ࡓ  ऱܿ అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ఇ޴ సగం ऴపకటనڕ సࠪనం 1 ړ abcd bc cd bc
సࠪనం 2 1 ప ऱ࣒  2 మ࠾ࡍ సࠪనం 1 ࠳న࣒ ࠳న࣒ 4 ڒబܽद ఇ޴ ఐڒ ޶బܽद ఇ޴ పࡓ ߘࣜ޴ంړݡ సࠪనం ڒబܽद cd 
ऴߦంతం ࡅకए లङࢡ࢙  ం పࡓ ڕߘࣜ޴ం࠳ ݡన࣒ పదࣔࠑ ࡏ ऴޓ ప ऱ࣒  ݀ ऴޓ అం݄ ప޳ ߘࣜ޴छ ޴ࠫߖभ޺న࣒ ప࠳ ݡంࡓ ࡌ
క సమసङڜఇం ߘߝ ޴బܽद ఇڒ ޴ఉం ڴనం߄సࠪ ڕߕ ޴బܽद ఇڒ ޴फంࣆఇ ݀ ࠑ ݡ࠮ ޴ఇ ,ࡏఆ ړంܽݟ࠮ फࣃۯ ߘ  , ߘ
ఇߕࣆ ޴ऒ ࢐సफవ సంఖङ ޒऴప ݟంߘ   మړ ࠾ࡍ చదర޳ ߩछ ए࣋ ݟంߘ ࡽఇంܽऴగ ࡌ छ  x f 6 2 cos t dt x x ܿߦ ޜ ࡛

छ޳ ప  ࠹సࠪనం व߯ ࡌ ऱ࣒  2 అ޴ߝ సࠪనంޜ సࡍహ޶भڴࡱ ఉనऒ  ऴߦంతం ࡅకए లङࢡ࢙  ం అߕࣆ ޙ࠼ऒ  pi fx f a x 
ऒߕࣆ ݟంߘ సగం ړ ޒऴప ڕసగం వర ݟంߘ  అనంతం ఒక ߖరంతర ڴ߅࢑ ఉంܿం0 ޴ సࠪనం 0 సࠪనం a y y fx 
మ࠾ࡍ సࠪనం అߩओ కएࡅ 0 ݡ ప  ࠹బܽद ఈ व߯ڒ .ݟనంھߘక ߘవࡱ࢑  ऱ࣒  2 ఈ వऴకࡔఖޜ సࡍహ޶भ ۯయబݟన x f f a 
ऴߦంతం ࡅకए లङࢡ࢙  ం సࠪనం. ߘ 0 ړంݟ వరڕ మనڕ ఇవछ బݟనࡅ ޴కए  అߘ ޴ߝంݟ ࣋ए छ ࡛ y fxdx a x f x x 
 ప ऱ࣒ छ޳  ए࣋ ࣒ڒ ݡంࡓ ࡏఆ ࡌ छ ࡛ సమऴړߖڴ సࠪనం, మనڕ व߯࠹ ࠪऴత࠲ అవసరం ڒబܽद మనం ఈ pi tdt f 
సమऴగత࡮࠮ ߘङ ంకనం ۯయړߖݞ ऴపయޒऒ ంచږడڒ ޶బܽद ఇ޴ व߯ࣆۨࣇ ߖ ࠹फంࡅ , ޴కए ఫంࣾనऱ f x ݡంࡓ  x 
కएࡅ ఈ సమऴగత ݟంߘ  ఉతओ ऒߕ ऒߖ  కھߘనړߖݞ ఇ޴ ఎڷవ పࡅ ޒࠫࡍకए ࡓ 2  ऱܿ ࣋ए छ छ޳ ࡛ ఇవछ ࡌ బޔݡం޴ cos x
࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ࡓ  ऱܿ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ కएࡅ   ఉతओ నऒ ం 6 ࡓ ऱܿ ఉంܿంڷ޴ ޴వ పࡅ ޒࠫࡍకए ࡓ ݡంࡓ న࣒࠳ 2  ऱܿ pi 6 x pi x 

࣋ए छ ࡓ ࡛ ऱܿ తڕए వ పࡅ ޒࠫࡍకए  ఉతओ నऒ ం ఒకܽ ڒబܽद ఇڷࡱߕ ޴ ࣋ए छ ࡛ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  న࣒cos x x cos x pi࠳ 6 ࠑ 
చదరڒ ߩబܽद व߯࠹  ప ऱ࣒ ए࣋ ࣒ڒ సࠪనం 4 ఎ ړ 2  छ ࡛ ఒక ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ࣒ڒ న࣒ 2࠳ 6 ߯  छ ࡛ ఎ ప ऱ࣒  cos x f a 2 ړ 2 

సࠪనంڴ ఉంܿం4 ߘߝ ߖߖ޵ ,޴ ఎ ࣒ڒ ࣋ए छ ࡛ ఎ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ప 6 ࠑ ߧ  ऱ࣒  రऴసం aޔఇ చ ߘऴ࢐యగల ߖఅ ߤࣄ 2 
ఎం޶కం݄ ࣌ߤ ࣋ए छ ए࣋ ࣒ڒ న࣒࠳ ࡛ छ ࡛ ఇߩओ ఇవछ ڴసࠪనం ړߖڴసమऴ ޴ఇ ݡ బݟంڒ ޴బܽद ࡅకए  0 a 1 a fxdx 
సమऴగం 4 ࣋ए ڕవర ݟంߘ छ ࡛ ఒక ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ప 6 ࠑ  ऱ࣒ ए࣋ ߤ࣌ 2  छ ࡛ మ࠾ࡍ మనం 0 ࡅకए  a a cos pi a f ߘవࡱ࢑ 
కڝߘए ऒߖ޳ࠡ క మనం ఈߘక ,࡯࢐  మనం ߰ంړ ޻ సంబం߅ంۨ ఈ ࠡߖ޳ऒ యవ۪ऐۯ ࡏ࢘  కएࡅ   అ޴ߝ a a f 
ఉతओ ऒߕ ࡓ ڷࡱߕ ޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړߖ ऱܿ ࣋ए छ ࡛ ఒక ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒   ప ऱ࣒ కएࡅ ऱࡏࣃ 4   ఉతओ నऒ ం cos pi 6 cos 
చޔరऴసం అం݄ 2 ࣒ڒ ఒక ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ࡓ 6 ࠑ  ऱܿ ࣌ߤ ఒక ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ࡓ 6 ߯  ऱܿ  ప ऱ࣒ ए࣋ ߤ࣌ 2  छ కएࡅ ࡛  ఉతओ నऒ ంpi 2a a 
ओߩఇ ,޴ऱ ఉంܿంࡏࣃ ఒక ߤ࣌ ऱࡏࣃ 4 కएࡅ బܽदڒ సࠪనం ړ0 ݡ  0 సࠪనం 4 ࡏࣃऱ ࣋ए छ ప 6 ࠑ ࡛ ऱ࣒  మనڕ ఇ޴f cos pi 
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ࡓ ऱܿ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇ0 ޴ అޔ࢓ం޴ మࡅ 0 ࠾ࡍకए ए࣋ 2 ࠑ 3 ݋ࡐ 2 ࠑ 3 ݋ࡐ 6 ࠑ 6 ࠆఆ ࣒ڒ 0 0 ߤ࣌  छ  ޴బܽद ఇڒ ࡛
ङߕఉప ࡍప޶త ޴బܽद ఇڒ ࡔసࠪనం. స ړ బܽदڒ సࠪనం ړ సంࡹ సమऴగ ڕ࡯ڒङ ల࣒ ߯  ఉపߕङ సం ࡍߪ ߖ फ 3 f 0 3 3

ऒߖڜࡍమ ࠭࠲ ,޴फంࣆۯ  సమసङ లࣃۯ ߘफ ࠭ ధనङ  ࡱ޳࢐
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