
ഹേലാ കാٌٗׯാെര മാ؋മാئിക് സ് ചാനലിേല്ׯ സٔാഗതം െചുؗുإ, അതിനാൽ ഇത് iit pal 
ഇന്റْഗൽ കാൽുׯലസിെനുׯറിتു׺ ْപഭാഷണം 3 ആണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ സംേയാജനെ؋ 
അടിرാനമാׯി ചില ْപശ് ന׹ൾ െചإാം, അതിനാൽ ആദّം നമു്ׯ വളവുകളാൽ ചുئെؚ؂ 
ഏരിയെയുׯറിتു׺ ചില വُٝു തകൾ ഓർأിׯാം,  നമു്ׯ പൂജّ؋ിന് തുലّമായതിേനׯാൾ fx 
വലുതാണ് എ്ؗ കരുതുക.  ഈ ഫംഗ് ഷന്െറ എؗ ഫംഗ് ഷന്െറ ْഗാഫ് അു׺ത؇ിന് മുകളിലായി y x 
 ഈ േരഖ നും നും തുലّമാണ്, അതിനാൽ എؗ വْകതയാൽ x a x b y ׯൾ്׹ഞ , ുؗുإിതിെചر
പരിമിതെؚടു؋ിയിരിؗുׯ വിُീٝർ؉ം ന് തുലّമാണ്.  കൂടാെത അײം നൽകുؗത് fx b x fxdx 
ന്െറ മുതൽ വെരയുت കൃതّമായ ഇന്റْഗൽ ആണ്, അതിനാൽ ഈ നിർദിذ ഇന്റْഗൽ കർവിന് a b 
കീഴിലുت വിُീٝർ؉ം നൽകുؗു, ൽ നി്ؗ തുലّമായ ന് തുലّമാണ്.  ന് തുലّമായ y x- a to x fx- gx 

യ് ുׯം ന് തുലّമായ നും നും തുലّമായ നും ന് തുലّമായ നും ഇടയിലുت fxy x fxy x x b x 
വളവുകൾׯിടയിൽ നൽകിയിരിുؗുׯ, അതിനാൽ നമു്ׯ മെئാരു ഫംഗ്ഷൻ എؗി׹െന fx , gx 
ര؇് ഫംഗ് ഷനുകൾ ഉെ؇്ؗ കരുതുക, നമു്ׯ ഈ ഏരിയ കെ؇േ؋؇തു؇്, അതിനാൽ ഈ 
ചിْത؋ിൽ േനׯാൾ വലുതാണ്.  ഈ ന്െറ മുതൽ വെരയുت അവിഭാജّഘടകം fx gx w  fx- a b 
ൈമനസ് എؗത് ന് തുലّമായതിേനׯാൾ വലുതാണ്, കാരണം മുതൽ വെരയുت gxdxffx gx- a bfxdx 
അവിഭാജّഘടകം നി׹ൾ്ׯ നും അ؋ײിനും ഇടയിലുت വിُീٝർ؉ം നൽകുؗു .  മുതൽ fx- x a b 
വെരയുت ന്െറ ഒരു ഇന്റْഗൽ ഇതിന് കീഴിലുت വിُീٝർ؉ം നൽകുؗു, അതിനാൽ വّതّാസം gxdx 
വിُീٝർ؉ം നൽകുؗു െപാതുെവ ഈ ഏരിയ ൈമനസ് ന്െറ ഇന്റْഗൽ മുതൽ വെര fx gxdx a b 
ആയിരിുׯം , അതിനാൽ നأൾ മുകളിെല വْകവും താഴെ؋ വْകവും േനാേׯ؇തു؇്  വّതّാസം 
എടു്؋ ْപേദശം കെ؇ؗു؋തിന് സംേയാജിؚിുׯക, അതിനാൽ നമു്ׯ ആദّം ചില ْപٍ׹٠ൾ 
േനാׯാം ഒ്ؗ നമു്ׯ  ൈസൻ ؛സ് നും നും സമം ൈമനസ് നും തുലّമായ x cos x y mod cos x sin x 
കർവുകളാൽ ചുئെؚ؂ ْപേദശം കെ؇؋ാം .  ഇടേവള പൂജّം മുതൽ വെര ര؇് െകാ؇്, അതിനാൽ pi 

എؗത് ആദّെ؋ ഫംഗ് ഷൻ ؛സ് ആണ് , എؗത് ആണ് fx sin x cos x gx mod cos x minus sin x x
െനഗئീവ് അب, അതിനാൽ ഈ എؗത് ആെണ്ؗ ഇവിെട ْശؑിുׯക  ൈമനസ് gx mod cos x sin x 
ഇത് ؛സ് േമാഡിന്െറ ന് തുലّമാണ് ഇത് ْതിേകാണ അസമതٔ؋ാൽ ആണ് , മുതൽ cos x mod x x 0 pi
വെര 2 ആയതിനാൽ ഇത് ന് ന് 0 മുതൽ വെര തുലّമാണ്  2 എؗാൽ cos x plus sine x x pi cos x 
-ാൾ sin x fxׯിൽ എؗത് േന؋ഈ സാഹചരّ ׯസ് എؗത് ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ നമു്؛ fx gx-
വലുതാണ്, അതിനാൽ പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ ൽ നി്ؗ ന് ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ആവശّമായ pi- x- x-
ഏരിയ ൈമനസ് ന്െറ ഇന്റْഗൽ 0 മുതൽ വെര  2. അതിനാൽ ഇത് അവിഭാജّമായ 0 മുതൽ fx gxdx- pi 

വെര 2 ആണ് ؛സ് ൈമനസ് ആണ് ആണ് ഇേؚാൾ pi fx sin x cos x gx mod cos x minus sin xdx 
നമു്ׯ ൈമനസ് ആണ് ഇത് ൈമനസ് ആെണ׸ിൽ ആണ്  mod cos x sin x x cos x sin x cos x sin 

ന് തുലّമാണ് , അതായത് 0-നും നും ഇടയിലാെണ׸ിൽ, ന് x- x pi-4- cos x, sine x-
തുലّമായതിേനׯാൾ വലുതാെണؗും, ന് 4-നും 2-നും ഇടയിലുت ന്, േനׯാൾ pi- pi- x- cos x-
വലുതാെണؗും നമുׯറിയാം. ഇത് ൈമനസ് ന് തുലّമായിരിുׯം അതിനാൽ ഈ sine x cos x 
ഇന്റْഗൽ നമു്0 ׯ മുതൽ വെര 4 െകാ؇് അവിഭാജّമായി എഴുതാം , തുടർ്ؗ നമു്؛ ׯസ് pi sine x 

ൈമനസ് ൈമനസ് ഉ؇്  ؛സ് മുതൽ വെര 2 ൈസൻ ؛സ് cos x cos x sin xdx pi 4 pi x cos x 
ൈമനസ് ൈസൻ ൈമനസ് അതിനാൽ ഇത് ആദّേ؋തിന് തുലّമാണ് റؐാؗുׯത്, x cos x dx, cos x 
ഞ׹ൾ്0 ׯ മുതൽ വെര 4 2 തവണ ؛സ് 0 മുതൽ വെര  4 , pi sine x dx pi pi by 4 to pi to 2 2 

തുടർ്ؗ ഇത് ൈമനസ് 2 ഉം ؛സ് 2 ൽ നി്ؗ ൽ നി്ؗ cos x dx , cos x 0 pi 4 sine x pi- pi- pi-2- 
നും ൈമനസ് 2-ൽ 1-ൽ നി്ؗ 2-നും തുലّമാണ്.  ൈമനസ് േകാസ് 0 എؗത് 1 ؛സ് 2 മട്׹ ൈസൻ ൈപ 
ൈബ ൈബ 2 ആണ്, 1 ൈമനസ് ൈസൻ ൈപ ൈബ 4 ആണ് 1 ൈബ റൂ؂്  തീർ׺യായും ഈ േചാദّ؋ിൽ 
നി׹ൾ്ׯ ഈ ഫംഗ് ഷനുകളുെട ْഗാഫ് ؛സ് ൈമനസ് എؗിവ sin x cos x, mod cos x sin x 
വരയ് ׯാമായിരുؗു, തുടർ്ؗ ഈ ഏരിയയിൽ നി്ؗ ْഗാഫ് വരയ്േׯ؇ ആവശّമിب, കാരണം നമു്ׯ 
അത് കാണാൻ കഴിയും  ഈ േകസ് ന് തുലّമാണ്, ഇേؚാൾ നമു്ׯ ര؇ാം േചാദّ؋ിേല്ׯ fx gx 
േപാകാം, നമു്ׯ ഒരു ْപേദശം കെ؇؋ാം, അതിനാൽ ആദّ കٔാْഡന്റിൽ ْപേദശ؋ിന്െറ വിُീٝർ؉ം 
കെ؇ു؋ക  ന്െറ െവൻ ആണ് തവണ എؗത് എ؂ിന് തുലّമാണ്, ഒ്ؗ െയׯാൾ കുറവാണ് x y x y y x
ചതുര؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ആദّം ഈ ْപേദശം വരയ്ׯാം, അതിനാൽ നമു്ׯ xy 
എؗത് എ؂് ചതുരാകൃതിയിലുت ൈഹؚർേബാളയും തുലّവുമാണ്  ചതുരം ഇതുേപാെലയുت y x 
പരവലയമാണ്, അതിനാൽ ഇവ ര؇ും എവിെടയാണ് വിഭജിؗുׯെത്ؗ നമു്ׯ േനാׯാം, അതിനാൽ 
നമു്ׯ ഇത് തുലّമാണ്, ഇത് ചതുര؋ിന് തുലّമാണ് , ഇത് ചതുര؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ xy x x 
ഞാൻ ചതുര؋ിന് തുലّം നൽകിയാൽ എനി്ׯ മട്׹ ചതുരം ലഭിുׯം  കّൂബ് എ؂ിന് y x x x x 
തുലّമാണ്, അതിനാൽ ര؇ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഈ േപായിന്റ് ര؇് േകാമ നാല് , മെئാരു വْകം x 

ഒؗിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ന് തുലّമാണ് ഈ േനർേരഖ, അതിനാൽ ഇേؚാൾ നമു്ׯ ْപേദശം y y 1 
കെ؇؋ാം, അതിനാൽ വീ؇ും ഈ തുലّമാണ്  ഒ്ؗ പരാേബാള െയ ചതുര؋ിന് തുലّമായ y y x 
േപായിന്റ് ഒരു േകാമയിൽ വിഭജിുؗുׯ, അത് ചതുരാകൃതിയിലുت ൈഹؚർേബാള െയ യിൽ 8 ന്xy y 
തുലّമാുؗുׯ, എؗത് എ؂് ആയിരിുׯം, അതിനാൽ ഇത് എ؂് േകാമയാണ്, ഇേؚാൾ ഏത് x 
േമഖലയിലാണ് ഈ േമഖല നൽകിയിരിؗുׯത്  ആദّെ؋ കٔാْഡാന്റ് െകാ؇് എ؂ിന് തുലّമായത് xy 
ഞാൻ വരയ്ׯെ؂ ഈ മ؁ നിറ؋ിൽ ഈ എ؂് ന് തുലّമാണ്  അതിനാൽ ഈ മ؁ ْപേദശം എ؂ിന് xy 
തുലّമാണ് ആദّ കٔാْഡന്റിൽ ഇേؚാൾ നമു്ׯ ഒؗിന് തുലّമായ േമഖല വരയ്ׯാം, ഈ xy , y 
േരഖയ്്ׯ മുകളിലാണ് എؗത് ആദّ കٔാْഡന്റിെല ഒؗിെനׯാൾ വലുതാണ് , കാരണവും  എؗത് y y 

ചതുര؋ിന് തുലّമാണ് , ഓറ؀് നിറ؋ിലുت ഈ ْപേദശം മ؁ നിറ؋ിലുتതാണ്, കാരണം ഇത് x 
ചതുര؋ിന് തുലّമായ എؗ വْക؋ിന് താെഴയാണ്, അതിനാൽ നأൾ കെ؇േ؋؇ത് ഈ x y 
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കാരണ׹ളുെട വിഭജനമാണ്, അതിനാൽ ഇത് ചുവ്ؚ നിറ؋ിലുت ഈ ْപേദശമبാെത മെئാؗുമب, 
അതിനാൽ ഇത്  ഇത് വരു׺കഴി؁ാൽ നമു്ׯ ഇേؚാൾ കണׯാേׯ؇ വിُീٝർ؉ം ഇേؚാൾ െചإാൻ 
എളുؚമാണ് , മുകളിെല വْകം എؓാണ് എ്ؗ ഞാൻ ഈ മുകളിെല വളവ് എഴുതെ؂ ഇത് മുകളിെല fx 
വْക؋ിന് തുലّമാണ് , ഒ്ؗ തുലّമാെണ׸ിൽ ചതുരം  ഉം ര؇ിന് തുലّവും കുറവ്  ഒ്ؗ മുതൽ ര؇്x x 
വെര, ഇത് ഒؗിന് തുലّമാേണാ ഇത് ര؇് , ഇത് എ؂് ആെണ׸ിൽ ഒ്ؗ മുതൽ ര؇് വെര ഇത് x y x 
ചതുര؋ിനും ര؇ിൽ നി്ؗ എ؂് നും നും തുലّമാണ്. താഴെ؋ വളവ് ഒ്ؗ മുതൽ എ؂് x y gx, 
വെരയുت ന് തുലّമായ ആണ്, അതിനാൽ നأൾ കെ؇േ؋؇ത് ൈമനസ് ന്െറ ഒ്ؗ x y fx gxdx 
മുതൽ എ؂് വെര അവിഭാജّമാണ്, ഇത് ചതുര؋ിന്െറ ഒ്ؗ മുതൽ ര؇് വെരയുت അവിഭാജّ؋ിന് x 
തുലّമാണ്. ര؇് മുതൽ എ؂് വെര എ؂് മുതൽ ൈമനസ് ഒ്ؗ വെര ഇത് എളുؚ؋ിൽ x dx 
വിലയിരു؋ാം, ഇത് കّൂബിന് തുലّമാണ് 1 മുതൽ 2 വെര മൂ്ؗ ൈമനസ് കൂടാെത 8 േലാഗ് േമാഡ് x x , x
ൈമനസ് മുതൽ 8 വെര ഇത് എ؂് മുതൽ മൂ്ؗ ൈമനസ് ര؇് വെര ൈമനസ് ഒ്ؗ മൂ്ؗ ൈമനസ് ഒ്ؗ x 2 
 േലാഗ് ര؇് ൈമനസ് ര؇് , ഇത് ഏഴ് ൈബ മൂ്ؗ ൈമനസ് ൈമനസ് എ؂് ൈമനസ് എ؂് േലാഗ് എ؂് സ് എ؂്؛
ഒ്ؗ ؛സ് എ؂് േലാഗ് േഫാർ ൈമനസ് 6 ഇത് 8 േലാഗ് 4 ന് തുലّമാണ് 16 േലാഗ് 2 ൈമനസ് 14 ന് തുലّമാണ്  3. 
അതിനാൽ ഇതിനുت ഉ؋രം ഇതാണ് ഇേؚാൾ ഇവിെട ْശؑിുׯക, കാരണം ഈ മുകളിെല വളവ് 
വّതُّമٝായിരുؗു ഒ്ؗ മുതൽ ര؇് വെരയും ര؇് മുതൽ എ؂് വെരയും വّതُّ ٝഇടേവളകളിൽ, ഈ 
ْപേദശെ؋ ര؇് അവിഭാജّ׹ളുെട ആെകു؋കയായി വിഭജി്׺ ഞ׹ൾ ഈ ْപേദശം 
കണׯാേׯ؇തു؇് , ഈ ْപٍ׹٠ൾ മെئാരു തര؋ിലും െചإാം, അതിനാൽ മെئാരു രീതിയിൽ 
എഴുതാം ഈ ْപേദശം വീ؇ും വരയ്ׯാം നമു്ׯ ഉ؇്.  ചതുര؋ിന് തുലّമാണ് നമു്ׯ ഈ സമം y x xy 
എ؂് , ഒ്ؗ ഈ േപായിന്റ ്ര؇് േകാമ നാല്, ഇത് 1 േകാമ 1 , ഇത് 8 േകാമ 1. ഇേؚാൾ ഈ ْപേദശം ഈ y y 
ര؇് വരികൾׯിടയിൽ പരിമിതെؚടു؋ിയിരിؗുׯത് കാണാം.  ഒؗിേല്ׯ, എؗത് നാലിന് y 
തുലّമാണ് , ഇവിെട ഇടത് കർവ് ചതുര؋ിന് തുലّമാണ് , വലത് കർവ് ചതുര؋ിന് തുലّമാണ്, x y x 
വലത് കർവ് എؗത് എ؂് ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഈ ْപേദശം ഞാൻ ബഹുമാനേ؋ാെട െചᅃٝാൽ y x x
മായി സംേയാജിؚിؗുׯതിന് പകരം എ്ؗ എഴുതാം. േല്ׯ, ഇത് ൈമനസ് ന്െറ എ؂് മുതൽ നാല് y y y 
വെരയുت അവിഭാജّമാണ് അർ،മാؗുׯത് ചതുര؋ിന് തുലّമാണ് എؗത് റൂ؂് ന് x x ydy 
തുലّമാണ് എؗതാണ് ഇവിെടയുت േന؂ം, നമു്ׯ ഇതിെന ഒരു അവിഭാജّമായി വിലയിരു؋ാം, 
അതിനാൽ ഇത് എ؂് േലാഗ് ഒؗിന് തുലّമാണ്  നാല് ൈമനസ് മുതൽ മൂ്ؗ ൈബ ടു ൈബ വെര  മൂ്ؗ y y 
ൈബ ടു, ഇത് ഒ്ؗ മുതൽ നാല് വെര എ؂് േലാഗിന് തുലّമാണ് നാല് ൈമനസ് ര؇് മൂ്ؗ തവണ നാല്, മൂ്ؗ 
ര؇് ൈമനസ് ഒ്ؗ , ഇത് പതിനാറ് േലാഗിന് തുലّമാണ് ര؇് ൈമനസ് ര؇് മൂ്ؗ നാല് ര؇് ചതുരമാണ് 
അതിനാൽ ഇത് എ؂് ൈമനസ് ഒ്ؗ അതിനാൽ പതിനാറ് േലാഗ് ര؇് ൈമനസ് പതിനാല് മൂ്ؗ മൂ്ؗ 
അ׹െന ചില ْപٍ׹٠ളിൽ ന്െറ ഇന്റْഗൽ ആയി എഴുതുؗതിന് പകരം നമു്ׯ യുെട ചില fxdx ydy 
എഫ് ഇന്റْഗൽ െചإാം, അത് വിലയിരു؋ാൻ എളുؚമാേയׯാം , നമു്ׯ ഇവിെട േചാദّ നآറിേല്ׯ 
നീ׹ാം എؗ വരി തുലّമാണ്.  ആൽഫ എؗതിേല്ׯ േമഖലയുെട വിُീٝർ؉ം ന് തുലّമായി x x r xy 

ര؇ിൽ വിഭജിുؗുׯ, കّൂബിനും നും നും പൂജّ؋ിനും ഒؗിനും ഇടയിലാെണ്ؗ പറയുؗു, r y x x x 
അതിനാൽ ആൽഫയ്്ׯ തുലّമായ േരഖ ഈ ْപേദശെ؋ തുലّ ഭാഗ׹ളായി വിഭജിുؗുׯ , തുടർ്ؗ x 
ഇനിؚറയുؗ ഓപ്ഷനുകളിൽ ഏതാണ് ശരിയാണ് ആദّ ഓപ് ഷൻ ആൽഫ -േനׯാൾ വലുതാണ്, 0
പകുതി െസׯൻഡിൽ കുറവ് തുലّമാണ്, ആൽഫ പകുതിേയׯാൾ വലുതാണ് , 1 സിയിൽ കുറവ് 
എؗത്  ൈമനസ്  ആൽഫ സ് കٔയറിേല്ׯ  മട്׹ ആൽഫയും ؛സ് - നും ഓപ്ഷൻ 4 4 2 1 0 d 
ആൽഫയുമാണ്  േല്؛ 4  ׯസ് 4 ആൽഫ സ്കٔയർ ൈമനസ് 1 എؗത് 0 ന് തുലّമാണ്. അതിനാൽ ആദّം 
നأൾ റീജിയൻ എؓാെണ്ؗ േനാׯണം റീജിയൻ എؗ കർവ് കّൂബിന് തുലّവും ന് r r y x y x 
തുലّമായ നും പൂജّ؋ിനും ഒؗിനും ഇടയിലാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ തുലّമാണ് ഉം ഉം x y x y x 
കّൂബിന് തുലّമാണ്, ഇത് പൂജّ؋ിന് തുലّവും ഒؗിന് തുലّവുമാണ്, അതിനാൽ ഇതാണ് ْപേദശം x x r
ആദّം നമു്ׯ കണׯാׯാം ْപേദശ؋ിന്െറ ഏരിയയുെട വിُീٝർ؉ം എؗത് അവിഭാജّ؋ിന് r r r 
തുലّമാണ്  മുകളിെല വْക؋ിന്െറ 0 മുതൽ 1 വെര ആണ്, താഴെ؋ വْകം കّൂബ് ആണ്, x x 
അതിനാൽ ൈമനസ് കّൂബ് ഇത് ചതുര؋ിന് തുലّമാണ് ര؇് ൈമനസ് മുതൽ x x dx , x x x 
പൂജّ؋ിന് ഇടയിലുت നാലിൽ നാല് , ഒ്ؗ ഒؗിന് ര؇് ൈമനസ് ഒ്ؗ നാലിൽ ഇത് ഒؗിന് നാലിന് 
തുലّമാണ്, അതായത് ഈ ْപേദശ؋ിന്െറ ആെക വിُീٝർ؉ം ആണ്, ഇേؚാൾ നأൾ ഈ ൈലൻ r x 
ആൽഫയ്്ׯ തുലّം കെ؇؋ണം, അത് ഇതിെന തുലّ ഭാഗ׹ളായി വിഭജിുؗുׯ, അതായത് ഇന്റْഗൽ
േസാ ആൽഫ പറയുؗത് 0 ന്െറ ഇന്റْഗൽ എؗാണ്. ൈമനസ് കّൂബ് ന്െറ ആൽഫയിേല്ׯ ഇത് x x dx 

എؗ ْപേദശ؋ിന്െറ പകുതി വിُീٝർ؉؋ിന് തുലّമായിരിׯണം, അതായത് ഞ׹ളുെട r f  
അതിനാൽ ഇത് ഇേؚാൾ എ؂ിന് ഒؗിന് തുലّമാണ്, ഇത് ആൽഫ സ്കٔയർ 2 ൈമനസ് ആൽഫയിൽ നി്ؗ 
4 ന് 4 ന് തുലّമാണ് 1 െകാ؇് 8 , അതായത് ഞാൻ 8 െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ 4 ആൽഫ ചതുരം ൈമനസ് 2 
ആൽഫയിൽ നി്ؗ 4 ന് തുലّമാണ്  1 അതായത് 2 ആൽഫ മുതൽ 4 ൈമനസ് 4 ആൽഫ സ്കٔയർ ؛സ് 1 0 
ന് തുലّമാണ്. അതിനാൽ നأൾ ഓപ് ഷനുകൾ കാണുകയാെണ׸ിൽ ഇത് എؗ ഓപ്ഷനാണ്, c 
അതിനാൽ ഓപ്ഷൻ ഉടൻ ശരിയാണ്, ഇേؚാൾ നമു്ׯ ഓപ് ഷൻ ഒഴിവാׯാം, കാരണം ആ ആൽഫ c d 
കാണുകയാെണ׸ിൽ. ഈ ഓപ് ഷൻ  ആൽഫ മുതൽ  ൈമനസ് േഫാർ ആൽഫ സ് കٔയർ ؛സ് ഒ്ؗ c 2 4
പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, കൂടാെത ഇത് ആൽഫെയ നാല് ؛സ് നാല് ആൽഫ സ്കٔയർ ൈമനസ് ഒ്ؗ 
പൂജّ؋ിന് തുലّമാുؗുׯെവ׸ിൽ, ഇവ ര؇ും േചർ؋ാൽ നമു്ׯ നാലിേല്ׯ മൂ്ؗ ആൽഫ ലഭിുׯം  
പൂജّ؋ിന് തുലّമായ പൂജّമാണ് പൂജّ؋ിന് തുലّമായ ആൽഫ നൽകുؗത്, എؗാൽ വّװമായും 
ആൽഫ പൂജّ؋ിന് തുലّമായത് ഈ ഓപ് ഷൻ തൃلിٝെؚടുؗു؋ിب അതിനാൽ ഈ ഓപ്ഷൻ c d 
ഇേؚാൾ െതئാണ് , ഓപ് ഷൻ എؗിവെയുׯറി്׺ എؓാണ്, അതിനാൽ ഈ സമവാകّ؋ിേലتുׯ a, b 
ഒരു വഴി ആൽഫ ചതുര؋ിൽ ചതുരാകൃതിയിലാണ്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ  ഈ സമവാകّ؋ിൽ നി്ؗ 
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ആൽഫ സ്കٔയർ പരിഹരിׯാൻ കഴിയും , അതിനാൽ ആൽഫയുെട മൂലّം മെئാരു ലളിതമായ g  
മാർഗമാണ്, ആൽഫ പകുതിേയׯാൾ കുറവാേണാ അേതാ ആൽഫ പകുതിേയׯാൾ വലുതാേണാ എ്ؗ 
േനാേׯ؇തു؇്, അതിനാൽ നമു്ׯ െചإാൻ കഴിയുؗത് ആൽഫയുെട പകുതി്ׯ തുലّമായ ഈ 
ഏരിയ കണׯാുׯക എؗതാണ്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ പകുതിയായി 
കണׯാുׯകയാെണ׸ിൽ. ൈമനസ് കّൂബ് ന്െറ ഇത് ആൽഫെയ പകുതി്ׯ x x dx 
തുലّമാؗുׯതിന് തുലّമായിരിുׯം, അതിനാൽ ഇത് ഒ്ؗ എ؂് ൈമനസ് ഒ്ؗ 2 മുതൽ 4 ൈബ 4 വെര 
ആയിരിുׯം, അതിനാൽ ഇത് 1 ൈബ 8 ൈമനസ് 1 ൈബ 64 ആണ്, അതായത് 7 ൈബ 64  പകുതിയിൽ 
താെഴ, അതിനാൽ 0 മുതൽ പകുതി വെര സംേയാജിؚി׺ാൽ നമു്ׯ പകുതിയിൽ താെഴയുت വിُീٝർ؉ം
ലഭിുׯം, അതിനാൽ ആൽഫ പകുതിേയׯാൾ വലുതായിരിׯണം, അതിനാൽ ആൽഫ പകുതിുׯം 
ഒؗിനും ഇടയിലായിരിׯണം എؗാണ് ഇത് സൂചിؚിؗുׯത്, അതായത് ഓപ്ഷൻ ശരിയാണ് , b a 
ആണ്  െതئായതിനാൽ ബി ഓപ്ഷൻ ശരിയാണ് , തീർ׺യായും നമു്ׯ ആൽഫയുെട മൂലّം േനരി؂് 
കണׯാׯാം, നമു്2 ׯ ആൽഫ മുതൽ 4 ൈമനസ് 4 ആൽഫ സ്കٔയർ ؛സ് 1 0 ന് തുലّമാണ്, ഇത് 
ആൽഫ സ്കٔയർ 4 ؛സ് ൈമനസ് സ്കٔയർ റൂ؂ിന് 16 ൈമനസ് 8 ന് തുലّമാെണ്ؗ സൂചിؚി4  .ുؗുׯ ഇത്
റൂ؂് 2 ْപകാരം 1 ؛സ് ൈമനസ് 1 ന് തുലّമാണ്. ഇേؚാൾ  ആൽഫ 1-ൽ കുറവായിരിേׯ؇തിനാൽ, നമു്ׯ
റൂ؂് 2-ന്െറ 1 ൈമനസ് 1-ന് തുലّമായ ആൽഫ സ്കٔയർ ഉ؇് , ഇത് ആൽഫ ഒരു ൈമനസ് ഒؗിന്െറ 
വർ״മൂലമാെണ്ؗ സൂചിؚിുׯം, ഇത് പകുതിേയׯാൾ വലുതാെണ്ؗ നി׹ൾ്ׯ കാണാൻ കഴിയും, 
പേײ ഞ׹ൾ്ׯ ഉ؇ായിരുؗിب ആൽഫയുെട ഈ മൂലّം യഥാർ،؋ിൽ കണׯാׯാൻ , അടു؋ 
ْപٍ٠ േചാദّ؋ിേല്ׯ േപാകാം , ൈമനസ് ഒ്ؗ മുതൽ പൂജّം അനؓത വെരയുت തുടർ׺യായ ba 
ഫംഗ് ഷനിേല്ׯ ഫംഗ് ഷൻ െചإെ؂ , അതായത് ൈമനസ്  മുതൽ  വെരയുت എبാ നും fva 1 2 x- 1 
ൈമനസ് ന്െറ ന്െറ ന് തുലّമാണ്. ൈമനസ് ഒ്ؗ മുതൽ ര؇് വെരയുت തവണകളുെട x f f r 1 x 

ന്െറ ഇന്റْഗലിന് തുലّമാണ് , ര؇് എؗത് െകാ؇് പരിമിതെؚടു؋ിയിരിؗുׯ fxdx r y 
ْപേദശ؋ിന്െറ വിُീٝർ؉ം ന് തുലّമായ ൈമനസ് ഒ്ؗ തുലّമാണ് , അ؋ײിന് തുലّമാണ്, fxx x x 
അേؚാൾ നമു്ׯ നാല് ഓപ്ഷനുകൾ ആദّം നൽകിയിരിؗുׯത് ആണ്  ഒ്ؗ ര؇ിന് തുലّമാണ് r r 
ര؇് എؗത് ഒ്ؗ മൂ്ؗ ര؇് ര؇് ഒ്ؗ ടു തുലّവും ഓപ്ഷൻ മൂ്ؗ ഒ്ؗ ര؇് ന് b r r c r r d r r 
തുലّവും അതിനാൽ നമു്ׯ എ്ؗ എഴുതാം തവണ ന്െറ ൈമനസ് ഒ്ؗ മുതൽ r one r one x fxdx 
ര؇് വെര ഇേؚാൾ ഞ׹ൾ അത് നൽകിയിരിؗുׯ വُٝു ത ഉപേയാഗിുׯം ന്െറ എؗത് ഒരു x f 
ൈമനസ് ന്െറ ആണ്, അതിനാൽ ഇത് ഒരു ൈമനസ് ന്െറ ൈമനസ് ഒ്ؗ മുതൽ 2 വെര x f x dx x 
ഇര؂ികൾ്ׯ തുലّമാണ് ൈമനസ് യുെട 1 ൈമനസ് തവണ യുെട ൈമനസ് 1 മുതൽ 2 x dx , ydy y f 
വെരയുت അവിഭാജّ؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് യുെട ൈമനസ് ഒ്ؗ മുതൽ ര؇് yfydy 
വെരയുت അവിഭാജّ؋ിന് തുലّമാണ് .  ആദّെ؋ ഇന്റْഗൽ ൈമനസ് ഒ്ؗ മുതൽ ര؇് വെര fydy 
എؗത് ര؇് അبാെത മെئാؗുമب , ഈ ര؇ാമെ؋ ഇന്റْഗൽ വീ؇ും ഒ്ؗ ആണ്, ഇത് ര؇് ഒ്ؗ r r r 

ര؇് ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ്ׯ ഓപ്ഷൻ ഉ؇് എؗത് ശരിയാേണാ േചാദّ നآറിേല്ׯ r c 
നീു׹ക ْപേദശ؋ിന്െറ വിُീٝർ؉ം കെ؇ു؋ക 2-ൽ എؗത് േമാഡ് ؛സ് ْതീയുെട xy r y x 
സ്കٔയർ റൂ؂ിന് തുലّമായതിേനׯാൾ വലുതാെണؗും അ؀് എؗത് ؛സ് ഒآതിന് തുലّമായത് y x 
പതിന؀ിന് തുലّമാെണؗും അതിനാൽ നമു്ׯ ഈ ْപേദശം വരയ്ׯാൻ ْശമിׯാം, അതിനാൽ ആദّം 
നമു്ׯ ഈ അ؀് ഉ؇് നും ഒൻപതിനും തുലّമായതിേനׯാൾ കുറവ് പതിന؀ിന് തുലّമാണ് ഇത് y x 
അ؀് ആണ് ന് തുലّമായത് ؛സ് ഒآതും എؗത് ആറിേനׯാൾ കുറവാണ്, അതിനാൽ y le  x x x 
നമു്ׯ എؗത് ؛സ് ഒآതിന് അ؀് തുലّവും എؗത് ആറ് ന് തുലّവുമാണ്, അതിനാൽ ഈ y x x 
േമഖലയിൽ നമു്ׯ നും നും തുലّമാണ് ؛സ് 9 െകാ؇് 5 എؗത് െന ഖ؈ിؗുׯ x 6 y x x 
േനർേരഖയാണ് , നأൾ സമം ആറിന് ഇ؂ാൽ തുലّമാണ്, എؗത് ആറ് ؛സ് ഒآത് പതിന؀് x x y 
െകാ؇് അ؀് മൂ്ؗ ആണ്, അതിനാൽ ഇതാണ് േപായിന്റ ്ആറ് േകാമ മൂ്ؗ , ആയിരിുׯേآാൾ x 0 
അത് 9 ആണ് ൈമനസ് 9 ന് തുലّമാകുേآാൾ 5, ആയി മാറുؗു. അതിനാൽ ഇത് ൈമനസ് by x y 0 
ഒآത് േകാമ പൂജّമാണ് , ഇത് േനർേരഖ ആണ് ؛സ് ഒآത് അ؀് അ؀്  വരിയും ന് തുലّമായത്y x x 6 

എؗ വരിയുെട ഇടതുവശتു؋ കാരണം ആറിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇതിനിടയിൽ x x 
പരിമിതെؚടു؋ിയിരിؗുׯ ഈ ْപേദശം നൽകുؗു ؛സ് ْതീ അതിനാൽ ഈ ഭാഗം ന് തുലّമായ x 
അ؀് കുറവ് േമഖലയാണ് ؛സ് ഒൻപത് കുറവ് പതിന؀ിന് തുലّമാണ് ഇേؚാൾ നമു്ׯ േനാׯാം y y 
േമാഡ് ؛സ് ْതീയുെട വർ״മൂല؋ിന് തുലّമാണ്, ഇത് ؛സ് ْതീ എؗതിന്െറ വർ״മൂല؋ിന് x x 
തുലّമാണ് ൈമനസ് 3-േനׯാൾ കുറവാണ്. അതിനാൽ ഇത് ൈമനസ് മൂؗിന് തുലّമായ ന്െറ x 
സമമിതിയാണ്, അതിനാൽ ഇത് ൈമനസ് മൂؗിന് തുലّമായതിേനׯാൾ ന് വലുതായി വരയ്ׯാൻ x-
ْശമിׯാം, അതിനാൽ നമു്ׯ ഇത് ൈമനസ് മൂؗിന് തുലّമാണ് , സ്കٔയർ റൂ؂ിന് തുലّമാണ്.  ന്െറ y x x
 ിന് x x y؋മൂല״സ് ْതീയുെട വർ؛ സ് ْതീ ഇത് േപാെല പരാേബാളയുെട ഈ ഭാഗമാണ് ഇത് ന്െറ؛
തുലّമാണ് ൈമനസ് ْതീ എؗതിേനׯാൾ വലുത് ന് തുലّമാണ് , ഈ ഇതിെനുׯറി്׺ x fx 
സമമിതിയുتതാണ്, അതിനാൽ ഇത് മറുവശമായിരിുׯം ഇത് ഇ׹െനയാണ് അതിനാൽ ഇതാണ് fx 
ന്െറ ْഗാഫ് ഈ ഭാഗം ൈമനസ് ؛സ് 3 ന്െറ വർ״മൂല؋ിന് തുലّമാണ്. ഇേؚാൾ നമു്ׯ ഉتത് x y 
റീജിയണാണ് എؗത് ന് തുലّമായതിേനׯാൾ വലുതാണ്, അതിനാൽ ന് തുലّമായതിേനׯാൾ y fx fx 

വലുത് ഇതിന് മുകളിലുت ْപേദശമായിരിുׯം  േമാഡ് ന്െറ സ്കٔയർ റൂ؂ിന് തുലّമായതിേനׯാൾ y x 
വലുതാണ് റീജിയൻ എؗത് കൂടാെത മൂ്ؗ കൂടി േനാׯാം  ഈ കർവ് േരഖെയ ഖ؈ിؗുׯിട്؋, y 
േമാഡ് ന്െറ വർ״മൂല؋ിന് തുലّമായ കൂടാെത മൂ്ؗ , ന് തുലّമായ േരഖെയ ഖ؈ിുؗുׯ, x y, x 6 x 
ആറിന് തുലّമാെണ׸ിൽ, മൂ്ؗ ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ആറ് േകാമയിൽ മൂ്ؗ, ഇത് ഖ؈ികയും y 
കൂടിയാണ് ഈ ര؇് േനർേരഖകളും എؗ േരഖയും ؛സ് ഒآത് െകാ؇് അ؀് േപായിന്റുകളിൽ y x 
ൈമനസ് േഫാർ േകാമ ഒ്ؗ, ഒരു േകാമ ര؇് എؗിവ തുലّമാؗുׯതിലൂെടയാണ്, ഇത് േമാഡ് ന്െറ x 
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വർ״മൂലമാണ് ചതുരം, നി׹ൾ്ׯ ഈ കവല േപായിന്റ് കെ؇؋ാൻ കഴിയും, അതിനാൽ നമു്ׯ ഇത് 
വരയ്ׯാം , ഇത് ൈമനസ് മൂ്ؗ േകാമ പൂജّമാെണ׸ിൽ, ഈ ْപേദശം ചുവെടയുتതാണ്, ഇത് കവല ആറ്
േകാമയാണ്, ഇത് കവല ആറ് േകാമ മൂ്ؗ ഇതാണ് ന് 5 ന് തുലّമായ വരി ഇത് തുലّമാണ്  6 , ഇത് x 9 y x 

ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ േമഖല ഈ േമഖലയാണ് , നമു്ׯ ഏരിയ കെ؇േ؋؇തു؇് , ഈ fx 
േപായിന്റുകൾ ൈമനസ് 4 േകാമയാണ് , മെئാരു കവല േപായിന്റ് ഇവിെടയു؇് , ഇത് ഒരു േകാമ ര؇് 
ആണ് ഈ ഭാഗം എؗത് വർ״മൂല؋ിന് തുലّമാണ്.  ؛സ് 3 , ഇത് തുലّമാണ്  ൈമനസ് ؛സ് ْതീ y x y x 
എؗതിന്െറ സ്കٔയർ റൂ؂ിേല്ׯ, അതിനാൽ ഈ ര؇് പരാേബാളകളുെട ഈ ഭാഗമായ േനർേരഖ 
ൈമനസ് താഴെ؋ വْകതയുت ഈ മുകളിെല വْകം സംേയാജിؚി്׺ ഇേؚാൾ നമു്ׯ ഈ ഏരിയ 
കെ؇؋ാം , അതിനാൽ ഈ ഏരിയ കെ؇ؗു؋തിന് ഇവിെട മുകളിലുتത് ْശؑിുׯക  ഒ്ؗ 
അെതാരു േനർേരഖയായതിനാൽ നമു്ׯ ഈ േപായിന്റുകെള എബിസിയിലും ഡിയിലും വിളിׯാം, 
അതിനാൽ ഇത് ْടപീസിയം എബിസിഡിയുെട വിُീٝർ؉മാണ് , ഈ ര؇ിന്െറയും വിُീٝർ؉ം ൈമനസ് 
ആയതിനാൽ ഈ ഇടത് ഭാഗ؋ിന്െറ വിُീٝർ؉ം ൈമനസ് 4 മുതൽ അവിഭാജّമായിരിുׯം.  ൈമനസ് x 
സ് ْതീ ഡിഎക് സിന്െറ സ് കٔയർ 3؛ ിന്െറ ൈമനസ്  , തുടർ്ؗ؋മൂല״സ്  ഡിഎക് സിന്െറ വർ؛ 3 x 
റൂ؂ിന്െറ ൈമനസ് മൂؗിൽ നി്ؗ ൈമനസ് ഇന്റْഗൽ കുറയ്ׯണം ؛സ് 3 ന് തുലّമായിരിുׯം 3 ന് 2 x 
തവണ 2 ൈബ 3 ൈമനസ് 3 മുതൽ 1 വെര, അതായത് 2 ൈബ 3 ഞ׹ൾ ന് തുലّം 1 ഇ؂ു, ഇത് 4 മുതൽ 3 x 
ൈബ 2 ആണ്, ഇത് 8 ൈമനസ് 0 ഇത് 16 ആണ് കൂടാെത എؗ വർ״മൂല؋ിന്െറ ൈമനസ് 4 by 3 o 
മുതൽ ൈമനസ് 3 വെരയുت അവിഭാജّവും  ൈമനസ് ൈമനസ് 3 ഇത് ൈമനസ് ൈമനസ് 3 f x dx x 
പവർ 3 ആയി ഉയർ؋ിയതിന് തുലّമായിരിുׯം, അേؚാൾ നമു്ׯ ൈമനസ് 2 ൈബ 3 ൈമനസ് 4 മുതൽ 
ൈമനസ് ْതീ വെര ൈമനസ് 2 ൈബ 3 ആണ്, ഇത് ൈമനസ് 3 ന് ന് തുലّമായത് പൂജّമാണ് ൈമനസ്, x 
ൈമനസ് േഫാർ ൈമനസ് േഫാർ ഇടുേآാൾ, ഇത് ഒؗിന് തുലّമായിരിുׯം, അതിനാൽ ഇത് ര؇് ൈബ 
ْതീ്ׯ തുലّമാണ്, ْടപീസിയം എബിസിഡിയുെട വിُീٝർ؉ം പകുതി മട്׹ തുലّമാണ്, ഇത് പരസّവും 
ബിസി തവണ സിഡിയും ആയിരിുׯം അതിനാൽ ഇത് പകുതി പരസّ؋ിന് തുലّമാണ്  1 േല്1 2 ׯ bc 
 ആണ്, അതിനാൽ cd സ് 2 ആണ് , എؗത് 1 ൈമനസ് ൈമനസ് 4 ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് അ؀്؛
ഇത് പതിന؀് െകാ؇് ര؇ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ْപേദശ؋ിന്െറ വിُീٝർ؉ം പതിന؀് ര؇് 
ൈമനസ് പതിനാറ് മൂ്ؗ ؛സ് ടു ൈബ ْതീ ആണ്  പതിന؀് ര؇് ൈമനസ് പതിെന؂് മൂ്ؗ മൂ്ؗ എؗത് 
ആറ് ആണ്, അത് മൂ്ؗ െകാ؇് ര؇് നൽകുؗു, അതിനാൽ ഇതാണ് ഉ؋രം ഞാൻ ഒരു ْപٍ٠ം കൂടി 
െചإെ؂ , ഇന്റْഗൽ മുതൽ സ്കٔയർ വെരയുت എഫ്എ؛ ٧്عസ് ൈപ ൈബ 6 2 ചതുരْശ x x cos t dt 
ഓേരാ യഥാർ، സംഖّയ്ുׯം ഒؚം പൂജّം പകുതി മുതൽ പൂജّം അനؓത വെരയുتത് ഓേരാ x f a 
യിെലയും ഒരു തുടർ׺യായ ഫംഗ് ഷൻ ആയിരിുׯം എഫ ്ൈْപം എ ؛സ്  എؗത് പകുതിയാെണ׸ിൽ, 2

സമം 0 യ്്ׯ തുലّമായ 0 യ്്ׯ തുലّമായ എഫ്എ٧്ع , എയ്്ׯ തുലّമായ ْപേദശ؋ിന്െറ x y y x 
വിُീٝർ؉ം, തുടർ്ؗ 0 ന്െറ എഫ് മൂലّം കെ؇ു؋ക. ഈ എഫ് ൈْപം എ ؛സ് 2 , ഈ വْകം മുതൽ y 0 a
വെര ന് തുലّമായി പരിമിതെؚടു؋ിയിരിؗുׯ ْപേദശ؋ിന്െറ വിُീٝർ؉ം ഇതാണ്  fxdx tdt 
ْശؑിുׯക, നമു്ׯ ൈْപം മാْതേമ ആവശّമുൂت, അതിനാൽ ഈ ഇന്റْഗൽ മൂലّനിർ؉യം െചإാൻ f 
ْശമിׯരുത്, അതിനാൽ ഇത് സൂചിؚിؗുׯത് ൈْപം ന്െറ ര؇് ഫംഗ്ഷനുകളിൽ നി്ؗ ഈ f x x 
ഇന്റْഗലിന്െറ െഡറിേവئീവ് കെ؇ؗു؋തിന് ഇത് മുകളിെല േകാസ് ചതുര؋ിന്െറ 2 മട്׹ 
നൽകുെമ്ؗ ഞ׹ൾׯറിയാം. പരിധി ചതുരവും ൈപയും സ്കٔയർ ؛സ് ന്െറ 6 മട്׹ x x pi 
െഡറിേവئീവ് ആണ് സ്കٔയർ ؛സ് ൈപ 6 ൈമനസ് 2 േകാസ് സ്കٔയർ അതിനാൽ ൈْപം എ ؛സ് x x f 
2 ഇതിന് തുലّമായിരിുׯം 4 സ്കٔയർ ഒരു സ്കٔയർ ؛സ് ൈമനസ് 2 സ്കٔയർ a cos pi 6 cos a plus 
2, അത് എനി്4 ׯ സ്കٔയർ ഒരു സ്കٔയർ ؛സ് എ്ؗ എഴുതാം അവിഭാജّ؋ിന് തുലّമാണ്, a cos pi 
അതിനാൽ ന്െറ 0 മുതൽ വെരയുت അവിഭാജّ സംഖّ 4 സ്കٔയർ ഒരു സ്കٔയർ ؛സ് fxdx- a a cos pi 

തു؇്, 6؇؋തുലّമാണ്, കൂടാെത -ന്െറ ന്െറ മൂലّം കെ؇േ ׯ് സ്  ൈസൻ സ്കٔയർ യ്؛  2 a 0 f 
അതിനാൽ നമു്ׯ ഈ വّതّാസം േവർതിരി׺റിയാൻ കഴിയും. െന സംബؖി׺ിടേ؋ാളം, നമു്ׯ a 
ലഭിؗുׯ യുെട െഡറിേവئീവിന് തുലّമാണ് െഡറിേവئീവിന് തുലّമാണ്, േകാസ് സ്കٔയർ ഒരു f 
സ്കٔയർ ؛സ് ൈപയുെട നാലിര؂ിയും േകാസ് സ്കٔയറിന്െറ 4 മടു׹ം , അതായത് 2 േകാസ് ഒരു 
സ്കٔയർ ؛സ് ൈപ 6 മട്׹ ൈസൻ എ സ്കٔയർ ؛സ്  മട؛ ്׹സ് 2 ൈസൻ സ്കٔയർ യുെട pi 6 2a a 
െഡറിേവئീവ് 4 തവണ ഒരു തവണ ഇേؚാൾ 0 ന് തുലّമായിരിുׯം, 0 ന്െറ എؗത് 4 മട്׹ sine cos a f 

ചതുരം ന് 6 ന് തുലّമാണ്, കൂടാെത ഞ׹ൾ്ׯ ഇത് ഒരു തവണ ഉ؇്, അതിനാൽ ഇത് െചുإം 0 cos pi 
ആകുക, 0 ന്െറ ൈസൻ 0 0 േകാസ് ൈപ ൈബ 6 ആണ്, റൂ؂് 3 ൈബ 2 റൂ؂് 3 ൈബ 2 സ്കٔയർ ആയതിനാൽ
ഇത് 3 ന് തുലّമാണ് എؗത് 3 ന് തുലّമാണ്. ശരി, അതിനാൽ ഇത് അടു؋ െലعറٗിൽ ഇന്റْഗൽ e f 0 
കാൽുׯലസിെല ْപഭാഷണം 3 പൂർ؋ിയാുؗുׯ, ഞ׹ൾ കുറ്׺ ْപٍ׹٠ൾ കൂടി െചുإം നؕി Pru
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