
హ࠴ ࡱڕࣾ࢒ ࡹదܽ ఉపߕङ సంࡹ ఇంܽऴగڕ࡯ڒ ࡽङ ల࣒ ߯ ङߕఉప ݡంࡓ  छࣃ ڕలࣃ గతం, ఈ ఉపߕङ సంࡹ ఖۨऐ త࠳న 
సమऴగం߯ ߖڜऒ  సమసङ లߘ చࡍऐ ంۧ࠭, మߖڜࡍऒ  సమసङ లࣃۯ ߘफ ం ڒబܽद ࠴దట ࠴ ߘߝతफం పڴޒࠫࡍ ఖۨऐ త࠳న 
సమऴڴల߯ ߖڜऒ  సమసङ లޜ ऴߦరంࣃࠚफ ऒߘదట న࠴ బܽदڒ ߘ ࡍߖ ݟయܑయం࡯ޘ  भషद సమऴڴల ࠙వనలޑ࠴ ߘफ ల 
ప࢑ ڴࡱޔࠫࡍవࡍంచంڒ ,ݟబܽद మనࡅ ڕకए  ఫంࣾߤ ఉందߖ అڕߘం޳ం మߘ ࠾ࡍంݟ వరࡅ ڕకए  x f a b x 
ఖۨऐ త࠳న సమऴగతߘ కߕھߘలڕߘంܿߕऒ ఏࠫటం݄ ఖۨऐ ޴నࣄ࡯ޘ ڕబܽद మనڒ ,࠭ త࠳న సమऴగత ऴࠆڴ ऴړంద 
ऴߦంߖޑऒ  ఇࣆफం޴. ఈ ఫంࣾࡅ ߤకए  ఈ ऴߦంߖޑऒ ङ࡮࠮  ంకనం ۯయړߖݞ ఇߩओ సࠪనం, y a b fx ړ ڕవర ݟంߘ ݡ
మనం ఏࠫ ࣃۯफ ࠭ అం݄ మనం ఈ ߖࠪࡌ࢑ऒ ab ߤఎ వ ܘఈ ݋ߕ బܽद మనంڒ ంۧ࠭܊࢑భ ڴࡱڴ࠙ సࠪన ߖ  n x x 
 ప ऱ࣒  ࣛ۶ఎڡझ  ݀ అ޴ߝ పऱ࣒  ݀ అ޳ࡱߧ ߖभ ం. మ࠴ ࠾ࡍదࡷన࢑ మ࠾ࡍ ఒక పऱ࣒ h xn nh ݋ߕ ߕ ޴సࠪనం ఇ ړ  x 
మڕߕ ࠾ࡍ ఉం޴ మ࠾ࡍ ۨవڒ ޴ࡍబܽद ࡏࣃऱ అం݄ ࠳న࣒ ݋ߕ మ࠾ࡍ ఈ ړ x 1 x 2 xn h n h xn x xn b
సࠪనం ڒబܽद ఇ࠳ ޴న࣒ ړ సࠪనం ڒబܽद అ࠳ ޴ߝన࣒ కం݄ ڒబܽद ఈ ߰డ࠳ ࢓న࣒ మనం b a h b a n b a n 
సࠪన ࠙࢑ ڴࡱڴభ܊ంచడం వలన ऴపޒ ఒకए ܽ ߰డ࠳ ࢓న࣒ ޳छ ओߩఇ ,޴ఉంܿం ࡌ  మనం ఈ b a n ݡ
ర޵ डచޔరऴࣃలڶ ߘయవ۪ऐ  మߘߝ ࠾ࡍ ఈ ޵ర डచޔరऴࣃలڶ ߘయవ۪ऐ  మࢗ ࠾ࡍడࡱओ  మ࠾ࡍ ఎޔफ ࡅకए  h xi 
ఈ ړ సࠪనం ڒబܽद మన దగ ठర ఉనऒ ర޵ ޴ఇ ޴ डచޔరऴࣃల ࡅకए  ఈ ऴߦంޑల ޑ࠴फ బܽद fڒ ޴ఉంܿం ڴఅనంతం ړߖ n x 

కएࡅ కएࡅ ݟంߘ   సమऴగత పړޒࠫࡍ సࠪనం, ڒబܽद ޵ర डచޔరऴసం ࡅకए లङࢡ࢙  ం ఎంత అం݄ ఇ޴ dx a bf k 1 
నऒޔࡏࠪ ڕవర ݟంߘ  ۲ట ࡅకए ࡓ  ऱܿ అޔ࢓ం޴ . పޒࠫࡍ స࠲घ షࡅ ߤకए  అనంړߖޑ సࠪనంڴ n kh h f n 
ఉంܿం޴, ఇ޴ ఒకܽ ߘం࠳ ݟన࣒ ޳छ ङޙబܽद ऴపڒ ࡱޑంߦఈ ऴ ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړ ࡌ  nb a n a 0 b ࠾ࡍంۨ మړ
ఒకܽ అޙ࠼ అߩओ ऒߕࣆ సమऴగ ڕమన ݡ  వࣆफం޴ పړޒࠫࡍ సࠪనం స࠲घ షࡅ ߤకए  అనంړߖޑ సࠪనం fxdx n k n 
ఒకޜߖ޳ సࠪనంࡅ ڴకए छ޳ ऱࡏࣃ  ࢑షయం ఇకए బܽद ఒకڒ ࡌ డ మనం ࣄۯన ऴపޒ ఉప ࡌ࢑మంࡹ సࡕన k n f n n 
కएࡅ ߤఫంࣾ ࠭࠲ వదभ ࢓޶ంࠉ ߩంڵ࠭ ऒߕڕࣆޓ ߘవࡱ࢑  మࡏࠬ ߖ గమߖంۧ࡯. ऴߦంࡱޑ మ࠭࠲ ࠾ࡍ e 
 వదभ ࢓޶ంࠉ ߩంڵ࠭ ఎడమ ࠭࠲ ,యగల࠭ۯ ݞږ మనం ڴࡱ޶బ ڕ࢓޶ంࠉ ߩంڵ࠭ ݟڕ ࠾ࡍంۧ࠭ మݟܔ
వ۪ऐڝࣆޓ ߘవࡱ࢑  మ࠾ࡍ బڴࡱ޶ ऴపޒ ఉప ࡌ࢑మం ࡅకए  ఎడమ ࠭ڵంࠉ ߩం࢓޶ల వదभ ఫంࣾࡅ ߤకए ߘవలࡱ࢑ 
మనం ఇపओ ࡹల࢓޶ంࠉ ߩంڵ࠭ ݟڕ ఈ .޴ఉంܿం ݞږ ڕం݄ మనڕࣆޓ కएࡅ ڔܽ  సమऴగ ߘంݟ వరڕ xdx a bf 
߰ంڒ ࠭ޑ޶బܽद ߘ ࠭࠲ంݟ వరڕ సమऴగతߘ ऴ࢐యగల࠭ ڒబܽद పړޒࠫࡍ సࠪనం స࠲घ షࡹ ߤ a bfxdx n n 
అనంతంڴ ఉంܿంߕࣆ ޴ऒ ओࡱడࢗ ࠾ࡍమ ߤన࣒ వ࠳ ݟంߘ  న࣒ ఒక పऱ࣒࠳  కएࡅ  ऱ k n b a by n k f bࡏࣃ ऱࡏࣃ 
ऒߕࣆ ݟంߘ ࡱ޶బ ۯంࠚరంߦऴ ڕవర ݟంߘ సࠪనం ړߖ޳ఒక ݟంߘ బܽद మనంڒ న࣒࠳  సࠪనం a by n k n k ړ
ऒߖڜ బܽदڒ ޴फంࣆఇ ߘసమऴగత ޴फ ఇ࣋ࠚరంߦऴ ڕవర ߤన࣒ వ࠳ ݟంߘ  సమసङ లߖ޵ ࡏࠬ ࡹऒ  n ޴ఉంܿం ࣄవలڝࣆޓ 
వ۪ऐڝࣆޓ ߖ ݋ం࠼ߦ ߕ޼ఏ ࡹమంࡌ࢑ ఉప ࡏఒక ړߖ܉ߖ  మ࠾ࡍ అ޴ ఇపओ కएࡅ ڕవర ݟంߘ ڔܽ  a b fx 
ఖۨऐ త࠳న సమऴగతߘ ఇࣆफంڒ ޴బܽद ఇߩओ ऒߖڜ ݡ  సమసङ లޜ ऴߦరం޳ࠚभ ం, ڒబܽद ޜ ఒక ఇڝ ߤసం ऴపࢢऒ ంచంݟ mod r n
ఒక ݋ࡵ పޒࠫࡍ కం݄ ఖۨऐ తంڴ ߭దभࡅ .޴కए ङږ  కएࡅ ڕవర ݋ࡐ ࠗ ङږ  n n n ݡంࡓ నݟంచబڵ࠙ ޜ ڕవర ݋ࡐ ࠗ
 ప ऱ࣒ ङږ  కएࡅ ݋ࡐ ࠗ  అనంతం ఒకܽ పऱ࣒ ङږ  ړశ ޴ఉంܿం ݋ࡐ ࠗ फࡓ 3 ࠑ 7 ړ ऱܿ 1 ప ऱ࣒  1 ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ప ࠑ 1  ऱ࣒  2 ࣋ए छ ࡛ न 1 
 ప ऱ࣒  ࣋ए छ छ޳ ࡛ ఇవछ ڴసࠪనం ړ54 ޒࠫࡍఈ ప ࡌ బޔݡం޴, ఆ߯ ࡅ ޳ࡶకए ధङࣃ  మࡃङ  n a r ڕమన ࡱవࡱ࢑ 
ఇవछ ڷࡱߕ బడ࠼ޑ ఎంߧక࠳ ࡱన࣒ ࠫޛघ ఇకए ࡏࠬ బܽदڒ ޴ࠫߖక ఎߧఎం ࠾ࡍమ ݡఏ ࡏన࣒ ఆ࠳ ޳ࡶ ޴ డ a c d 
۫࣋फ మనࡓ ڕంޑ࠴ ݡफ ల ߖషओ కएࡅ फޒ  పޒࠫࡍ ఉంڒ ޴బܽद ߖ޵ ࠭࠲ऒ  ఖۨऐ త࠳న సమऴగంڴ ऴ࢐యړߖݞ 
ऴపయޒऒ फࣃ ङߙ ޴ఉంܿం ޒࠫࡍప ڕమన ޴࣋ۯ బܽद మనంڒ ࠭ మࡔట࡛ ࡹ ఇߖऔ కएࡅ ڕమన ړܾߖ  సమघ షߤ ఉం޴ n r 
పవ࡛ ړ వࠑ ߤ ऴޓ సࠪనం ړ ఒకܽړ సࠪనం మ࠾ࡍ ࣔరంߘ ߘߝ ࡹంݟ ఏߘ ݡంࡓ ݡ࠮ ݟ ऱܿ సమघ షߖ ߤ కڵ࡯ r n n 
ఉߕऒ ఒక ప ߘ ऱ࣒  ࣋ए छ छ޳ ࡛ ओߩఇ ࡌ మనం ఖۨऐ ޒࠫࡍఈ ప ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ݟంߘ 1 ݡ త࠳న సమऴగంڴ r r n
ऴ࢐యవలࣄ ఉంܿంڒ ޴బܽद ߘߝ ఏࠫ ࣃۯफ ऒߖ޵ ߘߝ అం݄ ߘ  ऴࣃ࢐फ  n ڕసࠪనం అనంతం వర ړޒࠫࡍప ޴ఇ ߘ
ఉంܿంࡅ ߖߖ޵ ߘߝ ޴కए  సమघ షڴ ߤ ऴࣃ࢐फ छ޳ ߘ ړశ ࡌ फړ ఒక ݡ࠮ తࡌछ త ށڷ ߘߝంۧ޳ ࡯छ  r n n nޓऴ ࠑ ߤవ ࡌ
ङߙ ޴బܽद ఇڒ మࡔట࡛ మ࠾ࡍ ࣔరంߘ ߘߝ ࡹంࠑ ߤࢗ࣊ ݟ ऴߖޓ కڵ࡯ ఉߕऒ  n r n ߖఅ ࠑ ߘߝ ऱࢁమ ࠾ࡍమ ߘ
ऴ࠻࢐లڕߘంܿߕऒ ఇకए ߘߝ బܽदڒ ߘ డ ࣔరం ߘంڒ ݟమڕࣆޓ ߤంܼڒ ߘబܽद ߘߝ ࣋ए छ छ޳ ࡛ ఒక ప ࡌ ऱ࣒  n n r 
छ޳ కएࡅ న࠳సࠪన ړఒకܽ ࡌ  సమघ షߖ ߤ కڵ࡯ ఉߕऒ ए࣋ ࡹరంࣔ ߘߝ ఆ߯ , ߘ छ ओߩఇ ,ߘఉంܼ ڵ࡯క ߖ ࡛  n r n ݡ
ऒߖ޵ ࡏࠬ  ۫࣋फ ࠑ  ڕߕ ࣋ए छ ࡛ ఉంܿంߘ ޴ంߘ  ݟంݟ  వరߙ ڕङ మࡔట࡛ ࡹ ఉం޴ మߘ ߘߝ ࠾ࡍం1ߖ ݟ n n 1 3 n 7

छ޳  ए࣋ ࡌ छ 3 ڕߕ ࠾ࡍమ ޴ంޔݡయబۯ भ޶ర ޴బܽद ఇڒ ޴ఉంܿం ݡ࠮ ړఒకܽ ݟంߘ ऱࢁమ ޴అ ,ߘంۧڵ࠙ ޜ ࡛ n n 
పޒࠫࡍ ఉంߘ ޴ంݟ వరڕ సమघ షࡅ ߤకए  అనంతం వరڕ ఉంܿం޴ ప޳ ߖޒࠫࡍछ  n n n n n ޴నݟంచబڵ࠙ ࡌ

అనంతం స࠲घ షڕ ߤ సࠪనంڴ ఉంܼ࠼ , ࣋ए छ छ޳ ߧ࡯క ޜ ࡛ ओߩసࠪనం ఇ ړ ݟంߘ ఒకܽ ࡌ ऒߖ޵ ݡ n r n ڴలభంࣆ 
ऴ࢐యవ۪ऐ ऒߕࣆ ޴దܽ࠴ , కం݄ మనం x޶ఎం . ޴ఉంܿం ڴసమऴగం ڕవర ݡ࠮ ݟంߘ ఒకܽ ړߖ޳ఒక ࡹ ݟంߘ  dx 

घࡏ߷ ఆ߯ ఈ ,ߖڕࣆޓ ړݡ࠮ ړంܽݟ࠮ ߖ న࠳సࠪన ړ ऱxࡏࣃ ࠑ 1 ޴फ అ࣋ڵࡆఉప ߖ 1 ݟంߘ 0 ࡽఇంܽऴగ ࡮ fx fxdx n 
సమघ ష޳ ߖ ߤछ ऒߖ޵ బܽदڒ ࠭ޑ޶మనం ߰ం ࡌ औߖఇ ߘऴ࢐యగల ݞږ ڴޒࠫࡍప ߘߝ  ऱ fkࡏࣃ ࠑ 1 ܾߖ n n n 
సమघ షࠑ ߤ వࠑ ߤ ऴޓ మ࠾ࡍ ࣔరం మࢁऱ 1 ࠹݅ ࠑझ  సమघ షࠑ 1 ߤ ప ऱ࣒ ए࣋ ࠑ  छ ओߩబܽद ఇڒ ࡛ ङߙ ݡ మ݇ࡌ r n r n r 
అߕࣆ ޴ߝऒ ऒߕࣆ రంࣔ ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓సమऴగం అ ړޓऴ ࠑ ߤవ ݟంߘ ړఒకܽ ݟంߘ   ఒక x ړߖ޳ఒక ࡹߖ޳ఒక ݟంߘ 
 ప ऱ࣒  ࣋ए छ ङ࡮࠮ ڴలభంࣆ ߖߖ޵ ,޴ఉంܿం ڴసమऴగం ޜ ࡛ ంకనం ۯయవ۪ऐ  x ݟంߘ ڷࡱߕ ݟంߘ ݡ࠮ ޴బܽद ఇڒ 
ऒߕࣆ ޴फంࣆఇ ڕవర ݡ࠮ ݟంߘ ݡ࠮ ݟంߘ ڷࡱߕ ऒߕࣆ ,޴నݟంచబڵ࠙ ޜన࣒ ఒకܽ࠳ ړఒకܽ ݟంߘ  ړఒకܽ ݟంߘ 
ఒక పऱ࣒ ࡓ ఒక ړڷࡱߕ ݟంߘ ݡ࠮ ޴బܽद ఇڒ ޴ంݟంచబڵ࠙ ޜ  ऱܿ మ࠾ࡍ పऱ࣒  వߤ సరࢁకరణڕ సࠪనం ఇߩओ  ఈ x ݡ
పړڷࡱߕ ࠢ࠻ ޒࠫࡍ సࠪనంڴ ఇవछ బݟంڒ ޴బܽद ߘ ݡ࠮ంࡏࣃ ڷࡱߕ ݟऱ ఒక ప ऱ࣒  వړڷࡱߕ ࠢ࠻ ߤ సࠪనం ఇ޴ 
ఒక చޔరऴసం పऱ࣒ రऴసం పऱ࣒ޔఒక చ ޴సࠪనం, ఇ ړ72   a ޴ࠫߖన࣒ ఎ࠳ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴फంࣆۨࣇ ߖన࣒ 72 సࠪనం 0࠳ 
ऱ ఒక పࡏࣃ ऱ࣒ घࠫޛ  ऒߕࣆ ߖ޴ घࠫޛ న࣒࠳ ޳ࡶ ޴ࠫߖబܽद ఎڒ ޴फంࣆఇ ڴసࠪనం ړ బܽद ఇۨऐڒ ޴ న ఐۨऑ  న࣒ a࠳ ࡱڒ
घࠫޛ ధङࣃ సࠪనం ړ޴ࠫߖఎ ࠾ࡍమ ޴ फࣃ۫ ߖన࠲ ధङࣃ ఇ࢑ ݡఏ ࠾ࡍమ ࡏన࣒ ఆ࠳ ߗڒ ࠭ ం ڒ ࢓ڒబܽद ఇ޴ 
సమసङ ࡍߪ ߘ फ ࣆۯफంڒ ޴బܽद ࠭࠲ ऴపశऒ  సంఖङ फࡿࢗ ړ2  బܽद ऴపశऒڒ .࠭  2 ऴపޒ సహజ సంఖङ  n ߖసࠪనం అ ړ1 ڕ
ࡓ .޴ంޔࠋۮ ऱܿ  ప ऱ࣒ ࡓ 1  ऱܿ  ప ऱ࣒ కएࡅ ܽ࢒ 2    ప ऱ࣒  n n n n n t o n n yn ࡵవ ࠾ࡍమ ࠑ ߤపవ࡛ వ ڕవర ܘࡕ తफం࠴ 
కएࡅ  పޒࠫࡍ అనంతం ࢙ڷ࠴ ߩठ ۫ޙߧ, ఎࡅ ࡽకए పओھ  पࡌߪ  ంకం ࡅకए  ڕక మనߘసࠪనం క ړ ࡽవ ఎࡱ࢑ 
ఇవछ బݟన ړߖ޳ సࠪనం ࡓంࡏࣃ ݡऱ  ప ऱ࣒  వߤ  ప ऱ࣒ సࠪనం  ప ڕవర ݡంࡓ  ऱ࣒ छ޳ తफం࠴  ړఒక శ ࡌ फړ yn n n n n n 

Pru
tor
@
IIT
K



ప  ޴ం݄, ఇڕࣆޓ ړ࡯పࡹ ߘ ఈ ߘߝ బܽदڒ ޴ంڵࡍ߭ ऱ࣒  వࡓ ࠑ ߤ ऱܿ  ప ऱ࣒  ݀ వరڕ వరڕ  ప ऱ࣒ छ޳  n n n n n n n n n ࡌ
छ޳ छ޳ ޴ఇ ,޴ంޔݡంచబ߭ ړ ఒక పవ࡛ ࡌ పऱ࣒ ߤవ . ޴ంޔݡంచబ߭ ړ ఒకܽ పవ࡛ ࡌ  వࠑ ߤ వࠑ ߤ వߤ పऱ࣒  ݀ వߤ పऱ࣒  n 
ܿ వߤ పऱ࣒ బܽद ఇకएڒ ࠑ ߤపవ࡛ వ ࠑ  డ ޑ࠴फ ऒߖڜ ޴ఇ ڴࡱ޶బ ړߖ బంధనల ఉతओߖ   మనం n n n ڴబܽद సహజంڒ फޒ
సహజ ڝࣆޓ ߖ ۃ࡮వ۪ऐ కएࡅ ޴బܽद ఇڒ   సహజ ࣆۨࣇ ߖ ۃ࡮फంࡅ ޴కए కएࡅ ۃ࡮  ࡓ ݟంߘ   ऱܿ సమघ షߤ yn nk 1 n 
1 ప ऱ࣒ ओߩబܽद ఇڒ సࠪనం ړ ݟంߘ  కएࡅ ऱࡏࣃ ࠑ 1 ޴మనం ఇ ݡ ऒߖڜ  కएࡅ  छ޳  k 1 n ߖసࠪనం అ ړ1 ࡌ n k f n 
۫డవ۪ऐ కएࡅ ޴బܽद ఇڒ   పࡅ ۃ࡮ ޒࠫࡍకए  అనంతం ࢙ڷ࠴ ߩठ ۫ޔߩం޴ అࣆۨࣇ ߖफం࡮࠮ ޴ङ ంకనం n ly 
బܽद మనం ఇకएڒ ݟయంۯ డ ࠙ڴల ޳छ యవ۪ऐۯ ݋ڼఇంܽऴ ࡌ  ఇࡓ ޴ ऱܿ ۃ࡮ వߤ పऱ࣒ ऒߕࣆ ࠫߖ   న࣒ x x࠳ ఒక ݟంߘ 
సమऴగ ߕࣆऒ ఒకܽ పऱ࣒ ޜߖ޳ఒక ړ  ఇڴ࠙ ޴ల ޳छ  సࠪనం x xdx x ړߖ޳వదभ ఒక ޴బܽद ఇڒ ޴ంޔ࢓కృతం అڔఏ ࡌ
ऒߕࣆ ࠭࠲ ऒߕࣆ ޴ఇ ࠭ޑ޶ం߰ ߘల ۃ࡮ న࣒࠳ ݡంࡓ వదभ ړ  x ߘయగలۯ ڴలభంࣆ ߘߝ ऱࢁమ ࡽన࣒ ఈ ఇంܽऴగ࠳ 
ఇ࠳  ޴న࣒  ࠑ  ప ऱ࣒ ప  ݟంߘ  ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ  ऱ࣒ కएࡅ  1 ޴ఇ ړ సࠪనం ڕ ۃ࡮ న࣒࠳ న࣒࠳  ۃ࡮  1 1 x dx 0 1 x 2 x 1
కएࡅ  న࣒࠳  ޴బܽद ఇڒ .޴ంޔ࢓అ  ޴వదभ ఇ  ࠾ࡍమ ޴फంࣆఇ ߖ ۃ࡮ న࣒࠳  న࣒࠳  ۃ࡮   సహజ 2 ߘ ۃ࡮ 1 2 0 0 2 1 2
ఇࣆफం޴, ఇ࠳  ޴న࣒  సహజ ڕ ۃ࡮ సࠪనం, ߘߝ ఇ ࡅకए  సహజ ڴ ۃ࡮ ऴ࢐యగలڒ ߘబܽद ఇ޴ సࠪనం  ޳छ 4 ߖ ࡌ 1 4 e
కएࡅ ,ఏࠫటం݄ ޴ంۨనࠚల ڕయడం వలऱ మనۯ ۃ࡮  సహజ ࡅ ۃ࡮కए  పړߖ޵ ޒࠫࡍ సࠪనం ڒబܽद ࡅకए  yn yn 
సహజ ࡅ ۃ࡮కए  పࡅ ڷࡱߕ ޒࠫࡍకए  సహజ ڕ ۃ࡮ సࠪనం, ڝࣆޓవడం ޳छ కएࡅ ڕమన ࡌ  పޒࠫࡍ సࠪనం e yn 

छ޳ छ޳ ޴ఇ ࠾ࡍమ ڷࡱߕ ࡌ e l l e ޴నࣄనవలھߘసࠪనం, మనం క ړ ޜڷࡱߕ ޴ߝబܽद అڒ ޴ంޔݡంచబۨࣇ ࡌ
కएࡅ పओھ  पࡌߪ  ంకం ڒబܽद ࡓంݡ మݡ࠮ ࠾ࡍ మధङ  ఉంܿం޴ అڴࡏࠪࣆ ޴ߝ ఉంܿంࡓ .޴ంݡ l e e ately 

ం࠼ߦ ऱܿ ఏݡ ఒకܽ ڒబܽद ఇࡓ ޴ంݡ మݡ࠮ ࠾ࡍ మధङ  ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇ޳ ڷࡱߕ ޴छ  ڷࡱߕ ࠾ࡍమ ݡ࠮ ࡌ
छ޳ మధङ ݡంࡓ ࡌ  ఉంܿం޴, ఇࡓ ޴ంڒ ݡబܽद ఇ޴ ఖۨऐ తంڴ ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍంݡ మధङ  ఉంܿం޴, ఇࡅ ޴కए పओھ   l 
पࡌߪ ంకం ఒకܽړ సࠪనం ڒబܽद ఇ޴ ఈ ࡓండవ సమసङ డవ ऴపశऒ࠮ నం మనం߄సࠪ ڕ भࡿࢗ ڕ ం ڒబܽद ఇకए డ మనڕ fx 
ఇవछ బݟం޴ పړޒࠫࡍ సࠪనం ߘంࡅ ݟకए  అనంతం ߘంߘ ݟంݟ  ప ऱ࣒ ऱ  పࡏࣃ  ऱ࣒  n n n n x n x n x ݟంߘ ݡంࡓ 
 ప ऱ࣒ ए࣋ ࡱ࠻రకం సమڒ .޴ఉంܿం ڕవర ࠑ  छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡓ ࡛ ऱܿ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ छ޳ ࡛ छ޳ 4 ࡌ  n n n x n x n ࡌ
࢑భ܊ంచబݟం޴ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ छ޳ ࡛ ए࣋ ࡌ छ ࡛ ఈ ࠴తफం ޳ ܘࡕछ  x n n x n fx x 0 ߖޒࠫࡍబܽद ఈ పڒ పవ࡛ ࡌ
కం݄ ߭దभڴ޴ ఇవछ బޔݡంړ .޴ం޴ ఎంߧకలࡹ ఏ޴ సࡕన ఎంߧక అ޴ߝ సగం ࡅకए  అ޴ߝ ఒక ఎంߧక ࡅకए a f f ړ 
సࠪనం కం݄ ߭దभ޴ అ޴ߝ ఒక ఎంߧక ࡅకए  కం݄ ߭దभ޴ అ޴ߝ ఒకܽ ޳छ एڕకం݄ త ޴ߝఅ ݡ࠮ ࡌ వ b f b f f 
छ޳ ݡంࡓ కएࡅ ݡంࡓ ݡ࠮ ࡌ  व߯࠹ కం݄ తڕए వ సࠪనం ߕࣆऒ  మ࠾ࡍ అݟ࠮ ޴ߝంܽޜ ߖ c, f d f
एڕకం݄ ఎ ࠹व߯ ࠆన ఎݟంచబڵ࠙ వ ఉంܿం޴ . ఈ పߖޒࠫࡍ ఎࣆ ࡮లభతరం ڒ ࡯࠻ۯబܽद ࠭ంڴ޶ మనం ఈ పߖ޳ऒ  
भ޳۫ ం ߘంߘ ݟంߘ ݟంݟ  ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  వరߘ 2 ڕంݟ  ప ऱ࣒ छ޳ ݟంߘ   n n n x nx n x n n n ,ݟంచబڵ࠙ ޜరకంڒ ࡌ
ఆ߯ మనڕ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ఉంܿం޴ ࣋ए छ छ޳ ࡛ ए࣋ 2 ࡌ छ ࡛ వరڕ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ  x n x n x n n ࠑ ࡛
࣋ए छ ࡛ మ࠾ࡍ ఇ޴ పవ࡛ ޳ ړछ షओߖ దట ఈ࠴ బܽदڒ ޴ంޔݡంచబ߭ ࡌ भ޳ۯ లభతరంࣆ ߖफޒ ం ڒబܽद ఇకए డ మనం x n 
ऒߖ޵ నऒڕࣆޓ ߤమڒ ݟంߘ రకంڒ దܽ࠴  ऱܿڴ ऴ࢐యవ۪ऐ ࡓ .  ऱܿ వߤ ప ऱ࣒ రకం n n xڒ ండవࡓ ߘߝ ఆ߯ , ߧ࡯క ޜ ߖ  n 
छ޳ ޴ఆ߯ ఇ ,ߘంܼڕࣆޓ ڴ ߤమڒ ݀ ߖ ݟంߘ పऱ࣒ ߤవ ࡌ  ݀ అޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ ۨవߘ ߖ޳ ࡍంࠑ ߘߝ ݟ n n x n n 
ओߩఅ ߘంܼڕࣆޓ ߤమڒ పऱ࣒ ߤవ ޴అ ݡ  అޔ࢓ం޳ ޴छ  nx n n ࡽయࡍदڝ߷ ݟంߘ రంࣔ ڴ࢑ధం ޻అ ࠾ࡍమ ࡌ
ఇߩओ ए࣋ ݟంߘ ޴దܽ࠴ ڕమన ݡ छ ప 1 ޴ం݄ అڕࣆޓ ߤమڒ ࡛ ऱ࣒  ࣋ए छ ए࣋ ࠑ ࡛ छ ࡛ మ࠾ࡍ ࣋ए छ ࡛ 2 ࣋ए छ  n x n n ࠑ ࡛
2 ࣋ए छ ࡛ అޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ అ1 ޴ ప ऱ࣒  2 అޔ࢓ం޴. చޔరऴసం ࣋ए छ ए࣋ ࠑ ࡛ छ ࡛ మ࠾ࡍ ࣋ए छ ए࣋ ࠑ ࡛ छ ࡓ ࡛ ऱܿ x n n n 
వߤ పऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ࣋ए छ ए࣋ ࠑ ࡛ छ ࡛ ఇߩओ ङߙ ࡏࠬ ݡ మࡹ݇ࡌ ۫࣋फ ߘ ڕߕంݟ ఒక ఉం޴, ఆ߯ మనڕ n x n r n n n 
ऒߕऱ ఉࡏࣃ ऱࡏࣃ ऱࡏࣃ ऱ 1 పࡏࣃ 2 ݟంߘ ߘߝ బܽदڒ ޴ంޔ࢓అ ړ ऱࢁమ ޴అ ,࠼ ऱ࣒ ఒకܽ పऱ࣒ ࠑ   ݀ n nn n n n n x n x 
పऱ࣒ ߤవ ࠑ  వరڕ ఉంܿం޳ ޴छ  బܽद n nx n nڒ ޴ఉంܿం ڕవర ݟంߘ ݡ࠮ ऱࡏࣃ ݡంࡓ ऱࡏࣃ ఒక ڕమన ࠾ࡍమ ࡌ
ఇڒ ޴రకంڵ࠙ ޜంచబݟన޴ ఇ޴ లవం మ࠾ࡍ ࣔరంࡹ మనڕ ఒక ڒరకం ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ మనڕ ࣋ए छ ࡛ n n n n 
࣋ए छ ړశ ݡంࡓ ޴ంޔ࢓అ ޴फ అ࣋ށڷ ऱࡏࣃ ߖ ࡛ फړ మ࠾ࡍ ࣔరంߘߝ ࡹ ఇకए డ  ࣋ए छ ࡛  ࣋ए छ ࡛  ࣋ए छ ࡛ వరڕ n n n 1 2 3 n 
࣋ए छ ऒߕఉ ڵ࡯క ߖ ࡛ ए࣋ ࡽయࡍदڝ߷ ޴క అߘక ߘ छ ࡛ न మ࠾ࡍ ఆ తࡌछ త మనڕ ఈ ऴ߱డڡ द  ࠑ ࣋ए छ ए࣋ ࠑ ࡛ छ ࡛ n 1 x n 1 
 ప ऱ࣒  2 ࣋ए छ ࡛ ࣋ए छ ए࣋ ࠑ ࡛ छ ࡛ ఉంܿం1 ޴ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ࣋ए छ ए࣋ ࠑ ࡛ छ ࡛ వరڕ అߖऒ ओߩఇ ڴࡱ߄࢑   ఈ x n n x n ࡏࠬ ݡ

ఇకए ߘߝ ࠾ࡍమ ޙ࠼నటऱࣄ۫ ߘभల޶ర ݡంࡓ ݟంߘ డ  ڝ߷ ࠑदࡍయߙ ࡽङ మࡔట࡛ ࡹ కڵ࡯ ఉߕऒ ఇకए ,ߘ డ n n 1 n 
ए࣋ ࡽయࡍदڝ߷ ڕߕ छ छ޳ ࡛ ङ߷ ࡌ ఈ ఉతओ ࠭࠲ ޴ంޔݡయబۯ भ޶ర ޴ऱ ఇࢁబܽद మڒ ޴ఉం ࡽయࡍदڝ  ఈ n n ߖफޒ
ఉతओ ङߙ ంۨన܊࢑భ ޜफޒ మࡔట࡛ ࡯ڵࠫ ࡹ ఉߕऒ బܽद మన దగڒ ࠭ ठర ఉనऒ ओߩఇ ޴  fx nߖށరߏ ޒࠫࡍప ߘߝ సࠪనం ݡ
ऴࣃ࢐फ పऱ࣒ ߤవ ߘ కएࡅ   అనంతం ߘంݟ ఒకܽ పऱ࣒ छ޳ ݀  ఒకܽ పऱ࣒ ڕవర ࡌ छ޳   x n x n nx n޴ంݟంచబڵ࠙ ڕవర ࡌ
ఒక పऱ࣒ छ޳  ए࣋ ࡌ छ ࡛ ఒకܽ పऱ࣒ छ޳ ݡంࡓ  ए࣋ ࡌ छ ࡛ వర1 ڕ ప ऱ࣒ छ޳  ए࣋ ࡌ छ ࡛ మ࠾ࡍ ఈ ࠴తफం శړ फړ x n x n nx n 
छ޳ ޴ంޔڷࡏ߭ ओߩబܽद ఇڒ ࡌ పܽ సమసङߘ࠭ ݡ  వߝࡵ మనం సహజ ڝࣆޓ ߖ ۃ࡮వ۪ऐ , ఇࡅ ޴కए  x n fx ߖ ۃ࡮ 
పړޒࠫࡍ సࠪనం అࣆۨࣇ ߖफంࡅ ߖ޵ ޴కए  అనంతం ࡏࣃ ࠑऱ ۃ࡮ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇ޴ సమघ ష1 ۃ࡮ ߤ ప ऱ࣒  n x n kx 
న࣒ సమघ࠳ ݟంߘ ݟంߘ సࠪనం 1 ࠑ ష1 ۃ࡮ ߤ ప ऱ࣒ ए࣋ ࠑ  छ  బܽद ఈ n k n n kx nڒ ߤరంతర ఫంࣾߖ ۃ࡮ ޴బܽद ఇڒ ࡛
పۯ ۃ࡮ ߖޒࠫࡍయడం వలన ࡅ ۃ࡮ ߘߝకए  పڴޒࠫࡍ ऴ࢐యగలߘ మ࠾ࡍ ఇ޴ ఇߩओ  n ޴ఇ ޴फంࣆࠚల ڕమన ݡ
పړޒࠫࡍ సࠪనం అనంతం వరڕ ఉంܿం޳ ޴छ సమघ ࡌ షۃ࡮ ߤ వߤ పऱ࣒  న࣒ n x n kx n࠳ ޒࠫࡍఒక ప ޴ఇ ࠑ 
పޒࠫࡍ అ޴ߝ అనంతం ࡏࣃऱ సమघ షړ ߤ సࠪనం ۃ࡮ ఒకܽ ߘంړ ۃ࡮ ݟ సࠪనం ڒబܽद ఇߩओ  ऱ n x x n k n nࢁమ ݡ
ఈ ࠴తफం పߖޒࠫࡍ ࣋ए छ ऴ࢐యవ۪ऐ ࡮ఇ ޜ ࡛ ప  ޴దܽ࠴  ऱ࣒ కएࡅ  కएࡅ ۃ࡮  n 1 ڴసమऴగం ڕవర ݟంߘ   ydy 0 x 
ఉంܿం޴, ఎం޶కం݄ ࠬڝ ࡏసం 1ړ సࠪనం అߖ ۫࣋फ ࠑ ڕߕ మ࠾ࡍ ఈڒछ  అۮ ߖపओ ంߘ ݟంݟ వరڕ k x n k l n 
ఇࡏࣃ ޴ऱ ޳छ एڕత ޴బܽद ఇڒ ޴ంޔ࢓అ ޴సࠪనం ఇ ړ ޴ంޔ࢓అ ࡌ వ ప0 ޒࠫࡍ మ࠾ࡍ ఎڷవ పޒࠫࡍ k x n n x x 
మ࠾ࡍ మనం ڕࣆޓంܿనऒ  ఫంࣾ1 ߤ ప ऱ࣒  మࡓ ࠾ࡍండవ పړߖ޵ ޒࠫࡍ సࠪనం 1 ప ऱ࣒  ࣋ए छ కएࡅ ࡛  y y dy ۃ࡮ 
కएࡅ సమऴగం , ఇకए ڕవర ݟంߘ   డ ఇంܽऴగంࡹ ݭ మనం ࡅకए  అߖ ऴ࢐యږడదߖ గమߖంచంݟ ఎం޶కం݄ 0 x f x x 
ఇపओ ఇకए ښܽ డ ఉంڒ ޴బܽद మనం ఇకए డ మࡖక ࢘ࡍయࡽࠋ ఉపڵࡆంۧ࠭ మ࠭࠲ ࠾ࡍ ఇ࡮ ऴࣃ࢐फ  y ޴బܽद ఇڒ ࠭
ऒߕࣆ ޴फంࣆఇ ۃ࡮ ڕߕ ఒక ప ߘߝ ,సࠪనం ړߖڴసమऴ ڕవర ݟంߘ  ऱ࣒ కएࡅ  ఒక ప ߘ ۃ࡮  ऱ࣒  ࣋ए छ fx x y y dy ޜ ࡛
࢑భ܊ంۨ ऴ࢐యగల࢐ , ߘసफړߖ࢐ మనం ఈ సమऴగత࡮࠮ ߘङ ంకనం ۯయړߖݞ ऴపయޒऒ ంచږడ޶ ఎం޶కం݄ ࡓండవ 
సమऴగ ࡮࠮ङ ంకనం ࣆలభం ڒ ޶ڒబܽद ఇߩओ ڵమనం ఏࠫ త ࠾ࡍమ ࡱకߧఎం ࡯ݞ۫ మనం ݡ ठంచవ۲ऐ  ۫డړߖݞ 
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ऴపయޒऒ ంచంڒ ,ݟబܽद మనం మ࠾ࡍ ఎంߧకలࣄ۫ ߘనటऱޙ࠼, మనం ࡅకए  సగం ࡅకए  ఒకܽ మ࠾ࡍ a b f f f 
కएࡅ  ఒకܽ మࡅ ࠾ࡍకए ऐ࡮߱ ޜݡ࠮ ݟంߘ ݡంࡓ ߖ  బܽद మనం ఉతओڒ ࡯ ऒߕ ऒߖ एړࡵ  ంచగޙڵ࡯ మనం f f f f 
ఫంࣾޔڷࡏ߭ ߤం޳ࡶ ޳ తڷठޜం޾ࡶ ޾ ۫డవ۪ऐ  మ࢘ࣄޓ ߖߖ޵ ࠭࠲ ࠾ࡍయవ۪ऐ బܽद ఇకएڒ  డ ۯయడం ࣆలభం 
फࣃۯ ࡏ࢘ ߖ ࠭࠲ బܽदڒ फ t࣋ۯ బܽद మనం ࠡదంڒ ޴फంࣆవ ۃ࡮ ڕफ మన࣋ۯ దంࠡ ߖߖంۨ అత߅సంబం ړ ࠭ x fx fx 
छ޳ छ޳ సࠪనం ړߖ޵ ࠭ޑ޶ం߰ ߖ ࡌ ङڕ࡯ڒ ߘߝ ,࠭ޑ޶ం߰ ࠹व߯ ࠆఎ ࡌ ల࣒ ࡅకए  ऴߦథࠫక ޳ࣄम ంతం fx fx x 
छ޳ కएࡅ फ࣋ۯ దంࠡ ࡌ కएࡅ  కएࡅ  వలంښ ޴ఇ ,޴ఉంܿం ڴసమऴగం ݟంߘ   పऱ࣒ ޴फంࣆఇ ߖ ۃ࡮  ydy f 0 ࠑ  x 1 x 1 
 ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ మ࠭࠲ ࠾ࡍ ఎలऱߩओ ऒߕఉ ڴ޴కం݄ ߭దभ 0 ݢ छ޳ ࠹व߯ ߖߖ޵ ࠭࠲ బܽदڒ ࠭  x x f x fx ڴ ࡌ
߰ంڒ ࠭ޑ޶బܽद ߖ޵ అర बం व߯࠹ అ޴ߝ వߤ పऱ࣒ పऱ࣒ ߤవ ࠑ   ࣋ए छ సओ . ޴फంࣆۨࣇ ߖసࠪనం అ ړ ۃ࡮ ࡛ షदంڴ f x x x 
fx x n ޴ఉంܿం ڴ ࢟ܽ܊ߦ బܽदڒ ޴ఉంܿం ڴ ࢟ܽ܊ߦ ړ ޒఈ పదం ऴప ޙ࠼అ ࢟ܽ܊ߦ ޴ߝకం݄ అ޶ఎం ࢟ܽ܊ߦ fx 
మ࠾ࡍ వߤ పऱ࣒ పऱ࣒ ߤవ ߖ   ࣋ए छ పऱ࣒ ߤవ ࠑ ࡛   ప ऱ࣒  ࣋ए छ x 1 ࠾ࡍమ ޙ࠼అ ࢟ܽ܊ߦ ޴ఇ ޙ࠼అ ۃ࡮ ࡛ x x 1 x x 0 
మధङ  ఉంܿం޴ ఎం޶కం݄ కం݄ తڕए వڴ ఉం݄ 1 ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  కం݄ ߭దभڴ޴ ఉంܿం0 ,޴ మ1 ࠾ࡍ ࣋ए छ ࡛ x 1 x 1 x x 
మధङ  ఉనऒ సం 1 పڝ  ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ కం݄ ߭దभڴ޴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఈ ߖషओ పऱ࣒ ߤफ వޒ పऱ࣒ ߤవ ࠑ   ࣋ए छ ࡛ ఇ޴ ఒకܽ x x x x 
కం݄ ߭దभ޴ మ࠾ࡍ ఒకܽ కం݄ ߭దभ޴ ఏږߘࣃ ۃ࡮ ߕ޼లంڴ ఉంܿంߗڒ ޴ కం݄ ߭దभ޴ అޙ࠼ ࣔరం x 1 x 
చޔరऴߖࣃऒ  కڵ࡯ ఉంܿం޴, ఇߖ޳ ޴ కం݄ ߭దभڒ ޴బܽद ఈ ߖషओ फ 1 పޒ ऱ࣒ ప 1 ࠑ  ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ 1 కం݄ తڕए వ x x x 
అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ఒకܽ కం݄ ఎڕए వڴ ఉం݄ ఇߕࣆ ޴ऒ  కం݄ తڕए వڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ߕࣆऒ  మ1 ࠾ࡍ మధङ  x x 
ఉం݄ ߕࣆ ࣁݞऒ  కం݄ ఎڕए వڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఇ0 ޴ కం݄ తڕए వ కం݄ ߭దभ޴ అڒ .ޙ࠼బܽद ఇ޴ మనڕf x x 1 
ఏࠫ ޔࠋۮంڒ ޴బܽद ఇߘ  ޴ంࡌ࢑  ݟమంޔڷࡏ߭ ࡹనऒ  ఫంࣾࣆۨࣇ ߖ ߤफం޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ ఒకߘ ߖ޳ం0 ݟ 1 f 
అనంతం వరڕ తڷठޔనऒ  ఫంࣾڒ ߤబܽद మనం ࡅకए  సగం మ࠾ࡍ మధङ  ఎంߧకలࣄ۫ ߘనటऱߕࣆ ޙ࠼ऒ  మ࠾ࡍ f f 
ఒక ఎޜڷࡏ߭ ࠆంڒ ޴బܽद సړߖڴ ఎࠆ ఒకܽ కం݄ తڕए వڴ ఉంܿం޴, అం݄ సړߖڴ ఎࠆ ఒకܽ కం݄ తڕए వڴ ఉం࡯ݞ 
మ࠾ࡍ వࠑ ߤ ऴࡹޓ ఎࡓ ࠆంࠑ ݡ ऴޓ కం݄ తڕए వڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఆపलߤ తߩओ ओߩఇ ޴నࡕస ߗڒ   a b c d ࠾ࡍమ ݡ
ఎంߧకࡱ व߯ڝ 2 ࠹సం అޔڷݡం޴ మ࠾ࡍ అ޴ߝ व߯޳ ޜ3 ߖ3 ࠹छ ऐ࡯߱ ޜ2 ࡌ ంڒ .޴బܽद ߖܽ࢒ca f d f f f 2 f 
మࢁऱ మనం ړࡵए ంۨన ߘ ߖ޳ంݟ ߰ందవ۪ऐ भ޳۫ బܽद అం݄ ఏࠫ݇ڒ  ం व߯2 ࠹ ఎࠆ व߯࠹ ݀ అ޴ߝ వߤ పऱ࣒  f ࠑ ݀ 
వߤ పऱ࣒  ݀ ࣋ए छ కएࡅ ࡛ కएࡅ  ࠑ  ޴ఇ ,޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړ ۃ࡮ టऱࡓ ݡంࡓ  ࡓ   ऱܿ ࡅ ۃ࡮కए బܽद 3ڒ .సࠪనం ړ  5 2 f 2 
కएࡅ  ఎ࢟ܽ܊ߦ ࠆ మ5 ࠑ 3 ۃ࡮ ࠾ࡍ ऴపږޒలంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇ0 ޴ కం݄ తڕए వڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఎంߧక అߖ c 

व߯ړ0 2 ࠹ సࠪనం అޔࠋۮ ߖం޴, व߯0 2 ࠹ కం݄ తڕए వ అڒ ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖబܽद ఎంߧక సࡕనదߖ మ࠾ࡍ f f c d 
ఎంߧక ࡍڷంۨ మనం ۫࡯ݞ व߯࠹ ऴࠑ ޓ ఎࠆ ऴޓ మ࠾ࡍ ఎࠆ व߯ࠑ ݀ ࠹ ఎڒ ݀ ࠆబܽद మనڕ व߯ࠑ ࠹ f f x fx 1 
 ప ऱ࣒ ప  ࠑ  ऱ࣒  ࣋ए छ x 1 ࠆఎ ࠑ  ࠹व߯ ࠑ  ۃ࡮ సࠪనం ړ  ࠑ  ۃ࡮  ࠆఎ ࠑ  ࠹బܽद व߯ڒ సࠪనం ڕ ۃ࡮ ࡛ x f 3 3 4 10 2 5. f 2 2
ఇ࠭࠲ ޴ ఇపओ एړࡵ ښܽ ంۨన ڒ .5 ࠑ 3 ۃ࡮బܽद ۃ࡮ ఖۨऐ తంޔڷࡏ߭ ڴనऒ  ఫంࣾڒ ߤబܽद ۃ࡮ ࢟ࠀ ݀ ۃ࡮ ऴ࢟ࠀ ࠑ ޓ 
కం݄ తڕए వ ڒబܽद ఇ޴ व߯࠹ ऴࣆۨࣇ ߖޓफంݡ࠮ ޴ व߯࠹ ݀ ఎࠆ ܿ కం݄ ఖۨऐ తంڴ తڕए వڴ ఉంڒ ޴బܽद f f f 
మన ఎంߧక తߩओ  అߖ అర बం, మనڕ ఇతర అసࠪనతࡱ ఉߕऒ ऴపశऒ ,ࡔక సߧన ఎంࡕస ࠾ࡍబܽद మڒ ࠼  సంఖङ  d b c 
भࡿࢗ ړڷࡱߕ ం అ޴ߝ ఒకߘ ߖ޳ంߘ ݟంݟ సమऴړߖڴ సࠪనం ࡅకए న࣒  ప࠳ పవ࡛ ݟంߘ  ऱ࣒  వ޳ ߤछ  fx x x e t t ࡌ
ओߩనݟంచబڵ࠙ ऒߕࣆ ݡ छ޳ ڕఅనంతం వర ݟంߘ  ओߩఅ ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ࡌ  x t dt޴నࡕస ޴ఏ ࡹకలߧఎం ޴ంړऴ ݡ

అ޴ߝ ఒక అనంతం ࠬద ߭ޔڷࡏం޴ తڷठޔంࡌ࢑ ޴మంߘ ࡹంࡅ 1 ݟకए   ప ऱ࣒ छ޳   f bf ng ng 0 cf x f 1 x ࡌ
ఇ޴ అߖऒ ఐۨऑ ࠾ࡍసࠪనం మ ړߖޑఅనం ݟంߘ 0 ࠾ࡍమ ړ0 ړ  కం 2 ࡅకए  శړ फړ అࡅ ࡹ ޴ߝకए x ࣄࠐ  d f x x r x 
ఫంࣾߖ .ߤ ఖۨऐ త࠳న సమऴగంڴ అం޴ంۨ, ఆ߯ మనం ఈ ఎంߧకలߘ కھߘనవలࣄ ఉంܿంڒ ޴బܽद మనం ߭ంచడం fx
మ࠾ࡍ తڵ ठంచడం ڝసం అޔڷݡనऒ ం޶న , ڜంత వङ వޔڷࡏ߭ ࡹ߅ం޳ࡶ ޳ తڷठޜం޳ అߖ ۫డܼړߖ ఈ ఫంࣾߤ f 
కएࡅ  ఉతओ ऒߕ ऒߖ एړࡵ  ంచవ۪ऐ ऒߖڜ ం޳ంڕࣆۯफࡏڷ బܽद మనంڒ   ఫంࣾھ ߤడनߘ ࡯ంڜ ړ ݟంత ࡅకए  bx ftdt 
ఉతओ ऒߕ ऒߖ ङ࡮࠮ ߖ వదभ ࢓޶ంࠉ ߩంڵ࠭ వڷమనం ఎ ޴ఏࠫܽ అం݄ ఇ ޴ఇ ,ݟంڝࣆޓ  ంకనం ࣄۯ, ఆ߯ ھడन࡯ x f b 
व߯࠳ ࠹న࣒ ࡅకए ఖۨऐ ޴బܽद ఇڒ ݟڕ ࠹ంۨ व߯ށڷ ޜ ࢟ܽ࢘ࡍݥ  త࠳న సమऴగం ࡅకए  ఉతओ నऒ ం ڝసం x f x 
ऴతం, ఇకएࣇ రణ߄ࣃ డ సమऴڴల పࡅ ࡱޔࠫࡍకए ङޙऴప ,ࡱ߇࢑  ఉనऒ ڴసమऴగం ڕవర ݟంߘ ంۨ మనంړ ओߩ  x a x,ݡ
అߩओ కएࡅ ڕమన ݡ  వࣆफంߗڒ ޴ ఇకए డ మనం ఎڷవ ࠭ڵం࠼ߦ ߩం݋ వదभ ࡮࠮ङ ంకనం ڷ޴ .࡯࠻ۯవ x f f 
కएࡅ న࣒࠳ వ ఒకܽڷవదभ ఎ ݋ం࠼ߦ ߩంڵ࠭  ఉతओ నऒ ం ࡓ ऱܿ ࡏࣃऱ ࡅ ߖ޳కए  f der ivative fx 1 ڕబܽद మనڒ 
న࣒  ప࠳ ݟంߘ ࠑ ऱ࣒ छ޳ 1  ړశ ࠹फ व߯࣋ۯ ࡏ࢘ ߖߖ޵ ߘߝ బܽदڒ ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ޜ ࡌ फړ ړ x 2 xe t t t dt f x e
సࠪనం అޔ࢓ం޴, ࠭ంڴ޶ మనం ړ సࠪనం ߖ ఉం۪࠭ޑ సమऴగత అం݄  ప ऱ࣒ ࡓ ࠑ ࠑ 1  ऱܿ ࡅకए  t x x x x x 
ఉతओ నऒ ం 1 ࠳న࣒ అం݄ మనం ړ ࠑ 1 ߖ సࠪనంڴ ఉంۧڒ ࡯బܽद ఇ ߘం࠳ ݟన࣒ 1 ࠑ  ప ऱ࣒ t x x t x t ޴ంޔ࢓అ ࠑ 1 
छ޳ ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ޜ ࡓ ݟంߘ ߖ޳ఒక ࡌ ऱܿ ఉతओ నऒ ం ࠳న࣒ వࠑ ߤ ࣋ए छ ࡛ ఇࣆफంڒ ޴బܽद ఇࡓ 2 ޴ ऱܿ ߘంݟx x x e 
న࣒  ప࠳ ऱ࣒ छ޳ ݟంߘ   छ޳ ࡌ झڡఎ ࠾ࡍమ ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ࡌ  ߱ ओߩఎలऱ ࡽलయߖߜ x 1 ޴ఉంܿం ڴలంږߘࣃ ݢ x x 
ऒߖఅ ޴బܽद ఇڒ एڕకం݄ ఎ 0 ړ  వڴ ఉంܿంߕࣆ ޴ऒ  కం݄ ߭దभڒ ޴బܽद అࡌ࢑ ޴ߝమం ߕࣆऒ x ڕఅనంతం వర ݟంߘ  f 
ఖۨऐ తంޜڷࡏ߭ ڴందߖ ఇࣆۨࣇ ޴फంڒ ,޴బܽद అ࠴ ޴ߝతफం ߕࣆऒ నऒޔڷࡏ߭ ڕఅనంతం వర ݟంߘ   ఫంࣾڒ ߤబܽदf 
ఎంߧక సࡕన޴ మ࠾ࡍ అ޴ߝ తߩओ ऒߖ࠻࢑ష ޻అ ݞږ మనం ݞంڕࡶ ޴అ ,ݟంచంߖగమ ڴ యవ۪ऐ࢘ࣄޓ  . ఈ a b 
ఫంࣾࡅ ߤకए  ఉతओ ऒߕ ऒߖ  గށంచడం ఎం޶కం݄ ߘߝ మࡖక ࢑ధంڴ ऴࣃ࢐फ  మం ఒకܽ x xࡌ࢑ ڕవర ݟంߘ కం݄޶ఎం ߘ
फࣃ۫ ߖందޔڷࡏ߭ एڕకం݄ త޶ఎం ڕ޶ఎం ޴भ ఇ޵ڜڼࡍ߭ ࠭ వ ࠭ڵం࠼ߦ ߩంޜ ߖ1 ݋ తڵ ठࣆफం޴ మ࠾ࡍ x x x
ఎڷవ ࠭ڵం࠼ߦ ߩంޔڷࡏ߭ ݋ంڒ ޴బܽद ߭ڵࡍనߩओ  బܽद x xڒ ޴ంޔࡏࠪ ڴ޴దभ߭ ࠾ࡍమ ڴ޴మం ߭దभࡌ࢑ ݡ
సమऴగత ږߘࣃలంڴ ఉంܿం޴, ఎం޶కం݄ సమऴగత ޳छ ओߩఎలऱ ޴ఇ ࢟ܽ܊ߦ ޴ంݟంచబ܊࢑భ ڴంకంޑۅ ࡌ  t t ݢ
 ڴ޴దभ߭ ޴फ ఇ࣋ۯ ݋ڼఇంܽऴ ࡹమంࡌ࢑ దभ߭ ߖߖ޳ ఉం݄, మనం ߤల ఫంࣾږߘࣃ ڕబܽद మనڒ ,޴ఉంܿం ڴలంږߘࣃ
ఉంܿంڒ ޴బܽद మ࠾ࡍ ఫంࣾߤ సڴࡍठ బܽद ఉతओڒ ޴ంޔڷࡏ߭  ऒߕ ऒߖ एړࡵ  ంచڕంߖ޵ ݞږ ݞऒ  ۫డటం ޳छ  fx ࡌ
డవ۪ऐ۫ ڴలభంࣆ फనऒࣆۯ కృతంڔఏ ߖ ߤఫంࣾ ࢟ܽ܊ߦ ఈ ࠭࠲  ओߩమం ఇࡌ࢑   x ޴ంޜ࢓బܽद ߭దभదڒ ޴ంޔڷࡏ߭ ݡ

మ࠾ࡍ ఎంߧకߘ ۫డړߖݞ మనం ࡅకए   ప ऱ࣒ కएࡅ  ఒకܽ c d f x f x ޜߖ޳బܽद ఒకڒ ࡯ݞ۫ ఒకܽ ޜߖ޳ఒక ߖ  x 
కएࡅ  అం݄ ఏࠫ݇ ۫޳भ ం ߘంߘ ݟంߘ ݟంݟ వర࠳ ڕన࣒ ߘంߘ ݟంߘ ݟంݟ వరڕ xf f x x x e t t t t 

సమऴగంڴ ఉంܿం޳ ߖ ࠭࠲ ,޴छ ए࣋ ޴ߝఆ߯ అ ,࠭ޑఉం۪ ڴసࠪనం ړߖ޳ఒక ࡌ छ న࣒ ఒకܽ t࠳ ޜ ࡛ y dt y dy
మړ ࠾ࡍ సࠪన࠳నߩओ छ޳ 1 ݡ ఆ߯ ఈకछ ޴ఉంܿం ࡌ छ޳ ࠑ ߤబܽद ఈ వڒ ࠑ ߤవ ܿ ࡽ t x y ࡌ x t xy x f x 1 x 
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छ޳ న࣒࠳ ,޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړߖڴసమऴ ڕవర ڕవర ݟంߘ छ޳ బܽद 1ڒ ࡌ ప  ࡌ ऱ࣒ छ޳ 1   x e t 1 y y t y ࡌ
న࣒ ఒకܽ ࣋ए࠳ ࠾ࡍఒకܽ మ ޴ంޔݡంచబڵ࠙ छ ࡛ ఇࡓ ޴ంړ ݡ ఒకܽڴ మన࠳ ڕన࣒ ࡏڷफ t y dt y dy x x
ఉంܿం޴, ఆ߯ మనߘ ڕం࠳ ݟన࣒  ప ऱ࣒ छ޳ ߖ1  కएࡅ ޴ఇ ,޴ంޔݡంచబڵ࠙ ࡌ  e y y x f ޴ఉంܿం ࡵన࣒ వ࠳ 
కएࡅ ޴బܽद ఇڒ కएࡅ    ప ऱ࣒ छ޳ ߖ޵ ߖ  ओߩఎలऱ ޴फంࣆۨࣇ ࡌ ऒߕࣆ ݢ కएࡅ బܽदڒ    ప ऱ࣒  ఒకܽړ x f x f x f x f x 
ऒߕࣆ ఐۨऑ ޴సࠪనం ఇ ړ కం ఇߩओ ओߩబܽद ఇڒ ޴फంࣆࡍసߘఏࠫ అ ݟంߘ కߧఎం ޴ంۨ ఇࡍڷ కߧఎం ޴నࡕస ݡ  c d c ݡ
కएࡅ ऴ࢐࣋फ ఆ߯ ڴసࠪనం ړ ړ2 ߖ మనం ݞږ కएࡅ 2 ޴ߝన࣒ అ࠳  gx ړ ݟంߘ 2 ݟంߘ 1 ޴న࣒ ఇ࠳  f x g x f x, x
సࠪనం మࡅ ࠾ࡍకए కएࡅ ݟంߘ 1  న࣒ f x x f࠳ ړ ݟంߘ 2 ޴బܽद ఇڒ ࣆࡱޘ ڕమన ߖసࠪనం అ ړ న࣒࠳  x f 
అޔ࢓ం࠳ .޴న࣒ ړ సࠪనం ڒబܽद ఇ޴ ఒక ࣄࠐ ఫంࣾࣆۨࣇ ߖ ߤफంڒ ޴బܽद ఇ޴ అߝ ఆపलߖ ߤ ఇࣆफంڒ ޴బܽद ఆపलߤgx gx d 

మ࠾ࡍ సࡕన ఎంߧకࡱ అߗऒ  సڒ ࡔబܽद ఇ޴ త޶పࡍ ఉపߕङ సంࡹ ఇంܽऴగڕ࡯ڒ ࡽङ ల࣒ ߯  ఉపߕङ సం ࡓంࡍߪ ݡफ ac d 
ऒߖڜࡍమ ࠭࠲ ޴फంࣆۯ  సమసङ లߘ చࡍऐ फࣃ ࠭ ధనङ  ࡏࠬ ࡏࠬ ࡱ޳࢐
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