
 ഹേലാ വّൂേവഴ് സ് ഇന്റْഗൽ കാൽുׯലസിെനുׯറിتു׺ ര؇് ْപഭാഷണ؋ിേല്ׯ സٔാഗതം 
െചുؗുإ, ആദّ ْപഭാഷണ؋ിൽ, ഈ ْപഭാഷണ؋ിൽ ഞ׹ൾ ചില ْപശ് ന׹ൾ ചർ׺ െചയ് തു, ഞ׹ൾ 
കുറ്׺ ْപശ് ന׹ൾ കൂടി െചുإം, അതിനാൽ ആദّം തുകയുെട പരിധിയായി നിحിത ഇന്റْഗലുകളിെല 
കുറ്׺ ْപശ് ന׹ളിൽ നി്ؗ ഞാൻ ആരംഭിുׯം.  നിحിത അവിഭാജّ׹ളുെട സ׸ൽؚ׹െള തുകകളുെട
പരിധികളായി ഞാൻ ആദّം വിശദീകരിׯാം, അതിനാൽ നമു്ׯ ന്െറ ഒരു ഫംഗ്ഷൻ ഉെ؇്ؗ x f 
കരുതുക , കൂടാെത മുതൽ വെരയുت ന്െറ ന്െറ കൃതّമായ ഇന്റْഗൽ കെ؇؋ാൻ ഞ׹ൾ a b x f 
ആْഗഹിുؗുׯ, അതിനാൽ നമു്ׯ അറിയാവുؗത് നിحിത ഇന്റْഗൽ ഏരിയ നൽകുؗു ഈ 
ഫംഗ് ഷന്െറ ْഗാഫിന് കീഴിൽ മുതൽ വെരയുت ന് തുലّമാണ് ഇേؚാൾ ഈ േമഖലെയ y a b fx 
വിലയിരുؗു؋തിന് നأൾ എؓാണ് െചؗുإത്, നأൾ ഈ ഇടേവള െന തുലّ ഭാഗ׹ളായി ab- n 
വിഭജിുؗുׯ, അതിനാൽ നമു്ׯ അبാ؋ത് േകാടാലി ഒ്ؗ ؛സ് ര؇് എ്ؗ വിളിׯാം .  ؛സ് ടു x hx h 
ഉം മുئം കൂടാെത എؗത് ഒരു ؛സ് ന് തുലّമാണ്, ഇത് എന്െറ അب , എനി്ׯ ഉ؇് , xn nh x x 1 x 2 
അവസാനേ؋ത് ആണ്, അേؚാൾ തവണ എؓാണ് ൈമനസ് അب , ഈ ഇതിന് xn hn h xn x xn 
തുലّമാണ്  അതിനാൽ ഇത് ൈമനസ് ന് തുലّമാണ്  അതിനാൽ ൈമനസ് ഓവർ b b a so t h b a n 
ആണ്, അതിനാൽ നീളം ൈമനസ് യുെട ഈ ഇടേവള നأൾ തുലّ ഭാഗ׹ളായി വിഭജിുؗുׯ, b a n 
അതിനാൽ ഓേരാؗും നീളം ൈമനസ് െകാ؇് ആണ്, ഇേؚാൾ നമു്ׯ ഈ ദീർഘചതുര׹ൾ b a n 
വരയ്ׯാം, ഈ ദീർഘചതുര׹ളുെട വീതിയുت ْപേദശ׹ൾ ഞാൻ കെ؇ു؋െമ്ؗ കരുതുക ഉം h 
ഉയരവും യുെട ഈ ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ഉتത് ന്െറ മുതൽ വെരയുت ഈxi f x dx a bf 
അവിഭാജّമാണ് പരിധി്ׯ തുലّമാണ് ദീർഘചതുര׹ളുെട ഈ ْപേദശ׹ളുെട തുകയുെട n 
അനؓതയിേല്ׯ ْപവണത കാണിുؗുׯ, അതിനാൽ ഇത് ദീർഘചതുര؋ിന്െറ വിُീٝർ؉ം എؓാണ് 1
മുതൽ വെര വّതّാസെؚടുؗ ഒരു ؛സ് യുെട മട്׹ ആയിരിുׯം, ഇത് പരിധി്ׯ n kh h f n 
തുലّമാണ് എؗ പരിധി്ׯ തുലّമാണ് എؗത് ഒരു ൈമനസ് ന് തുലّമാണ്, ഇത് ؛സ് k k nb a by n a k
ന്െറ തവണ ആണ് ൈമനസ്  അതിനാൽ ഈ േമഖലകളിൽ ചിലതിന്െറ പരിധിയുെട h f b a by n, 
അടിرാന؋ിൽ ഇത് നിحിത അവിഭാജّ؋ിനുت സൂْതവാകّമാണ്, ْപേതّകിു׺ം ഉം ഉം a 0 b 
ആെണ׸ിൽ, നമു്ׯ അവിഭാജّ പൂജّം ഒരു ആയി ലഭിുؗുׯ, എؗത് സേأഷന്െറ fxdx n 
അനؓതയിേല്ׯ നയിؗുׯതിനാൽ പരിധി്ׯ തുലّമാണ്.  എؗത് ഒؗിൽ നി്ؗ ഒؗിന് k n 
തുലّമാണ്  ഇവിെട നأൾ െചᅃٝത് ഓേരാ ഉപ ഇടേവളയിലും ഫംഗ് ഷന്െറ മൂലّം വലത് അവസാന e 
േപായിന്റിൽ എടു؋ി؂ു؇് , തുടർ്ؗ നമു്ׯ ഈ ഏരിയകൾ ലഭിു׺ , ശരിയായ അവസാന േപായിന്റിന് 
പകരം നമു്ׯ െചإാെമؗും േചർു؋ നമു്ׯ മൂലّം എടുׯാം.  ഇടത് അവസാന േപായിന്റിൽ 
അ׹െന െചുإക  , ഈ വലത് അവസാന േപായിന്റുകൾ്ׯ പകരം ഓേരാ ഉപ ഇടേവളയുെടയും ഇടത് 
അവസാന േപായിന്റുകളിെല ഫംഗ് ഷന്െറ മൂലّ׹ൾ എടുുׯകയാെണ׸ിൽ, നമു്ׯ ന്െറ xdx- a 
മുതൽ വെര ഇന്റْഗൽ ലഭിുׯം, അതിനാൽ നമു്ׯ യുെട ഇന്റْഗൽ എഴുതാം.  േല്ׯ bf a bfxdx 
തുലّമാണ് പരിധി്ׯ തുലّമാണ് എؗത് സംْഗഹ؋ിെല അനؓതയിേലتുׯ ْപവണതയാണ് , n 
പൂജّം മുതൽ ൈമനസ് ഒ്ؗ വെര തുലّമാണ് , വീതി ൈമനസ് തവണ ആണ്  പൂജّ؋ിന് n b a by n f 
തുലّമായ മുതൽ വെര മുതൽ ൈമനസ് ഒ്ؗ വെര ആരംഭിുׯകയാെണ׸ിൽ, ഇത് ഇന്റْഗൽ k n n 
നൽകുؗു, അതിനാൽ ചില ْപശ് ന׹ളിൽ നി׹ൾ ഇത് എടുേׯ؋ാം , വാُവٝ؋ിൽ ഒരാൾ്ׯ ഉപ 
ഇടേവളയിൽ ഏത് േപായിന്റും എടുׯാം, അത് ഇേؚാഴും ന്െറ കൃതّമായ ഇന്റْഗൽ നൽകും  fx a to b
അതിനാൽ ഇേؚാൾ നമു്ׯ ചില ْപശ് ന׹ളിൽ നി്ؗ ആരംഭിׯാം 
അ׹െനെയ׸ിൽ, േമാഡ് ഉت ഒരു ഇൻ എؗ േചാദّ؋ിന്  എؗ െല്ئ പരിധി അനؓതയിേലׯാണ്r n 
നയിؗുׯത് എ്ؗ കരുതുക  .   തവണ  ؛സ്  സ് കٔയർ ؛സ്  െകാ؇്  ؛സ്  സ് കٔയർ  മുതൽ ؛സ്3 1 1 1 1 2 1

സ് കٔയർ  വെരയുت സ് കٔയർ ഈ പരിധി  ന് തുലّമാണ്, തുടർ്ؗ ന്െറ സാധّമായ n 1 54 a is or r 
മൂലّ׹ൾ നമു്ׯ നാല് ഓപ് ഷനുകൾ നൽകുؗു ൈമനസ് ഒآത് അെ׸بിൽ ൈമനസ് ആറ ് ഏഴ് ഉം a c 

ഓപ്ഷൻ എ؂് ഉം ആണ്, അതിനാൽ നി׹ൾ ഇവിെട കാണുകയാെണ׸ിൽ നമു്ׯ ര؇് തുകകളുെട d 
അനുപാത؋ിന്െറ പരിധിയു؇്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഇത് നിحിത അവിഭാജّമായി എഴുതാൻ ْശമിുׯം,
അതിനാൽ ഞ׹ൾ െചؗുإത് നമു്ׯ പരിധി ആണ് നّൂമേറئറിൽ അനؓതയിേല്ׯ നയിؗുׯത് n 
നമു്ׯ ന്െറ പവർ ഒؗിന്െറ മൂ്ؗ ന് തുലّമായ ഒ്ؗ ന് തുലّമാണ് , കൂടാെത ഡിേനാമിേനئറിൽ r- r- n-
എനി്ׯ ന്െറ ഏഴിന്െറ മൂ്ؗ ഇര؂ി സംْഗഹം ഒؗിന്െറ ؛സ് സ്കٔയർ ന്െറ 1 മുതൽ ന് n- r r- n-
തുലّമാണ് , ഈ പരിധി ഇേؚാൾ എ׹െനേയാ ആണ്. നأൾ നിحിത അവിഭാജّമായി എഴുതണം, 
അതിനാൽ ഞാൻ എؓാണ് െചേإ؇ത്, ഞാൻ ഇത് എഴുതാം  പരിധി്ׯ തുലّമാണ് n 
അനؓതയിേലتുׯ ْപവണതയാണ്, ഞാൻ ഇത് ന്െറ സംْഗഹമായി എഴുതുؗു ന്െറ ശװി r n 
ഒؗായി മൂؗായി ഉയർുؗു؋, തുടർ്ؗ എനി്ׯ െകാ؇് ഒؗിൽ നി്ؗ മൂؗായി ഗുണിׯണം, n 
അതിനാൽ ഇതാണ് നّൂമേറئർ , ഡിേനാമിേനئറിൽ എനി്ׯ മുതൽ ഏഴ് വെര  മൂ്ؗ വീ؇ും വീ؇ും n 
എനി്ׯ എ്ؗ എഴുതണം, അതിനാൽ ഞാൻ ഇവിെട ഡിേനാമിേനئറിൽ നി്ؗ എടുുׯം, r by n n 
അതിനാൽ എനി്ׯ ന്െറ ഒരു സമം ന്െറ ഒؗിന് തുലّമാണ്  എനി്ׯ ഇേؚാൾ 1 ന്െറ r r n n 
ചതുരമു؇്   എؗ സംْഗഹ؋ിന്െറ അനؓതയിേല്ׯ ْപവണത കാണിുؗുׯ , എؗതിെന n n n n 
െകാ؇് ഒؗായി മൂؗായി ഹരി׺ാൽ, അനؓമായ സേأഷൻ എؗതിന്െറ അനؓമായ സേأഷൻ n 
ഒؗിൽ നി്ؗ ഒؗിന് തുലّമാണ് , െകാ؇് ചതുരം െകാ؇് ഇേؚാൾ ഇത് എളുؚ؋ിൽ എഴുതാം, n r n 
ആദّേ؋ത് അവിഭാജّമാണ് പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ ൽ ഒ്ؗ മുതൽ ഒ്ؗ മുതൽ മൂ്ؗ വെര വെര, x- dx 
കാരണം നأൾ എടു؋ാൽ ന് തുലّമായത് ൽ നി്ؗ ഒ്ؗ-ൈബ മൂ്ؗ പിെؗ ഈ fx x- x- a  d 
സൂْതവാകّം ഇന്റْഗൽ ഉപേയാഗിുׯക  മുതൽ  വെര എؗത്  ന്െറ മട്׹ എഫ് െകയുെട 0 1 fxdx 1 n 
പരിധിയാണ്, നമു്ׯ ഇത് ലഭിുؗുׯ, അതിനാൽ ഇത് ന്െറ പരിധി അനؓതയിേല്ׯ തവണ ന്െറn n n 
അനؓതയിേലتുׯ ْപവണതയായും ഇത് എഴുതാം .  മൂ്ؗ , ഡിേനാമിേനئർ വീ؇ും 1 ന്െറ ഇര؂ി n 
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സംْഗഹം 1 ന്െറ ؛സ് െകാ؇് സ്കٔയർ ആണ്, അതിനാൽ ഇേؚാൾ നّൂമേറئർ പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ r n 
ഒؗിേല്ׯ ന്െറ അവിഭാജّമായി മാറുؗു  .  ؛സ് ചതുരം ഇത് എളുؚ؋ിൽ വിലയിരു؋ാൻ x x 
കഴിയും, അതിനാൽ ഇത്  പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ ഒؗിേല്ׯ ൈമനസ് ഒ്ؗ െകാ؇് ഹരി׺ാൽ മൂ്ؗ നാല് x 
മൂ്ؗ നാല് നൽകും, അതിനാൽ ഇത് പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ ഒؗിേല്ׯ മൂؗിന് നാല് എؗതിന് തുലّമാണ്. x 
ലളിതവൽׯരണം ഇേؚാൾ ഈ പരിധി അ؋آിനാലിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ മൂ്ؗ നാല് തവണ ഒരു 
 സ് എ എؗത് 72 ന് തുലّമാണ്, ഇത് ഒരു؛ ത് നാലിന് തുലّമാണ്, ഇത് ഒരു ചതുരംآസ് വൺ അ؛
ചതുരവും ൈമനസ് 72 ഉം 0 ന് തുലّമാണ് , ഇത് ഒരു ൈമനസ് എ؂് മട്׹ ഒരു ؛സ് ഒآതിന് തുലّമായ 
പൂജّ؋ിന് തുലّം നൽകുؗു ഒؗുകിൽ എേ؂ാ ൈമനസ് ഒآേതാ ആയതിനാൽ നൽകിയിരിؗുׯ 
ഓപ്ഷനുകളിൽ ൈമനസ് ഒآതിനും എ؂ിനും തുലّമായത് സാധّമാെണ്ؗ ഞ׹ൾ കാണുؗു, എؗാൽ 
ൈമനസ് ആറ് , ഏഴ് ഇവ സാധّമب, അതിനാൽ ഇത് ْപശ് നെ؋ പരിഹരിുؗുׯ ഒ്ؗ ഞ׹ൾ േചാദّ 
നآർ 2 േല്ׯ നീുؗു׹. അതിനാൽ േചാദّം 2 ഓേരാ സٔാഭാവിക؋ിനും പറയുؗു  നآർ നമു്ׯ n yn 
ന് തുലّമായ ഉ؇് 1 ന്െറ മട؛ ്׹സ് 1 മട؛ ്׹സ് 2 ഇവയുെട ഉൽؚؗം ؛സ് പൂർ؉മായി yn n n n n n n
െകാ؇് ഒؗായി ഉയർുؗു؋, കൂടാെത എؗതിന്െറ പരിധി അനؓതയിേലׯാെണ׸ിൽ ന് n l 
തുലّമാണ് മൂലّം  നമു്ׯ നൽകിയിരിؗുׯതിന് തുലّമായ ന്െറ ഏئവും വലിയ പൂർ؉സംഖّ l yn 
എؗത് ഒؗിന് തുലّമാണ്  മുതൽ ؛സ് വ؉ിൽ നി്ؗ മുതൽ വെര മുതൽ ؛സ് ടു വെര n n n n n n n 
വെര ؛സ് ന്െറ ന്െറ ശװിയിേല്ׯ ഉയർ؋ിയ ഒ്ؗ േല്ׯ ഉയർുؗു؋, ഇത് ഒ്ؗ ؛സ് ഒ്ؗ n n n n n 
െകാ؇് ഒ്ؗ ؛സ് ടു ആയി െകാ؇് ഒ്ؗ ؛സ് െകാ؇് അധികാര؋ിേല്ׯ ഉയർു؋ക  n n n n n 
എؗതിന് പകരം ഇവിെട ഇത് ചില നിബؖനകളുെട ഉൽؚؗമാണ്, അതിനാൽ സٔാഭാവികമായും 
നമു്ׯ സٔാഭാവിക േലാഗ് എടുׯാം ന്െറ സٔാഭാവിക േരഖ 1 ന്െറ മട്׹ േരഖയുെട 1 ؛സ് ന്െറ yn n k 

ന് തുലّമായിരിുׯം എ്ؗ സൂചിؚിുؗുׯ, അതിനാൽ ഇേؚാൾ നമു്ׯ ഇത് ലഭി׺തായി കാണാം nk k 
ന്െറ ന്െറ ന്െറ പരിധി സൂചിؚിുؗുׯ, അതിനാൽ ഇത് േലാഗ് ന്െറ അനؓതയിേലتുׯ k n yn 
ْപവണതെയ  സൂചിؚിുؗുׯ  കൂടാെത ഇത് നമു്ׯ എളുؚ؋ിൽ വിലയിരു؋ാൻ കഴിയും, xdx 
അതിനാൽ നമു്ׯ ഇവിെട ഭാഗ׹ൾ ഉപേയാഗി്׺ സംേയാജിؚിׯാൻ കഴിയും , ഇത് തവണ േലാഗ് ഒ്ؗ x 
-ിൽ നി്ؗ ഒരു ൈമനസ് ഇന്റْഗൽ പൂജّം മുതൽ ൽ ഒؗിൽ നി്ؗ x x؋തുലّമാണ്, പൂജّ ്ئസ് മിനി؛
ഒ്ؗ ؛സ് ഇത് ഭാഗ׹ൾ െകാ؇് സംേയാജിؚിുؗുׯ , അതിനാൽ ഇത് തുലّമാണ്  ൽ ഒؗിന് xdx, x-
തുലّമായ േലാഗ് നമു്ׯ ൽ പൂജّ؋ിന് തുലّമായ ര؇് ൈമനസ് ലഭിുׯം, ഇത് പൂജّം ൈമനസ് ഈ x-
ഇന്റْഗൽ വീ؇ും എനി്ׯ എളുؚ؋ിൽ െചإാൻ കഴിയും ഇത് 1 ൈമനസ് 1 ൈബ 1 ؛സ് ന് x dx 
തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് േലാഗ് 2 ൈമനസ് ൈമനസ് േലാഗിന് തുലّമാണ് 0 മുതൽ 1 വെരയു1 ت x 
 ർ 2 xئസ് ഇത് േലാഗ് 2 ൈമനസ് 1 ൈമനസ് േലാഗ് 2 നൽകുؗു , 0 ൽ ഇത് 0 ആണ്. അതിനാൽ ഇത് 2 മീ؛
സٔാഭാവിക േലാഗ് നൽകുؗു 4 ൈമനസ് 1 ന്െറ സٔാഭാവിക േരഖയ്്ׯ തുലّമായ എനി്ׯ inus 1 e 
യുെട സٔാഭാവിക േരഖയായി എഴുതാം, അതിനാൽ ഇത് 4 ന്െറ േലാഗിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ by e 
നമു്ׯ ലഭി׺ത് ന്െറ സٔാഭാവിക േരഖയുെട പരിധി ഈ പരിധി്ׯ തുലّമാണ് എؗതാണ്. ന്െറ yn yn 
സٔാഭാവിക േരഖ , എടുുׯേآാൾ, എؗതിന്െറ സٔാഭാവിക േരഖയ്്ׯ  തുലّമാണ്, നമു്ׯ ന്െറ e e yn-
പരിധി ന്െറ നാലിന് തുലّമാണ് , ഇത് െകാ؇് സൂചിؚി׺ിരിുؗുׯ, അതിനാൽ എؗത് ന്െറ e- l l e-
നാലിന് തുലّമാണ്, നأൾ കെ؇േ؋؇ത് ഏئവും വലിയ പൂർ؉സംഖّയാണ്. ര؇ിനും മൂؗിനും e  
ഇടയിലാെണ്ؗ നമുׯറിയാവുؗതിനാൽ എؗത് ഏകേദശം ര؇് േപായിന്റ് ഏഴ് ഒ്ؗ ആണ് e 
അതിനാൽ അത് ര؇ിനും മൂؗിനും ഇടയിലാണ്, അതിനാൽ നാല് എؗത് നാലിനും മൂؗിനും e 
ഇടയിലായിരിുׯം.  ര؇്, ഇത് സൂചിؚിؗുׯത് ന്െറ ഏئവും വലിയ പൂർ؉സംഖّ ഒؗിന് തുലّമാണ്, l 
അതിനാൽ ഇതാണ് ര؇ാമെ؋ ْപٍ؋٠ിനുت ഉ؋രം നമു്ׯ മൂؗാം േചാദّ؋ിേല്ׯ േപാകാം, 
അതിനാൽ ഇവിെട നമു്ׯ നൽകിയിരിؗുׯത് എؗത് ന്െറ അനؓതയിേല്ׯ മുതൽ വെര fx n n n 

വെരയുت പരിമിതികൾ്ׯ തുലّമാണ്.  ؛സ് തവണ ؛സ് ര؇് മുതൽ ؛സ് വെര x n x n x n n 
െകാ؇് ഫാക് ടറി െകാ؇് ഹരിുؗുׯ  എبാ സമയവും ചതുരവും ചതുരവും ചതുരവും n x n x n 
ചതുരവും ചതുരവും ചതുരവും 4 മുതൽ ചതുരവും ചതുരവും ചതുരവും സമചതുരവും x n x n n n n 
സമചതുരവും ചതുരം ന്െറ പവർ േല്ׯ ഉയർുؗു؋, അതിനാൽ 0-േനׯാൾ വലുത് ന് ഈ n x x fx x 
പരിധി നൽകെؚടുؗു, പിെؗ ഏത്  ഇനിؚറയുؗ ഓപ് ഷനുകൾ ശരിയായ ഓപ് ഷനാണ് പകുതിയുെട a 

എؗത് ഒരു ഓപ് ഷന്െറ എؗതിേനׯാൾ വലുതാണ് എؗത് ഒരു ഓപ്ഷന്െറ ന്െറ ഒؗിന്െറf f b f f 
മൂെؗ؉ം ന്െറ ര؇ിന്െറ മൂؗിൽ നി്ؗ തുലّമാണ് ര؇ിന്െറ ൈْപം പൂജّ؋ിന് തുലّവും f c, f d 
എഫ് ൈْപം മൂؗിെന എഫ് െകാ؇് ഹരി׺ാൽ എഫ് ൈْപം ര؇ിെന ര؇ിെന എഫ് െകാ؇് ഹരി׺ാൽ 
തുലّമാണ്, അതിനാൽ ആദّം ഈ പരിധി എ׹െനെയ׸ിലും ലളിതമാׯണം, അതിനാൽ ആദّം നമു്ׯ

മുതൽ ؛സ് വെരയുت ഈ പദം േനാׯാം ؛സ് മുതൽ ؛സ് വെര െകാ؇് ഹരി׺ാൽ n x nx n 2 x n n 
ഫാക് േടാറിയൽ , തുടർ്ؗ നമു്ׯ സ്കٔയർ ؛സ് സ്കٔയർ ചതുരം ؛സ് സ്കٔയർ  സ്കٔയർ n x n x n 2

മുതൽ സ്കٔയർ വെര ؛സ് ചതുരം സ്കٔയർ , ഇത് പവർ ആയി ഉയർുؗു؋  എؗതിനാൽ x n n x n 
നമു്ׯ ആദّം ഈ അനുപാതം ലളിതമാׯാം, അതിനാൽ ഇവിെട നമു്ׯ ഇത് ആദّ ഘടക؋ിൽ നി്ؗ n
െപാതുവായത് എടുؗുׯതുേപാെല എഴുതാം  അേؚാൾ ഇത് തവണ ഒ്ؗ ؛സ് െകാ؇് ന് n x n 
തുലّമാണ് , തുടർ്ؗ ഞാൻ ര؇ാമെ؋ ഘടക؋ിൽ നി്ؗ െകാ؇് എടുുׯം, തുടർ്ؗ ഇത് n n n 
െകാ؇് ഒ്ؗ ؛സ് ടു ആയി മാറും , x 
അ׹െന അവസാനേ؋തിൽ നി്ؗ ഞാൻ എടുുׯം  െപാതുവായത് അേؚാൾ അത് െകാ؇് വൺ n n n 
 റിൽ നി്ؗ nx nئഡിേനാമിേന تഫാക് േടാറിയൽ ഉ ׯസ് ആയി മാറും , അതുേപാെല തെؗ നമു്؛
ഇേؚാൾ ചതുരം ആദّേ؋തിൽ നി്ؗ ചതുരം എടുുׯക , തുടർ്ؗ അത് 1 ؛സ് ചതുരം n n x n 
ചതുരവും ചതുരം 2 ചതുരവും ആയി മാറും. ഒ്ؗ, അത് 1 ؛സ് 2 ചതുരം ചതുരം ചതുരവും n x n 
അ׹െന ചതുരവും ചതുരവും ഒ്ؗ ؛സ് ചതുരം ചതുരവും ചതുരവും ആയിരിുׯം ഇേؚാൾ n n n x n 
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നി׹ൾ നّൂമേറئറിൽ കാണുകയാെണ׸ിൽ, എനി്ׯ മുതൽ വെര ഒ്ؗ ഉ؇് , തുടർ്ؗ നമു്ׯ ഉ؇്n n n 
തവണ തവണ തവണ,  n n nn 

അ׹െന അത് വീ؇ും േല്ׯ ആയി മാറും, അതിനാൽ എനി്ׯ മുതൽ 2 തവണ 1 ؛സ് ൈബ n- n n n x 
ഒ്ؗ ؛സ് ടു ൈബ വെര ഒ്ؗ ؛സ് ന്െറ നമു്ׯ ഒരു തവണ ര؇് തവണ മൂ്ؗ  വെര, ഇത് n x n nx- n , n 
ഫാക് േടാറിയൽ െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ഇതാണ് നّൂമേറئർ, ഡിേനാമിേനئറിൽ നമു്ׯ ഒരു n n 

ഫാക് േടാറിയലും ഉം ഉ؇ായിരുؗു  ഉتത് ചതുരം ചതുരെ؋ തവണ ഗുണി׺ാൽ അത് w e n n n n 
എؗ പവർ ര؇് ആയി മാറും , ഡിേനാമിേനئറിൽ എനി്ׯ ഇവിെട 1 ചതുരം 2 ചതുരْശ 3 ചതുരം n n 
ചതുരം വെര ഉ؇്, അത് ഫാക് േടാറിയൽ സ് കٔയർ ആണ് , തുടർ്ؗ നമു്ׯ ഈ ഉൽؚؗം n 1 by  x 
ചതുരം സ്കٔയർ 1 ؛സ് 2 ചതുരം ചതുരം ചതുരം 1 ؛സ് ചതുരം ചതുരം സ്കٔയർ വെര n x x n n x n 
ഇേؚാൾ നി׹ൾ ഇത് കാണുകയാെണ׸ിൽ ടു ടു ടു റؐാുؗുׯ , കൂടാെത എനി്ׯ ഇവിെട 1 ൈബ n n n 
ഫാക് േടാറിയൽ നّൂമേറئറിൽ ഉ؇്  ഇവിെട എനി്ׯ ഫാക് േടാറിയൽ സ് കٔയർ ഉ؇്, അതിനാൽ ഇത് n 
വീ؇ും റؐാുؗുׯ, അതിനാൽ ഈ ഉൽؚؗം െകാ؇് ഹരി׺ നّൂമേറئറിൽ നമു്ׯ ഈ ഉൽؚؗം 
അവേശഷിുؗുׯ, അതിനാൽ നമു്ׯ ഉتത് ഇേؚാൾ തുലّമാണ്, ഞാൻ ലിമി്ئ എഴുതാം എؗത് fx n 
ഒരു ؛സ് ന്െറ അനؓതയിേലׯാണ്.  വൺ ؛സ് ടു െകാ؇് വെര ഒ്ؗ ؛സ് െകാ؇് x n x n nx n 
െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ഒ്ؗ ؛സ് െകാ؇് സ്കٔയർ ഒ്ؗ ؛സ് ടു െകാ؇് ചതുരം വെര 1 ؛സ് x n x n nx 
െകാ؇് സ്കٔയർ , ഇത് മുഴുവനും െകാ؇് പവർ ആയി ഉയർു؋ക. മുآെ؋ ْപٍ٠ം േപാെല n n x 
നമു്ׯ സٔാഭാവിക േലാഗ് എടുׯാം, ഇത് സൂചിؚിؗുׯത് ന്െറ േലാഗ് തുലّമാണ്  പരിധി fx o n 
അനؓത ന്െറ മട്׹ േരഖയിേല്ׯ നയിുؗുׯ, അതിനാൽ  ഇത് 1 മുതൽ ൈമനസ് സേأഷൻ x n n 
േലാഗ് 1 ؛സ് ന് സ്കٔയർ വെര തുലّമായിരിുׯം, അതിനാൽ ഇത് േലാഗ് ഒരു തുടർ׺യായ kx n 
ْപവർ؋നമാണ്  ഈ പരിധിയുെട േലാഗ് എനി്ׯ േലാഗിന്െറ പരിധിയായി എഴുതാം, ഇത് ഇേؚാൾ 
നമു്ׯ ലഭിുؗുׯ, ഇത് പരിധി്ׯ തുലّമാണ് പരിധി്ׯ തുലّമാണ് അനؓത ന്െറ മട്׹ n n x n 
സേأഷൻ േലാഗ് ഒ്ؗ ؛സ് ന്െറ ഇത് ഒരു പരിധി ൈമനസ് പരിധി ന് അനؓത ന് ْപവണത  kx n n x n 
ചതുര؋ിന്െറ ഒؗിൽ നി്ؗ േലാഗിന് തുലّമായ സമയ സംْഗഹം സ്കٔയർ െകാ؇് വീ؇ും n k , n 
തുകയുെട ഈ പരിധി അവിഭാജّമായി എഴുതാം, ആദّേ؋ത് 1 ؛സ് േരഖയുെട 0 മുതൽ വെര ydy x 
അവിഭാജّമായിരിുׯം, എؓുെകാ؇ാണിത് എ്ؗ പറയുക  നി׹ൾ ന് 1 ന് തുലّമായി k 
കാണുകയാെണ׸ിൽ, എനി്ׯ ന് ഉ؇് , ന് ന് തുലّമാണ്, ഇത് തവണ ന്െറ ആയി മാറും, x n k n k x n n
ന് തുലّമായ ഇത് ആയി മാറും, അതിനാൽ ഇത് താഴെ؋ പരിധി 0 ഉം ഉയർؗ പരിധി ഉം ആണ്  k x x 
ഫംഗ് ഷൻ ഞ׹ൾ  ؛സ് യുെട േലാഗ് എടുുؗുׯ , ര؇ാമെ؋ പരിധി േലാഗിന്െറ  മുതൽ 1 y 0 x 
വെരയുت അവിഭാജّ؋ിന് തുലّമാണ് 1 ؛സ് സ്കٔയർ ഇവിെട ഇന്റْഗാൻഡിൽ നأൾ ന്െറ y dy x f 
എ്ؗ എഴുേത؇തിب , കാരണം ഇതിനകം ഇവിെടയു؇്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഇവിെട മെئാരു x 
േവരിയബിൾ ഉപേയാഗിു׺ , ഞ׹ൾ ഇതുേപാെല എഴുതുؗു, അതിനാൽ ഇത് എനി്ׯ പൂജّ؋ിൽ y 
നി്ؗ വെരയുت അവിഭാജّ؋ിന് തുലّമായ ന്െറ േലാഗ് നൽകുؗു. ഒ്ؗ ؛സ് യുെട േലാഗ് x fx y 
എഴുതാൻ എനി്ׯ കഴിയും ഒ്ؗ ؛സ് സ്കٔയർ െകാ؇് ഹരി׺ാൽ തീർ׺യായും നأൾ ഈ y dy 
ഇന്റْഗൽ വിലയിരു؋ാൻ ْശമിׯരുത്, കാരണം ര؇ാമെ؋ ഇന്റْഗൽ മൂലّനിർ؉യം എളുؚമب, 
അതിനാൽ ഇേؚാൾ നأൾ ഓപ്ഷനുകൾ േനാുׯകയും നമു്ׯ കഴിയുؗത് കാണാൻ ْശമിുׯകയും 
േവണം.  
അ׹െന ഡّൂഡ് െചുإക 
അ׹െന നأൾ എؗീ ഓപ്ഷനുകൾ കാണുകയാെണ׸ിൽ, ന്െറ പകുതി ഒؗിന്െറ ഉം a, b f f f f 
ഒؗിെന മൂെؗ؉ം ന്െറ ര؇ിൽ മൂؗുമായി താരതമّം െചإണം. കുറയുؗു, തുടർ്ؗ നമു്ׯ ഇത് f f 
ഊഹിׯാം, അതിനാൽ ഇത് ഇവിെട െചإാൻ എളുؚമാണ്, അതിനാൽ മായി ബؖെؚ؂് ഈ വّതّാസം x 
ഞ׹ൾ േവർതിരിുؗുׯ, അതിനാൽ നമു്ׯ ന്െറ േലാഗ് ലഭിുׯം, േവർതിരി׺ാൽ നമു്ׯ ൈْപം fx- f 

ന്െറ ലഭിുׯം , ഇതിന് തുലّമാണ് ന്െറ 0 മുതൽ വെര. ഞാൻ അടിرാനപരമായി x- fx f- x 
േവർതിരിുׯകയാെണ׸ിൽ കാൽുׯലസിന്െറ സിؑാؓം ഇത് 1 ؛സ് ന്െറ േലാഗ് 1 ؛സ് ydy  l x x 
ചതുരം നൽകും , ഞ׹ൾ്ׯ എبായ്േؚാഴും 0 േനׯാൾ വലുതാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ഇത് ൈْപം x f x 
ആയി ആയി ലഭിുׯം. ؛സ് ൈബ വൺ ؛സ് സ്കٔയർ എؗത് എഫ്എ٧്ع വّװമായി fx x x 
േപാസിئീവ് ആെണ്ؗ ْശؑിുׯക.   ؛സ് ؛സ് ചതുരം നും 1 നും ഇടയിലാെണ׸ിൽ ഇത് x 1 x x 0 
േപാസിئീവ് ആണ്, കാരണം േനׯാൾ കുറവാെണ׸ിൽ 1 ؛സ് ؛സ് ചതുരേׯ؋ാൾ x 1 x 1 x 
വലുതായിരിുׯം 0 നും 1 ചതുര؋ിനും ഇടയിലുت ന്െറ ചതുരം േനׯാൾ െചറുതാണ് x x x 
അതിനാൽ ഇത്  അനുപാതം ഒ്ؗ ؛സ് ൈബ വൺ ؛സ് ചതുരം ഇത് ഒؗിെനׯാൾ വലുതാണ്, x x 
ഒؗിലും വലുതായ എؓിന്െറെയ׸ിലും േലാഗ് േപാസിئീവ് ആണ്, എؗാൽ േനׯാൾ x 1 
വലുതാെണ׸ിൽ ഡിേനാമിേനئറിന് ചതുരമു؇്, ഇത് േനׯാൾ വലുതാണ്, അതിനാൽ ഈ x x 
അനുപാതം 1 ؛സ് ؛സ്  ചതുരം 1-ൽ കുറയുؗു, അതിനാൽ ഒؗിൽ കൂടുതലാെണ׸ിൽ ഇത് x 1 x x 
പൂജّേׯ؋ാൾ കുറവായിരിുׯം പൂജّ؋ിനും 1 നും ഇടയിലാെണ׸ിൽ ഡാഷ് പൂജّേׯ؋ാൾ x f x 
വലുതാണ്, േനׯാൾ വലുതാെണ׸ിൽ ഇത് 0-ൽ കുറവായിരിുׯം. അതിനാൽ ഇത് നേأാട് x 1- 
എؓാണ് പറയുؗത്, അതിനാൽ ഇത് 0 മുതൽ 1 വെരയുت ഇടേവളയിൽ വർؑിؗുׯ ഫംഗ്ഷനാണ് 
സൂചിؚിؗുׯത് .  ഒؗിെല ഫംഗ് ഷൻ അനؓതയിേല്ׯ കുറയുؗു , അതിനാൽ പൂജّ؋ിനും ഒരു 
എഫിനുമിടയിൽ ഒؗിന്െറ പകുതി, എഫ് എؗീ ഓപ് ഷനുകൾ വർؑിؗുׯതായി കാണുകയാെണ׸ിൽ
പകുതി എഫ് ഒؗിന്െറ എഫ് എؗതിേനׯാൾ കുറവായിരിുׯം, അതായത് പകുതിയുെട എഫ് 
ഒؗിന്െറ എഫ്-ൽ കുറവായിരിׯണം കൂടാെത എഫ് ഒؗിൽ മൂؗിൽ എഫ് ര؇ിലും മൂؗിലും 
കുറവായിരിുׯം, അതിനാൽ ഓപ്ഷൻ െതئാണ്, എؗാൽ ബി ശരിയാണ് ഇേؚാൾ ഓപ്ഷനുകൾ a c, d 

ൈْപം 2 േചാദിുؗുׯ , എؗത് ൈْപം 3 ൈബ മായി ൈْപം 2 മായി താരതമّം െചുؗുإ ca f d f f 3 f 
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എഫ് 2. അതിനാൽ ഇവ വീ؇ും നമു്ׯ കണׯാׯിയതിൽ നി്ؗ ലഭിുׯം, അതിനാൽ നമു്ׯ എഫ് 
ൈْപം 2 എؓാെണ്ؗ േനാׯാം എഫ ്ൈْപം ര؇് ഒؗിന്െറ ؛സ് ടു ൈബ വൺ ؛സ് ടു സ്കٔയർ ര؇് 
ഇര؂ി േലാഗിന്െറ എഫ് ന് തുലّമായിരിുׯം ഇത് 2 ന്െറ എഫ് ന് തുലّമാണ്  ൈടംസ് േലാഗ് 3 ൈബ 5. 
അതിനാൽ 2 ന്െറ എഫ് േപാസിئീവ് ആണ്, േലാഗ് 3 ൈബ 5 െനഗئീവായതിനാൽ ഇത് 0-ൽ 
കുറവായിരിുׯം, അതിനാൽ സി ഓപ്ഷൻ എഫ ്ൈْപം 2 കുറവ് പറയുؗു 0 ന് തുലّമായതിേനׯാൾ 
എഫ് ൈْപം 2 0-േനׯാൾ കുറവാെണ്ؗ ഞ׹ൾׯറിയാം, അതിനാൽ സി ഓപ്ഷൻ ശരിയാണ് , ഡി 
ഓപ് ഷന്െറ കാരّെമؓാണ്, എഫ് ൈْപം ْതീ എഫ് ْതീ , എഫ് ൈْപം ടു എഫ് ടു എؗിവ കാണണം, 
അതിനാൽ നമു്ׯ എഫ് ൈْപം ൈബ എഫ്എ٧്ع ഉ؇്. 1 ؛സ് ന്െറ 1 ؛സ് ചതുര؋ിന് തുലّമാണ്, x x x 
അതിനാൽ ൈْപം 3 എؗത് 4 ന്െറ േലാഗിന് തുലّമാണ്, അത് 2 ന്െറ േലാഗ് ആണ്.f by f 3 by 10 by 5 

ൈْപം 2 ഇത് ഞ׹ൾ ഇതിനകം കണׯാׯിയ േലാഗ് ആണ് 3 ൈബ 5. അതിനാൽ േലാഗ് f by f 2 
കർശനമായി വർؑിؚിؗുׯ ْപവർ؋നമാണ്, അതിനാൽ േലാഗ് ടു ൈഫവ് എؗത് േലാഗ് ْതീ ൈബ 
ൈഫവിേനׯാൾ കുറവാണ്, അതിനാൽ ഇത് സൂചിؚിؗുׯത് ൈْപം ْതീ എഫ് ْതീ എഫ് ൈْപം ര؇് f 
എഫ് ടു എؗതിേനׯാൾ കുറവാണ്, അതിനാൽ ഞ׹ളുെട ഓപ്ഷൻ ഡി െതئാണ്.  മ്ئ 
അസമതٔമുെ؇׸ിൽ ബിയും സിയും ശരിയായ ഓപ് ഷനാണ് ശരി, േചാദّ നآർ നാലിേല്ׯ േപാകാം fx 
എؗത് ഒؗിൽ നി്ؗ മുതൽ വെര യുെട പവർ ൈമനസ് യും ഒؗിൽ നി്ؗ യും െകാ؇് x x e t t tdt 
ഹരി׺ാൽ പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ അനؓതയിേല്ׯ െകാ؇് ഹരിؗുׯതിന് തുലّമാണ് . അേؚാൾ tdt 
ഇനിؚറയുؗ ഓപ്ഷനുകളിൽ ഏതാണ് ശരിയാണ് ഒരു അനؓതയിൽ വർؑിുؗുׯ ഇടേവള 0 f bf 
മുതൽ കുറയുؗു  1 ന്െറ ؛സ് എഫ് 1 ന്െറ ഇത് എبാ നും 0 നും 0 മുതൽ അനؓതയ്ുׯം cf x x , x 
തുലّമാണ്, കൂടാെത ഓപ് ഷൻ  ന്െറ പവർ ആണ് എؗത് ഓൺ ന്െറ വിചിْതമായ d 2 x x x r 
ഫംഗ് ഷനാണ് ഇവിെട നമു്ׯ ഒരു നിحിത അവിഭാജّമായി നൽകിയിരിുؗുׯ.  തുടർ്ؗ നأൾ ഈ fx 
ഓപ് ഷനുകൾ കെ؇؋ണം , അതിനാൽ കൂടാനും കുറയാനും ആവശّെؚടുؗതിനാൽ, ചില 
ഇടേവളകളിൽ  കൂടുകേയാ കുറയുകേയാ െചإേണാ എ്ؗ കാണാൻ ഈ ഫംഗ് ഷന്െറ െഡറിേവئീവ് f 
കണׯാׯാം, അതിനാൽ ചില യുെട െഡറിേവئീവ് എടു؋ാൽ നമു്ׯ ഓർأിׯാം. ചില ftdt 
ഫംഗ് ഷൻ േകാടാലി മുതൽ വെര, പിെؗ എؓാണ് ഇത്, ന്െറ മുകളിെല അവസാന േപായിന്റ് ൽ bx x b-

മൂലّനിർ؉യം നടؗു؋തിന് തുലّമാണ് ഇത് , തുടർ്ؗ ന്െറ െഡറിേവئീവ് ൈْപം ൈമനസ് f ax- b x f
െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ ഒരു ൈْപം വലത്, അതിനാൽ ഇതാണ് െപാതു േഫാർമുല െഡഫിനി്ئ x 
ഇന്റْഗലിന്െറ െഡറിേവئീവിനായി, ഇന്റْഗലുകളുെട പരിധികൾ ന്െറ ْപവർ؋ന׹ളാണ്, x 
ْപേതّകിു׺ം നമു്ׯ മുതൽ വെരയുت അവിഭാജّ׹ൾ ഉتേؚാൾ നമു്ׯ ന്െറ ലഭിുׯം, a x x f 
എؗാൽ ഇവിെട മുകളിെല അവസാന േപായിന്റിൽ മുകളിെല െഡറിേവئീവിന്െറ തവണ f 
മൂലّനിർ؉യം നട؋ണം. ഒരു ൈമൽ  േലാവർ എൻഡ് േപായിന്റിൽ അതിന്െറ nus f 
െഡറിേവئീവിന്െറ ഇര؂ിയാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ആയി 1 ആയി ൈമനസ് ؛സ് 1 െകാ؇് fx x 2 xe t 

െയ െകാ؇് ഹരിുؗുׯ, അതിനാൽ ഞാൻ ഇത് േവർതിരിുׯകയാെണ׸ിൽ ൈْപം ന് t t dt f x e 
തുലّമായിരിുׯം  പവർ ആദّം നأൾ ഇന്െറْഗാൻഡിൽ ന് തുലّമാണ് , അത് ؛സ് 1 ന്െറ t x x x x 
ഇര؂ി ന്െറ െഡറിേവئീവ് ആണ്, അതായത് 1 ൈമനസ് ആണ്, നأൾ എؗത് 1 ന് തുലّമാണ്, x t by x 
അതിനാൽ ൈമനസ് 1 െകാ؇് എؗത് െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ആയി മാറും.  e by x plus 1  t t t x 
േപാസിئീവ്, ഇത് പൂജّേׯ؋ാൾ വലുതായ എبാ നും 0-േനׯാൾ കൂടുതലാണ് , അതിനാൽ ഇത് x 
സൂചിؚിؗുׯത് എؗ ഇടേവള പൂജّം മുതൽ അനؓത വെരയുت ഇടേവളയിൽ കർശനമായി f 
വർؑിുؗുׯ എؗാണ്, അതിനാൽ എؗത് പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ അനؓതയിേല്ׯ വർؑിؗുׯ f 
ഫംഗ്ഷനാണ്, അതിനാൽ ഓപ്ഷൻ ശരിയാണ്, എؗത് െതئാണ്.  ഈ ഫംഗ് ഷൻ ന്െറ a b bec 
െഡറിേവئീവ് കണׯാׯാെത തെؗ നമു്ׯ അേത കാരّം ഊഹിׯാവുؗതാണ്  അതിനാൽ ause 
ഞാൻ മെئാരു രീതിയിൽ എഴുതെ؂  , ഇത് കൂടുؗതിനനുസരി്׺ മുതൽ വെരയുت ഇടേവളകൾ x x x 
വർؑിؗുׯതായി ഞ׹ൾ കാണുؗു, എؓുെകാ؇് ഇത് വർؑിؚിുׯേآാൾ താഴെ؋ അവസാന x 
േപായിന്റ് 1 കുറയുകയും മുകളിെല അവസാന േപായിന്റ് വർؑിുׯകയും െചുإം അതിനാൽ x x x 
വർؑിؗുׯതിനനുസരി്׺ വർؑിുׯം  ഇന്റർെവൽ വലുതും വലുതുമായി മാറുؗു, ഇന്റْഗാൻഡ് x 
േപാസിئീവ് ആണ്, കാരണം ഇന്റْഗാൻഡ് എക് സ് േപാണൻഷّൽ യ് ്ׯ േപാസിئീവ് ആണ്, ഇത് t t 
എبായ്േؚാഴും േപാസിئീവ് ആണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ഒരു േപാസിئീവ് ഫംഗ് ഷൻ ഉെ؇׸ിൽ, ഞ׹ൾ 
അതിെന ഒരു വലിയ ഇടേവളയിൽ സംേയാജിؚി׺ാൽ ഇത് വലുതായിരിുׯം, അതിനാൽ ആണ്  fx 
ഫംഗ് ഷൻ ശരിയായി വർؑിുؗുׯ, അതിനാൽ െഡറിേവئീവ് കണׯാׯാെത േപാലും ഒരാൾ്ׯ ഇത് 
എളുؚ؋ിൽ കാണാൻ കഴിയും , ഈ േപാസിئീവ് ഫംഗ് ഷൻ ഞ׹ൾ സംേയാജിؚിؗുׯ ഇടേവള 
വലുതാകുؗത് കാണുؗതിലൂെട, ഇേؚാൾ വർؑിؗുׯതിനാൽ , ഓപ്ഷൻ കാണുؗതിന് x c, d 
ഞ׹ൾ ؛സ് ന്െറ േനാേׯ؇തു؇്.  അേؚാൾ നമു്ׯ േനാׯാം ന്െറ വ؉ിന്െറx f f of one by x, f 

ന്െറ അവിഭാജّമായിരിുׯെമ്ؗ ൽ നി്ؗ ഒ്ؗ ന്െറ ന്െറ ൈമനസ് ؛സ് xf xf of one by x x- x- e- t 
വൺ ൈബ േല്ׯ ഒ്ؗ എؗത് ൈമനസ് ഒ്ؗ ചതുരം ആണ് , എؗത് ന് t by tdt- t. y, dt y dy t xy 
തുലّമാകുേآാൾ 1 ആണ് , തുടർ്ؗ തുലّം ആണ്, അതിനാൽ ന്െറ ഈ ഒؗിന്െറ by x t x x x f x 1 
മുതൽ വെരയുت അവിഭാജّ؋ിന് തുലّമായിരിുׯം.  ന്െറ മുതൽ ൈമനസ് വെരയുتത് 1 x x e t 
െകാ؇് ആണ്, അതിനാൽ 1 െകാ؇് ؛സ് 1 െകാ؇് െയ െകാ؇് ഹരിുׯം എؗത് െകാ؇് y y t y t y 
ഹരിുׯം , എؗത് ൈമനസ് ഒ്ؗ െകാ؇് ചതുരം ആണ്, ഇത് ഒؗിന് ര؇് ആണ് നമു്ׯ dt y dy x x 
ഒരു  ൈമനസ് ചിصം , തുടർ്ؗ നമു്ׯ മുതൽ ൈമനസ് ؛സ് 1 െയ െകാ؇് ഹരി׺ാൽ െകാ؇്e y yd yd 
ഹരി׺ാൽ ന്െറ ൈമനസ് എؗതിന് സമാനമാണ്, ഇത് ന്െറ ന്െറ ؛സ് െന സൂചിؚിുؗുׯ x f x f x f x
ഇത് എേؚാഴും പൂജّമാണ്, ന്െറ ന്െറ ആണ്  പൂജّ؋ിന് തുലّമായ ഇത് ഓപ്ഷൻ ആണ് x f f x c 
ഇേؚാൾ ശരിയാണ് ഓപ് ഷൻ ഇത് ഓപ് ഷനിൽ നി്ؗ എؓാണ് പിؓുടരുؗത്, അതിനാൽ ഇേؚാൾ d 
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നأൾ 2 ന്െറ ന് തുലّമായ എ്ؗ എഴുതിയാൽ മ നസ് ന്െറ എؗത് പ   ർ ൈമനസിന്െറ 2 f gx x x g 
ന്െറ ആ   ◌്  എؗത് ന്െറ 1 ന്െറ 2 ന്െറ ന് തുലّമാണ്, കൂടാെത ന്െറ ന്െറ 1 ന്െറ f x x x x f x 
ൈമനസ് ന്െറ ന് തുലّമാെണ്ؗ നമുׯറിയാം, അതിനാൽ ഇത് ന്െറ 2 ൈമനസ് ആണ് , അത് f x x f 
ൈമനസ് ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് ആണ് സൂചിؚിؗുׯത്  ഒരു വിചിْത ْപവർ؋നം gx gx s  o 
ഓപ് ഷൻ നൽകുؗതും ശരിയാണ്, അതിനാൽ ഓപ്ഷൻ എؗിവ ശരിയായ ഓപ് ഷനുകളാണ്, d a c , d 
അതിനാൽ ഇത് ഇന്റْഗൽ കാൽുׯലസിെനുׯറിتു׺ ْപഭാഷണം ര؇് പൂർ؋ിയാുؗുׯ, അടു؋ 
ْപഭാഷണ؋ിൽ ഞ׹ൾ കുറ്׺ ْപശ് ന׹ൾ ചർ׺ െചുإം നؕി 
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