
హࡽߦ ࡱڕࣾ࢒ ࡹ ङࠪ థڡܽ࠱झ छࣃ ڕ ࡽߜ۸  గతం, ڒబܽद ఇ޴ సమసङ  పࢲࡍए ర ࣊షߤ ల ऴࡹށࢩ ࠙గం, ߘߝ సమऴగ iit 
ङڕ࡯ڒ ల࣒ మ࠾ࡍ అవకలన సࠬకరހల߯ ߖڜऒ  సమసङ  పࢲࡍए ర ࣊షߤ లߘ ఇࣃफ ङڕ࡯ڒ సమऴగ ޴బܽद ఇڒ ߘ ల࣒ ࡹ ఒకܽ
ऒߖڜ బܽदڒ  సమసङ లۯ ߘయడం ޳छ भ޳ࠚరంߦऴ ࡌ ం సమసङ పܽ సంవతझߘ࠭ ڴనం߄ऴప ࡱ  తన ߮ప࡛ ల jߕ߇ల అࡌ
नݞయబۯ కߧఎం ݟంߘ సమసङ ࠾ࡍమ ࠼ లܿߦ ޜ సమసङ లࡹ ఉపڵࡆంۨన ࠭ఖङ फࣃసࠬऀ ߘߝ ߘలࢡన అం࠳  ߘ
బܽद సమసङڒ  నంబ࡛ వޜ ߤ ऴߦరం޳ࠚभ ం ڒబܽद ऴపశऒ  ఒకܽ ࠳ ߘߝన࣒ ߯ ߘంݟ  ఓవ࡛ ߯ ఇంܽऴగڕ ࡽ సࠪనం అ2 ޙ࠼
అޔࠋۮ ߖంߘ 4 ޴ం޳ ݟछ छ޳ 4 ࡌ ప 1 ړ ࡌ ऱ࣒ ࡓ ߤ࣌ పవ࡛ ړ  ऱܿ 2 ࠳న࣒ ఆ߯ ఇర࢙ ఏࡏࣃ ݡऱ pi dx e x cos x i 
࣋ए छ మనం ఈ ఖۨऐ ڴథࠫకంߦబܽद ऴڒ సࠪనం ړߖ޳ ࡛ త࠳న సమऴగత࡮࠮ ߘङ ంకనం ࡯࠻ۯ మ࠾ࡍ ఇర࢙ ఏݡ i 
࣋ए छ एړࡵ ߘవࡱ࢑ ࡛ ంۧڒ ࡯బܽद మనం ఇకए డ ۫࣋फ , మనڕ ߷ర࠳ ࠹న࣒ ߘంߘ ݟంݟ వరڕ ఉంܿం޴, a a fxdx 
ऒߘసం నڝ ߤఫంࣾ ߕ޼బܽद ఏڒ भ޳ۯ ࡽڒࡎ  ం ఇంܽऴగࡽ ఆ࠳ ࠆన࣒ ఇߕࣆ ޴ऒ కएࡅ ݟంߘ   fx a to afxdx a f x 
 ప ऱ࣒ ङ࡮࠮ ڕవర ݟంߘ న࣒࠳ ߘߝ బܽदڒ సࠪనం ړ న࣒࠳  ంకనం ۯయړߖݞ బڴࡱ޶ మనం ߕࣆऒ f xdx ݟంߘ  a a 

వర࡮࠮ ڕङ ంకనం ۯయవ۪ऐ  a a afxdx ڕవర ݟంߘ న࣒࠳ ޴࣋ۯ బܽद మనంڒ లభంࣆ ࡮ۧ ࢓܌ࡏ ړߖ޵ బܽदڒ 
సమऴగ࠳న࠳ ߖߖ޵ ,޴న࣒ ߘంߕࣆ ݟऒ  వరڕ  ప ऱ࣒  ఇంܽऴగڴ ࡽ ऴ࢐యవ۪ऐ ऒߕࣆ . झڡఎ ࠆఎ ݟంߘ  झڡఎݟ   వరڕ a fxdx 
ఇ޴ ఖۨऐ త࠳న సమऴగం ࡅకए ऒߖڜ ڕమన ,ࡱހరణ లࣾ߄ࣃ  ओߩసమऴగత ఉం݄, అ ڕవర ࠉ ݟంߘ   aݟంߘ మనం ఎ ݡ
ంచవ۪ऐ܊࢑భ ڴతफం࠴ లڴసమऴ ݡంࡓ ڕవర ࠉ ݟంߘ ࣄ ࠾ࡍమ ࣄ , ఇߩओ  దܽ࠴ .޴దܽ࠴ ޴࣋ۯ మనం ݡ
ఇంܽऴగࡹ ࡽ ఈకछ x y ydx ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓న࣒ అ࠳ ޙ࠼दనటऱܽ߭ ߖ ړ న࣒࠳ బܽद మనంڒ టदడం߭ ߖన࣒ అ࠳ ߖ ࡽ x dy 

సࠪన࠳న ࠳న࣒ ړ సࠪనం అ࠼నߩओ ऒߕࣆ ࠾ࡍమ ݡ ओߩన࠳సࠪన ړ ऒߕࣆ ޴ߝఅ ݡ న࣒ x ay a࠳ బܽदڒ  x y a 
కएࡅ  సమऴగం ߕࣆऒ కएࡅ న࣒࠳ ޴ߝఅ ړ కएࡅ  ऒߕࣆ  ऒߕࣆ ݟంߘ   వరڕ సమऴగంڴ ऴ࢐యవ۪ऐ  fxdx y f 
మ࠾ࡍ అ࠳ ޴ߝన࣒ ఇ࠳ ޴న࣒ ࡅకए కएࡅ న࣒࠳  ऒߕࣆ ݟంߘ న࣒࠳   వరڕ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ dx dy , ydy a 
ऒߕࣆ ߖߖ޵ ऴ࢐యవ۪ऐ ڴసమऴగం ڕవర ݟంߘ  కएࡅ . ऒߕࣆ ޴న࣒ ఇ࠳  కएࡅ న࣒࠳ ݟంߘ   వరڕ a f ydy xdx f 
సమऴగంݞږ ڴ ऴ࢐యబޔݡంڒ ޴బܽद ߘంݟ సమऴగం ߘంݟ అߕࣆ ޴ߝऒ న࣒  ప࠳ ఒక ړ ऱ࣒  min us a af xdx f x f 
కएࡅ घࡏ߷ ࠪ ޴సࠪనం, ఇ ړ  క సమసङߝఅ ޙ࠼అ ࡮ లࡹ ࠭ఖङ ङޙऴప ݡంࡓ న࢑࠳ క సందࡌग ऒߕఉ ࡱ  బܽद xdxڒ ࠼

అࣄࠐ ޴ߝ ఫంࣾߤ అ࠳ ޙ࠼న࣒ అࡅ ޴ߝకए కएࡅ  ओߩసࠪనం, అ ړ న࣒࠳  న࣒  ప࠳ ݡ ऱ࣒ కएࡅ   ఈ f f x x f x fx 
ऒߕࣆ  అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ࠳న࣒ ߘంݟ ఒక ࡅకए  సమऴగత ߕࣆऒ  ఒక f a fxdx f ޴ߝఅ ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړ

సࡍ ఫంࣾߤ అޙ࠼ అࡓ ޙ࠼ండవ࠳ ޴న࣒ అߖऒ ంܽࡅ ڔకए ओߩసࠪనం అ ړ  f x x f ݟంߘ న࣒࠳ ݡ x a afxdx 
కएࡅ  సమऴగం ߕࣆऒ ࡓ ݡంࡓ ڕవర ݟంߘ  ऱܿ సమऴగంڴ ఉంܿం޴, ఇߩओ మనం సమసङ ݡ एࢲࡍప ڕ ऒߖࡌ भ޳ۯ  ం afxdx 
కएࡅ ڕబܽद మనڒ   ఓవ࡛ ړ సࠪనం  ప ऱ࣒ ࡓ పంߦ ݟంߘ  ऱܿ ࡓం࠳ ݡన࣒ ࡓ ࣒ڒంݡ ఇߩओ న࣒ x f 1࠳ మనం ݡ 1 e x x 

కएࡅ ङ࡮࠮ ߖ  ంకనం ޳ۯभ ం ఇ1 ޴ ఓవ࡛ 1 ప ऱ࣒ ࡓ న࣒࠳ సࠪనం ړ  ऱܿ 2 ࠳న࣒ ࠳ ࣒ڒన࣒ ఇߩओ న࣒ x f࠳ ݡ e x 2x x 
కएࡅ ప 1 ړ ߤࣄ న࣒࠳ పవ࡛ ޴బܽद ఇڒ ࠆఆ ߤ࣌ న࣒࠳ న࣒࠳ ߤ࣌  ऱ࣒ x x ࡍఒక స ࣒ڒ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړ  e
ఫంࣾڒ ߤబܽद ఇ࠳ 2 ޴న࣒ ړ ࣒ڒ సࠪనం ڒబܽद ڴ࡮ ړ ߖߖ޵ సరࢁకࡍంచవ۪ऐ ప 1 ߖ పంߦ  ऱ࣒ 2x p ڴంచڵ࠙ ޜ  e x e
ࡓ పంߦ ऱܿ 2 ࠳న࣒ ڒ 2 ࣒ڒబܽद ࠭࠲ ࣔరం ࡅకए ఉనऒ ڴసࠪనం ړ  ऱܿ ۫ࣃफ ओߩబܽद ఇڒ ࠭ ప  ߘߝ ݡ ऱ࣒  x x f x fx f
న࣒  ప࠳ ऱ࣒ సࠪనం 1 ప ړ న࣒࠳  ऱ࣒ ప 1 ߖ ߤ࣌ ݟంߘ  ऱ࣒  ఇڵ࠙ ޜంచߦ ,ڴపం ࡓ ऱܿ 2 ࠳న࣒ 2 ࣒ڒ x fx f x e x x x 
బܽद 1 పڒ ऱ࣒  ఇ ࣌ړ ߤ రదभޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ ఇ1 ޴ కం݄ 2 ࠳న࣒ ړ 2 ࣒ڒ సࠪనం ఇߩओ ऒߖޑऴࣇ ߘߝ ݡ  ఉపࣃڵࡆफ x ߘ x
ए࣋ ࣒ڒ ࣒ڒ छ ए࣋ ࣒ڒ న࣒ 2࠳ ఓవ࡛ 3 1 ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ న࣒ 1࠳ ࡛ छ బܽद మన దగڒ సࠪనం ړ ࡛ ठర ఉనऒ 2x 2 x x ޴
సమऴగం అం݄ మనం 2 ࠑ ߯ ߷ङ క द࡛  అం݄ 0 ߘం4 ݟ వరڕ ఉంܿం࠳ 3 ࠑ 1 ޴న࣒ 2 ࣋ए छ ࡛ ఇߩओ  ఈ i cos x dx ݡ
సమऴగతߘ మనం ۯయగڵ࡯నۯ ޴యడం కషदం ޶ڒ, మనం ఈ ఇంܽऴగంڙ࣊ ߖ ݭం݋ ࣋ए छ రऴసం x 3ޔకనऱ చ࣊  ڴ ࡛ x 
ओߩఇ ࠾ࡍమ ݟంచంڵ࠙ ޜ న࣒ 2࠳ సओ ڕࠬ ޴అ ݡ షदంࣆࡱޘ ڴफంړ ߤܼ ߘ ࠭࠲ ޴ సࠪనం ࣃۯफ ࠭ పޒࠫࡍdx u x 

ऒߕࣆ  అ࠼నߩओ ओߩన࠼సࠪనం అ 4 ړ ࠾ࡍమ 0 ޴సࠪనం, ఇ ړ0 ޴ߝఅ ݡ సࠪనం,x u tan x pi ړ4 ࠑ ݡ u 10 pi 
ఇړ1 ޴ సࠪనం. ڒబܽद ఓవ࡛ సమऴగ 0 ߘం1 ݟ వరڕ ఉంܿంߖ޵ ޴ ࠬద ߤܼ 3 ݢ ࣋ए छ ए࣋ ࠾ బܽद 3ڒ ࡛ छ ࡛ i 2 pi x 
 ప ऱ࣒  . ఇߩओ दࣃ ޴ఇ ݡ ండ࡛ न ఇం݃ऴగࡹ ࡽ ఉంڒ ޴బܽद ߘߝ ࣔరం ߘం߄ࣃ ݡ࠮ ݟరణం ڕࣆޓం݄ ߖ޵ऒ  ऴ࢐యవ۪ऐ , 1
ए࣋ ࠾ ݟంߘ ࡗ܋ ࡽఇంܽऴగ ߯ ޓఓవ࡛ ऴ ݡంࡓ ߘߝ छ ࡛ ప ऱ࣒  వړ ߤ ఒకܽ వࣆफం޳ ݡ࠮ ޴छ ए࣋ ޓऴ ݋ࡐ ߘߝ ࡌ छ  ޜ ࡛
ఒకܽڴ ऴࣃ࢐फ ఓవ࡛ ࣋ए 1 ࠾ࡍసࠪనం మ ړ߯ ఓవ࡛ 3 2 ޴బܽद ఇڒ ߘ छ ࡛ మ࠾ࡍ ఒక ࣋ए छ కएࡅ ࡛  సమऴగత 1 ޳छ  uࠑ 1 ࡌ
ࡓ 3 ݋ࡐ ࠑ ݋ࡐ ऱܿ ࡅకए छ޳ 1 ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ޜమంࡹ࢑ ߤܼ  ऒߕࣆ ޴ఇ ࠾ࡍమ .3 ݋ࡐ ࡌ  మ࠾ࡍ ఒకܽ మధङu 
ङ࡮࠮ ంకనం ۯయబڒ ࡯ݞబܽद ఇ݋ࡐ ޴ ऴࡹ࢑ ߤܼ ޓమ ࠳ 3 ݋ࡐన࣒ ܼࡹ࢑ ߤమం 0 ܼࡹ࢑ ߤమ 3 ݋ࡐ సࠪనం pi 

ऒߕࣆ మࡹ࢑ ߤܼ ࠾ࡍమ ݡ࠮ ऒߕࣆ  ऒߖ޵ ࠭࠲ బܽदڒ   ߰ంڒ ࠭ޑ޶బܽद ړ߯ ߘߝ సࠪనం ఇకए డ ࡓంݡ pi 
అం݄ ࣋ए ޴ంޔ࢓भ అ޶ర ݡ࠮ ݋ࡐ ݡ࠮ छ ए࣋ ݡఅం݄ ఇర࢙ ఏ ޴ంޔ࢓సࠪనం అ ݡఇర࢙ ఏ ࠑ ڷࡱߕ ࡛ छ ࡛ i i 
దܽ సమసङ࠴ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړڷࡱߕ దܽ సమసङ࠴ ޴బܽद ఇڒ నం߄సࠪ ڕ బܽद ऴపశऒڒ నం߄సࠪ ڕ  సంఖङ  
݀ల సమऴగ ࡱ࢑వߘ కھߘనడం ߘంݟ వరڕ సమऴగ ࡱ࢑వڕ సࠪనం 3 ࡏࣃऱ ࡅకए  వర ठ࠮లం 2i 0 pi cos theta 
छ޳ కएࡅ ܼޓ ࣒ڒ ࡌ  వర ठ࠮లం పऱ࣒  వర ठ࠮లం࢑ ޜభ܊ంచబݟం࠴ ܼޓ ߤࣄ ޴తफం ఐߘܼޓ ݟ ޶ శړ फړ ߭ం۪ޔం޴ 
బܽद ఈ సమసङڒ షएࡍప ߘ  సࠪనం d ړࠀ ݟ న࣒࠳ ܼޓ సࠪనం, ఆ߯ ړࠀ న࣒࠳ 2 ߘܼޓ దట࠴ మనం ړߖݞంచࡍ
మړࠀ 0 ܼޓ ࠾ࡍ సࠪన࠳నߩओ छ޳ ݡ ऒߕࣆ ࠀ 2 ࠑ ܼޓ ࡌ  pi 2 pi ݡంࡓ ߯ ࠆఆ ࣒ڒ ܼޓ ࣒ڒ ޙ࠼సࠪనం అ ړ
ऒߕࣆ బܽद సమऴగంڒ సࠪనం ړࠀ ࣒ڒ ܼޓ ߤࣄ ࠾ࡍసࠪనం మ ړࠀ ߤࣄ ޴సࠪనం ఇ ޜ߸ న࣒࠳  pi ڕవర ݟంߘ 
సమऴగం అޔ࢓ంࡅ ࠀ ߤ࣌ ޴కए వర ݡ࠮  ठ࡮࠮లࡓ ࡹంݟంܽڵ࠙ ޜంచబݟన ࣌ࡅ ࠀ ߤకए  వర ठ࠮లం మ࠾ࡍ cos 

కएࡅ  వర ठ࠮లం 5 ړ ߭ంచబݟంڒ ޴బܽद ఇకए డ ߘߝ ఒక దశ޳ ߘట࢘ڒ ߘࣃబܽद సమऴగం ߘంݟ phi cos d phi pi 
ऒߕࣆ కएࡅ ఈ సమऴగం ࠾ࡍమ ޴న࣒ ఉంܿం࠳ ఆ߯ .޴ఉంܿం ڴݡంࡓ ړ d phi 0 ڕవర ݟంߘ  ߘ న࣒࠳  pi b 
సమऴగంڴ ऴ࢐యవ۪ऐ కएࡅ ߖ޵   మࢁऱ ړ బߘܼޤ ڴࡱ޶ ఉపڵࡆంచవ۪ऐ కएࡅ ܼޓ ߤ࣌ ߖߖ޵ బܽदڒ   3 y 2 phi
వర ठ࠮లం޳  ࡹछ ऴ࢐యవ۪ऐ ݞږ ߖఅ ݟంߘ  ࡌ కएࡅ ܼޓ ࣒ڒ ,   వర ठ࠮లంڵ࠙ ޜంచబݟ  పవ࡛ ڵࡍ߭ ڕన 2 0 pi 5
కएࡅ ܼޓ ߤࣄ  వర ठ࠮లం ࠙ڵంచబޔݡంڒ ޴బܽद ఇߩओ ऒߖ޵ ݡ ऒߕफࣆݟܔ  ऒߖހసࠬకర ࡱబܽद అసڒ ߘ  d theta 
సࠬకరణం ఒకܽ޳ࡱߧ ڴभ ం మ࠾ࡍ ఇ޴ సࠬకరణం ࡓంڒ ݡబܽद 1 మ࣋ݟܔ ߖ2 ࠾ࡍफ మనࡓ 2 ڕ ऱܿ లࣃࠚफ  i 0 ,࠼
ऱ వరࡏࣃ 3 2 ړ ݟంߘ ठ࠮లం ࡅ ܼޓ ࣒ڒకए  సమऴړߖڴ సࠪనం పऱ࣒ కएࡅ ܼޓ ߤࣄ   వర ठ࠮లం ࡅ ܼޓ ࣒ڒకए  pi
వర ठ࠮లంڵ࠙ ޜంచబݟం޴ మࡅ ܼޓ ߤࣄ ࠾ࡍకए  వర ठ࠮లం 5 ڕܼޓ ݟ ߭ంచబݟంڒ ޴బܽद ఇߩओ  ߖߖ޵ మనం ݡ
ర޶भ ۯయవ۪ऐ  మ࠾ࡍ ఇࡅ ܼޓ ࣒ڒ ޴కए  వర ठ࠮లం మ࠾ࡍ వర ठ࠮లం కం݄ 0 ߘం޳ ݟछ  pi ڕవర 3 2 ࡌ
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ఉంܿంܼޓ ߤࣄ ޴ ܿ పవ࡛  ܼޓ ݟ ఇߩओ ङ࡮࠮ ߖ ࡽఈ ఇంܽऴగ ݡ ంకనం ۯయడంࡹ సమసङ  తڵ ठంߖ޵ ,޴ऒ  ఏڔకృతం 4
ओߩఇ ړߖݞయۯ కएࡅ ܼޓ ࣒ڒ న࠳రణ߄ࣃ ݟంߘ రంࣔ ߘߝ ,యగలం అం݄ۯ మనం ఏࠫ ݡ  వర ठߖ࡮࠮ऒ ,ం݄ڕࣆޓ 
ఇݡ࠮ ޴ ఓవ࡛ ࣎ ࣋ए छ ࡛ అޔ࢓ంڷࡱߕ ܼޓ ࣒ڒ ޴ శړ फߖ ߭ంచ࠮ ړߖݞలం ࣒ڒ ࣋ए छ  ڕఆ߯ మన , ޴ంޔ࢓అ ܼޓ ࡛
ఒకܽ ఉంܿంࡅ ܼޓ ߤܼ ޴కए  వర ठ࠮లం పవ࡛ 4 ڵࡍ߭ ڕܼޓ ݟంڒ ޴బܽद ఇߩओ  ࠭޳ం߰ ߘܼޓ ߤܼ ࠭࠲ ݡ
మࡏࠬ ࠾ࡍ ۫࣋फ ߙ ߘߝङ మࡔట࡛ 3 ࣊ڙం݋ ࣋ए छ ప 1 ߖܼޓ ࡛ ऱ࣒  బܽदڒ ߘంచగల߭ ړܼޓ ݟ పవ࡛ 4 ߖܼޓ ߤܼ ݋ࡐ 
ఇߩओ ए࣋ ܼޓ ߤܼ ݋ߩ యగల࠭ۯ మనం ݡ छ ओߩసࠪనం, అ ړ ࡛ ए࣋ ݋ంڒ࣊ ݡ छ  సࠪనం t tdt ړ ݡంࡓ ܼޓ ݟ ܼޓ ࡛
మߕࣆ ܼޓ ࠾ࡍऒ ओߩన࠼సࠪనం అ ړ ऒߕࣆ ޒࠫࡍప ݡ ओߩన࠼అ ߯ ߤܼ ݡంࡓ ߯ ܼޓ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ  ݡ
అనంతం అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ఈ సమऴగత సࠪనం ڒబܽद ఇ2 ޴ అం݄ 0 ߘంࡏࣃ 3 ݟऱ 2 అనంతం 1 ప ऱ࣒ छ޳   y t dt t ࡌ
ࡓ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ంޔݡయబۯ भ޶బܽद 2 రڒ ޴ంޔݡంచబ߭ ړపవ࡛ 4 ݟంచబڵ࠙ ऱܿ సమऴగ 0ړ సࠪనం అߖ i 3 
औߖఇ ޴फంࣆۨࣇ ఓవ࡛  ప ܾߖ ऱ࣒  1 పవ࡛ 4 ړܽݟ ߭ంచబݟం޴ ఇߩओ ऒߖ޵ ݡ   ప ऱ࣒  వ࠳ ߤన࣒ వࠑ ߤ  ప ऱ࣒  వߤ పవ࡛ t t t t 
छ޳ ऴ࢐యడం ߖఅ ࡛ࠂ యవ۪ऐۯ ڴలభంࣆ ࡌ ప  ޴బܽद ఇڒ  ऱ࣒ కएࡅ  ࡓ ݡ࠮  ऱܿ సమऴగ ߕࣆऒ  dt t ړߖޑఅనం ݟంߘ 
సࠪనం ఒకܽ పవ࡛ ࠳ ړన࣒ ऴ࠳ ܽݟ ޓన࣒ ఇం݃ऴగߘ ࡗ܋ ࡽంݟ ఇߖऔ ప  ܾߖ ऱ࣒   పవ࡛ ࠳ ܘࡕ ړన࣒  ܽݟ ఇࡓ  ޴ ऱܿ t 1 4 3
ప  ݀ ࠑ ߤన࣒ వ࠳ సࠪనం ړߖ࢐ ऱ࣒  వߤ ࣋ए छ ऒߕࣆ ޴ఇ ,޴फంࣆన࣒ ఇ࠳ ࡛ औߖఇ ݟంߘ  ప ړܾߖ ऱ࣒  వࠑ ߤ ऴޓ ܽ పऱ࣒  వߤ t 
ङږ ࠗ అޔ࢓ం޴ ఇߩओ బܽद ఒక  పڒ ޴ంޔߩ۫ ठڷ࠴ ߩ࢙ అనంతం ݡ ऱ࣒  వߤ ࣋ए छ ࡛ ఇߕࣆ ޴ऒ  t t t ޴ంޔࢂࢗ ړ
మ࠾ࡍ ఇߕࣆ ݞږ ޴ऒ ࡓ ݡ࠮ ޴ఇ ޴ంޔࢂࢗ ړ ऱܿ ߕࣆऒ ऒߕࣆ ޴ఇ ,޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړ న࣒࠳   సࠪనం ړ
అޔ࢓ం޴, ఇߕࣆ ޴ऒ ࡓ ݡ࠮ ޴ఇ ,޴ంޔ࢓అ ޓऴ ࠑ ߤన࣒ వ࠳ ݀ ࠑ ߤవ ޴ఇ ,޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړ ऱܿ ఒకܽ ڡࣄ ࠑझ  
అޔ࢓ం޴, ఇ޴ ఒకܽࡓ ړంړݡ సࠪనం ڒబܽद సࠪ߄నం ࡱ࢑వ ఒకڜߖ޳కܽ సࠪనం ڒబܽद సమసङ  సంఖङ भࡿࢗ ړ3  ం i 
ऱ మనం ఒక ఖۨऐࢁబܽद మڒ త࠳న సమऴగత࡮࠮ ߘङ ంకనం ࣃۯफ ం అߝ ऴపశऒ  సమऴగ ࡱ࢑వߘ కھߘనంߘ ݟంݟ సగం i 0 

 ప ऱ࣒ సࠪనం  ప ړ  ݋ࡐ  ऱ࣒   చదరࡏࣃ ߩऱ  ࠳న࣒ పవ࡛ ڵࡍ߭ ړం࠴  ޴తफం పవ࡛ ݟ  ࠑ  ړఎڡझ  ߭ంచంݟ , ఈ 1 3 x 1 1 x 6 1 4
సమసङ షएࡍప ߘ ऒޒऴపయ ړߖݞంచࡍ भ޳ ం ڒబܽद ࠴దట మనం ޴ڜभڴ సరࢁకృతం ࣄۯ, ఐ ఈకछ ప  ڴ ࡽ ऱ࣒ ऱ 1ࡏࣃ  ݋ࡐ  3 0 
झڡఎݟ ࠆࣔ ݟంߘ  అߖ ऴࣃ࢐फ ࠭.  ప ऱ࣒   ࣋ए छ ࡛ ఆ߯ మనڕ పవ࡛  ࠑ  ఉంܿం޴, త޳छ ప  ࡌ ऱ࣒   పవ࡛ ࣔڕ ࠹ܽ ࠆ x 1 1 4 x 1
సగం 1 ప ݟంߘ 0 ࡹށࢩబܽद ఈ ऴڒ .2 ࠑ అం݄ 3 ,޴ంݟంచబ߭ ړ4 ࠑ న࣒ పవ࡛ 6࠳ ޴ంޔڷࡏ߭ ऱ࣒  మ1 ࠾ࡍ es 1 x x 
ऒߕఉ ڴలంږߘࣃ ݢంࡓ న࣒࠳ యࡏڷ ߖफం۪ڝంڒ ,ݟబܽद ఇߩओ ऒߖ޵ ߘߝ ݡ  1 ప ऱ࣒ ࡓ 3 ݋ࡐ  ऱܿ సమऴగంڴ ऴࣃ࢐फ  0x ߘ
फࣃऴ࢐ ړ ࠆࣔ న࣒ పవ࡛࠳  ऱࡏࣃ న࣒࠳  ߖఅ  ࠑ  పవ࡛ ߖ న࣒࠳  ఈ ߘߝ ڕసగం వర ݟంߘ dx 1 ڕబܽद మనڒ ߘ x 3 2 1 x 1 x 
పవ࡛ ࣔړ ࠆ  ప ऱ࣒  మ࠾ࡍ పవ࡛ ࣔ࠳  ړ ࠆన࣒ ఉంܿంڒ ޴బܽद అ࠳  ޴న࣒ ࣋ए छ కएࡅ ࡛  వర ठ࠮లం అޔ࢓ం1 ޴ x 1 x 1 x 
ࡓ న࣒࠳ 1 ڕబܽद మనڒ ऱܿ 1 ࠳న࣒ ࣋ए छ ࡛ మ࠾ࡍ వర ठ࠮లం ߖ ߰ంޔ޶ం޴, ఇߩओ ఇకए ݡ డ మన߄ࣃ ڕరణ x x dx
ऴపޑङ ࠪऒ యం ఉం޴ ఎం޶కం݄ మనڕ ఈ ఒక ࠳న࣒ ࣋ए छ ࡛ ట࡛घ  ఉంڒ ޴బܽद మనం ऴపޑङ ࠪऒ యం సࠪనంڴ x x 
ऴపయޒऒ ంۧߦ ߘܼޓ ࡯పం ۯయڕܼޓ ܼޓ ࣒ڒ ړߖݞ సࠪనం మړ0 ܼޓ ࠾ࡍ సࠪనం మ࠾ࡍ సగం dx d x 0 x 
ओߩన࠼సࠪనం అ ڕܼޓ ߤࣄ  pi i ړߖ࡮࠮ న࠳బܽद ఈ సమऴగڒ సࠪనం ޜࡏఆ ܼޓ బܽदڒ సࠪనం ړߖڴస ܼޓ ݡ
సࠪనం 3 ప ऱ࣒ ࡓ 1  ऱܿ 0 ߘం޳ ݟछ కएࡅ ࡌ  సమऴగత ࠳న࣒ మ1 ࠾ࡍ pi 6 dx cos theta d theta 1 sin theta 
న࣒ ࣋ए࠳ छ కएࡅ ࡛  వర ठ࠮లం ړ సࠪనం ڒబܽद ర޶भ ࣆۯफం޴ మࡅ ܼޓ ࠭࠲ ࠾ࡍకए  x cos theta cos theta d 
సమऴగత࠳ 1 ߘన࣒ ޜܼޓ ߤࣄ ߰ం࠭ޑ޶ ఇߩओ ంۨ 1 పށڷ ࡏࠬ అం݄ ޴ంޔڷࣃ ڕ޶ం࠭ ڴࡏߝ ޴ఇ ݡ ऱ࣒  ߤࣄ 
ప 1 ޴फ అ࣋ڵ࠙ ޜܼޓ ऱ࣒ ए࣋ ߤ࣌ న࣒࠳ 1 ޴అ ,޴ంޔ࢓అ ܼޓ ߤࣄ  छ ए࣋ ࣒ڒ ޴బܽद అڒ ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ޜܼޓ ࡛ छ ࡛ 
ప 3 ݋ࡐ ޴ఇ ܼޓ ݟ ܼޓ ऱ࣒ ࡓ 1  ऱܿ ఇంܽऴగߘ 0 ࡽం6 ࠑ ݟ ఆ࣒ڒ 1 ࠆ ࣋ए छ ए࣋ ࣒ڒ ࠾ࡍమ ܼޓ ࡛ छ छ޳ ܼޓ ࡛  pi ߤ࣌ ࡌ
झ࠹݅ ܼޓ ݋ంڙ࣊ ܼޓ ओߩఇ ,ܼޓ ݟ ܼޓ ߤܼ  తపओ ࡏࠬ ݡ ప 3 ݋ࡐ ޴రం ఇڒऴప ߖ޵ ࡯࢐ڝࣆࡱޘ ࡽఇంܽऴగ ڴࡍసߖ ऱ࣒  
ࡓ 1 ऱܿ ܼܼޓ ߤ పऱ࣒ ऒߕࣆ ܼޓ ݋ంڒ࣊  झڡࣄ ߯ ݟంߘ   మధङ ङ࡮࠮  ంకనం ۯయబݟం޴ ఇ݋ࡐ ޴ ऴޓ ప ऱ࣒  వ࠹݅ ߤझ  10 
ప 3 ݋ࡐ ࠑ 1 ,6 ࠑ ߯ ऱ࣒ ప 3 ݋ࡐ ޴ఇ 1 0 ݋ంڒ࣊ ࠾ࡍమ 0 0 ߤܼ న࣒࠳ 3 2 ݋ࡐ ࠑ ݋ࡐ ࠑ 6 ݋ఎ ݋ంڙ࣊  ऱ࣒ ࡓ 1  ऱܿ ఇ޴ 
ప 3 ݋ࡐ బܽदڒ న࣒ 1࠳ 3 ݋ࡐ 3 ऱ࣒ ࡓ 1  ऱܿ ࠳ 3 ݋ࡐన࣒ 1 ఇ࠳ 3 ޴న࣒ 1ړ సࠪనం అం݄ 2. ڒబܽद సమऴగ ࡱ࢑వ ࡓంړݡ 
సࠪనం ڒబܽद త޶పࡍ సమసङ  ऴపశऒ  సంఖङ भࡿࢗ ړ4  ం ڒబܽद సమసङ తघ޳ࠡ ంచడంޒమߘఅ ߖ ړ ݟంߘ ࡱ క࠳న r r f
ఫంࣾڴ ߤ ఉంܿం޴, అం݄ ߕࣆऒ కएࡅ  ऒߕࣆ  ऒߕࣆ సࠪనం ړ छ޳ ݡంࡓ ړ f f p f 1 ړ ࠹व߯ ࠾ࡍమ ݡ࠮ ࡌ
సࠪనం. ڒబܽद మన0 ڕ వదभ మ޳ ࠾ࡍछ ఇవछ ࡱవࡱ࢑ 2 ࡌ బݟన ݟఫߖࡓझ ఇవछ ߤఫంࣾ ࡽࠋ బޔݡం޴ మ࠾ࡍ pi f 
व߯0 ࠹ ఇߩओ ఇవछ ݡ బޔݡంࡅ , ޴కए న࣒ x g x pi f t cos cot t cos atft dt x࠳ వదभ ࠹व߯ 2 ڕవర ݟంߘ 
ऒߕࣆ ऒߕࣆ ݡంࡓ ݟంߘ ࡹ  వదभ ޳ 2 ۨࡍޘछ ओߩఅ ,޴ంޔݡయబ࢘ࣄ࠮ వదभ ࡌ ओߩటߝڕࡏۯ ړ0 ࠭࠲ ݡ  pi pi xݡ

కएࡅ  పߖޒࠫࡍ కھߘనవలࣄ ఉంܿంڒ .޴బܽद ఈ సమऴగ పరంڴ ఈ ఇవछ బݟంڒ ޴బܽद ࠭ంڴ޶ మనం x g g x x 
కएࡅ ऒߖޑऴࣇ సంڝ   కھߘనړߖݞ ఈ సమऴగత࡮࠮ ߘङ ంకనం ۯయړߖݞ ऴపయޒऒ ంۧ࡯, ఆ߯ మనం ߖ޵ऒ  g 
కھߘనړߖݞ ऴపయޒऒ फࣃ ࠭. పڒ ޒࠫࡍబܽद ఇకए డ ࠬࡏ ఇంܽऴڴంࣄ۫ ߖ ݭనటऱޙ࠼ అ޴ వదभ ࠳న࣒ ࣒ڒ వదभ cot tft f
व߯࠹ అߖ గమߖంచంݟ, ఇࡏࣃ ޴ऱ ࡅకए కएࡅ   ఉతओ నऒ ం తపओ  మࡖకܽ ޶ڒ ఎం޶కం݄ ࠭࠲ t cos t cos xt f 
ఉతओ నऒ ం ڝసం ఉతओ ऒߖయࠪߖ फޒ  ఉప࣋ڵࡆफ, ఇࡅ ޴కए  ఉతओ ऒߕ ऒߖ  ఇࣆफం޴ व߯ࡏࣃ ࠹ऱ మ࠾ࡍ ff t cos xt cos

కएࡅ  ఉతओ నऒ ం ࠳న࣒ ࡏࣃऱ ڒబܽद ࡅకए  ఈ ߘంݟ వరߘ ڕంߘ ݟంࡅ ݟకए  xt cos xt cot t x g x pi d d f 
వరڕ సమऴړߖڴ సࠪనం ڒబܽद మనం ఇంܽऴగంࡅ ݭకए నऒڕࣆࡱޘ ߖ ࢟ܽ࢘ࡍݥ-ంܾ࠻   తࡌछ త dt t cos at dt 

ङڕ࡯ڒ ల࣒ ࡅకए  ऴߦథࠫక ޳ࣄम ంతం ޳छ మధङ ࠾ࡍమ ޴ఇ ࡌ ङ࡮࠮ ݡంࡓ  ంకనం ۯయబݟన ړ x pi ft cos xt 
సࠪనం కߘక ఇࡅ ޴కए కएࡅ న࣒࠳ ݡంࡓ సࠪనం ړ ऱࡏࣃ ݡంࡓ ړ   ఇߩओ కएࡅ ݡ  pi f cos x pi f x cos xx f 

छ޳ ݡంࡓ కएࡅ ڕࠪ ࡌ छ޳ ݡంࡓ  छ޳ ݡంࡓ ࣒ڒ ݡ࠮ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ڕݡ࠮ ࡌ  ఒకܽ pi f pi x pi ࡌ
छ޳ ߤ࣌ ޴ߝఅ ࣒ڒ ݟంచంߖబܽद గమڒ న࣒࠳ ݡ࠮ ޴బܽद ఇڒ  న వదभ fx cos xx x x x࠳సࠪన ړ0 ޴బܽद ఇڒ 1 ࡌ
రछߖ ۨంచబడڒ ޶ࡶబܽद ߕࣆऒ రछߖ  ۨంచబడڒ ޶ࡶబܽद మనం ߕࣆऒ కएࡅ  కएࡅ ߖڒ ࠭ࡶనھߘక ߖ   cos x g x g 
కएࡅ  పߗڒ ߖޒࠫࡍ పڴ ߖޒࠫࡍ కھߘనړߖݞ ऴపయޒऒ ంచవ۪ऐ  అऴ߱۶ ࡱ  సࠪనం  ࠳న࣒ పࡏࣃ ޒࠫࡍऱ x 0 3 x fx 

ऴ࢐యవ۪ऐ ߖఅ ޴ంܿంڕࡏۯ ړ ओߩబܽद ఇڒ  0 ,޴ఉం ڵ࡯క ߖ ࠹ర߷  ࠑ  ޴ఇ ڕమన ݡ cos xxi fx by sine x 0 0
ఇߩओ छ޳ ࣆࡱޘ ڕమన ݡ ओߩనࡍۯ ړ0 ޒࠫࡍప ࡌ ऒߖ޵ బܽदڒ ࣆࡱޘ ڕమన ߖఅ 1 ݡ  న࣒ x x x x࠳ ݡ࠮ ߘߝ 
పڴޒࠫࡍ ऴ࢐యగలߘ ఎం޶కం݄ ߕࣆऒ ओߩటߝڕࡏۯ ړ ओߩబܽद ఇڒ సࠪనం ړߖ޳ఒక ޒࠫࡍప ߤ࣌ ݡ  మనం 0x x x ݡ
వదभ ࡅకए  ఉతओ ऒߕ ऒߖ  ఉపڵࡆం۪࡯࢐ڝ, అ1 ޴ అޔ࢓ంڒ .޴బܽद ఇ࠳ 3 ޴న࣒ పړޒࠫࡍ సࠪనం పޒࠫࡍ f x fx 
కएࡅ ఇవछ ڴసࠪనం ړన࣒ 0 అం݄ 0࠳ ࠑ న࣒࠳ 0  బݟంڒ .޴బܽद ఇߩओ ऒߕࣆ ޒࠫࡍఈ ప ڕమన ݡ  వదभ f 0 x f 0 f 
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కएࡅ  ఉతओ నऒ ం తపओ  మࡖకܽ ڒదڒ ࣆࡱޘ ߖబܽद ఇ࠳ ݡ࠮ ޴న࣒ व߯ࡗ܋ ࠹ మ࠾ࡍ व߯ߕࣆ ࠹ऒ  ఒకړߖ޳ f f 
సࠪనంڴ ఇవछ బޔݡంڒ ޴బܽद ఇ࠳ 3 ޴న࣒ 1, ఇړ2 ޴ సࠪనం. ڒబܽद సࠪ߄నం ࡅకए  పࡅ 0 ޒࠫࡍకए  0 x g x 
ఇకए ߘߝ బܽदڒ సࠪనం ړݡంࡓ డ ఒక ࢐ङ ఖङ ऒߕంܿڕߘల࠻ۯ  ఇకए ݟంచంߖబܽद గమڒ ߘ డ ࠭࠲ ఈ fx by sin x 
పߖޒࠫࡍ కڵ࡯ ఉߕऒ ࠭, ఇߕࣆ ޴ऒ ऒߕࣆ ࡹపంࡐ  ఇకए ڴࡏߝ ࡏࠬ బܽदڒ ޴ఉంܿం ࡹపంࡐ  డ ߧࡹటߖ ࡽయࠪߖऒ  
వࡍ फంపܑ࠻లߖ అڝߘవ۪ऐ ऒߖయࠪߖ యలڒఎంऴడ ࠭࠲ బܽदڒ ,  వࡍ फంపܑ࣋फ, ఇ޳ ޴छ  cos x f x ړޒࠫࡍప ࠹व߯ ࡌ
సࠪనంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఆ߯ పࡅ ޒࠫࡍకए  అޔ࢓ంڒ ޴బܽद అ޴ व߯ࡅ ࠹కए  పړ ޒࠫࡍcos x x 0 1 f x x 0 
ऴ࢐యవ۪ऐ ߖఅ  ࠹व߯ ߖߖ޳ ࡏࠬ ࠾ࡍమ ޴ంܿంڕࡏۯ f 0 ࡏޑ޶ం߰ ߖ ࠹న࣒ व߯࠳  ఈ ڴࡏߝ ࡏࠬ బܽदڒ  3 f 0 
అޙ࠼ व߯ࡅ ࠹కए  పߖޒࠫࡍ సࠬࣆߧफనऒ ओߩ కएࡅ  ݡ  व߯ړ ࠹ సࠪనం అߖ ऴ࢐యړߖݞ व߯࠹  వదभ f x x 0 f f 0
సమసङ ࡏࠬ ޙ࠼అ ,࡯࢐ڝࣆࡱޘ మనం ߖఉంܿంద ڴయంࡌరంతߖ తघ޳ࠡ ޴ߝఅ ޴అ ,ޙ࠼నటऱࣄ۫ ߘ క࠳న f 
ఫంࣾߤ అߖ ࠪऴత࠲ ఇవछ బޔݡం޴ . ఉతओ నऒ ం ߖరంతరంڴ ఉండవలࣄన అవసరం ڒ ޶ࡶబܽद ఇ޴ సࡕన ࡍޑए కం ޶ڒ 
వదभ ఈ ఉతओ 0 ߖޒࠫࡍఈ ప ࠭࠲ బܽदڒ నऒ ంڴ ऴࣄ࢐, ఆ߯ ߖ޵ऒ ङ࡮࠮  ంకనం ڒ ࠭ࣃۯబܽद ఇ޴ సమసङ  సంఖङ ߘڷࡱߕ 
ఆࣣ సమసङ , ޴ంۨంڵ࠭  సంఖङ  ఐࡿࢗ ړ޶भ ం, ఇ޴ మన కం݄ ޴ڜभࠚ ڴనऒ ంڴ ఉంܿం޴ ఇపओ ܽవరࣄۯ ڕన࢑ ఇకए డ ࠭࠲ 

కएࡅ  సమघ షړ ߤ సࠪనం అޙ࠼ ,  ప ऱ࣒ కएࡅ    సమऴగ  ߘంݟ  వరࡓ ڕ ऱܿ  ప ऱ࣒ k k 1 ݟంߘ ݟంߘ  1 98 x x x 1 dx k k
 ప ऱ࣒  1 వరڕ ఉం݄, ߘ ߖ޳ ࠭࠲ంݟ సࡕన ఎంߧకలߘ ఎం۪4 ࡯࢐ڝ ఎంߧకలߘ అߘసࡍ फ࣎ ంڒ ޴బܽद 99 ࡅకए  సహజ b 
एڕకం݄ త ۃ࡮ అం݄ 99 ۃ࡮ ట࡛ڼऴ ޴ߝకం݄ అ ۃ࡮ వ  ప ऱ࣒  వࡓ ࠑ ߤ ऱܿ  ప ऱ࣒  వࡅ ߤకए  సమऴగతߘ a b i k x x dx 
యవ۪ऐ࢘ ߕఅంచ ڴలభంࣆ  ఎం޶కం݄ ఇ޴ ఒకܽ ࡏࣃऱ  ప ऱ࣒  వ޳ ߤछ న࣒ ఒకܽ  ప࠳ ࡌ ऱ࣒  వ޳ ߤछ  x x x x ڴఒకܽ ࡌ
ऴ࢐యవ۪ऐ  మࡏࠬ ࠾ࡍ ఈ సమऴగతߘ అంచߕ ࢘యవ۪ऐ  మ࢐ ࠾ࡍసफڝ ࡏࠬ ړߖ࢐సం వङ ڔ फకరణߘ ߰ందవ۪ऐ  iߗڒ 
ఈ అసࠪనతలߘ ߰ందడం కషदం ڒబܽद ఈ రక࠳న సమసङ ऒޒऴపయ ړߖడܼ۫ ߘకలߧఎం ࠭࠲ ࡱ ంۧ࡯, ఆ߯ ߖ޵ऒ  ఎ࡮
ऒޒऴపయ ړߖݞడ۫ ࡹ࠻ۯ ంۧڒ ࡯బܽद ࠬࡏ ఎంߧకߘ మࣄ۫ ࠾ࡍనటऱޙ࠼  సహజ ޜ ۃ࡮ ߱లऐ బޔݡం޴a b i 99
ओߩబܽद ఇڒ కएࡅ 99 ݟంచంߖఅం݄ ఏࠫ݇ గమ 99 ۃ࡮ ݡ కएࡅ ࠑ 1 ڕవర 99 ݟంߘ 1 ݟంచంߖగమ ߖఅ ۃ࡮   x dx 
సమऴగం తపओ  మ޶ڒ ࠬࡔ, ఎం޶కం݄ 1 ࡅ ࠑకए  x x ࠾ࡍమ ࠭ޑ޶ం߰ ߖߖ޵ బܽद మనంڒ ۃ࡮ ࢟ܽ࢘ࡍݥ-ంܾ࠻ 
ఇ޴ సమऴగ ߘంߘ ݟంݟ  వరߘ  ڕంݟ  వరڕ సࠪన࠳న ࡅకए  సమघ షڴ ߤ ऴ࢐యబޔݡం޴. k k 1 1 1 98 k x dx 
छ޳  k kݡంࡓ ޴సࠪనం ఇ ړݡంࡓ కం݄޶ఎం ,ࡏޑ޶ం߰ ߘసమऴగత ڕవర ݡంࡓ ݟంߘ 1 ࡏࠬ సంڝ న࠳సࠪన ړ1 ࡌ
घࠫޛ ంࠢޛ ݟంߘ ޴ࠫߖంࠢ ఎޛ ࠾ࡍసమऴగం మ ڕవర ݡ࠮ ݟంߘ  ړߖڴసమऴ ݟంߘ తफం࠴ బܽद ఈڒ సమऴగం ڕవర ޴
సࠪనం అޔ࢓ం޴ ఒకܽ ߘంޛ ݟంࠢ ࠫޛघ ओߩబܽद ఇڒ ޴ సం సమघڝ ߖ99 ۃ࡮ మనం ఈ ݡ షߤ పరంߘ 1 ڴం98 ݟ k 
వరڜ ڕంత సమऴగంڴ ऴ࠭ࣃ࢐. ఏ޴ ߭దभ޾ ۫డړߖݞ మనం ఇۨऐ న ఇంܽऴగߖ ࡽ ఈ ఇంܽऴగޜ ࡽ స࡮߱ࡍऐ ओߩబܽद ఇڒ ࡯ ݡ
एڕకం݄ ఎ ߕ వ మ࠾ࡍ  పऱ࣒  వߤ కం݄ తڕए వڴ ఉం݄, ఇకए డ మనం  ప ऱ࣒ ࡓ ࠑ 1  ऱܿ  ప ऱ࣒ కएࡅ 1   x k k k x x 
సమऴగతߘ కڵ࡯ ఉߕऒ మߖ గమߖంచంݟ. అߩओ ప  ڕమన ݡ ऱ࣒  1 ఉం޴  ప ऱ࣒  1 కం݄ తڕए వ, ఇ޴  ప ऱ࣒ ప  ࠑ 1  ऱ࣒  1 k x k x 
అࣆۨࣇ ߖफం޴, ఇ1 ޴ కం݄ తڕए వڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद  ప ऱ࣒ ऱ  పࡏࣃ ࠑ 1  ऱ࣒  1 ఇࠑ 1 ޴ కం݄ తڕए వ ڒబܽद k x x x k 
కएࡅ  సమऴగం ߘంݟ  ప ऱ࣒  వߤ ఆښ ࠆ ప ऱ࣒  వࡓ ࠑ ߤ ऱܿ  ప ऱ࣒  వߤ ఇߘ ޴ంݟ  ప ऱ࣒  వߤ వరࡅ ڕకएk k x x d x k k xd x 
సమऴగం కం݄ తڕए వڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇࡅ ޴కए  సమघ షߤ ఒకܽ ߘంޛ ݟంࠢ ఎ޴ࠫߖ సమऴగ ߘంݟ వరڕ k k k 
సࠪనం అࣆߧ۫ ߖफం޴ ఒకܽ ఇ99 ۃ࡮ ޴ కం݄ తڕए వ , ఇړ ޴ సࠪనం ڒబܽद తߩओ  మߖ ࠾ࡍజం ڒబܽद ఇ޴ i a b i 
एڕకం݄ త 99 ۃ࡮ వ ఇߖ ޴జం ఇ޴ ఇߩओ ओߩత ݡ  మࣆࡱ߱ ޜ50 ࠑ 49 ߖ ࠾ࡍफంڒ .޴బܽद ࢐సफړߖ࢐ అޙ࠼ c d i
ఇంܽऴగ99 ۃ࡮ ࡽ కం݄ తڕए వڴ ఉందߖ ߰ంద࠭࠲ ړߖݞ ఈ ࠙ߖڴऒ ऒߖߕ߄࢑ నࣄۯ  फࣃ۫ ࡏࠬ  एڕమనం త ,ࡏ వ 
छ޳ ంచడంڵࡆఉప ڴ࢑ధం ޻బܽद అڒ ందగల࠭߰ ݞږ ߘ ݭంࠔ పओھ కం݄ߖ޻ ߘߝ ࡌ ऒߖ޳  ߰ందగల࠭ ఈ  ߪऱ  k x 

మ࠾ࡍ  పऱ࣒  వߤ మధङ  ఉం݄ ఒకܽ కం݄ ఎڕए వڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇకए డ మనం  ప ऱ࣒  వࠑ ߤ ఒకܽ కం݄ k k x x k x 
ఎڕए వ ڒబܽद  ప ऱ࣒  వࡓ ࠑ ߤ ऱܿ  ప ऱ࣒  వߤ ఇ޴ ఒకܽ కం݄  ప ऱ࣒  కం݄ ߭దभ޴ ఒకܽ మ࠾ࡍ ఇߩओ ऒߖ޵ ߘߝ ݡ  k x x x k 
ప  ݟంߘ ऱ࣒  వߤ  ప ऱ࣒  వࡓ ࠑ ߤ ऱܿ  ప ऱ࣒  వࡅ ߤకए  సమऴగతߘ ఏڔకృతం ࣋ۯफ, ఇ޴  ప ऱ࣒  1 ఆࠑ 1 ࠆ k k x x dx k two k x 
 ప ऱ࣒ కएࡅ 1   సమऴగం కం݄ ఎڕए వڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇ޴ సమघ షߤ ఈ ࡅకए  dx i k k ݡంࡓ సమऴగ ڕవర 98 ݟంߘ 1 

 ప ऱ࣒  వړ ߤ సࠪనంڴ ఉంܿం޴, ఇ޴ ఒకܽ ߘంޛ ݟంࠢ ࠫޛघ ప  ڕవర ޴ ऱ࣒  వߤ వరڕ సమऴగం కం݄ ߭దभڒ ,޴బܽद k x dx 
మనం అర बం ڕࣆۯనऒ ऱܿߝڴ ఒకߘ ߖ޳ం޳ ݟछ एڕకం݄ త ߖ޳ఒక ࡌ వڴ ఉంܿంޛ ޴ంࠢ ࠫޛघ ఇకए ړ޴ డ i xd x 
మనం  ప ऱ࣒  వߘ ߤంݟ ఒకܽ ߘంޛ ݟంࠢ ࠫޛघ ऒߕޔ޶ం߰ ڴ޴కం݄ ߭దभ ࡽఒక ఇంܽऴగ ڕవర ޴ ࠭ మ࠾ࡍ ఇۃ࡮ ޴ x x
 ప ऱ࣒  వߘ ߤంޛ ݟంࠢ ࠫޛघ ओߩఇ ړߖݞయۯ ߤڵ࡮ ߖࠢ࠻ .సࠪనం ړ݀ ۃ࡮ న࣒࠳ వంద ޴సࠪనం, ఇ ڕవర ޴  ࡏࠬ ݡ
۫࣋फ మనం నలࠢ ࠫޛघ ऐ࡮߱ ޜࠢ࠻ ݟంߘ ޴ ओߩఇ ,࡯ సओ ݡ షदంۃ࡮ ڴ ߸߹द అ޴ߝ ఒకܽ కం݄ ߭దभ޴, ఇ޴ నలࠢ ࠫޛघ  ޴
ओߩత ࠾ࡍమ ޴నࡕబܽद సڒ ޴నࡕస ޴బܽद ఇڒ ޴కం݄ ߭దभ 50 ࠑ 49 ߘߝ బܽदڒ ޴కం݄ ߭దभ ߸ ࠑ  fty d c ڕబܽद మనڒ 

సࡕన޴ మ࠾ࡍ ఈ ఆࡹ ߤ ఉంڒ ޴బܽद ࢐సफࡏࠬ ړߖ࢐ ۫࣋फ ࠢ࠻ సహజ ۃ࡮ కం݄ ߘߝ ߭దभద࠭࠲ ߖ d c 
छ޳ 49 ޴ంۧ࠭ ఇߧࡐߖ ఇవछ ړ50 ࡌ బݟన ఈ సంఖङ  కం݄ ۧ࡮ ߭దभڒ .޴బܽद ࠬࡏ ఈ సంఖङ घࠫޛ నలࠢ ߘ  ݟంߘ ޴
ఆశऐ ࡏࠬ ߖందగలర߰ ࡮ఎ ړࠢ࠻ రङ ߱వ۪ऐ సమघ ڕవర ޴ࠫߖంࠢ ఎޛ ݟంߘ ఒకܽ ڕబܽद మనڒ ,  షߤ ఉందࡏࠬ ߖ 
۫࣋फ, ఈ నలࠢ ࠫޛघ ఇకए ߘߝ బܽदڒ వంద .޶ڒ ޴ࠫߖంࠢ ఎޛ ړࠢ࠻ ݟంߘ ޴ డ ऴࣆ࢐फߕऒ घࠫޛ ఈ నలࠢ , ߘ ړࠢ࠻ ړ޴
 ,޴ఉంܿం ڴ޴వంద కం݄ ߭దभ ڕసమऴగం వంద ޒఈ ऴప ,ޙڵ࡯యగۯ బܽद మనంڒ సࠪనం ڕవంద ړ޴ࠫߖంࠢ ఎޛ
అߩओ घ࠲స ݡ షޛ ߤంࠢ ఎړ޴ࠫߖ వంద కం݄ ߭దभڴ޴ ఉంܿం޴. సమऴగ ߘంߘ ݟంݟ  ప ऱ࣒  వߤ వరڕ ఇ޴ ऴపړ ޒ k k k k
వందڕ ఒకܽ కం݄ ߭దभڴ޴ ఉందߖ మనం ۫ࣄనటऱޛ ߘߝ ,ޙ࠼ంࠢ ఎߘ ޴ࠫߖంݟ వంద కం݄ ߭దभڴ޴ ఉంܼߘ, అం݄ 
నలࠢ ࠫޛघ फࣃۯ ఏࠫ ߘߝ బܽदڒ ޶ڒ వంద కషदం ޴फంࣆߧ۫ ߖఈ సమऴగం ఒకܽ కం݄ ߭దभద ړࠢ࠻ ݟంߘ ޴  అం݄ ߘ
మనం ఈకछ ߭ ڕ ࡽ दܼ ప  ࡯ ऱ࣒ ప  ߘߝ బܽदڒ  ऱ࣒ ओߩఅ ,޴ంޔڷࡏఏࠫ జ ޙఉంۨ ߖ ړ  పऱ࣒  ࠾ࡍమ ݡ  వߤ x k y k y x x k k 
మధङ  ఉనऒ ओߩ ओߩన࠼సࠪనం అ ړ ݡ ऒߕࣆ ݡ పऱ࣒  ࠾ࡍసࠪనం మ ړ  వߤ ఒకړߖ޳ సࠪనం ڒబܽद మనం x ky x k y 
ఈ సమऴగతߘ సమऴగంڴ ऴ࢐యవ۪ऐ  , ఇ޴ ఇߩओ ऒߕࣆ ݡ పऱ࣒  ࠾ࡍసࠪనం మ ړߖڴసమऴ ړߖ޳ఒక ݟంߘ   వߤ అ޴ߝk x 

 ప ऱ࣒ ऱ  పࡏࣃ  ऱ࣒  వߤ అ޴ߝ  ప ऱ࣒  వߤ పऱ࣒  ఇߩओ మధङ 1 ࠾ࡍకం݄ మ޶ఎం ݡ  k y x k y dy y 0 k ޴ఉంܿం ޕࡏࠪ 
 ప ऱ࣒  1 అ޴ߝ  ప ऱ࣒  కం݄ ߭దभڒ ޴బܽद ఇߘ 0 ޴ం1 1 ݟ వరڕ సమऴగం కం݄ ߭దभ޴, ఇ޴  ప ऱ࣒  వߤ పऱ࣒  అం݄ k y k y dy k 
 ప ऱ࣒  వࠑ ߤ  ప ऱ࣒  ఇ޴ ఒకܽ కం݄ ߭దभ޴ మ࠾ࡍ ఇߩओ फ  ప࣋۫ ߘఈ సమऴగత ࡏࠬ ݡ ऱ࣒  వߤ పऱ࣒ छ޳  ప  ޴ఇ ࡌ ऱ࣒  k y k y k 
छ޳ ݀ ऒߕࣆ సమऴగం ࠾ࡍమ ޴ఒకܽ కం݄ ߭దभ ࡌ  బܽद ఈ సమऴగం dyڒ ޴फంࣆఒకܽ ఇ ޴ఇ ,޴ఉంܿం ڕఒక వర ݟంߘ 
ఒకܽ కం݄ ߭దभ޴  ప ऱ࣒  ݀ ఇߩओ  ంࠢ k k kޛ ࠾ࡍఒకܽ మ ޴బܽद ఇڒ ޴ంޔࡏࠪ ڕవర ޴ࠫߖంࠢ ఎޛ ݟంߘ ఒకܽ ݡ
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ఎ޴ࠫߖ మధङ  ఉం݄ ఎలऱߩओ  ࠭࠲ ߖఒకܽ కం݄ ߭దभద ڕబܽद ఈ సమऴగత వందڒ ޴సࠪనం కం݄ ߭దभ ڕవంద ݢ
ందవ۪ऐ߰ ߖ నڽࡏ࠱ మనం ړߖ܉ߖ ంۧ࠭ߧࡐߖ ऒߖ޵ .  ఉపڵࡆంచడం ޳छ ప  ࡌ ऱ࣒  ݀ ఒకܽ కం݄ ߭దभ޴, ఆ߯ b k 
छ޳ యడంۯ సࠪనం ړ޴ࠫߖంࠢ ఎޛ ݟంߘ ߖߖ޳ వ۪ऐڝࣆࡱޘ మనం ߖజమߖ ݞږ ڴ࢑ధం ఈ ఈ ࡌ  బܽद k dڒ ,
మనం మࡗ సమసङ भ޳ۯ ߘ ం ڒబܽद ऴపశऒ  సంఖङ  ఆڒ ࡏబܽद మనం ࡓంݡ కం݄ తڕए వڴ ఉం݄ ࡅకए పओھ   x x 
पࡌߪ ంకంޜ సࠪన࠳న ޳छ రछߖ ڕవర ݟంߘ ࡌ ۨంచబడవ۪ऐ  మࡓ ࠾ࡍంݡ కం݄ ఎڕए వ ఉం݄ ఇߩओ  fx fr r x ݡ
ऒߕࣆ ࡓ ݡంࡓ ݟంߘ న࣒ ఒకܽ࠳ ߘߝ ړ ऱܿ ࡅకए  సమऴړߖڴ సࠪనం అޙ࠼ చޔరऴߖࣃऒ పऱ࣒ ݡంࡓ    ప ऱ࣒  x f x fx 
వڵ࠙ ޜ ߤంచంݟ, అߩओ కएࡅ మనం ݡ బܽद ఈ సమసङڒ ࡯ߕھߘక ߘవࡱ࢑  పओھ దట࠴ ړߖݞయۯ ߘ पࡌߪ  ంకంdx i 
ఫంࣾߤ ఇ޴ కం݄ తڕए వ ޳ࡶ సࠪన࠳న ھపओ पࡌߪ  ంకం ڒబܽद ఇړ ޴ సࠪనం అړ ޴ߝ సࠪనంڴ ఉం݄ మ࠾ࡍ x n x n
ఏࡌߪ ߕ޼प ంకం ڝసం  ప ऱ࣒  వߤ కం݄ ఖۨऐ తంڴ తڕए వڴ ఉం݄, ࠬࡏ ۫࣋फ ࡅకए  అࡅ ޴ߝకए పओھ   n n x f x 
पࡌߪ ంకం అߖ ߖరछ ۨంచబޙݟ కం݄ తڕए వڴ ఉం݄ మ࠾ࡍ కం݄ 0 ߭దभ2 ޴ ఇߩओ  x 2 x ڴసమऴగం ړߖ޵ ߘߝ ݡ
ఉߕऒ బܽद ࣋एڒ ߘ छ కएࡅ ࡛ ࡓ  ऱܿ ߖ ࣋ए छ పऱ࣒ ݡంࡓ ړ ࡛   ప ऱ࣒  వߤ ఇߩओ भ޳ऴ࢐ ߖఅ ݟంచంڵ࠙ ޜ ݡ ం . x g x x f x fx f 

࣋ए छ కएࡅ ࡛ పओھ  पࡌߪ  ంకం ࣋ए छ एڕకం݄ త ݡంࡓ ࡛ వ ఉం݄ ߕࣆऒ  మ࠾ࡍ ࣋ए छ  x x x ޙ࠼అ ޴కం݄ ߭దभ ݡంࡓ ࡛
ఇړߖ޻ ޴ సࠪనం ڒబܽद చదరߩ  కం݄ తڕए వ సࠪనం అం݄ ࠳న࣒ ߘ  ݋ࡐం݋ࡐ ݟ  మధङ  ఇ޴ ​​ఇవछ బݟం޴ x 2 x 2 2

࣋ए छ కएࡅ ࡛ పओھ  पࡌߪ  ంకం ޳छ ओߩఇ ࡌ ए࣋ ݡ छ కएࡅ ࡛ పओھ  पࡌߪ  ంకం ޳छ ఒకܽ మధङ ݟంߘ న࣒ ఒకܽ࠳ ࡌ  x x x 
ఉం݄ ఇړ0 ޴ సࠪనంڴ ఉంܿం޴ ఎం޶కం݄ ఈ సందరग ంࡹ చదరߩ ఖۨऐ తంڴ ఒకܽ కం݄ తڕए వڴ ఉంܿం޴ x 
పओھ బܽदڒ पࡌߪ  ంకం ߕࣆऒ  అޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ కం݄ ఎڕए వ ఉం݄ ఒకܽړ సࠪనం మࡓ ݋ࡐ ࠾ࡍంݡ కం݄ x 
ఖۨऐ తంڴ తڕए వ అߩओ एڕం ఎۮంڜ రऴసం ఒకܽ కం݄ޔచ ݡ వ మ࠾ࡍ ఖۨऐ తంࡓ ڴంݡ కం݄ తڕए వڴ ఉంܿం޴ x 
బܽद ࣋एڒ छ కएࡅ ࡛ పओھ  पࡌߪ  ంకం ఒకܽ అޔ࢓ం޴ మ࢐ ࠾ࡍసफࡓ ݋ࡐ ړߖ࢐ంݡ కం݄ ߭దभ޴ అޙ࠼ చదరߩ x x x 
కం݄ ߭దभࡓ ޴ంڒ ݡబܽद ఇߕࣆ ޴ऒ  ߘߝ బܽदڒ ࡯࠻ۯ కృతంڔఏ ڕవర ݡంࡓ ݟంߘ న࣒ ఒకܽ࠳ బܽद మనంڒ సࠪనం ړ
ప  ࠾ࡍమ ޴న࣒ ఒకܽ కం݄ ߭దभ࠳ ऱ࣒  వࡅ ߤకए  ࠪऴత࠲ ऴߦరంࠚంۧڒ ߘబܽद ఇ޴  ప ऱ࣒ కएࡅ  పओھ   x x f x 
पࡌߪ ంړߖڒ సࠪనం అࡏࠬ ߖ ۫࣋फ ఒకܽ  ప ऱ࣒  ఒకܽ ࡓంݡ కం݄ తڕए వڴ ఉం݄ ఒకܽ మ࠾ࡍ  ప ऱ࣒  ఒకܽ ߭దभ޴ x x 
అߕࣆ ޙ࠼ऒ  ఒక ࡓంڒ ݡబܽद ఇ࠳ ߕ ޴న࣒ 1 మధङ  ఉం݄  ప ऱ࣒  వࡅ ߤకए పओھ  पࡌߪ  ంړߖڒ సࠪనం 1 కం݄ x x x 1 
తڕए వ మ࠾ࡍ కం݄ ߭దभ޴ అޙ࠼ ఇ0 ޴. ఇߩओ ऱ  పࢁమ ݡ ऱ࣒ కएࡅ 1   ఈ ھపओ पࡌߪ  ంకం ఇ޴ అޔ࢓ంߕࣆ ޴ऒ  x 1 x x 
కం݄ తڕए వ మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ఒకܽ కం݄ ఎڕए వ ఉం݄ 0ړ సࠪనం మ࠾ࡍ కం݄ ఎڕए వ మ1 ࠾ࡍ కం݄ తڕए వ x 0 
ఉం݄  ప ऱ࣒  1 అړ1 ޴ߝ సࠪనం మ2 ࠾ࡍ కం݄ తڕए వڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ھపओ पࡌߪ  ంకం 1 అޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ ఒకܽ x x 
కం݄ ߭దभڴ޴ ఉం݄ ఇړ ޴ సࠪనం ڒబܽद ఇߩओ కएࡅ మనం ݡ  అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ , ఇࡓ ޴ ऱܿ ࣋ए छ 0 ݡంࡓ ߖ ࡛ x g x fx 
 ప ऱ࣒ కएࡅ    ప ऱ࣒  వޜ ߤ ऴ࢐యవ۪ऐ ए࣋ ࡏࠬ బܽदڒ , छ కएࡅ ࡛  ۫࣋फ ఒకܽ మ݋ࡐ ࠾ࡍ మధङ  ࠪऴతߕࣆ ࠲ऒ  f x x ef 
एڕసࠪనం కం݄ ఎ ړక 1ߘక ݡంࡓ .޶ڒ వ మ2 ݋ࡐ ࠾ࡍ కం݄ తڕए వڴ ఉం݄, ఇࡓ ޴ ऱܿ ࣋ए छ ࡛ 1.  ప ऱ࣒  వߤ x x fx x 
కएࡅ పऱ࣒ ݡంࡓ  f ޴కం݄ ߭దभ 2 ݋ࡐ 0 ޴ఇ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ0 ޴క ఇߘక ޴కం݄ ߭దभ ,ޙ࠼నటऱݟంచబڵ࠙ ޜ  x 1 
అڒ ޙ࠼బܽद ࡅకए एڕఒకܽ కం݄ త ޙ࠼సࠪనం అ ڕݡంࡓ  వ కం݄ తڕए వ ఉం݄ ࡓ ݋ࡐంݡ మ࠾ࡍ x. x g x 
ऒߕࣆ ओߩఇ ޙక߱ࡶ  కएࡅ ݡ ऒߖ޵ సࠪనం ړߖڴసమऴ ڕవర ݡంࡓ ݟంߘ న࣒ ఒకܽ࠳   మనం ࠳న࣒ ఒకܽ i g xdx 
फࣃऴ࢐ ڴసమऴగం ڕఒక వర ݟంߘ ࠭ పऱ࣒  ఒకܽ ߘంۯ ݋ࡐ ݟయࡓ ړߖݞంݡ  పऱ࣒  ఇంܽऴగߘ 2 ݋ࡐ ࡽం2 ݟ gxdx g xdx 

ఇߩओ ఇకए ݡ డ ࡅకए  g x dx x g x 2 ࠑ ࠆఆ 2 ݋ࡐ ݟంߘ సࠪనం 1 ޴బܽद ఇڒ ޴ࡍవۨ ࠾ࡍమ 0 ࡹమంࡌ࢑ దܽ࠴ 
झڡఎݟ  , ఇ޴ ఒకܽ మ݋ࡐ ࠾ࡍ ݀ మధङ ङ࡮࠮  ంకనం ۯయబݟన ڷࡱߕ ࣋ए छ  నం x߄సࠪ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴फంࣆవ ڴ ࡛
ఒకܽ ࡓ ڷࡱߕ ऱܿ ࡓం࠳ ݡన࣒ ఒకܽ, ఇ޴ ఒకܽ ߘంڒ ڷࡱߕ ݟబܽद ߘߝ ఒకܽړڷࡱߕ ړ సࠪనం సࡕన సࠪ߄నం 
ङڕ࡯ڒ ࡽఇంܽऴగ ޴బܽद ఇڒ ల࣒ ߯  ఒక ఉపߕङ ऒߖࣃ ࡍߪ  फ ࣆۯफం޴, త޶పࡍ ఉపߕङ సం࠭࠲ ࡹ ఇంܽऴڼషߤ ߯  మߖڜࡍऒ  
సమసङ లߘ చࡍऐ फࣃ ࠭ ధనङ  ࡱ޳࢐
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