
 ഹേലാ കാٌٗׯാെര ഗണിതശാസ്ْത ചാനലിേല്ׯ സٔാഗതം െചുؗുإ, അതിനാൽ ഇത് iit pal 
ْപശ് നപരിഹാര െസഷനുകളുെട ഒരു പരآരയുെട ഭാഗമാണ്, ഇന്റْഗൽ കാൽുׯലസ്, ഡിഫറൻഷّൽ 
സമവാകّ׹ൾ എؗിവെയുׯറിتു׺ കുറ്׺ ْപശ് ന പരിഹാര െസഷനുകൾ ഞാൻ നൽകും, അതിനാൽ 
ഇത് ഇന്റْഗൽ കാൽുׯലസിന്െറ ഒരു ْപഭാഷണമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ആരംഭിׯാം  ചില 
ْപശ് ന׹ൾ േനരിടുؗത് മുൻവർഷ׹ളിെല അഡٔാൻ്ُٛ േപؚറുകളിൽ നിؗാണ് ْപശ് ന׹ൾ j 
ْപധാനമായും തിരെ؁ടു؋ത് , ْപശ് ന׹ൾെׯാؚം ْപശ് ന׹ളിൽ ഉപേയാഗി׺ിരിؗുׯ ْപധാന 
ആശയ׹ളും ഞാൻ അവേലാകനം െചുإം, അതിനാൽ ْപശ് ന നآർ ഒؗിൽ നി്ؗ ആരംഭിׯാം, 
അതിനാൽ ഒ്ؗ പറയുؗു, ഞാൻ 2 ഓവർ ൈപ ഇന്റْഗലിന് തുലّമാെണ׸ിൽ എ്ؗ ഒ്ؗ പറയുؗു  
ൈമനസ് ൈപ 4 മുതൽ 4 വെര ന്െറ 4 ന് 1 ؛സ് വെര പവർ ൈസൻ തവണ 2 ൈമനസ് േകാസ് dx e x x 
തുടർ്ؗ ഇരുപ؋ിേയഴു മട്׹ ചതുരം തുലّമാണ്, അതിനാൽ അടിرാനപരമായി നأൾ ഈ i 
നിحിത അവിഭാജّ മൂലّം വിലയിരുു؋കയും തുടർ്ؗ ഇരുപതിന്െറ മൂലّം കണׯാുׯകയും േവണം. 
െസവൻ ഐ സ്കٔയർ, അതിനാൽ ഇവിെട കാണുകയാെണ׸ിൽ നമു്ׯ േഫാം ൈമനസ് എ മുതൽ എ 
എഫ് എ٧്عഡിഎ٧്ع വെര അവിഭാജّമാണ്, അതിനാൽ ൈമനസ് എ മുതൽ എഎഫ്എ٧്عഡിഎ٧്ع വെരയുت 
ഏത് ഫംഗ്ഷനും ഇന്റْഗൽ ആയതിനാൽ ഇത് തുലّമാണ്  എؗത് പൂജّ؋ിന്െറ സംേയാജനം fx al 
മുതൽ ന്െറ ന്െറ ؛സ് ൈമനസ് ന്െറ കൂ؂ിേ׺ർׯൽ, അതിനാൽ ൈമനസ് മുതൽ x f x f xdx a a 
വെര മൂലّനിർ؉യം െചؗുإതിനുപകരം നമു്ׯ പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ വെര വിലയിരു؋ാം, അതിനാൽ a 
ഇതിന്െറ െതളിവ് വളെര ലളിതമാണ്, അതിനാൽ നأൾ െചؗുإത് ൈമനസ് യിൽ നി്ؗ a 
അവിഭാജّമാണ്. േല്ׯ, ഇത് ന്െറ ൈമനസ് എ മുതൽ പൂജّം വെര അവിഭാജّമായി എഴുതാം,afxdx- fxdx-
കൂടാെത പൂജّം മുതൽ വെരയുت ഇന്റْഗൽ , ഇത് നിحിത അവിഭാജّ؋ിന്െറ ഒരു ലളിതമായ afxdx 
ഗുണ׹ളാണ്, നമു്ׯ ചില മുതൽ വെരയുت അവിഭാജّമുെ؇׸ിൽ നമു്ׯ ഇന്റْഗലിൽ നി്ؗ ര؇്a b 
ഇന്റْഗലുകളുെട ആെകു؋കയായി വിഭജിׯാം. മുതൽ വെരയും മുതൽ വെരയും ഇേؚാൾ a c c b 
നأൾ െചؗുإത് ആദّെ؋ ഇന്റْഗലിൽ ൈമനസ് യ് ്ׯ തുലّമായ ഇടുക എؗതാണ്, അതിനാൽ y x 
ൈമനസ് ന് തുലّമായ ഇ؂ാൽ ൈമനസ് ആയി മാറും , കൂടാെത തുലّമായ ൈമനസ് ydx x dy x ay 
ആയി മാറും. കൂടാെത പൂജّ؋ിന് തുലّമാകുേآാൾ പൂജّം പൂജّമാണ്, അതിനാൽ ൈമനസ് a x a 
മുതൽ പൂജّം ന്െറ സംേയാജനം ൈമനസ് യുെട യുെട മുതൽ പൂജّം വെര അവിഭാജّമായും fxdx y f a 

എؗത് ൈമനസ് ആണ് , ഇത് അവിഭാജّ؋ിന്െറ ൈമനസ് എؗതിന് തുലّമാണ്.  dx dy a to zero f 
ഇത് ആയി എഴുതാം ൈമനസ് യുെട പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ യുെട of minus ydy , integ ydy f a 

വെരയുت റാൽ, ൈമനസ് ന്െറ പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ േല്ׯ അവിഭാജّമായും എഴുതാം, xdx a of f 
അതിനാൽ ൈമനസ് മുതൽ വെരയുت അവിഭാജّമാണ് പൂജّം മുതൽ ന്െറ ൈമനസ് ؛സ്a afxdx af x 
എഫ് വെരയുت ന്െറ അവിഭാജّ؋ിന് തുലّമാണ്. ഇത് ഞ׹ളുെട േഫാർമുല തീർ׺യായും പല xdx 
ْപٍ׹٠ളിലും ْപധാനെؚ؂ ര؇് ْപേതّക േകസുകൾ ഉ؇്, അതിനാൽ എؗത് ൈമനസ് ന്െറ f x f 
എؗത് ഒരു വിചിْതമായ ഫംഗ്ഷനാെണ׸ിൽ , ന്െറ ൈമനസ് ന്െറ ന് തുലّമാണ്, അേؚാൾ ഈ x f x f 
ൈമനസ് ؛സ് പൂജّമായി മാറും.  അതിനാൽ ൈമനസ് മുതൽ വെരയുت x fx a afxdx 
അവിഭാജّസംഖّ പൂജّ؋ിന് തുലّമായിരിുׯം , ര؇ാമേ؋ത് എؗത് ഒരു ഇര؂ ഫംഗ് ഷൻ f 
ആെണ׸ിൽ , ൈമനസ് ന്െറ എؗത് എبാ ന്െറയും ന്െറ ന് തുലّമാണ്, തുടർ്ؗ ൈമനസ് x f x f x a 
മുതൽ ന്െറ അവിഭാജّസംഖّ ര؇് തവണ തുലّമാണ്.  അവിഭാജّ പൂജّം മുതൽ വെര afxdx afxdx 
ഇേؚാൾ നമു്ׯ ْപശ് ന؋ിനുت പരിഹാരം െചإാം, അതിനാൽ നമു്ׯ ന്െറ എഫ് തുലّമാണ്  ഓവർ x 1
 ന്െറ ൈമനസ് ഇത് തുലّമാണ് e x x f x ׯസ് പാപം ഇര؂ി ര؇് ൈമനസ് േകാസ് ര؇് ഇേؚാൾ നമു്؛ 1
എ്ؗ വിലയിരു؋ാം  ൈമനസ് തവണ 2 മിനിئിന്െറ പവർ ൈസനിേല്1 ׯ ഓവർ 1 ؛സ് വെര x e s 

ൈമനസ് ഇേؚാൾ ൈമനസ് ന്െറ ൈമനസ് ൈസൻ ആണ്, അതിനാൽ ഇത് പവർ ൈമനസ് cos 2x x sin 
ന്െറ 1 ؛സ് ന് തുലّമായിരിുׯം , ഒരു ഇര؂ ഫംഗ്ഷനാണ്, അതിനാൽ ഇത് 2 ൈമനസ് x e cos cos 2x 

ആണ് , ഇത് ആയി ലളിതമാׯാം പവർ േല്؛ 1 ׯസ് െയ തവണ 2 ൈമനസ് e sin x e sin x cos 2 x 
െകാ؇് ഹരി׺ാൽ, ഡിേനാമിേനئർ ന്െറ ന് തുലّമാെണ്ؗ ഞ׹ൾ കാണുؗു, അതിനാൽ ഇേؚാൾ f x 

 സ് മുതൽ fx f xfx f x e sine x e؛ 1 ׯസ് മുതൽ േല്؛ സ് ൈമനസ് തുലّമാണ് 1؛ സ് ൈമനസ്؛
തവണ 2 ൈമനസ് െകാ؇് ഹരി׺ാൽ 1 ؛സ് േല്ׯ റؐാുׯം , ഇത് 1 ഓവർ 2 sin x cos 2 x e sine x 

ൈമനസ് ആണ് ഇേؚാൾ ഞാൻ ഉപേയാഗിؗുׯത്  ന്െറ േഫാർമുല 2 ചതുരْശ cos 2 x cos 2x cos x 
ൈമനസ് 1 ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് 1 ഓവർ 3 ൈമനസ് 2 ചതുരം ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ cos x 
നമു്ׯ ഉتത് അവിഭാജّമാണ് ആണ് നأൾ 2 ൈബ ൈപ ഫാعർٚ , അത് 0 മുതൽ വെര i pi 
ആയിരിുׯം  4- ൽ 1-ൽ 3 ൈമനസ് 2 േകാസ് സ്കٔയർ ഇേؚാൾ ഈ ഇന്റْഗൽ നമു്ׯ െചإാൻ x dx, 
കഴിയുؗത് ബുؑിമുت؂ു കാരّമب  എؗതിന് പകരം എؗത് ടാൻ ന് പകരം വ׺ാൽ നമു്ׯ ഇത് 0x u x 
മുതൽ വെര 4 െസׯൻഡ് സ്കٔയർ െകാ؇് എഴുതാം തവണ 1 ؛സ് ടാൻ സ്കٔയർ ൈമനസ് 2 pi x 3 x 

െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ഇേؚാൾ എؗത് എؗത് വّװമാണ്.  അേؚാൾ എؗത് െസׯന്റ് dx u u tan x du 
സ്കٔയർ ആണ് , പൂജّമാകുേآാൾ എؗത് ടാൻ 0 ന് തുലّമാണ്, അത് 0 ആണ് , എؗത് ന് xdx x u x pi-
4- ന് തുലّമാകുേآാൾ എؗത് 10 ന് 4- ന് തുലّമാണ്, അത് 1-ന് തുലّമാണ്. അതിനാൽ u pi- i  
ഡുവിന്െറ 0 മുതൽ 1 വെരയു2 ت ഓവർ ൈപ ഇന്റْഗലിന് തുലّമാണ്, ഇതിന് 3 ടാൻ സ്കٔയർ x 
അതിനാൽ 3 യു സ്കٔയർ ؛സ് 1 ആയിരുؗു. ഇേؚാൾ ഇത് زാൻേഡർഡ് ഇന്റْഗലിലാണ്, അതിനാൽ 
ഡിേനാമിേനئറിൽ നി്ؗ മൂ്ؗ െപാതുവായത് എടു؋ാൽ ഇത് എഴുതാം .  ْതീ ൈപ ഇന്റْഗൽ പൂജّം 
മുതൽ ഒരു ഡു ഓവർ യു സ് കٔയർ ؛സ് വൺ ൈബ ْതീ, അത് ഞാൻ റൂ؂് ْതീ സ് കٔയർ ഉപേയാഗി്׺ 
ഒؗായി എഴുതും, അതിനാൽ ഇത്  ഓവർ  ൈപയ് ്ׯ തുലّമാണ് , കൂടാെത  ഓവർ യു സ് കٔയർ ؛സ് 2 3 1
ഒരു സ് കٔയറിന്െറ ഇന്റْഗൽ  ൈബ എ േസാ  ആണ്  െകാ؇് റൂ؂്  തവണ ടാൻ വിപരീതം  െകാ؇് 1 1 1 3 1
ഹരിുׯക  ഒ റൂ؂് ْതീ ൈപ ടാൻ വിപരീത റൂ؂് 3 ൈമനസ് ടാൻ വിപരീതം 0 ടാൻ വിപരീത റൂ؂് 3 ൈപ 
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െകാ؇് മൂؗിനും ടാൻ വിപരീത പൂജّം പൂജّ؋ിനും തുലّമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ഇത് ലഭിുؗുׯ, 
അതിനാൽ ഐ ൈപയ്്ׯ തുലّമാണ് ഇവിെട ര؇് മൂ്ؗ റൂ؂് മൂ്ؗ റؐാുؗുׯ ഇത് സൂചിؚിുؗുׯ ഞാൻ 
സ്കٔയർ  ഇരുപത് ഏഴിന് നാലിന് തുലّമായിരിുׯം, അതായത് ഇരുപ؋ിേയഴു സ്കٔയർ നാലിന് i 
തുലّമായിരിുׯം, അതിനാൽ ഇത് ആദّെ؋ ْപٍ؋٠ിനുت ഉ؋രമാണ്, അതിനാൽ േചാദّ നآർ ര؇് 
എؗത് അവിഭാജّ؋ിന്െറ മൂലّം കെ؇ു؋ക എؗത് 0 മുതൽ വെരയുت അവിഭാജّ؋ിന് i pi 
തുലّമാണ് േകാസ് തീئയുെട  ഇര؂ി സ് കٔയർ റൂ؂് േകാസ് തീئയുെട സ് കٔയർ റൂ؂് െകാ؇് ഹരി׺ാൽ 3
ഒؚം സിൻ തീئയുെട സ് കٔയർ റൂ؂് അ؀് ഡി തീئയിേല്ׯ ഉയർു؋ക, അതിനാൽ ഈ ْപശ് നം 
പരിഹരിׯാൻ ഞ׹ൾ ആദّം െചؗുإത് തീئെയ ൈപയ് ്ׯ  ൈമനസ് ൈഫ െകാ؇് പകരം 2
വയ്ുׯകയാണ്. തീئ ൈമനസ് ഡി ൈഫയ് ്ׯ തുലّമാണ്, തീئ  ൈഫയ് ്ׯ തുലّമാകുേآാൾ ൈപ d 0 2 
ആണ് , തീئ ൈപ  ൈഫ പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, േകാസ് തീئ ൈപ ര؇് ൈമനസ് ൈഫയ് ്ׯ തുലّമാണ്, 2
ഇത് സിൻ ൈഫയ് ്ׯ തുലّമാണ് കൂടാെത േകാസ് ഫി്ׯ തുലّമാണ്, അതിനാൽ അവിഭാജّ sin theta 
വിൽ  ഞാൻ പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ ൈപയിേല്ׯ അവിഭാജّമാകും , ൈസൻ ൈഫയുെട മൂ്ؗ 
വർ״മൂല؋ിൽ രെ؇؉ം െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ൈസൻ ൈഫയുെട വർ״മൂലവും േകാസ് ൈഫയുെട 
േകാസ് ൈഫയുെട േകാസ് വർ״മൂലവും 5 േല്ׯ ഉയർ؋ി, അതിനാൽ ഇവിെട ഞാൻ ഒരു ഘ؂ം d phi-
ഒഴിവാׯി, അതിനാൽ ഇന്റْഗൽ െചുإം  മുതൽ പൂജّം വെര ആകുക, തുടർ്ؗ ൈമനസ് pi d phi 
ഉ؇ായിരിുׯം , തുടർ്ؗ ഈ ഇന്റْഗലിന്െറ ൈമനസ് 0 മുതൽ വെര ഇതിൻെറ 2 െകാ؇് pi 
അവിഭാജّമായി എഴുതാം , എؗതിന് പകരം ഈ ഇന്റْഗൽ എനി്ׯ തീئ ഉപേയാഗിׯാം അതിനാൽ phi 
ഇതും എഴുതാം  ൈസൻ തീئയുെട 3 സ്കٔയർ റൂ؂ിൽ 0 മുതൽ വെര 2 െകാ؇് ഹരി׺ാൽ േകാസ് pi 
തീئയുെട വർ״മൂലവും സിൻ തീئയുെട വർ״മൂലവും 5 തീئയിേല്ׯ ഉയർ؋ി, അതിനാൽ ഇേؚാൾ d 
ഇത് േചർുؗുׯ, അതിനാൽ ഞാൻ യഥാർ، സമവാകّെ؋ സമവാകّം ഒ്ؗ എؗും ഇത് എؗും 
വിളിׯെ؂ സമവാകّം ര؇ാണ്, അതിനാൽ 1 ഉം 2 ഉം േചർ؋ാൽ നമു്2 ׯ മട്׹ ലഭിുؗുׯ, മുതൽi 0 

വെര  ന്െറ അവിഭാജّ؋ിന് തുലّമാണ് , േകാസ് തീئയുെട  ഇര؂ി സ് കٔയർ റൂ؂ും സിൻ തീئയുെട pi 2 3
വർ״മൂലവും േകാസ് തീئയുെട വർ״മൂലവും സിൻ തീئയുെട വർ״മൂലവും െകാ؇് ഹരി׺ാൽ 5 ഡി തീئ 
പവർ െചؗുإതിനായി ഇേؚാൾ നമു്ׯ ഇത് റؐാׯാം ഇത് 0 മുതൽ വെര 2 3 വെര ആയിരിുׯം a pi 
േകാസ് തീئയുെട സ്കٔയർ റൂ؛ ؂്സ് സിന് തീئയുെട സ്കٔയർ റൂ؂് മുതൽ പവർ 4 തീئ വെര ഈ d 
അവിഭാജّ മൂലّം ഇേؚാൾ ഇവിെട വീ؇ും സമനٔയിؚിؗുׯതിന് ْപٍ٠ം കുറയ്ുؗുׯ  
ഡിേനാമിേനئറിൽ നി്ؗ േകാസ് തീئയുെട ഒരു സ്കٔയർ റൂ؂് എടുുׯക , ഇത് മൂ്ؗ ഓവർ ആയി മാറും, 
അതിനാൽ േകാസ് തീئ ൈറസ് ടു പവർ േഫാർ േകാസ് സ്കٔയർ തീئ ആയിരിുׯം , തുടർ്ؗ നമു്ׯ ടാൻ 
തീئയുെട ഒരു ؛സ് സ്കٔയർ റൂ؂് പവർ 4 ഡി തീئയിേല്ׯ ഉയർ؋ാം അതിനാൽ ഇേؚാൾ ഞ׹ൾ്ׯ 
ടാൻ തീئ ലഭിു׺, നി׹ൾ ക؇ാൽ എനി്ׯ നّൂമേറئർ 3 െസׯൻഡ് സ്കٔയർ തീئെയ 1 ؛സ് റൂ؂് ടാൻ 
തീئ പവർ 4 ഡി തീئയിേല്ׯ ഉയർ؋ാൻ കഴിയും, അതിനാൽ ഇേؚാൾ നമു്ׯ ടാൻ തീئ സ്കٔയറിനു t 
തുലّമാണ്, തുടർ്ؗ െസׯന്റ് സ്കٔയർ തീئ ഡി ഇടാം  തീئ ര؇് ടിഡിടി്ׯ തുലّമായിരിുׯം , തീئ 
പൂജّ؋ിന് തുലّമാകുേآാൾ പരിധി പൂജّ؋ിന് തുലّമായിരിുׯം, തീئ ൈപ ര؇് ടാൻ ൈപ 
ആുׯേآാൾ അനؓതയായിരിുׯം, അതിനാൽ ഈ ഇന്റْഗൽ തുലّമാണ് അതിനാൽ ഇത് 2 ൈവ 
തുലّമാണ്  0 മുതൽ അനؓത 3 തവണ 2 വിഭജി؛ ׺സ് പവർ 4 ആയി t dt b  y 1 t 
ഉയർ؋ിയതിനാൽ  റؐാׯാം, ഇത് അർ،മാؗുׯത്  തവണ അവിഭാജّ  മുതൽ യ് ്2 ׯ i 3 0 t 
മുകളിലു؛ تസ് 1 പവർ 4 േല്ׯ ഉയർ؋ിയ 3 മട്׹ അവിഭാജّമാണ്  ഒ്ؗ ൈമനസ് ൈബ ئി ؛സ് t dt 
വൺ പവർ േഫാർ േഫാർ ഡിئിയിേല്ׯ ഉയർ؋ിയതിനാൽ ഇത് ടിയുെട മൂؗിര؂ി അവിഭാജّ പൂജّം 
മുതൽ അനؓത വെര തുലّമാണ് 3 മട്׹ വെര ഇത് ൈമനസ് വൺ ടു ടു ടി ؛സ് വൺ സ്കٔയർ ൈമനസ് 
നൽകും, ഇത്  പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ അനؓതയിേലتുׯ ഒരു കّൂബായി മാറും പൂജّ؋ിേല്ׯ, അതിനാൽ
ഇത് പൂജّ؋ിന് മൂ്ؗ മട്׹ തുലّമായിരിുׯം, ഇത് പൂജّ؋ിന് തുലّമായിരിുׯം, ഇത് പൂജّ؋ിന് 
തുലّമായിരിുׯം, ഇത് ഒؗിന് ര؇് ൈമനസ് ഒ്ؗ ൈബ ْതീ ആയി മാറുؗു, ഇത് മൂ്ؗ തവണ ഒ്ؗ ൈബ 
ആറ്, ഇത് ഒؗിന് ര؇ിന് തുലّമാണ് അതിനാൽ ഉ؋രം മൂലّമാണ്  എؗതിന്െറ i is equal to one by

അതിനാൽ നമു്ׯ ْപٍ٠ സംഖّ മൂؗിേല്ׯ, അതിനാൽ ഞ׹ൾ വീ؇ും ഒരു നിحിത two g  o 
ഇന്റْഗൽ മൂലّനിർ؉യം െചുإം േചാദّം ഇന്റْഗലിന്െറ മൂലّം കെ؇ു؋ക എؗതാണ് ؛സ് റൂ؂് 3 i 1 
ന്െറ 0 മുതൽ പകുതി വെര തുലّമാണ് ؛സ് 1 ചതുരْശ തവണ 1 ൈമനസ് പവർ 6 ആയി ഉയർുؗു؋x x 
 1 ൈബ 4 പവർ െചإാൻ നമു്ׯ ഈ ْപٍ٠ം പരിഹരിׯാൻ ْശമിׯാം, അതിനാൽ ആദّം നأൾ കുറ്׺dx 
ലളിതവൽׯരി്׺ ഇത് എഴുതാം, നമു്؛ 1 ׯസ് റൂ؂് 3 തവണ 0 മുതൽ പകുതി വെര തുലّമാണ്, നമു്ׯdx 

 ഉ؇്  പവർ 1 ൈബ 4, x ׯസ് 1 സ്കٔയർ ഉ؇്, തുടർ്ؗ നമു്؛
അ׹െന അത് ؛സ് 1 ആയി മാറും, അത് പകുതി തവണ 1 ൈമനസ് പവർ 6 ആയി 4 ആയി ഉയർ؋ി, x x 
അതായത് 3 ആണ്. അതിനാൽ ഈ േْശണി 0 മുതൽ പകുതി 1 വെര ഉം 1 ൈമനസും ആെണ്ؗ by 2 x 
ْശؑിുׯക  ര؇ും േപാസിئീവ് ആയതിനാൽ ഇേؚാൾ ഞാൻ ഇത് 1 ؛സ് റൂ؂് ആയി എഴുതാം, 0 മുതൽ x 

ന്െറ പകുതി വെരയുت അവിഭാജّസംഖّയുെട 3 മട്׹ ഞാൻ ഈ 1 ൈമനസ് പവർ 3 ആയി 1dx x by 2 
ൈമനസ് തവണ 1 ൈമനസ് മുതൽ പവർ പകുതി വെര എഴുതും അതിനാൽ നമു്ׯ പവർ x x 
ഹാഫിേല്؛ 1 ׯസ് ഉം പവർ ഹാഫിേല്1 ׯ ൈമനസ് ഉം ഉ؇്, x x 
അ׹െന അത് 1 ൈമനസ് സ്കٔാറിന്െറ വർ״മൂലമാകും  x e 
അ׹െന നമു്1 ׯ ൈമനസ് മട1 ്׹ ൈമനസ് ചതുരവും ഒരു  വർ״മൂലവും ലഭിുؗുׯ  x x cos theta d

എؗത് 0 ആയേؚാൾ 0, എؗത് പകുതി പാപം തീئ പകുതി ആകുേآാൾ തീئ ആറ് theta , x x pi 
ആണ് അതിനാൽ ഈ ഇന്റْഗൽ എؗത് റൂ؂് 3 ന് തുലّമാണ്, കൂടാെത 0-ന്െറ ന്െറ 1 മട്׹ i pi-
ഇന്റْഗൽ ന്െറ 6 െകാ؇് എؗത് 1 ൈമനസ് െകാ؇് ഹരി׺ാൽ 1 dx cos theta d theta sin theta 
ൈമനസ് ചതുര؋ിന്െറ വർ״മൂലّം യ്്ׯ തുലّമാണ്, അതിനാൽ റؐാുؗുׯ , x cos theta cos theta 
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യുെട 1 ൈമനസ് െകാ؇് നമു്ׯ ഇന്റْഗൽ ലഭിുؗുׯ, ഇേؚാൾ ഇതാണ് േനരി؂് d theta sin theta 
മുേؗാ؂് േപാകുؗത്  ഞ׹ൾ െചؗുإത് നി׹ൾ 1 ؛സ് സിന് തീئ െകാ؇് ഗുണി്׺ ഹരി׺ാൽ അത് 1 
 ئയായി മാറുؗു, അതിനാൽ േകാസ് സ്കٔയർ തീئയായി 1 ൈമനസ് ൈസൻ സ്കٔയർ തീئസ് സിന് തീ؛
ഡി തീئയാണ് ഇത് റൂ؛  ؂്സ്  തവണ അവിഭാജّ  മുതൽ വെര  െകാ؇്  ൈബ േകാസ് സ് കٔയർ 3 1 0 pi 6 1
തീئ െസׯന്റ് സ് കٔയർ തീئയും േകാസ് സ് കٔറിന്െറ ൈസൻ തീئയുമാണ്  എؗത് െസׯന്റ് e theta 
തീئ ൈടംസ് ടാൻ തീئ ഡി തീئയാണ്, ഇേؚാൾ ഇതിന്െറ അവിഭാജّത നി׹ൾ അറി؁ിരിׯണം, 
അതിനാൽ ഇത് റൂ؂് 3 ؛സ് 1 തവണ ടാൻ തീ؛ ئസ് െസׯന്റ് തീئയ്്ׯ തുലّമാണ്, പൂജّ؋ിനും 
ൈപയ് ുׯം ഇടയിൽ ആറ് െകാ؇് മൂലّനിർ؉യം െചുؗുإ ഇത് റൂ؂് ْതീ ؛സ് വൺ ൈടംസ്  ൈപ 10
ആണ്  6-ൽ 1 ൈബ റൂ؂് 3 ؛സ് െസׯന്റ് അ്ئ ൈപ ൈബ 6 ആണ്, 2 ൈബ റൂ؂് 3 ൈമനസ് ടാൻ 0 ആണ് , 
െസׯന്റ് 0 ആണ് 1 ഇത് റൂ؂് 3 ؛സ് 1 മട്׹ ഇത് 3 റൂ؂് 3 ൈമനസ് 1 അതിനാൽ റൂ؂് 3 ؛സ് 1 തവണ റൂ؂്  3 
ൈമനസ് 1, അത് 3 ൈമനസ് 1 ന് തുലّമാണ്, അത് 2 ആണ്. അതിനാൽ ഇന്റْഗലിന്െറ മൂലّം ര؇ിന് 
തുലّമാണ്, അതിനാൽ അടു؋ ْപശ് ന നآർ നാലിേല്ׯ േപാകാം , അതിനാൽ ْപശ് ന׹ൾ മുതൽ r r 
വെരയുت ഒരു ഡിഫറൻഷّബിൾ ഫംഗ് ഷൻ ആയിരിׯെ؂ പൂജّ؋ിന്െറ എഫ് പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ് 
ൈപയിെല എഫ് എؗത് ര؇ിന് തുലّമാണ് , 0 യിെല എഫ് ൈْപം 1 ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ഒരു
ഡിഫറൻഷّബിൾ ഫംഗ്ഷൻ നൽകിയിരിുؗുׯ, അതിന്െറ മൂലّ׹ൾ 0 ലും ലും നൽകുകയും pi 2 f 
ൈْപം 0 നൽകുകയും െചുؗുإ. ഇേؚാൾ ന്െറ എؗത് മുതൽ വെരയുت അവിഭാജّ؋ിന് x g x pi 
തുലّമാെണ׸ിൽ , ൈമനസ് ൽ 2 ൈْപം പൂജّ؋ിൽ ൽ നി്ؗ ൽ നി്ؗ cot t cos atftd- f t cos  x- x-

ൽ നി്ؗ ര؇് പൂജّ؋ിൽ തുറ്ؗ ൽ 2-ൽ അടയ്ുׯക, തുടർ്ؗ 0-െന സമീപിുׯേآാൾ ന്െറ pi- pi- x x-
ന്െറ പരിധി കെ؇؋ണം. അതിനാൽ ന്െറ ഈ ഈ അവിഭാജّ؋ിന്െറ അടിرാന؋ിൽ g x- g 

നൽകിയിരിുؗുׯ, അതിനാൽ ആദّം നأൾ ْശമിׯണം. ഈ അവിഭാജّ മൂലّം വിലയിരുؗു؋തിന് , x
ന്െറ ന്െറ േഫാർമുല കെ؇ؗു؋തിന് ഞ׹ൾ ഈ പരിധി കെ؇؋ാൻ ْശമിുׯം, അതിനാൽ g 
ഇവിെട നി׹ൾ ഇന്റْഗാൻഡ് കാണുകയാെണ׸ിൽ, ൽ ൈമനസ് ൽ ൈْപം cot tft- cos- f t cos 
ആണ് , ഇത് ന്െറ െഡറിേവئീവ് അبാെത മെئാؗുമب. തവണ കാരണം നأൾ ഉൽؚؗ f t cos xt, 
നിയമം െഡറിേവئീവിനായി ഉപേയാഗിുׯകയാെണ׸ിൽ, ഇത് ൈْപം തവണ ന്െറ ff t cos xt 
െഡറിേവئീവ് നൽകുؗു, ന്െറ െഡറിേവئീവ് ൈമനസ് തവണ ആണ് , അതിനാൽcos xt cos xt cot t 
ഈ ന്െറ എؗത് ൽ നി്ؗ േലتുׯ അവിഭാജّ؋ിന് തുലّമാണ്.  ന്െറ ന്െറ ന്െറ x g x- x- pi- d- dt- dt
cos atdt, 
അ׹െന നأൾ ഇന്റْഗാൻഡിന്െറ ആന്റി-െഡറിേവئീവ് അറി؁ുകഴി؁ാൽ , കാൽുׯലസിന്െറ 
അടിرാന സിؑാؓമനുസരി്׺, ഇത് നും നും ഇടയിൽ മൂലّനിർ؉യം നടؗു؋ ന് x- pi- ft cos xt- 
തുലّമാണ്, 
അ׹െന അത് ന് തുലّമാണ്.  ൈപ ര؇് മട്׹ േകാസ് ൈപ ര؇് ൈമനസ് എഫ് േകാസ് f- x x xx 
ഇേؚാൾ എഫ ്ൈപ  ര؇ായി നമു്ׯ നൽകിയത് യുെട ര؇് െകാ؇് മൂؗിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽf pi 
ഇത് മൂ്ؗ ര؇് ആണ് ഒ്ؗ, അതിനാൽ ഇത് മൂ്ؗ ൈമനസ് ആണ്, അതിനാൽ cos x pi fx cos xx cos x

ആണ്, അതിനാൽ അത് 1 by sine x 
അ׹െനയ0 ب-ന് തുലّമായ ൽ നിർവചി׺ിരിുؗുׯ, അതിനാൽ പൂജّം നിർവചി׺ി؂ിب, x- cos x 
അതിനാൽ നമു്ׯ പൂജّ؋ിന്െറ കെ؇؋ാൻ കഴിയിب, എؗാൽ ന്െറ പരിധി കെ؇؋ാൻ g x-
ْശമിׯാം, എؗാൽ ന്െറ പരിധി കെ؇؋ാൻ ْശമിׯാം , ന്െറ പരിധി 0-ന്െറ 3 ൈമനസ് പരിധി x- x-

െന സമീപിുؗുׯ  ൈടംസ് ന് എ്ؗ എഴുതാൻ കഴിയും, അതിനാൽ x- fx cos xxi fx by sine x 
ഇേؚാൾ നമു്ׯ ഇത് 0 ൈബ 0 രൂപമാണ്, ഇേؚാൾ ന്െറ പരിധി ന്െറ പരിധി 0-െന സമീപിുׯേآാൾ x- x-

ന്െറ പരിധി 1 ആെണ്ؗ ഞ׹ൾׯറിയാം, അതിനാൽ ഇത് എനി്ׯ മൂ്ؗ ൈമനസ് പരിധി ആയി x- x 
എഴുതാം. ന്െറ പൂജّെ؋ െകാ؇് െകാ؇് ഹരി׺ാൽ െകാ؇് െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ഇേؚാൾ fx x x x x 
നമു്ׯ അറിയാവുؗ ഡിേനാമിേനئർ പരിധി ഒؗാണ്, അതിനാൽ ഇത് മൂ്ؗ ൈമനസ് പരിധി്ׯ 
തുലّമാണ്  ന്െറ പൂജّം േല്ׯ അടുുؗുׯ  ഒؗിേല്ׯ ഇേؚാൾ എ׹െനെയ׸ിലും 0-െല ന്െറ x x x f 
െഡറിേവئീവ് ഉപേയാഗിേׯ؇തു؇്, അത് 1 ആണ്. അതിനാൽ ഇത് 3 ൈമനസ് പരിധി x 
ْപവണതകൾ്ׯ തുലّമാണ് ന്െറ 0 േല്ׯ ൈമനസ് എഫ് 0 മുതൽ ൈമനസ് 0 വെര, കാരണം fx x f 0 
എؗത് 0 ന് തുലّമാണ്. അതിനാൽ ഈ പരിധി പൂജّ؋ിെല ന്െറ െഡറിേവئീവ് അبാെത f 
മെئാؗുമെ്ؗب ഇേؚാൾ നമുׯറിയാം, അതിനാൽ ഇത് മൂ്ؗ ൈമനസ് ൈْപം പൂജّവും ഉം ആണ്  f f 
ൈْപം പൂജّം ഒؗിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് 3 ൈമനസ് 1 ആണ്, അത് 2 ന് തുലّമാണ്. അതിനാൽ 
ഉ؋രം ന്െറ പരിധി 0 ന്െറ ന്െറ 0 ആണ്, അതിനാൽ ഞാൻ ഇവിെട ഒരു അഭിْപായം x g 
േരഖെؚടു؋ാൻ ആْഗഹിുؗുׯ, അതിനാൽ ْശؑിുׯക  ഇവിെട നമു്ׯ എഫ്എ٧്ع ൈബ സിൻ ന്െറ x 
ഈ പരിധിയു؇്, അത് പൂജّം െകാ؇് പൂജّം േഫാമാണ്, അതിനാൽ േലാബ്زർ റൂൾ 
ْപേയാഗിുׯകയാെണ׸ിൽ , ഇത് എഫ ്ൈْപം ന്െറ േകാസ് ന്െറ പരിധി്ׯ തുലّമായിരിുׯം x x cos 

ന്െറ പരിധി ന്െറ പരിധി 0-െന സമീപിുׯേآാൾ 1 -ന്െറ പരിധി, െന സമീപിുׯേآാൾ ൈْപം x- x- x- f 
ന്െറ പരിധി, 0-െന സമീപിുׯേآാൾ , അത് ൈْപം 0 ആയി എഴുതുؗതിെനുׯറി്׺ നി׹ൾ്ׯ x- f 

ചിؓിׯാം, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ ഈ 3 ൈമനസ് ൈْപം 0 േനരി؂് ലഭിുׯം, എؗാൽ എഴുേത؇ത് f 
ْശؑിുׯക  ൈْപം ന്െറ പരിധി, 0-ന്െറ ൈْപം 0-ന് തുലّമായ 0-െന സമീപിുׯേآാൾ, f x x f f 
ൈْപം 0- ൽ തുടർ׺യാെണ്ؗ നأൾ അറിേയ؇തു؇്, എؗാൽ നി׹ൾ േْപാ കാണുകയാെണ׸ിൽ 
എഫ് ഒരു ഡിഫറൻഷّബിൾ ഫംഗ് ഷൻ ആെണ്ؗ മാْതേമ നൽകിയിൂت؂ു, പേײ െഡറിേവئീവ് 
തുടർ׺യായി ആയിരിׯണെമؗിب അതിനാൽ അത് ശരിയായ നّായവാദമب, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഈ 
പരിധി ഈ െഡറിേവئീവായി -ൽ എഴുതുകയും തുടർ്ؗ ഇത് വിലയിരുു؋കയും െചയ ്തു, അതിനാൽ 0
ഇത് ْപശ് ന നآർ നാല് പൂർ؋ിയാുؗുׯ. നأൾ ഇതുവെര െചᅃٝതിൽ നി്ؗ അൽؚം വّതّസ് തമായ 
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ْപശ് ന സംഖّ അ؀ിേല്ׯ േപാകാം, അതിനാൽ ന്െറ സംേയാജന؋ിന്െറ  മുതൽ  വെരയുت k 1 98 k 
ന്െറ സംْഗഹ؋ിന് തുലّമാെണ׸ിൽ , ؛സ് 1 ന്െറ തവണ ൽ നി്ؗ 1 ؛സ് 1 േല്ׯ i k x x 1 dx- dx  k 
തുടർ്ؗ നأൾ ഇനിؚറയുؗ  ഓപ്ഷനുകളിൽ നി്ؗ ശരിയായ ഓപ് ഷനുകൾ തിരെ؁ടുേׯ؇തു؇്, 4
അതിനാൽ 99 ന്െറ സٔാഭാവിക േലാഗിേനׯാൾ വലുതാണ് ആണ്, േലാഗ് 99 േനׯാൾ b i i i c-
കുറവാണ് ആണ് 99 േലാഗിേനׯാൾ കുറവാണ്, 50-ൽ കുറവാണ് , വലുതാണ്  49-ൽ i c i 49 by d is i 
50-േനׯാൾ. അതിനാൽ തീർ׺യായും ഇവിെട നി׹ൾ ؛സ് വൺ ൈബ തവണ ؛സ് വൺ k x x dx 
ന്െറ ഈ ഇന്റْഗൽ കാണുകയാെണ׸ിൽ, ഇത് എളുؚ؋ിൽ വിലയിരു؋ാൻ കഴിയും, കാരണം ഇത് x 
തവണ ؛സ് വ؉ിൽ ഒؗായി എഴുതാം. ؛സ് വൺ ഉപേയാഗി്׺ നി׹ൾ്ׯ ഇത് വിലയിരു؋ാം  x x 

യഥാർ،؋ിൽ നി׹ൾ്ׯ എؗതിനായി ഒരു പദْപേയാഗം ലഭിുׯം, എؗാൽ ഈ tegral , i 
അസമതٔ׹ൾ ലഭിؗുׯത് ബുؑിമു؂ാണ്, അതിനാൽ ഇ؋ര؋ിലുت ْപശ് ന׹ളിൽ ഞ׹ൾ 
ഓപ്ഷനുകൾ േനാׯാൻ ْശമിׯണം, തുടർ്ؗ അത് എ׹െന െചإണെമ്ؗ കാണാൻ ْശമിുׯക, 
അ׹െന നി׹ൾ ഓപ്ഷൻ കാണുകയാെണ׸ിൽ പിെؗ െന 99 ന്െറ സٔാഭാവിക േലാഗുമായി a  b i 
താരതമّം െചുؗുإ, അതിനാൽ ഇേؚാൾ ْശؑിുׯക 99 ന്െറ േലാഗ് 1 മുതൽ 99 വെരയു1 ت ന്െറ x dx 
അവിഭാജّമبാെത മെئാؗുമب, കാരണം 1 ന്െറ ആന്റി െഡറിേവئീവ് ആണ്.  നമു്ׯ ഇത് by x log x 
ലഭിുؗുׯ , ഇത് യുെട 1 മുതൽ 98 വെരയുت അവിഭാജّ യുെട 1 മുതൽ 98 വെരയുت സംْഗഹമായി k k 
എഴുതാം, കാരണം ന് തുലّമായ ന് 1 മുതൽ 2 വെര അവിഭാജّമാണ് ന്െറ ന്െറ ؛സ് 1 1 ന് k 1 k k k k 
അവിഭാജّമായി ര؇്, ന് ര؇ിന് തുലّമാണ്. ര؇് മുതൽ മൂ്ؗ വെരയും k 
അ׹െന െതാ؉ൂئി എ؂് മുതൽ െതാ؉ൂئി ഒآത് വെര അവിഭാജّവും, അതിനാൽ ഈ തുക ഒ്ؗ മുതൽ 
െതാ؉ൂئി ഒآത് വെരയുت അവിഭാജّ؋ിന് തുലّമായിരിുׯം, അതിനാൽ ഇേؚാൾ നأൾ ഈ േലാഗ് 
99 എഴുതിയിരിؗുׯത് യുെട സംْഗഹ؋ിന്െറ അടിرാന؋ിൽ 1 േല്ׯ തുലّമാണ് ചില k 
അവിഭാജّ׹ളിൽ 98 ആയതിനാൽ നأൾ നൽകിയിരിؗുׯ ഇന്റْഗലിെന ഇതുമായി താരതമّം 
െചإണം  ഏതാണ് വലുത് എ്ؗ കാണാൻ െടْഗൽ, അതിനാൽ ഇേؚാൾ ْശؑിുׯക, എന്െറ േനׯാൾx k-
വലുതും ؛സ് വ؉ിൽ കുറവുമാെണ׸ിൽ ഇവിെട നമു്؛ ׯസ് 1 ന്െറ ഇന്റْഗൽ തവണ ؛സ് 1 k k x x 
ആയിരുؗു എ׸ിൽ നമു്؛ ׯസ് 1 േനׯാൾ കുറവാണ് ؛സ് 1 സൂചിؚിؗുׯത് ؛സ് 1 ന്െറ ؛സ്k x- k x 
1 ഇത് 1-ൽ കുറവായിരിുׯം, അതിനാൽ ؛സ് 1 ന്െറ തവണ ؛സ് 1 ഇത് 1-ൽ കുറവാണ് ؛സ് k x x x 
വൺ ഇത് ൽ നി്ؗ ؛സ് വൺ വെരയുت ന്െറ ഒരു അവിഭാജّേׯ؋ാൾ കുറവാണ്, dx, k- k xdx-
അതിനാൽ ഇത് കാണിؗുׯത് ന്െറ സംْഗഹം ഒ്ؗ മുതൽ െതാ؉ൂئി എ؂് അവിഭാജّ േല്؛ ׯസ് k k- k 
വ؉ിന് തുലّമാണ്, ഇത് േലാഗ് 99- ന് തുലّമാണ്. അതിനാൽ െതئാണ് , ബി ശരിയാണ്, അതിനാൽ ഇത് a 
േലാഗ് 99-േനׯാൾ കുറവാണ് ഇത് ശരിയാണ്, ഇത് ഇേؚാൾ െതئാണ് , 49-െന 50-മായി താരതമّം c, d i 
െചുؗുإ. അതിനാൽ വാُവٝ؋ിൽ ഞ׹ൾ ഈ ഭാഗം െചᅃٝ രീതി നി׹ൾ കാണുകയാെണ׸ിൽ  
ഇന്റْഗൽ േലാഗ് 99-േനׯാൾ കുറവാണ്, നമു്ׯ ഒരു താഴ്ؗ  ബൗ؇് േനടാനും കഴിയും, അതിനാൽ 
സമാനമായി ഉപേയാഗിؗുׯതിലൂെട എനി്ׯ ലഭിؗുׯതിേനׯാൾ വലുത്  ഈ െക ؛സ് ആണ്  x k 
നും ؛സ് വ؉ിനും ഇടയിലാെണ׸ിൽ ഒؗിന്െറ എؗത് ഒؗിെനׯാൾ വലുതാണ്, അതിനാൽ k x 
ഇവിെട നأൾ ؛സ് വൺ ൈബ ആണ് ഉപേയാഗിؗുׯത്, അതിനാൽ ؛സ് വൺ ൈബ തവണ k x k x x
 സ് വൺ x k k k؛ ാൾ വലുതാണ് ഇേؚാൾ ഞാൻ ഇത് യുെടׯസ് വ؉ിെന؛ സ് വൺ ഇത് ഒؗിന്െറ؛
 സ് x x dx k two k؛ ാൽ, ഇത്׺സ് വൺ ന്െറ ഒരു അവിഭാജّമായി സംേയാജിؚി؛ സ് വൺ തവണ؛
വൺ 1 ന്െറ ؛സ് 1 ന്െറ അവിഭാജّേׯ؋ാൾ വലുതായിരിുׯം  ഇത് െക ടു െക ؛സ് വ؉ിന്െറ 1 x dx 
മുതൽ 98 വെര തുലّമാണ്  ഒآത് ഇവിെട നമു്ׯ അതിന്െറ ഒരു ഇന്റْഗൽ ൈബ ؛സ് വൺ ഒ്ؗ x 
മുതൽ െതാ؉ൂئി ഒآത് വെരയുتതിേനׯാൾ വലുതാണ് ലഭിؗുׯത്, ഇത് േലാഗ് ؛സ് ഒ്ؗ മുതൽ x 
െതാ؉ൂئി ഒآത് വെരയുتതിന് തുലّമാണ്, ഇത് നൂറ് ൈമനസ് േലാഗ് ര؇് േരഖയ്്ׯ തുലّമാണ്. 
അآത്, ഇേؚാൾ നി׹ൾ കാണുകയാെണ׸ിൽ, നമു്ׯ നാൽؚ؋ിെയാൻപത് മുതൽ അൻപത് വെര 
താരതമّം െചإണം , ഇേؚാൾ വّװമായി േലാഗ് അآത് വലുതാണ്  നാൽؚെ؋ാൻപത് അൻപത് 
േനׯാൾ വലുതാണ്, അതിനാൽ ഞാൻ 49 ൽ 50 േനׯാൾ വലുതാണ്, ഇത് ശരിയാണ്, അതിനാൽ ഡി 
ശരിയാണ് , സി െതئാണ്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ്ׯ ഡി ശരിയാണ്, ഈ സി ഓൺ ആെണ്ؗ നി׹ൾ 
കാണുകയാെണ׸ിൽ ഞ׹ൾ െതളിയി׺ി؂ു؇്  ഞാൻ അآതിന്െറ സٔാഭാവിക േരഖെയׯാൾ 
വലുതാണ്, ഇത് 49-ൽ 50 നൽകിയ ഈ സംഖّേയׯാൾ വളെര വലുതാണ്. അതിനാൽ ഈ സംഖّ 
നാ١يെ؋ാൻപത് മുതൽ അൻപത് വെര എ׹െന േനടാെമ്ؗ നി׹ൾ ചിؓിേׯ׺ാം, അതിനാൽ 
ഞ׹ൾ്ׯ ഒ്ؗ മുതൽ െതാ؉ൂئി എ؂് വെരയുت സംْഗഹം ഉെ؇്ؗ നി׹ൾ കാണുകയാെണ׸ിൽ ഈ 
നാൽؚത്  ഒൻപത് അآത് െതാ؉ൂئിെയ؂് നൂറ് അبാെത മെئാؗുമب, അതിനാൽ ഈ നാ١يെ؋ാآത് 
ൈബ അൻപത് െതാ؉ൂئിെയ؂് നൂئിന് തുലّമാെണ്ؗ ഞാൻ ഇവിെട േരഖെؚടു؋െ؂, അതിനാൽ നമു്ׯ 
കഴിയുെമ׸ിൽ ഇത് ഓേരാ അവിഭാജّവും നൂئിേനׯാൾ വലുതാണ്, അേؚാൾ സംْഗഹം െചുإം 
െതാ؉ൂئിെയ؂് നൂئിേനׯാൾ വലുതായിരിുׯക, അതിനാൽ നമു്ׯ  ഇന്റْഗൽ മുതൽ വെരയുت k k 
അവിഭാജّഘടകം േനാׯാം, ഇത് ഓേരാ െകയ് ുׯം നൂറിൽ ഒؗിെനׯാൾ വലുതാണ്, അേؚാൾ ഞാൻ 
െതാ؉ൂئിെയ؂് നൂئിേനׯാൾ വലുതായിരിുׯം, അതായത് നാ١يെ؋ാآതിൽ നി്ؗ അآത് ഇത് 
അവിഭാജّമാെണ്ؗ കാണിുؗുׯ നൂറിൽ നൂറിേനׯാൾ വലുതാണ് എؗത് ബുؑിമുت؂ു കാരّമب, 
അതിനാൽ ഞാൻ എ്ؓ െചുإം, നأൾ എؗത് ؛സ് ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഞാൻ തുലّം x k y x k 
 ാൾ y x k k xآേുׯസ് വ؉ിനും ഇടയിലായിരി؛ ം, പിെؗ നുംുׯസ് ഇ؂ാൽ എ്ؓ സംഭവി؛
തുലّമാകുേآാൾ എؗത് പൂജّ؋ിന് തുലّമായിരിുׯം, എؗത് ؛സ് വൺ എؗത് ഒؗിന് ky x k y 
തുലّമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ഈ ഇന്റْഗൽ അവിഭാജّമായി എഴുതാം, ഇത് ഇേؚാൾ പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ 
ഒؗിേലتുׯ അവിഭാജّ؋ിന് തുലّമാണ് , ؛സ് വൺ എؗത് ؛സ് യ്്ׯ തുലّമാണ് ؛സ് k x k y x 
വൺ ഇേؚാൾ ؛സ് വൺ ؛സ് ആണ്, കാരണം നും 1 നും ഇടയിൽ വّതّാസെؚടുؗു, തുടർ്ؗ k ydy y 0 
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 ാൾ k k yׯ؋അവിഭാജّേ تാൾ വലുതാണ്, അതിനാൽ ഇത് 0 മുതൽ 1 1 വെരയുׯസ് െയ؛ സ് 1؛
വലുതാണ് ؛സ് വൺ ؛സ് ഇത് മുതലുتതാണ്  ؛സ് വൺ ൈബ െക ؛സ് ഇത് ഒؗിേനׯാൾ k ydy k y 
വലുതാണ് , ഇേؚാൾ നി׹ൾ ഈ ഇന്റْഗാൻഡ് ഒ്ؗ ൈബ െക ؛സ് വൺ ؛സ് കാണുകയാെണ׸ിൽ, y 
ഇത് ഒؗിന്െറ െക ؛സ് ടു എؗതിേനׯാൾ വലുതാണ് , ഇന്റْഗൽ പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ ഒരു ൈഡ വെരയും 
ഒ്ؗ നൽകുؗു, അതിനാൽ ഈ ഇന്റْഗൽ  ഒؗിൽ നി്ؗ ؛സ് ടു എؗതിേനׯാൾ വലുത് ഇേؚാൾ k k 
ഒ്ؗ മുതൽ െതാ؉ൂئി എ؂് വെര വّതّാസെؚടുؗു, അതിനാൽ ഇത് എبായ്േؚാഴും ഒؗിന് 
തുലّമായതിേനׯാൾ വലുതാണ് നൂറാെണ׸ിൽ ഒؗിനും െതാ؉ൂئിെയ؂ിനും ഇടയിലാെണ׸ിൽ, ഈ k 
അവിഭാജّഘടകം നൂئിേനׯാൾ വലുതാെണ്ؗ ഞ׹ൾ െതളിയി׺ി؂ു؇് , വാُവٝ؋ിൽ ഇതിെനׯാൾ 
വലുത് െക ؛സ് ടു എؗതിെനׯാൾ വലുത് , തുടർ്ؗ െകയിൽ നി്ؗ ഒؗിന് തുലّമായി 
സംْഗഹിؗുׯതിലൂെട നമു്ׯ മിക׺ ബؖനം േനടാനാകും.  െതാ؉ൂئി എ؂് വെര , ഈ ശരിയാെണ്ؗ d 
ഈ വഴിയിലൂെടയും ശരി നമു്ׯ മനشിലാׯാം, നമു്ׯ ഒരു ْപٍ٠ം കൂടി െചإാം, അതിനാൽ േചാദّം 
നآർ ആറ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ഒരു ഫംഗ്ഷൻ നൽകിയിരിുؗുׯ, അതിനാൽ നമു്ׯ ഒരു ഫംഗ്ഷൻ 
നൽകാം, എؗത് ആെണ׸ിൽ ന്െറ ഏئവും വലിയ പൂർ؉സംഖّയ്്ׯ തുലّമാണ്.  ര؇ിന് fr to r x x 
തുലّവും പൂജّവും എؗത് ര؇ിേനׯാൾ വലുതാെണ׸ിൽ പൂജّ؋ിന് തുലّമാെണ׸ിൽ ൈമനസ് x i 
ഒ്ؗ മുതൽ ര؇് വെരയുت മട്׹ ന്െറ ചതുരെ؋ ര؇് ؛സ് ؛സ് വൺ െകാ؇് x f x fx dx 
ഹരി׺ാൽ യുെട മൂലّം നأൾ കെ؇േ؋؇തു؇് .  ഈ ْപٍ٠ം െചുإക ആദّം നമു്ׯ ഓർׯാം i 
ഏئവും വലിയ പൂർ؉സംഖّ ഫംഗ് ഷൻ ഇതാണ് ഏئവും വലിയ പൂർ؉സംഖّ േനׯാൾ കുറേവാ x-  
തുലّേമാ ആണ്, അതിനാൽ എؗത് ന് തുലّമാെണ׸ിൽ ന് തുലّമാണ്  നി׹ൾ ക؇ാൽ ന്െറ x n- n- x 

എؗത് മഹ؋ായതായി നിർവചി׺ിരിുؗുׯ  ന്െറ പൂർ؉സംഖّ 2-ന് തുലّമാെണ׸ിൽ ന് 0-ന് f x t x-
2-േനׯാൾ വലുത് ഇേؚാൾ ഞാൻ ഇതിന്െറ അവിഭാജّമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ന്െറ എؗത് x g x 
ചതുര؋ിന്െറ മട്׹ ന് തുലّമാെണ്ؗ എഴുതാം, ര؇് ؛സ് ؛സ് ഒ്ؗ ഇേؚാൾ x f fx f  x 
ചതുര؋ിന്െറ ഏئവും വലിയ പൂർ؉സംഖّയാണ് ചതുരം  ര؇ിന് തുലّമാെണ׸ിൽ ചതുരം x x 
ര؇ിലും വലുതാെണ׸ിൽ പൂജّവും ചതുരം ര؇ിേനׯാൾ വലുതാെണ׸ിൽ പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ് x 
അതിനാൽ ചതുരം 2 ന് തുലّമാണ്, അതായത് ൈമനസ് റൂ؂് 2 മുതൽ റൂ؂് 2 വെര  ഇത് x x x 
ചതുര؋ിന്െറ ഏئവും വലിയ പൂർ؉സംഖّയാണ് നൽകിയിരിؗുׯത് ഇേؚാൾ ചതുര؋ിന്െറ x 
ഏئവും വലിയ പൂർ؉സംഖّ ൈമനസ് ഒ്ؗ മുതൽ ഒؗിന് ഇടയിലാെണ׸ിൽ ഇത് 0 ന് x  
തുലّമായിരിുׯം, കാരണം ഈ സാഹചരّ؋ിൽ ചതുരം ഒؗിൽ നി്ؗ കർശനമായി x 
കുറവായിരിുׯം, അതിനാൽ ഏئവും വലിയ പൂർ؉സംഖّ പൂജّമായിരിുׯം , ആെണ׸ിൽ ഒؗിന് x 
തുലّമാണ്, റൂ؂് ര؇ിേനׯാൾ കർശനമായി കുറവാണ്, ചതുരം ഒؗിന് തുലّവും കർശനമായി ര؇ിൽx 
കുറവുമാണ്, അതിനാൽ ചതുര؋ിന്െറ ഏئവും വലിയ പൂർ؉സംഖّ ഒؗായിരിുׯം , തീർ׺യായും x x
റൂ؂് ര؇ിേനׯാൾ വലുതാെണ׸ിൽ ചതുരം  ര؇ിേനׯാൾ വലുതാണ്, അതിനാൽ ഇത് പൂജّ؋ിന് x 
തുലّമാണ്, കാരണം നമുുׯ؇് ൈമനസ് ഒ്ؗ മുതൽ ര؇് വെര സംേയാജിؚിׯാൻ, അതുെകാ؇ാണ് 
ഞാൻ ൈമനസ് ഒؗിേനׯാൾ വലുതായി നും ؛സ് വ؉ിന്െറ നും േവ؇ി മാْതം ആരംഭി׺ത് , x- x f-
ഇത് ؛സ് വ؉ിന്െറ ഏئവും വലിയ പൂർ؉സംഖّയ്്ׯ തുലّമാെണ്ؗ നി׹ൾ കാണുകയാെണ׸ിൽ, x x
ിൽ ഇത് x x׸ാൾ വലുതാെണׯസ് വൺ ര؇ിേന؛ ിൽ  കൂടാെത പൂജّം׸സ് വൺ ര؇ിന് തുലّമാെണ؛
 തുലّമാണ് , എന്െറ ൈമനസ് 1 ന്െറ x ׯവും വലിയ പൂർ؉സംഖّയ്്ئസ് വ؉ിന്െറ ഏ؛
ഇടയിലാെണ׸ിൽ ന് തുലّമാണ്, േനׯാൾ വലുതാെണ׸ിൽ ഇത് 0 ആണ്. ഇേؚാൾ വീ؇ും ഇത് x 1 x 1 
ഏئവും വലുത്  ؛സ് 1 ന്െറ പൂർ؉സംഖّ പൂജّേׯ؋ാൾ കുറവാെണ׸ിൽ ൈമനസ് ഒؗിന് x x 
തുലّമാെണ׸ിൽ ഇത് 0 ന് തുലّമായിരിുׯം, എؗത് 0 ന് തുലّവും 1 ൽ കുറവും ആെണ׸ിൽ ؛സ് 1x x 
1 ന് തുലّവും അതിൽ കുറവുമാണ്  2 അതിനാൽ ഏئവും വലിയ പൂർ؉സംഖّ 1 ആയിരിുׯം , x 
ഒؗിെനׯാൾ വലുതാെണ׸ിൽ ഇത് 0 ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇേؚാൾ നമു്ׯ ന്െറ എ്ؗ x g 
എഴുതാം, ഇത് ഇര؂ി ചതുരം ؛സ് വ؉ിന്െറ ര؇് കൂ؂ി ആയിരുؗു , x fx x fx 
അ׹െന നി׹ൾ ന്െറ കാണുകയാെണ׸ിൽ ഒؗിനും റൂ؂് ര؇ിനും ഇടയിൽ പൂജّമب, അതിനാൽ x ef 

1-ന് തുലّവും റൂ؂് 2-േനׯാൾ കുറവും ആെണ׸ിൽ, ഇത് മട׹ാണ്  ചതുരം 1 ആണ് . ന്െറ ര؇്x x fx x 
 2 f x x 1 x ാൾ വലുതാണ് , ഇത് 0 നും റൂ؂്ׯസ് വ؉ാണ്, കാരണം േന؛ ാൽ׺സ് െകാ؇് ഹരി؛
േനׯാൾ വലുതാെണ׸ിൽ ഇത് 0 ഉം ആയിരിുׯം.  അതിനാൽ ന്െറ എؗത് ന് തുലّമാണ് ഒ്ؗ x g x 
റൂ؂് ര؇ിേനׯാൾ ന് കുറവാണ് , അبാ؋പײം പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇേؚാൾ x i xdx 
ന്െറ ൈമനസ് ഒ്ؗ മുതൽ ര؇് വെരയുت ഇന്റْഗലിന് തുലّമാണ്, ഇത് ൈമനസ് ഒ്ؗ മുതൽ ഒരു gxdx 
വെരയുت അവിഭാജّമായി ഞ׹ൾ എഴുതുؗു  ഇന്റْഗൽ റൂ؂് 2 മുതൽ 2 ْഗാം വെരയുت ഇേؚാൾ x dx 
ഇവിെട ന്െറ എؗത് ആദّ ഇടേവളയിലും അവസാനേ؋തും 0 ആണ്, അതിനാൽ ഇത് ന്െറ 1 x g x 
മുതൽ 2 വെരയുت റൂ؂് 2 ന് തുലّമാണ്, ഇത് ഒؗിന് ഇടയിൽ മൂലّനിർ؉യം െചᅃٝ ചതുരം dx dx x 
നാലായി വരുؗു കൂടാെത റൂ؂് ര؇് , ഇത് ഉ؋രം നൽകുؗു ഒ്ؗ നാല് തവണ ര؇് ൈമനസ് ഒ്ؗ , അത് 
ഒ്ؗ െകാ؇് നാല് ആണ്, അതിനാൽ ഞാൻ ഒؗിന് നാലിന് തുലّമാണ്, എبാം ശരിയാണ്, അതിനാൽ ഇത്
ഇന്റْഗൽ കാൽുׯലസിെല ഒരു ْപഭാഷണം പൂർ؋ിയാുؗുׯ, അടു؋ ْപഭാഷണ؋ിൽ നأൾ കുറ്׺ 
കൂടി ചർ׺ െചുإം  സംേയാജന؋ിെല ْപٍ׹٠ൾ നؕി 
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