
नमˑे दशŊको ंका पाल गिणत चैनल मŐ ˢागत है,IIT 
इसिलए यह सम˟ा समाधान सũो ंकी एक ŵंृखला का िहˣा है, मœ इंटीŤल कैलकुलस और िडफरŐ िशयल इƓेशन पर कुछ सम˟ा समाधान सũ दे रहा šँ,
इसिलए यह ʩाƥान इंटीŤल कैलकुलस मŐ से एक है,
इसिलए आइए कुछ सम˟ाएं करके शुŝ करŐ  सम˟ाओ ंको मुƥ ŝप से िपछले वषŘ के उɄत पेपर से चुना जाता है और मœ सम˟ाओ ंके साथ-साथ 
सम˟ाओ ंमŐ उपयोग की जाने वाली महȕपूणŊ अवधारणाओ ंकी समीƗा कŝंगा,
इसिलए सम˟ा नंबर एक से शुŝ करते हœ,
इसिलए Ůʲ एक कहता है िक अगर मœ माइनस पीआई से 2 ओवर पीआई इंटीŤल के बराबर šं 4 से बटा का 4 गुणा 1 जमा से घात Ǜा pi dx e x 
गुना 2 घटा िफर सȅाईस गुना मœ वगŊ बराबर जो मूल ŝप से हमŐ इस िनिʮत समाकल का मूʞांकन करना है और िफर सȅाईस मœ वगŊ के मान cos x 
की गणना करना है
इसिलए यिद हम यहां देखते हœ िक हमारे पास एफएƛडीएƛ के फॉमŊ माइनस ए से ए का इंटीŤल है तो मुझे याद है िक िकसी भी फंƕन के िलए 
एफएƛ इंटीŤल ऑफ माइनस ए से एएफएƛडीएƛ यह एƛ के एƛ ɘस एफ के माइनस एƛडीएƛ के शूɊ के इंटीŤल के बराबर है। तो मœ 
माइनस ए से ए तक का मूʞांकन करने के बजाय हम केवल शूɊ से ए का मूʞांकन कर सकते हœ,
इसिलए इसका Ůमाण बŠत सरल है,
इसिलए हम जो करते हœ वह माइनस ए से एफ़एƛडीएƛ तक इंटीŤल है, इसे एफएƛडीएƛ ɘस इंटीŤल के माइनस ए से जीरो तक इंटीŤल के ŝप 
मŐ िलखा जा सकता है। शूɊ से तक यह िनिʮत समाकल का एक सरल गुण है िक यिद हमारे पास कुछ से तक समाकलन है तो हम a fxdx a b a
से और से तक के दो समाकलो ंके योग मŐ िवभािजत हो सकते हœ, अब हम जो करते हœ वह पहले मŐ है पहले इंटीŤल मŐ को माइनस के c c b x y 
बराबर रखना,
इसिलए अगर हम को माइनस के बराबर रखते हœ, तो माइनस डाई हो जाएगा और जब के बराबर माइनस के बराबर होगा और जबx ydx x a, a 

ज़ीरो के बराबर होगा, तो माइनस का इंटीŤल होगा। शूɊ से को शूɊ से के के शूɊ से पूणाōक के ŝप मŐ िलखा जा सकता है और x, a fxdx y f 
शूɊ से है जो िक शूɊ से शूɊ के शूɊ से शूɊ के शूɊ के बराबर है और इसे शूɊ से के पूणाōक के ŝप मŐ िलखा जा सकता है माइनस dx dy a 

का िजसे शूɊ से से माइनस के का इंटीŤल भी िलखा जा सकता हैydy f a xdx f 
इसिलए से इंटीŤल हमŐ से के शूɊ से के पूणाōक के बराबर है , जो िक हमारा सूũ है, िनिʮत ŝप से दो िवशेष मामले हœ जोmin a af xdx xdx f 
कई सम˟ाओ ंमŐ महȕपूणŊ हœ
इसिलए यिद एक िवषम कायŊ है जो का है माइनस एƛ, एƛ के एफ के माइनस के बराबर है, तो माइनस एƛ ɘस एफएƛ का यह एफ शूɊ f f 
हो जाएगा,
इसिलए माइनस ए से एफएƛडीएƛ का इंटीŤल शूɊ के बराबर होगा और दूसरा यह है िक अगर एफ एक सम फंƕन है जो िक एफ है माइनस x 
का सभी के िलए के के बराबर है तो माइनस से का इंटीŤल शूɊ से के दो गुना इंटीŤल के समान है अब आइए सम˟ा x x f a afxdx afxdx 
का समाधान करŐ  तािक हमारे पास का बराबर 1 ओवर हो 1 जमा ई से पाप गुना दो घटा कॉस दो अब हम माइनस के का मूʞांकन x f x x x f 
करते हœ यह 1 बटा 1 जमा ई के बराबर है जो माइनस गुना 2 माइनस कॉस माइनस है, अब माइनस की साइन माइनस है की Ǜा तो यह 1x 2x x x 
जमा के बराबर होगा और एक सम फलन हैe cos 
इसिलए यह 2 ऋण के समान है इसे से के ŝप मŐ सरल बनाया जा सकता है को 1 जमा से गुणा 2 घटाcos 2x e p ower sin x e sin x 

से िवभािजत िकया जाता है,cos 2 x 
इसिलए हम देखते हœ िक हर के के समान है,x f 
इसिलए अब यिद मœ जोड़ घटा जोड़ घटा के बराबर šं 1 जमा ई से साइन एƛ को 1 जमा ई से पाप गुना 2 घटा कॉस 2 एƛ fx f x fx f x x 
तो 1 जमा ई से साइन एƛ रȞ हो जाएगा और यह 1 बटा 2 घटा कॉस 2 एƛ के बराबर है अब मœ सूũ का उपयोग कŝंगा Ɛोिंक cos 2x 2 cos 
वगŊ माइनस 1 के बराबर है,x 
इसिलए यह 1 बटा 3 घटा 2 वगŊ के बराबर है तो हमारे पास जो है वह इंटीŤल है मœ बराबर है हम 2 बटा कारक है जो 0 से बटा 4 cos x pi pi 
होगा 1 बटा 3 घटा 2 वगŊ अब यह समाकलन करना मुİʭल नही ंहै जो हम कर सकते हœ Ɛा हम इस समाकलन को वगŊ cos x dx secant x 
के ŝप मŐ 3 वगŊ घटा 2 से िवभािजत करते हœ और अब यह आपके िलए ˙ʼ होना चािहए िक यिद हम को के बराबर secant x dx u tan x 
रखते हœ, हम इसे 0 से बटा 4 वगŊ के ŝप मŐ 3 गुणा 1 से िवभािजत करके िलख सकते हœ । सीमा जब शूɊ है तो के pi secant x x u, tan 0 
बराबर है जो िक 0 है और जब बटा 4 है, तो 10 बटा 4 है, जो 1 के बराबर है.x, pi pi 
इसिलए मœ 0 से 1 के बराबर 2 बटा समाकलन के बराबर है. इस पर डू 3 टैन ˍायर तो 3 यू ˍायर ɘस 1 था। अब यह मानक इंटीŤल मŐ हैpi x 
इसिलए इसे िलखा जा सकता है यिद मœ हर से तीन सामाɊ लेता šं तो मुझे यू ˍायर ɘस वन के ऊपर दो तीन पीआई इंटीŤल शूɊ िमलते हœ तीन से 
िजसे मœ एक बटा तीन वगŊ के ŝप मŐ िलखंूगा
इसिलए यह 2 बटा 3 के बराबर है और 1 बटा वगŊ जमा एक वगŊ का समाकल 1 बटा बटा 1 बटा ŝट 3 गुना ʩुǿम से pi u a 1 tan u 
िवभािजत है 1 बटा ŝट 3. और इसका मूʞांकन शूɊ और एक के बीच िकया जाना है,
इसिलए यह दो बटा ŝट तीन उलटा मूल 3 घटा ʩुǿम 0 उलटा मूल 3 बराबर बटा तीन और Ůितलोम शूɊ शूɊ pi tan tan tan pi tan 
है
इसिलए हमŐ यह िमलता है
इसिलए मœ पीआई के बराबर है यहां दो बटा तीन मूल तीन रȞ करता है इसका मतलब है िक मœ वगŊ चार बटा सȅाईस के बराबर होगा िजसका अथŊ है 
सȅाईस मœ वगŊ चार के बराबर है तो यह पहली सम˟ा का उȅर है
इसिलए Ůʲ संƥा दो है , पूणाōक का मान ǒात कीिजए मœ 0 से पीआई के बराबर है , कोस थीटा के वगŊमूल को कॉस थीटा के वगŊमूल से िवभािजत करके 
3 गुणा का 2 गुणा करता šं। पाप थीटा की पूरी शİƅ पांच डी थीटा को बढ़ाएं
इसिलए इस सम˟ा को हल करने के िलए हम Ɛा करते हœ पहले हम थेटा को पीआई के बराबर 2 घटा फी से Ůित̾थािपत करते हœ िफर डी थीटा शूɊ से
डी फी के बराबर होता है और जब थीटा 0 के बराबर होता है तो पीआई होता है 2 से जब थीटा पीआई बटा 2 फाई शूɊ के बराबर होता है , कॉस थीटा 
बराबर पाई के कॉस बटा दो माइनस फी के बराबर होता है जो पाप फी के बराबर होता है और पाप थीटा कॉस फी के बराबर होता है
इसिलए इंटीŤल शूɊ से पीआई तक इंटीŤल हो जाएगा। साइन फी के तीन मŐ से दो वगŊमूल को साइन फी के वगŊमूल से िवभािजत करके कॉस फी के 
वगŊमूल को 5 डी फी की शİƅ तक बढ़ाया गया है,
इसिलए ȯान दŐ  िक यहां मœने एक कदम छोड़ िदया है,
इसिलए इंटीŤल पीआई से दो से शूɊ तक होगा और िफर माइनस होगा और िफर इस इंटीŤल के माइनस को 0 से तक इंटीŤल केd phi pi b . 
ŝप मŐ िलखा जा सकता है इसका िफर से फी के बजाय यह इंटीŤल मœ थीटा का उपयोग कर सकता šं,y 2 
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इसिलए इसे 0 से पीआई के ŝप मŐ भी िलखा जा सकता है , साइन थीटा के 3 के वगŊमूल को कॉस थीटा के वगŊमूल से िवभािजत िकया जाता है और पाप 
थीटा के वगŊमूल को घात 5 मŐ िवभािजत िकया जाता है। थीटा तो अब इसे जोड़ रहे हœ तो मुझे मूल समीकरण को समीकरण एक कहते हœ और यह एक d 
समीकरण दो है
इसिलए 1 और 2 को जोड़ने पर हमŐ 2 गुना िमलता है मœ 0 के इंटीŤल के बराबर 2 3 गुणा कॉस थीटा का वगŊमूल ɘस पाप थीटा के वगŊमूल को कॉस थीटा
के वगŊमूल से िवभािजत िकया गया और पाप थीटा के वगŊमूल को बढ़ाकर 5 डी थीटा कर िदया गया,
इसिलए अब हम इसे रȞ कर सकते हœ और यह कॉस थीटा के वगŊमूल पर 0 से पीआई गुणा 2 3 होगा। पाप थीटा से घात 4 थीटा अब सम˟ा इस d 
इंटीŤल का मूʞांकन करने के िलए कम हो जाती है अब इसे िफर से एकीकृत करने के िलए हम Ɛा कर सकते हœ यिद मœ हर से कॉस थीटा कॉमन का 
वगŊमूल लेता šं और यह तीन ओवर सो ˍायर हो जाएगा कॉस थीटा रेज टू पावर फोर का ŝट कॉस ˍायर थीटा होगा और िफर हमारे पास एक होगा 
ɘस टैन थीटा का वगŊमूल घात 4 डी थीटा तक बढ़ा िदया गया है तो अब हमŐ टैन थीटा िमल गया है और यिद आप देखते हœ िक मœ अंश 3 सेकŐ ड ˍायर 
थीटा को 1 ɘस ŝट टैन थीटा को घात 4 डी थीटा मŐ ला सकता šं तो अब हम कर सकते हœ टैन थीटा को वगŊ के बराबर रखŐ तो वगŊ थीटा t secant 

थीटा दो के बराबर होगा और जब थीटा शूɊ के बराबर होगा तो वह शूɊ के बराबर होगा और जब थीटा बटा दो बटा दो d tdt t pi tan pi 
अनंत होगा तो यह इंटीŤल बराबर है
इसिलए यह 2 बराबर 0 से 3 गुना 2 के अनंत से िवभािजत है और को घात 4 तक बढ़ा िदया गया हैy t dt t 
इसिलए 2 को रȞ िकया जा सकता है और इसका मतलब है िक मœ 3 गुना इंटीŤल 0 के बराबर है इİɈिनटी टी ओवर टी ɘस 1 घात 4 डीटी अब इसे टी 
ɘस वन माइनस वन बटा टी ɘस वन रेज टू पावर फोर डीटी के ŝप मŐ िलखकर आसानी से िकया जा सकता है,
इसिलए यह टी ɘस के अनंत के िलए तीन गुना इंटीŤल शूɊ के बराबर है एक बढ़ा Šआ घात घटा तीन डीटी माइनस इंटीŤल ज़ीरो टू इİɈिनटी टी ɘस 
1 रेज़ टू पावर माइनस 4 डीटी जो 3 गुना वŐ के बराबर है माइनस एक बटा दो टी ɘस एक वगŊ माइनस देगा यह जमा एक बटा तीन टी ɘस एक घन 
शूɊ से अब अनंत तक हो जाएगा Ɛोिंक टी अनंतता एक बटा टी ɘस एक वगŊ की ओर जाता है यह शूɊ हो जाता है और यह भी शूɊ हो जाता है
इसिलए यह तीन गुना शूɊ के बराबर होगा यह शूɊ के बराबर हो जाएगा यह एक बटा दो घटा एक बटा तीन हो जाता है यह तीन गुना एक बटा छह हैt 
जो एक बटा दो के बराबर है
इसिलए उȅर का मान है है एक बटा दो के बराबर है तो चिलए सम˟ा संƥा तीन पर चलते हœ तो िफर से हम एक िनिʮत समाकल का मूʞांकन i 
करŐ गे Ůʲ यह है िक समाकल का मान ǒात कीिजए मœ 1 के 0 से आधे के बराबर है और मूल 3 को जमा 1 वगŊ गुणा 1 से िवभािजत िकया गया है x 
माइनस घात से बढ़ा Šआ 6 संपूणŊ घात 1 बटा 4 आइए हम इस सम˟ा को हल करने का Ůयास करŐ  तो पहले हम थोड़ा सरलीकरण करŐ गे और x dx 
इसे िलखŐगे बराबर है हमारे पास 1 जमा ŝट 3 गुना 0 से आधा हमारे पास है जमा 1 वगŊ और िफर हमारे पास घात 1 बटा 4 है िजससे िक i dx x x 
जमा 1 हो जाएगा और आधा गुणा घात हो जाएगा माइनस को बढ़ाकर 6 बटा 4 कर िदया गया है जो िक 3 बटा 2 है,es 1 x 
इसिलए ȯान दŐ  िक इस रŐज मŐ 0 से आधा 1 ɘस और 1 माइनस दोनो ंसकाराȏक हœx x 
इसिलए अब मœ इसे 1 ɘस ŝट 3 बार इंटीŤल के ŝप मŐ िलखंूगा के 0 से आधे तक मœ इस 1 माइनस को घात 3 बटा 2 के ŝप मŐ 1 माइनस dx x x 
गुना 1 माइनस से पावर हाफ तक िलखंूगा,x 
इसिलए हमारे पास 1 ɘस से पावर हाफ और 1 माइनस से पावर हाफ है। तो यह 1 घटा वगŊ का वगŊमूल बन जाएगा,x x x 
इसिलए हमŐ बटा 1 घटा गुना 1 घटा वगŊ और एक वगŊमूल िमलता है , अब हमारे पास एक साधारण Ůित̾थापन है Ɛोिंक हमारे पास यह एक dx x x 
घटा वगŊ पद है, हमŐ Ůित̾थापन बराबर का Ůयास करना चािहए थीटा को पाप करने के िलए तो कॉस थीटा डी थीटा के बराबर होगा और जब x x dx 

है तो थीटा 0 के बराबर है और जब आधे पाप के बराबर है तो थीटा आधा हैx 0 x 
इसिलए थीटा छह बटा पाई है
इसिलए यह इंटीŤल मœ ŝट के बराबर है के 0 से बटा 6 का 3 जमा 1 गुना है को 1 घटा थीटा से िवभािजतdx pi cos theta d theta sin 
िकया जाता है और 1 घटा वगŊ का वगŊमूल थीटा के बराबर होता हैx cos 
इसिलए रȞ करता है और हमŐ थीटा का 1 माइनस पाप थीटा से इंटीŤल िमलता है अब यह सीधे आगे है िक हम Ɛा करते हœ िक आपcos theta d 
1 ɘस पाप थीटा से गुणा और िवभािजत करते हœ तो यह 1 ɘस पाप थीटा को 1 माइनस साइन ˍायर थीटा से िवभािजत िकया जाता है तािक कॉस 
ˍायर हो थीटा डी थीटा यह बराबर ŝट 3 जमा 1 गुना इंटीŤल 0 से पीआई बटा 6 का 1 बटा कॉस ˍायर थीटा है सेकŐ ड ˍायर थीटा ɘस साइन 
थीटा बाय कॉस ˍेयर थीटा है सेकŐ ट थीटा टाइʈ टैन थीटा डी थीटा अब आप इंटीŤल को जान रहे होगें इसमŐ से यह ŝट 3 जमा 1 गुना टैन थीटा ɘस 
सेकŐ ड थीटा के बराबर है िजसका मूʞांकन शूɊ से पीआई बटा छह के बीच िकया जाता है यह ŝट Ūी ɘस वन गुणा 10 पाई बटा 6 है 1 है ŝट 3 ɘस 
सेकŐ ट पीआई बटा 6 है 2 ŝट से 3 माइनस टैन 0 है 0 और सेकŐ ट 0 1 यह ŝट 3 ɘस 1 गुना यह 3 बटा ŝट 3 माइनस 1 है तो ŝट 3 ɘस 1 गुना ŝट
3 माइनस 1 जो िक 3 माइनस 1 के बराबर है जो 2 है तो
इसिलए समाकल का मान दो के बराबर है तो चिलए अगली सम˟ा Ůʲ संƥा चार पर चलते हœ तो सम˟ा यह है िक को से तक जाने दŐ  एक f r r 
अवकलनीय फलन हो जैसे िक शूɊ का शूɊ के बराबर है पर बटा दो तीन के बराबर है और अभाǛ 0 पर 1 के बराबर है।f f pi f 
इसिलए हमŐ एक अवकलनीय फलन िदया गया है िजसका मान 0 और बटा 2 िदया गया है और Ůाइम 0 अब िदया गया है यिद का से pi f x g x 

बटा 2 Ůाइम पर माइनस पर के िलए शूɊ से बटा दो शूɊ पर खुला और बटा 2 पर pi f t cos cot t cos atft dt x pi pi 
समाकलन के बराबर है तो हम के की सीमा ǒात करनी होगी Ɛोिंक के करीब पŠंचता है।x g x 0 
इसिलए का यह इस इंटीŤल के ŝप मŐ िदया गया है,x g 
इसिलए पहले हमŐ के के िलए फॉमूŊला खोजने के िलए इस इंटीŤल का मूʞांकन करने का Ůयास करना चािहए और िफर हम इसे खोजने का Ůयासx g 
करŐ गे। सीमा
इसिलए ȯान दŐ  िक यहां यिद आप इंटीŤœड देखते हœ तो यह एफ Ůाइम टी कॉस एट माइनस कॉस एट कॉट टीएफटी है, यह टी टाइʈ कॉस एƛटी के 
एफ के ʩुȋɄ के अलावा कुछ भी नही ंहै Ɛोिंक अगर हम ʩुȋɄ के िलए उȋाद िनयम का उपयोग करते हœ तो यह एफएफ का ʩुȋɄ देता है अभाǛ 

गुना और का अवकलज माइनस गुना हैt cos xt cos xt cos xt cot t 
इसिलए का यह से बटा के दो बटा के के समाकल के बराबर है x g x pi d f dt t cos at dt
इसिलए एक बार जब हम इंटीŤœड के एंटी-डेįरवेिटव को जान लेते हœ, तो कैलकुलस के मौिलक Ůमेय Ȫारा यह के बराबर होता है, िजसका ft cos x 
मूʞांकन और बटा दो के बीच िकया जाता है, जो िक के बटा दो गुना के बराबर होता है। के दो माइनस x pi f pi cos x pi x cos xx f
से अब का बटा दो हमŐ िदया गया था का बटा दो बराबर तीन हैf pi f pi 
इसिलए यह तीन के बराबर है Ɛोिंक बटा दो एक हैx pi 
इसिलए यह तीन माइनस है तो ȯान दŐ  वह कॉस एƛ 1 बाय साइन एƛ हैfx cos xx 
इसिलए इसे एƛ के बराबर 0 पर पįरभािषत नही ंिकया गया है,
इसिलए ȯान दŐ  िक कॉस एƛ शूɊ पįरभािषत नही ंहै,
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इसिलए हम जीरो का जी नही ंढंूढ सकते हœ लेिकन हम एƛ के जी की सीमा को एƛ के ŝप मŐ खोजने का Ůयास कर सकते हœ। एŮोच 0 3 माइनस 
िलिमट के बराबर है , के 0 के करीब पŠंच रहा है, Ɛोिंक बाय साइन के ŝप मŐ िलख सकता है,x fx xxi, fx x 
इसिलए अब हमारे पास यह 0 बाय 0 फॉमŊ है , अब हम जानते हœ िक साइन एƛ बाय एƛ की िलिमट जैसे ही एƛ 0 के करीब पŠंचती है, 1 है। तो यह 
मœ तीन ऋण सीमा के ŝप मŐ िलख सकता šं के शूɊ से Ȫारा िवभािजत से िवभािजत होता है अब हम जानते हœ िक सीमा एक हैx x x x x 
इसिलए यह तीन ऋण सीमा के बराबर है के शूɊ से तक पŠंच रहा है इसका कारण यह है िक Ǜा बटा की सीमा जैसे ही शूɊ केx x x x x x x 
करीब पŠंचती है, अब एक के बराबर है, िकसी तरह हमŐ 0 पर के ʩुȋɄ का उपयोग करना होगा जो िक 1 है।f 
इसिलए यह 3 ऋण सीमा के बराबर है की ओर जाता है एफएƛ माइनस एफ 0 बटा एƛ माइनस 0 यहx 
इसिलए है Ɛोिंक एफ 0 को 0 के बराबर िदया जाता है।
इसिलए अब हम जानते हœ िक यह सीमा शूɊ पर एफ के ʩुȋɄ के अलावा और कुछ नही ंहै,
इसिलए यह तीन माइनस एफ Ůाइम जीरो और एफ Ůाइम है। शूɊ को एक के बराबर िदया जाता है,
इसिलए यह 3 घटा 1 है जो 2 के बराबर है,
इसिलए उȅर है िक की सीमा के के 0 तक जाती है, दो के बराबर है,x x g 
इसिलए मœ यहां एक िटɔणी करना चाšंगा,
इसिलए ȯान दŐ  िक यहाँ हमारे पास बटा पाप की यह सीमा है जो शूɊ से शूɊ ŝप मŐ है,fx x 
इसिलए आप सीधे यहां लोिपटल िनयम लागू करने के बारे मŐ सोच सकते हœ,
इसिलए यिद हम लॉबːर िनयम लागू करते हœ तो यह एफ Ůाइम एƛ बाय कॉस एƛ की सीमा के बराबर होगा और िफर सीमा जैसे-जैसे के x 0 
करीब पŠंचता है, वैसे-वैसे का मान 1 होता है,x 
इसिलए जैसे-जैसे के करीब पŠंचता है, वैसे-वैसे अभाǛ की सीमा होती है और िफर आप इसे अभाǛ 0 के ŝप मŐ िलखने के बारे मŐ x 0 f x f 
सोच सकते हœ,
इसिलए आपको यह 3 ऋण अभाǛ सीधे िमल जाएगा। 0 लेिकन ȯान दŐ  िक Ůाइम की सीमा िलखने के िलए जैसे के Ůाइम के f f x x, 0 f 
बराबर 0 तक पŠंचता है, हमŐ यह जानने की जŝरत है िक Ůाइम 0 पर िनरंतर है, लेिकन यिद आप सम˟ा देखते हœ तो यह केवल यह िदया जाता है f 
िक एक अलग कायŊ है लेिकन ʩुȋɄ की आवʴकता िनरंतर नही ंहैf 
इसिलए यह सही तकŊ  नही ंहै
इसिलए इसिलए हमने इस सीमा को इस ʩुȋɄ के ŝप मŐ 0 पर िलखा है और िफर इसका मूʞांकन िकया है तािक यह सम˟ा संƥा चार को समाɑ 
कर दे, आइए सम˟ा संƥा पांच पर चलते हœ जो िक हम से थोड़ा अलग है अब तक िकया है यहाँ हमŐ िदया गया है यिद का योग 1 से 98 के i, k 
बराबर है, जमा 1 बटा गुणा जमा 1 से से जमा 1 तक तो हमŐ इनमŐ से सही िवकʙ चुनने होगें िनɻिलİखत 4 िवकʙ हœ तो k x x dx k k a i is
बड़ा है 99 का लॉग Ɛा मœ लॉग से कम है 99 Ɛा से 50 से कम है और Ɛा मœ 49 से 50 से बड़ा है। तो िनिʮत ŝप से यहाँ अगर आपb c i 49 d 
इसे देखते हœ जमा एक गुणा गुणा जमा एक का समाकलन इसका आसानी से मूʞांकन िकया जा सकता है Ɛोिंक इसे कहते हœ एक k x x dx x 
गुणा ɘस वन को एक बटा माइनस एक बटा ɘस वन िलखा जा सकता है और िफर आप इस इंटीŤल का मूʞांकन कर सकते हœ और वाˑव x x x 
मŐ आप के िलए एक ʩंजक Ůाɑ कर सकते हœ लेिकन इसका उपयोग करके इन असमानताओ ंको Ůाɑ करना मुİʭल हो सकता है तो इस तरह का i 
Ɛा सम˟ाओ ंको हमŐ िवकʙो ंको देखने का Ůयास करना चािहए और िफर यह देखने का Ůयास करना चािहए िक यिद आप िवकʙ ए और बी देखते हœ
तो मेरी तुलना 99 के Ůाकृितक लॉग से की जाती है,
इसिलए अब ȯान दŐ  िक लॉग 99 Ɛा है नोट 99 का लॉग है 1 बटा से 1 से 99 तक के समाकलन के अलावा और कुछ नही ंƐोिंक 1 बटा काx dx x 
Ůित-ʩुȋɄ लॉग है,x 
इसिलए हमŐ यह िमलता है और इसे के योग के ŝप मŐ 1 से 98 तक के समाकलन से जमा 1 1 के योग के ŝप मŐ िलखा जा सकता है। k k k x dx 
से Ɛोिंक के बराबर 1 के िलए आपको के बराबर दो के िलए 1 से दो तक समाकलन िमलेगा, यह दो से तीन तक का समाकलन है और इसी तरह k k 
अǧानबे से िनɊानबे तक समाकलन तक है,
इसिलए यह योग िनɻ से समाकल के बराबर होगा एक से िनɊानवे तो अब यिद आप देखते हœ िक हमने इस लॉग 99 को के योग के ŝप मŐ 1 से 98 केk 
बराबर िलखा है, तो हमŐ िदए गए इंटीŤल की तुलना इस इंटीŤल से करनी है, यह देखने के िलए िक कौन सा बड़ा है तो अब ȯान दŐ  िक अगर मेरा x k 
से बड़ा है और ɘस वन से कम है तो यहां हमारे पास ɘस 1 गुना ɘस 1 का इंटीŤल था। तो हमारे पास जमा 1 जमा 1 से कम है k k x x k x 
िजसका अथŊ है जमा 1 बटा जमा 1 यह 1 से कम होगाk x 
इसिलए जमा 1 गुणा जमा 1 यह 1 से से कम हैk x x x 
इसिलए का अिभɄ अंग है से जमा एक बटा गुणा जमा एक यह से जमा एक बटा के समाकल से कम है,k k x x d x, k k xd x 
इसिलए यह दशाŊता है िक का योग एक से अǧानबे समाकलन से जमा एक यह लॉग 99 से कम है यह मेरे बराबर थाk k k 
इसिलए ए झठूा है और बी सच है
इसिलए यह मœ लॉग 99 से कम है यह सच है यह अब झठूा है सी और डी तुलना 49 से 50 के साथ करता है। तो वाˑव मŐ अगर आप देखते हœ िक िजस 
तरह से हमने इस भाग को Ůाɑ िकया है, वह यह है िक इंटीŤल लॉग 99 से कम है, हम एक िनचली सीमा भी Ůाɑ कर सकते हœ,
इसिलए मœ इसी तरह का उपयोग करके कुछ से बड़ा šं जो हम Ůाɑ कर सकते हœ यह ɘू है एक बटा एक से बड़ा है यिद और जमाk s x x, k k 
एक के बीच है तो यहाँ हम का उपयोग कर रहे हœ एक बटा एक से बड़ा हैk x 
इसिलए जमा एक बटा गुणा जमा एक यह एक गुणा जमा से बड़ा है एक और अब अगर मœ इसे से ɘस एक ɘस एक गुणा k x x x k k k x x 
ɘस वन का एक अिभɄ अंग एकीकृत करता šं तो यह दो ɘस 1 मŐ से एक ɘस 1 के इंटीŤल से अिधक होगा औरdx k k x dx 
इसिलए जो िक योग है इस का पूणाōक दो जमा एक के 1 से 98 के बराबर है, यह एक से एक से िनɊानबे गुणा जमा एक के i k k k x dx 
समाकलन से बड़ा है,
इसिलए जैसे हमŐ िमला िक मœ एक से के समाकल से कम है यहां हम िनɊानबे तक इसका एक बटा जोड़ एक से एक से िनɊानबे तक एक से xd x x 
बड़ा समाकल Ůाɑ कर रहे हœ और यह एक से िनɊानबे तक लॉग जमा एक के बराबर है जो िक सौ ऋण लॉग दो के लॉग के बराबर है जो बराबर है x 
पचास लॉग करने के िलए तो अब यिद आप देखते हœ िक हमŐ उनतालीस बटा पचास के साथ तुलना करनी है तो ˙ʼ ŝप से लॉग पचास एक से बड़ा है जो
िक उनतालीस गुणा फाई से बड़ा है तो मœ 49 गुणा 50 से बड़ा šं यह सही हैfty 
इसिलए सही है और गलत हैd c 
इसिलए हमŐ सही है और यह चालू है, वाˑव मŐ यिद आप देखते हœ तो हमने सािबत कर िदया है िक मœ पचास के Ůाकृितक लॉग से बड़ा šं जो 49 d c 
बटा 50 दी गई इस संƥा से बŠत बड़ा है। तो आप सोच सकते हœ िक इस संƥा को उनतालीस बटा पचास कैसे Ůाɑ करŐ ,
इसिलए यिद आप देखते हœ िक हमारे पास एक से नɬे आठ तक का योग है तो यह उनतालीस बटा पचास के अलावा और कुछ नही ंहै। सौ तो मœ यहां 
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िटɔणी िलखंूगा िक यह उनतालीस बटा पचास, नɬे बटा सौ के बराबर है,
इसिलए यिद हम ऐसा कर सकŐ  िक यह Ůȑेक समाकल एक बटा सौ से बड़ा हो तो योग िनɊानबे गुणा सौ से बड़ा होगा तो चिलए हम इंटीŤल को देखते 
हœ यिद हमने देखा िक इंटीŤल से ɘस वन यह Ůȑेक के िलए एक सौ से बड़ा है तो मœ िनɊानबे गुणा सौ से बड़ा होगा जो िक उनतालीस बटा k k k 
पचास है यह दशाŊता है िक यह इंटीŤल एक से बड़ा है सौ मुİʭल नही ंहै
इसिलए मœ Ɛा कŝंगा िक हम को बराबर रखते हœ जमा तो Ɛा होता है यिद मœ को जमा के बराबर रखता šँ तो जब और x k y x k y x k k 
जमा एक के बीच होता है जब के बराबर होता है और जब बराबर होता है जमा एक एक के बराबर होता हैx ky x k y 
इसिलए हम इस इंटीŤल को इंटीŤल के ŝप मŐ िलख सकते हœ यह अब शूɊ से एक तक इंटीŤल के बराबर है और जमा एक बराबर जमा k x k y 
गुना जमा एक जमा एक जमा अब है Ɛोिंक और 1 के बीच बदल रहा है तो जमा 1, जमा से बड़ा हैx k y dy y 0 k k y 
इसिलए यह 0 से 1 1 से जमा एक जमा से बड़ा है, Ɛोिंक जमा एक बटा जमा यह एक से बड़ा है और अब यिद आप इसे एकीकृत k y dy k k y 
एक देखते हœ के ɘस वन ɘस वाई Ȫारा यह एक से के ɘस टू से बड़ा है और इंटीŤल शूɊ से एक डाई है जो एक देता है
इसिलए यह इंटीŤल एक से बड़ा है ɘस टू अब एक से अǧानबे तक बदलता हैk k 
इसिलए यह है हमेशा एक बटा सौ के बराबर से बड़ा होता है यिद एक और अǧानबे के बीच होता है तो हमने यह सािबत कर िदया है िक यह समाकलk 
एक बटा सौ से बड़ा है वाˑव मŐ हम एक बेहतर Ůाɑ कर सकते हœ इसका उपयोग करके जमा दो से एक से बड़ा होता है और िफर इसे b ound k k
से एक से अǧानबे तक जोड़ िदया जाता है तािक हम यह Ůाɑ कर सकŐ  िक यह सȑ है इस तरह से भी ठीक है आइए एक और सम˟ा करते हœd 
इसिलए Ůʲ संƥा छह तो हम एक फ़ंƕन िदया जाता है से को के सबसे बड़े पूणाōक के बराबर Ȫारा पįरभािषत िकया जाता है यिद fr r x fx x 
दो के बराबर से कम है और शूɊ है यिद अब दो से बड़ा है यिद माइनस एक से दो गुणा के बराबर है वगŊ को दो जमा जमा एक x i x f x fx dx
से िवभािजत िकया जाता है, तो हमŐ का मान ǒात करना होगा,i 
इसिलए इस सम˟ा को हल करने के िलए पहले हमŐ याद िदलाएं िक सबसे बड़ा पूणाōक फ़ंƕन यह से कम या उसके बराबर सबसे बड़ा पूणाōक है,x 
इसिलए यह के बराबर है यिद के बराबर से बड़ा है और िकसी भी पूणाōक के िलए ɘस वन से सƢी से कम है, तो हमारे पास यिद आपn x, n n n 
देखते हœ िक का सबसे बड़ा पूणाōक है, यिद के बराबर से कम है और से बड़ा है तो 0 है। 2 अब मœ इसका अिभɄ अंग šं तो चिलए x f x, 2 x x 
का िलखते हœ वगŊ के गुणा के बराबर दो जोड़ ɘस एक अब वगŊ का वगŊ का सबसे बड़ा पूणाōक है यिद वगŊ दो से कम है g x x f fx x f x x 
और शूɊ यिद वगŊ दो से बड़ा है तो यह िकतना बराबर है तो वगŊ 2 के बराबर से कम है अथाŊत शूɊ से मूल 2 से मूल 2 के बीच िदया गया है x x x x 
वगŊ के सबसे बड़े पूणाōक से अब वगŊ का सबसे बड़ा पूणाōक यह 0 के बराबर होगा यिद शूɊ से एक से एक के बीच है Ɛोिंक इस मामले मŐ वगŊ x x x 
सƢी से एक से कम होगा
इसिलए सबसे बड़ा पूणाōक शूɊ होगा और यिद इससे बड़ा है एक के बराबर और मूल दो से सƢी से कम तो वगŊ एक के बराबर से थोड़ा बड़ा है x x 
और सƢी से दो से कम है
इसिलए वगŊ का सबसे बड़ा पूणाōक एक होगा और यिद िनिʮत ŝप से मूल दो से बड़ा है तो वगŊ इससे बड़ा है दो तो यह शूɊ के बराबर हैx x x 
इसिलए Ɛोिंक हमŐ माइनस एक से दो को एकीकृत करना है,
इसिलए मœने केवल एƛ के िलए शुŝ िकया है जो माइनस वन से बड़ा है और एƛ ɘस वन का एफ यिद आप देखते हœ िक यह एƛ ɘस के सबसे बड़े 
पूणाōक के बराबर है एक यिद जोड़ एक दो के बराबर से कम है और शूɊ यिद जोड़ एक बड़ा है तो एक दो तो यह एƛ ɘस वन के सबसे बड़े x x 
पूणाōक के बराबर है यिद मेरा एƛ शूɊ से 1 के बीच है एƛ 1 के बराबर से कम है और यह 0 है यिद एƛ 1 से बड़ा है। अब िफर से एƛ ɘस 1 का 
यह सबसे बड़ा पूणाōक यह होगा 0 के बराबर यिद शूɊ से कम है और ऋणाȏक एक के बराबर से बड़ा है और यिद के बराबर से बड़ा और 1 x x 0 
से कम है तो जमा 1 1 के बराबर से बड़ा और 2 से कम है तो सबसे बड़ा पूणाōक 1 होगा और यह 0 के बराबर है यिद एक से बड़ा है तो अब हम x x x
का िलख सकते हœ यह गुणा वगŊ बटा दो जोड़ का जमा एक थाg x fx f x 
इसिलए यिद आप देखते हœ िक वगŊ का केवल एक और मूल के बीच शूɊ नही ंहै दोx ef 
इसिलए यिद के बराबर से बड़ा है और मूल 2 से कम है तो यह गुणा है वगŊ 1 है। के दो जोड़ से िवभािजत िकया गया है Ɛोिंक x 1 x fx x f x 1
से बड़ा है यह 0 के बराबर होगा और यह है 0 यिद मूल 2 से बड़ा है। तो का बराबर बटा दो है, यिद एक के बराबर से कम है और x x g x x x 
शूɊ से कम है तो अब के एक से दो घटा के समाकल के बराबर है इसे हम माइनस एक से एक ɘस एक का इंटीŤल टू ŝट दो i, g xdx gxdx 

ɘस इंटीŤल ŝट 2 से 2 के इंटीŤल के ŝप मŐ िलखते हœ। 1 से 2 तक बटा 2 जो िक वगŊ बटा चार आता है, एक और g xdx g x dx x dx x 
मूल दो के बीच मूʞांकन िकया जाता है और यह उȅर देता है एक बटा चार गुणा दो घटा एक जो एक बटा चार है
इसिलए मœ एक बटा चार के बराबर है उȅर ठीक है
इसिलए यह अगले ʩाƥान मŐ अिभɄ कलन पर ʩाƥान समाɑ करता है हम एकीकरण पर कुछ और सम˟ाओ ंपर चचाŊ करŐ गे धɊवाद 
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