
ङ޳࢑  छࣃ   ߘबలࡏ గޒంచంߖڜ  ݟऒ  అࣣ ࣜޔబదम࠳న ఫంࣾऀߦ ࠭࠲ ࡱ ߤక ߕࠚऒ ల పదम࠭ࢡ۫ ߖޒ 
మ࠾ࡍ ఈ ࣃధߕలࡓ ޜంݡ ఫంࣾߤ ల ఉతओ छ޳ లڴ࠙ నݟऴ࢐యబ ݭఇంܽऴగం ڴफޒ ࠭࠲ ߖޒకరణ పదमڔఏ ࡌ
ప࡯ࢣࡍంۧ࠭ 
ऒߖڜ ࠭࠲  సమऴڴల࡮࠮ ߘङ ంకనం ۯయړߖݞ ఆ ࣃధߕలߖऒ ంܽߗ ఉపࣃڵࡆफ ࠭ మ࠭࠲ ࠾ࡍ ఈ 
ఉ޳హరణలߘ పࡍషए फనऒࣆࡍ ओߩ ऒߖఈ ࠙వనల ڴ޶ం࠭ ݡ ంܽߗ కڵ࡯ ఉంݦ ఈ ఉ޳హరణలࣃۯ ߘफ ࠭, ఈ 
ఉ޳హరణ ఈ ࡍߖ भషद ఆࡹచన߯ ఆ߄రపݟ ఉంܿందߗڒ ,ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖ ఇߩओ   ంܼ࠭ڕమనం ఎం۪ ݡ
ఉ޳హరణࡱ మ࠾ࡍ ఉ޳హరణࣄ۫ ߘ మనం ఇకए డ ఏ పదमߖޒ ఉపڵࡆంۧߖ ࡹర प࠼ం۪ڕంܼ࠭, ߘߝ 
ओߦۮ ڕࠬ ࡍߖ ఒక  ࡯ भషद ఉ޳హరణߘ మࡖక పదमࡔ࢘ ࡹޒ పదमࡹޒ పࡍషए ంచవ۪ऐࡍ  మࡖ࢘ ߖߖ޳ ߘߝ ࠾ࡍక
పదमޜޒ పࡍషए फࣃࡍ ࡍߖ ఓ ޻ࠬ కߧఎం ޴బܽद ఇڒ ߘ भషद ఉ޳హరణߘ బܽद ࠬࡏ ఏ పదमߖޒ ఎం۪ࡹ࢐ڝ 
ఎం۪ڝవ۪ऐ ऒߖڜ  ధङࣃ ޴ऱ అࡏࣃ छ޳ లޔహరణ బࣗళ పదम޳ఉ  ࠲ షएࡍప ࡌ  ࡏࠬ బܽदڒ ,޴ంޔݡంచబࡍ
ఒక ఉ޳హరణߘ ۫డటం ޳छ ࡍవ ߖߖ޳ ࡏࠬ ࡌ फంపܑ࣋ పదमߖޒ ఎం۪ߖڕ ऴపయޒऒ ంచంݟ మߖ޳ ࠾ࡍऒ  
పࡍషए छ޳త ,ݟంచంࡍ సమసङ ࡏࠬ ࡌ లࣃ ޜధన ࣄۯ, ఒకࣃ ࡏࠬ ࡍࣃధన ࣄۯన తࡌछ త , ఉ޳హరణߘ 
۫డటం ߖߖ޳ ޳ࡶ పࡍషए छࡌంۨన తࡍ త ࠬߖ޳ ࡏऒ  కھߘంܼࡏ.
 పంڕफలࡏࠬ ࡹ ఏ పదमߖޒ వࡍ फంపܑࡏࠬ ࡹ࠻ ऴగࣕࣃफ भ޳۫ ߘహరణల޳ఇతర ఉ ࠭࠲ బܽदڒ ,ࡏ ం, ڒబܽद 
ప  ڕ పవ࡛ ࠾ࡍన మ࠳సమऴగ ࠭࠲ ऱ࣒  ఇ పవ࡛ ࠳ ܘࡕ ړన࣒ ߖ అంచߕ ࢘యࣆ ࡮ۧ ړߖݞలభ࠳న x xd
ఉ޳హరణޜ ऴߦరంࣃࠚफ फޑ࠴ బܽद ࣔరం ఈڒ ,࠭ ऒߖ  కڵ࡯ ఉంܿం޴.
  ఇ శړ फڵࡍ߭ ړం޴ మ࠾ࡍ ఇ శړ फڵࡍ߭ ړం࠳ ޴న࣒ మనం ఏࠫ ࡹ࠻ۯ మనం ࡏߝऐ నऒڕ  ఆࡹచనలߘ x x 
ऒߖ޳ ,࡯ݞ۫  ఎ࡮ క࡯ߕھߘ అߠ࢑ ޴ߝదం ࡅకए  ఉతओ నऒ ం ޶ڒ.

ఇڴࡏߝ ޴ కھߘనబޔݡం޴, అޙ࠼ మనం ఫంࣾߖߦࡐ ߤऒ ऐࡍࠪ ంۮంڜ  నటऱޙ࠼ మ࠾ࡍ   ction e 
పవ࡛ ࠳న࣒ ړ ߭ంచబݟందߖ మనࣆࡱޘ ڕ, x e 
పవ࡛ ړ ఒక߯ߖ޳ ఒకܽڴ ऴ࢐యవ۪ऐ नܘࡕ బܽद ఈ సమऴగతڒ  ऒߖߦࡐ   పవ࡛ 2 x e x ߖ పవ࡛  ޴ంܿంڕࣆޓ 

 ప ऱ࣒ ओߩఇ ړߖݞంచ߭ ړ 1  ంత ࣏కరङࡍపܽ కం݄ మߘ࠭ ࠹ఈ ߷ర ݡ వంతంڴ కߧߖ फ࣎ ంڒ ޴బܽद మనం x dx
ఒక ߷రࢢߖ ߘ ࠹తంڴ ప࡯ࢣࡍంۨ, మࡍంత ࣏కరङ వంతంڴ కߧߖంۯ ߷రࡍࠪ ڴ ࠹ऐ నటऱޙ࠼, ఇ޴ ఎంڕ޶ 
మࡍంత ࣏కరङ వంతంڴ ఉం޾ మనం ࣆలభంߖ ڴరछ ࣕంచగల࠭ ఎం޶కం݄ ఇకए డ ߘߝ ऴపޑङ ࠪऒ య 
పదमߖޒ ఉపڵࡆంۨన ऱܿڴ కߧߖ फ࣎ ం޴, ఈ పڒ ړߖ޳రకం ఎڡझ  ߱ झڡఎ ࠾ࡍమ ࡽलయߖߜ  ߱  ڕ ࡽलయߖߜ
ఎڡझ  ߱ ङߙ బܽदڒ ޴దం ఉంࠡ ڴ ࡽलయߖߜ మࡔట࡛ ߖߖ޳ కڵ࡯ ఉంڒ ޴బܽद ऴపޑङ ࠪऒ య ఆࡹచన పࣆۯ ߖफం޴ 
మߘߝ ࠾ࡍ ऴపޑङ ࠪऒ యం ࣋ۯफ పవ࡛ ڴ ړ ߭ంచబߘߝ ޙݟ ߰ంద޴ࡃࠓ ఏࠫటం݄ పవ࡛ ړ e x t e xdx

హరణ ࣋ए޳బܽद ఈ ఉڒ ޴ంޔݡంచబ߭ ڴ छ ࡛ ప ऱ࣒ కएࡅ 1߯  dt ޴ంޔࡏࠪ ړࡹపంࡐ రణ߄ࣃ  t dt 
ఎం޶కం݄ పవ࡛ ڵࡍ߭ ړంࡓ  ޴ంݡ అ޴ߝ పవ࡛ ࣋ए छ ంచడం తపओ߭ ړ ࡛  మࡖకܽ ޶ڒ మ࠾ࡍ e x e x nd 
ఉతओ ऒߕ ऒߖ  ఉపڵࡆంۨ మనࣄ࡯ޘ ڕన ఈ ߷ࡏघ వ࡛झ ߤఇ ߤܼ ,ఏࠫటం݄ ࡮  తపओ  మࡖకܽ ڵࡍޒ ߖ t t e 
పవ࡛ ړ ߭ంచడం ړ బڴࡱ޶ x
ప  ޴ంޔݡంచబ߭ ړ మం ఇ పవ࡛ࡹ࢑ ߤܼ ऱ࣒ ऒߖ޵ ࠭࠲ బܽदڒ ߤషڼంకం  ఇంܽऴࡌबࣄ   ఒక సమసङ  x ڴ
ࠪరऐ డం ޳छ ऒߖ޵ ࡌ  ఎంత ࣆలభంڴ పࡍషए డవ۪ऐ۫ ࡏࠬ ࠵ంచగలࡍ  ऴపޑङ ࠪऒ యం పࣄۯߖన ah 
తࡌछ త ࣄ࡯ޘన ߷రࡅ ࠹కए  సమऴగంڴ ࠪరऐ డం ޳छ ओࡍࠪ ఈ ࠭࠲ ࡌ ధङࣃ ݟ మࡃङ ऒߖڜ   ఉ޳హరణలߘ 
ऒߖڜࡍమ ޳ࡶ  సరࢁకరణలߘ పࣃ࡯ࢣࡍफ ࠭.
ధङࣃ ࡱ߇࢑  మڒ ࠼ޑ࢓బܽद ఈ ఉ޳హరణߘ ۫డంݟ 

࣋ए छ ࡛ न ࡅకए  సమऴగతߘ కھߘనంߘߝ , ݟ ఈ ఇంܽऴగంߖ ݭ cos two x over cos x plus sin x dx 
۫࣋फ 
ङޑऴప ߝంటࢗ ࠪऒ యం బࣗࢡ పۯ ߖయߘߝ ߗڒ ޶ ऴڝޒణࠫࡍڷ ޒ फంߘߩ ఉప࣋ڵࡆफ ߘߝ ఇంܾऴڴంݭ ah 

ए࣋ ࣒ڒ ߖߖ޳ ,ࣆࡱޘ సంڝ లవం ڕవర ݟంߘ छ ए࣋ ߤࣄ న࣒࠳ ࡛ छ ࡛ అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ , cos xi x x 
అߩओ ए࣋ ࣒ڒ ޴అ ݡ छ ए࣋ ߤ࣌ న࣒࠳ ࡛ छ ࡛ అߖ ऴ࢐యబޔݡం޴  ࣋ए छ ࡛ न ޜ x x cos x plus sin xv dx
࢑భ܊ంచړߖݞ ఇߩओ फ , ࣋ए࣋࡯ࢣࡍప ߖ ݭంڴఇంܽऴ ߘߝ ݡ छ ࡛ न ڒ ࡹరకం ఉందߘߝ ߖ cos x plus sin x 
۫డగలߘ మ࠾ࡍ ఇకए డ ڒ ߖߖ޳ ߘߝరకం ۯయగలڒ ߘబܽद అ޴ ర޶भ ۯయబޔݡంڒ ޴బܽद ۨవߘߝ ړࡍ 
ప  ߖ ߤࣄ న࣒࠳ ࣒ڒ ߘऴ࢐యగల ߖߖ޳ ऱ࣒ ప  ߖ ߤࣄ  ऱ࣒ x x cos x x ޴బܽद ఇڒ ࡏంۧ܊࢑భ ޜ ߤࣄ  cos x x
ఈ పదంޜ ర޶भ ۯయబݟన చޔరऴసం ڒబܽद ࠳ ࣒ڒ ڕߕన࣒ ߦపం ࣒߯ڒ ڴ  ప ऱ࣒  ఈ సమऴగం x x x x ߤࣄ 
వ۪ऐڒ   ࣔరం అం݄ ఏࠫܽ మ࠾ࡍ లవం ఏࠫܽ అ܉ ߘߝ ߖऴగతफڴ ప࣋࡯ࢣࡍफ ࣆలభం࡮࠮ ڴङ ంకనం 
 x x x x ߤ࣌ڜ ޴ߝఅ ߤ࣌ ߤ࣌ڜ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڵ࡯క ߘ ߤఫంࣾ ߤ࣌ బܽद ࣔరంڒ ޴ంޔݡయబۯ
మ࠾ࡍ ఉతओ ऒߕ ङߙ ޴బܽद ఇڒ ޴ఉంܿం ڴ ߤࣄ న࣒࠳ ࡱ మࡔట࡛ ࡹ ࠙గంڴ కࣆߧߖफం޴.cos x x
ङߙ  మࡔట࡛ ړߖ܉ߖ ࣔరం ࡅకए  ࠡదం తపओ  మࡖకܽ ޶ڒ, కߘక ڜ ߘߝతफ ࢘ࡍయࡽࠋ వࡵ ࣔరం అ࠼న t 
ప  ߤ࣌ ऱ࣒ छ޳త , ߘగలڝఎం۪ ߖ  బܽद x cos xڒ సࠪనం ړ తफం࠴ ߤ࣌ న࣒࠳ ࡌ cos x x dx dt
ऴపޑङ ࠪऒ యం ࣋ۯफ ڴ ߘߝ ߰ంڴ߯  ߘޑ޶ ఇ޴  ప ऱ࣒ కएࡅ ంకంࡌबࣄ  తపओ ڡథࠫࡍగ࡮   మࠬࡔ dt t mod t 
ࡎభ ڵࡍޒ ߘవࡱ࢑ వࡱ࢑ ߕ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޶ࡶ फ ۯయగల޶, అߤ࣌ ޴  ప ऱ࣒ పऱ࣒ ࠾ࡍమ ࣒ڒ   t t x x 
ంకం తపओࡌबࣄ   మࡖకܽ ڒ ޶ڒబܽद ࠭࠲ ऴڝޒణࠫࡍڷ ޒ फంߩల߰ࡐ ߘం޴ంచడం ޳छ  eu ߖ࢐ܽ ࠾ࡍమ ࡌ
సరࢁకృతం ۯయడం ޳छ फࣃ۫ మనం ړࡍవۨ ࠾ࡍమ ࠭޳ం߰ ߘకరణڔఈ ఏ ࡌ ࠭  సరࢁకృతం ࣄۯన 
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తࡌछ త మనం ߰ం޻ ఈ ఫంࣾࡱ ߤ సమऴగ࠳న࢑ మ࠾ࡍ సమऴగ࠳నړ ࡮ۧ ࢑ ऱషद࠳న సమసङ  ޒణࠫڝޒऴ ڕ
ࡍڷ फంࡱߩ ఎ࡮ ఉపࡆగపడߧ۫ ڕࠬ ࡆޑంచߘߝ ړߖݞ ఇకए డ ఎం۪ڕనऒ  మࡖక  ఉ޳హరణߘ 
కھߘనవ۪ऐ .ݟంڝࣆޓ ڴహరణ޳ఉ ߖߖ޵ బܽदڒ ,
 కృతం x xڔఏ ߘ ߤ࣌ڜ న࣒࠳ ޴ࠫߖన ఎݟంచబ߭ ړ పవ࡛ ߤ࣌ڜ న࣒࠳ ޴ࠫߖఎ ࠭࠲ 
ऒߕంܿڕߘల࠻ۯ ࠭, ఇ޴ ఎ޴ࠫߖ కం݄ 1 ࠳న࣒ 2 ࣌ߤ ࣋ए छ ए࣋ ࣒ڒ ࡛ छ  x x x dx ࠪ ޴బܽद ఇڒ ࡛
సమऴగ࠳నڒ ޴బܽद ఇకए డ ࠬߤ࣌ ࡏ పవ࡛ 8 ࠳న࣒ ߤ࣌ڜ పవ࡛ 8ړ ߭ంచబݟం࠳  ޴న࣒ 2 ࣌ߤ ࣋ए छ ࡛ x x 1 

ए࣋ ࣒ڒ छ छ޳ ࡛ ړ ࡮ۧ ޴బܽद ఇڒ ޴ంݟంచబ܊࢑భ ࡌ ऱషदంڴ కߧߖంۯ ఫంࣾߤ అޙ࠼ మనڕ ఇపओ  x x ښܽ
ऒߖڜ నࣄ࡯ޘ  సంబంߖ߄ऒ  ఉప࣋ڵࡆफ మనం ۯయవ۪ऐ  ఇ޴ సరళ࠳న ఫంࣾڴ ߤ ࠪరऐ బޔݡందߖ 
ࡍڷ फంచంߖ ߤ࣌ ࡏࠬ , ݟ పవ࡛ ࠳న࣒ ߘ ߤ࣌ڜ పవ࡛ ړ ߭ంۨన ࣌ࣆ۫ ߖ ߤफనऒ ओߩ x 8 x 8 ࡮దట ఎ࠴ ݡ
ఉంܿంߘޑߩ۫ ڕࠬ ߘߝ ޾, ఇ޴ ࠬ మనࡹࣆ వۯऐ .చనࡹదܽ ఆ࠴ 
 అం݄ మనం ߖߖ޳ ࣋ए छ ए࣋ ࠉ న࣒࠳ ࡛ छ రऐࠪ ڴ ࠹ర߷ ݦఉం ڴ ࡛ గలࠪ ఎం޶కం݄ ఆ ߷ర࠹ ࣋ए छ  న࣒࠳ ࡛
ए࣋ ࠉ छ న పऱ࣒࠳సࠪన ړ ࡛ ङ߷ ࡮ఎ ڴࠉ న࣒࠳ ߖࠉ  క द࡛  పవ࡛ ܿ ߤ࣌ బܽद ఆࣣڒ ࣆࡱޘ ڕࠪ ࡹ࠻ۯ ܘࡷ 
ఎ݋࠼ అߝ పߖ޳ऒ भ޳۫  ం ࡛࣌ࠂ ߤ ࣋ए छ ࡛ न ࠳న࣒ 4 ࣒ڒ ࣋ए छ ࡛ न అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ  న࣒x x x࠳ 4 ߤ࣌ ߖߖ޵ ,
ప  ࡛ࠂ ߤ࣌ ߖఅ 4 ࣒ڒ ऱ࣒ ऴ࢐యవ۪ऐ ߖఅ ࡛ࠂ ࣒ڒ  , ఇకए డ ߘߝ ࣋ए छ ए࣋ ࠉ న࣒࠳ ࡛ छ ࡛ అ࠳ ޴ߝన࣒ x x x 
ऒߖޑऴࣇ ߝసࠪనం అ ړࠉ  ఉపڵࡆంۧࡹ ߘ ఇ࠼ ޻కए డ ߤࣄ ࣋ए छ ࡛ ࣋ए छ ए࣋ ࣒ڒ న࣒࠳ ࡛ छ ࡛ a plus b
࣋ए छ ంచవ۪ऐڵࡆఉప ߖ ࡛ , త޳छ ए࣋ ߤ࣌ ߖߖ޵ ࡌ छ ए࣋ ࣒ڒ న࣒࠳ ࡛ छ ࡛ అߤ࣌ ߖ ࣋ए छ ࡛ न  ప ऱ࣒  x x x ࣒ڒ 
࣋ए छ ࡛ ఇܘࡕ ߤ࣌ ߤ ܿ పవ࡛ ܿ పవ࡛ 4  ప ऱ࣒ ऴ࢐యవ۪ऐ ߖఅ ࣒ڒ    అߖࡌڒ߅ऒ  ߭ంచంڕࠬ 4 ݟ x x x 
ए࣋ ߤࣄ నࣄ࡯ޘ छ ࡛  ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ఒకܽ ڒబܽद ࠬࡏ ఆࣣ ߘߝ ࡎࣃ ఇకए డ ࣒ࠫ అ࠻ङ  బܽद x  cos x xڒ ߘ
ए࣋ ࡏࠬ छ ࡛  ప ऱ࣒  ࣋ए छ फࣃऴ࢐ ڴపరం ࣒ڒ ޵ޒऴప ࡏࠬ ఆ߯ , ࡏఉంۧ ڴఒకܽ ߖ ࡛ బܽद ఇకएڒ ࡏ డ sin x cos x

࣋ए छ ࡛ బߖ޳ ڴࡱ޶ऒ  1 అߖ ऴࣃ࢐फ  sin xi.ࡏ
ए࣋ ࣒ڒ న࣒࠳   छ ए࣋ ࣒ڒ న࣒ 2࠳ 1 ߘߝ బܽदڒ ࡛ छ  x x ݞږ ޴అ ,ߘంۧށڷ ړపవ࡛ 4 ࣄۯ ܘࡕ ߤ࣌ ߖ ࡛
ए࣋ ࣒ڒ న࣒࠳ 1 ߘߝ छ ए࣋ ࡽࣟ ࡛ छ ࡛ అߖ ऴࣃ࢐फ ए࣋ ߤ࣌ పవ࡛ 4 ܿ ߤ࣌ కం݄޶ఎం ߘ छ ࡛ ࣋ए छ ࡛ మ࠾ࡍ x 
ए࣋ ߤ࣌ छ ࡛ అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ ए࣋ ࣒ڒ న࣒࠳ 1   छ ए࣋ ࡽࣟ ࡛ छ ࡛ ప ऱ࣒  x ࣒ڒ న࣒ 2࠳ 1 ޴పవ࡛ 4 ఇ ܿ ܘࡕ ࣒ڒ 
࣋ए छ ࡛ అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ  ఇకए డ 1 ߖߖ޵ ప ऱ࣒ ए࣋ ࣒ڒ న࣒ 2࠳ పవ࡛ ܿ పవ࡛ 4 ܿ ࣒ڒ  छ ࡛  ప ऱ࣒  x x x ܘࡕ ࣒ڒ 
ܿ పవ࡛ 4 అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ   మ࠾ࡍ ఇ޴ ۨవ࠳ 1 ړࡍన࣒ 2 ࣒ڒ ࣋ए छ ࡛  ప ऱ࣒  పవ࡛ 4 x x 1 x ܿ ܘࡕ ࣒ڒ 2 
ए࣋ ࣒ڒ న࣒ 2࠳ छ ࡛ అߖ ऴ࢐యబݟంڒ ޴బܽद ఇ޴ మన ߙङ మࡔట࡛ ఇߩओ भ޳۫ ߖరంࣔ ݡ ం మ࠾ࡍ అ޻ x 
ऒړ݃ ఇకए ߖ ڡ డ ޳ۯभ ం ڒబܽद ࣔరం   ࠳న࣒  ࣌ߤ ࣋ए छ ए࣋ ࣒ڒ ࡛ छ ङߙ బܽदڒ ࡛ మࡔట࡛ ఎऴ1  ࠗ࢒ 2 x x ody 
ఇకए ߘߝ డ పరంڴ ऴߘߝ ݞږ ߘࣃ࢐ పరంڴ ऴ࠻࢐లڕߘంܿߕऒ  న࣒cos cos࠳ 1 ߖߖ޳ ߘߝ బܽदڒ ߘ
फࣃऴ࢐ ڴ ߖऱ 1 అࡏࣃ 2  ऱ minus cos square x cos square x cos squareࡏࣃ న࣒ 2࠳ 1 ڕߕ ޴ఇ ,ߘ

ఇࣆफం࠳  ޴న࣒ పऱ࣒ ࡓ బܽद 2ڒ  ऱܿ ࣒ڒ ࣋ए छ ए࣋ ࣒ڒ ࡛ छ ओߩఇ ࡛ࠂ పవ࡛ ܿ పవ࡛ ࣒ڒ ࡛  ఈ x minus x ݡ
ङ߷ ݡంࡓ క द࡛ झ ङߙ  మࡔట࡛ ۫డంݟ ఇߙ ࠬ ޴ङ మࡔట࡛ ڒబܽद ߙङ మࡔట࡛ ఒకܽ ࠳న࣒ ࡓం࣒ڒ ݡ ࣋ए छ ࡛ x 
ఒకܽ పऱ࣒ ए࣋ ࣒ڒ ݡంࡓ న࣒࠳ ࡛ࠂ పవ࡛ ܿ పవ࡛ ࣒ڒ ݀  छ ࡛ మ࠾ࡍ ࣔరం  ఇߙ ޴ङ మࡔట࡛ 1 ࠳న࣒ x x 

ఉనऒ ࡹ  ऒߖڒరڒ   కڵ࡯ ఉం޴, ࣾࠫంచంߘߝ ,ݟ పऱ࣒  అ࠳ ߘ࢓న࣒ మ࠳ ࠾ࡍన࣒ పऱ࣒ ओࡹڝ ߖ  బܽद 2ڒ ߘ࠻ 1
ए࣋ ࣒ڒ న࣒ 2࠳ छ ࡛  ప ऱ࣒ ړశ ࣒ڒ  फڒ 4 ߖబܽद 1 ࠳న࣒ 2 ࣒ڒ ࣋ए छ ࡛  ప ऱ࣒ ړశ ݟంచం߭ ࣒ڒ 2  फ 4 ړ ߭ంచంݟ,x x x x
ऒߖ޳బܽद ఈ పڒ  మనం ఇంܽऴڴంڝ ݭసం సరࢁకృతం ࣄۯనߩओ  ޴ంޔݡయబۯ भ޶ర ݡ

 లవం i 1 cos x ړߖ޳ఈ ప ޴ఇ ,޴ంݟऴ࢐యబ ߖఅ ߩన࣒ 2 చదర࠳
అ࠼న ࣔరంڵ࠙ ޜంచబޔݡంڒ ޴బܽद ఈ ࡓంݡ పࡱ޳ ర޶भ ۯయబడڒ ࠼ޑబܽद ߖ࢐ܽ ऴ࢐యవలࣄనi  
అవసరం ࣃۯ ߘߝ ޶ࡶफ ओߩఇ ݟऴ࢐యం ߖఅ ߖ࢐ܽ  ߘ  dx ߕఅంచ ڴలభంࣆ ߘఈ సమऴగత ࡏࠬ ݡ
࢘యవ۪ऐ బܽद ࣋एڒ ߩऱ చదరࡏࣃ ݡంࡓ న࣒࠳ ࡽదܽ పదం ఇంܽऴగ࠴ బܽदڒ  छ  ల x cos x ߤఫంࣾ ࣒ڒ ࡛
ऐࡌࠪ ڴ ߤయ࡛ ఫంࣾߖࡰ ߖߖ޳ సం మనంڝ ए࣋ ࣒ڒ ݡంࡓ ݀ ࣒ڒ , ࡯ छ  x x ڕࠪ ߖన࣒ ఒకܽ అ࠳ ࡛
ए࣋ ࣒ڒ ࣆࡱޘ छ ࡛ అ޴ߝ వߤ పऱ࣒ తపओ ݀ ࠑ ݀ ࣒ڒ   మࡖకܽ ڒ ޶ڒబܽद ߘߝ ఈ వߤ పऱ࣒ x x x ߖ ݀ ࣒ڒ 
झڡఎݟ ݀ ऱ࣒߮ࡎ ޜ  फࣃۯ   x ޜకరణڔఏ ݀ ࣒ڒ ऱ ఆ߯ࢁఒకܽ మ ޜకరణڔన࣒ ఏ࠳ ݡంࡓ ఈ ړࡍబܽद ۨవڒ ߘ
రదभޔ࢓ం޴  అࡅ ݀ ࣒ڒ ޴ߝకए  ఏڔకరణ ࡅకए న࣒ తపओ࠳   మࡖకܽ ޶ڒ అ޴ߝ x x sine two x by 

 ప ऱ࣒ ఇపओ ࡏࠬ ,޴ంޔݡయబۯ भ޶ర ޜ బܽद ఈ ఈڒ ޴ంޔ࢓ంకం అࡌबࣄ   వ۪ऐڒ ڔܽ  అం݄ two a x x ah
ఇకए డ ఉనऒ  ࢑ధంߝڴ ऴ࢐యంߤ࣌ ࡏࠬ ޳ࡶ ݟ అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ  two x sin x cos x ݡంࡓ ڕࠬ  
ప  ߖߖ޵ బܽदڒ ࣆࡱޘ ऱ࣒ కएࡅ ంకంࡌबࣄ  ऴ࢐యవ۪ऐ ߖన࣒ అ࠳   sin x cos x ޒణࠫڝޒబܽद ऴڒ 
ఐݥంܾܽలߘ ఉపڵࡆంۨ ࠭࠲ ఈ ఫంࣾߤ ఈ ఇంܽऴగం࡮ۧ ݭ సరళ࠳న ࡐపంࡹ ऴ࢐యవ۪ऐ , ah ah 
అ޴ మࢁऱ మࢁऱ ࠪరऐ బޔݡం޴ మࡖక ࣃంޒښక ࡍڷ फంߘߩ ఉపڵࡆంۨ , ఆ߯ ࡮࠮ ߖߖ޳ङ ంకనం ࠭࠲ ,ࣄۯ 
మߖڜࡍऒ  ఉ޳హరణలߘ పࣃ࡯ࢣࡍफ ऒߖڜ ࠭  ఇతర తరగޒ ఉ޳హరణల࠭࠲ ߘ ah 
ఒక పऱ࣒ ए࣋ ߤ࣌  छ ࡛ न కం݄ రకం ࡅకए  సమऴగతߘ అంచڝ ߖ޳ ޳ࡶ ࡯࠻࢘ ߕసం ޳ۯ ࡽڒ ߘߝभ ం  b x dx 
ఇߘߝ ޴ ఒకܽࡏࠬ ڴ ࣋ए छ ࡛  ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ न ߯ సమऴగ ࡮࠮ ߖङ ంకనం ࡯࠻ۯ, ఇకए డ cos x b sin x dx a 
మ࠾ࡍ అߘన࢑ ఎంߧక ۯయబݟన ߖڜऒ ओߩఇ ࡱڒంࡌबࣄ  छ޳ వడంڝఎం۪ ߖ ࡏࠬ ݡ  ఈ b cos ࡌ
సమసङ ఈ సమసङ ߘ రऐࠪ ڴ వచऐ డవ۪ऐ۫ ߖ .
 చޔరऴసం ࠳న࣒ ࣌ߤ ࣋ए छ ࡛ ఆ߯ సరࢁకృతం ࣄۯ, ఆ߯ ߖڜऒ  బܽद xs 1 x a bڒ ݟంڝఎం۪ ࠾ࡍతफ మڜ 
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తదڷߘణంڴ సమసङ వ۪ऐڝఎం۪ ߘ ఒక ప ࠭࠲ బܽदڒ  ऱ࣒ ए࣋ ߤࣄ  छ ࡛ ఆࣣ ࠴దܽ ࢑షయం߯ రక࠳న b x 
సమసङ షएࡍప ࡮ఎ ߘ फࣃ࡯ࢣࡍప ࡹంۧࡍ ࠭  మనం ࡏڷफం۪࡯࢐ڝझ న ࢑షయం ఏࠫటం݄ , మనం ఇపओ  dxښܽ

ऐࡏߝ నऒڕ  ࠪ పదमࡹޔऱ ऒߖڜ  ంܽߖ ఉపڵࡆంచగڼ࡯ ߷రڴ ࠹ ࠪరऐ డం ఒక ࠪర ठం , లవం మ࠾ࡍ ࣔరం 
ए࣋ ߗంܽݟంࡓ छ छ޳ ࡛  ంచడం.cos x܊࢑భ ࡌ
ङߙ   మࡔట࡛ మనڕ ࣊కߘ ࣋ए छ ए࣋ ߘమనం ࣊క ࡹరంࣔ ࠾ࡍమ ޴ంޔ޶ం߰ ߖ ࡛ छ ࡛  ప ऱ࣒  x x ߤܼ ࠉ 
࣋ए छ ఆࣣ, ఇకए ,࠭ޑ޶ం߰ ߖ ࡛ డ ߘߝ ऴగࣕంۨన޴ ఏࠫటం݄ , ߙङ మࡔట࡛ ࣋ए छ x ޴ంޔ޶ం߰ ߖ ࡛ x x
మߖ ߤܼ ߘߝ ࠾ࡍ మࡖకړߖ޳ ऴపޑङ ࠪऒ యం ࣋ۯफ  ڜతफ ࢘ࡍయࡽࠋ అߩओ ए࣋ ݭకం࣊ ݡ छ ࡛ x xdx dt 
ࠪऴత࠲ సమసङ  ఈ ࣊కߘ ࣋ए छ फޕࢡఅదృషदవ ޙ࠼అ ,޴ఉంܿం ޜ ࡛  మనڕ వߤ పऱ࣒ ए࣋ ߤܼ  छ ࡛ ࣊కంݭ x x 
࣋ए छ ࡛ తపओ  మࡖకܽ ڒదߖ సంబంధం ఉంڒ ޴బܽद ࣔరంࡹ ࣊కంݭ ࣋ए छ పऱ࣒ ߤవ ߖ ࡛ ࡎభ ڴ  फ ࣃۯफ x x ߤܼ  ࠭
࣋ए छ ࡛ ࣊కంݭ ࣋ए छ ࡛ వߤ పऱ࣒ ए࣋ ߤܼ  छ బܽद  పڒ ࡛ ऱ࣒  ఏ ప ऱ࣒ ए࣋ ߤܼ ࠉ  छ घࡏ߷ ࡛  x xdxa x a x ߘల࡮
ఉపڵࡆంۨ ࣋ए छ ࡛ వߤ పऱ࣒ ए࣋ ߤܼ  छ ࡛ x x x 
ङޑసࠪనం, ఆ߯ ऴప ړ ࠪऒ యం ܼߤ సࠪనం ޜ సࠪనం త޳छ ए࣋ ߘక࣊ ࡌ छ ࡛ సࠪనం  ڒ ړబܽद x t xdx dt
మనం ఈ సమऴగతߖ ߘ పऱ࣒   ప ऱ࣒ బܽद dtڒ ऱࡏࣃ ݟफ ࣾࠫంచం࣋ڵ࠙ ޜ  a b a plus b tan x t a plus b 
ऱ ࣋एࡏࣃ छ ए࣋ ړ ࠹ర߷ ޴బܽद ఇڒ ޴ంݟయబۯ ࡛ छ छ޳ ࡛ ए࣋ ࠾ࡍమ ࡌ छ ࡛ ࠪऴత࠲ దగ ठరڴ t dt t dt 
ఉంܿం޴  మనం పऱ࣒  ࡯࢐ڝࣆޓ ڴࡱ ߤమڒ ߖࠉ 

ఒక ప ࠭࠲ ऱ࣒ ఒక ప ࡹం݄, ࣔరంڕࣆޓ ڴ޴న࠳రణ߄ࣃ ߖࠉ  ऱ࣒  o ࠹ం݄ , ߷రڕࣆޓ ڴ޴న࠳రణ߄ࣃ ߖࠉ 
ࠬద  ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ न ڴ ࠪరऐ బޔݡంߘߝ ޴ పऱ࣒  అߖ ऴ࢐࣋फ ఇ޴ ఇߩओ  న dt a b t ah bࣄ࡯ޘ ڴࠈ ݡ

घࡏ߷ औ࡮ఆ ޴ఇ  ࡮  ࣋ए छ ࡛ न ڴ ప ऱ࣒ औ࡮ం݄ ఆڕߘఅ ߘߝ ߖఅ ࠉ   ࣋ए छ ࡛ వ޳ ߤछ औ࡮ఆ ࡌ  ࣋ए छ ࡛ వړ ߤ సࠪనం, 
ఆ࡮औ  ࣋ए छ ࡛ न ڴ ప ऱ࣒  ,ం݄ڕߘఅ ߖఅ ࠉ 
ఇకए ߘߝ డ ߷ࡏघ छ޳త ,ߘంచగలڵࡆఉప ߘ࡮ औ࡮ఆ ࡌ ఇనछ ߤܼ  ࡛झ छ޳  औ࡮ఆ ࡌ छ޳  ఒక ప ࡌ ऱ࣒  t 1 ࠉ 
అޔ࢓ం޴, ఈ ۨనऒ  ऴపޑङ ࠪऒ యం తࡌछ త  ࡽ࢑ పऱ࣒ ంకం, ఈ ۨనऒࡌबࣄ   ऴపޑङ ࠪऒ యం తࡌछ త ఆ࡮औ పऱ࣒ ޜ  
పऱ࣒ ޴అ ߤవ ࠉ కएࡅ ࠉ   వర ठ࠮లంڵ࠙ ڴంచబޔݡం޴.
కएࡅ ߖߖ޳ ࡏࠬ కరణࢁసర ڴभ޴ڜ   వర ठ࠮లం ޳छ ఒక ప ࡌ ऱ࣒ ఇనछ ߤܼ ړࡹ  ࡛झ కएࡅ ݋ࡐ   ఒక ప ऱ࣒  a b t 

కం݄ ݋ࡐ  ప ऱ࣒ సమసङ ڴరం߄ఆ ࠾ࡍబܽद మڒ ంకంࡌबࣄ  ࡍߖ  भషद సమసङ ఇవछ ࡹ బݟందߖ b a a b ah 
అڕߘం޳ం.
 ఏࠫ݇ b ޴న࠳సమऴగ ࡏࠬ బܽदڒ వࡱ࢑ ఇతర  ޴ఉంܿం ڵ࡯ంత కڜ ఉండటం ڵ࡯వ కࡱ࢑ ంతڜ 
फంచవ۪ऐࡍڷ ఇవछ ࠹ర߷ ࡹ ࠹ఈ ߷ర ޳ࡶ  బࡏࠬ ,ޙݟ సమऴగ ࡱ࢑వࡍڷ ݞږ ߘ फంచవ۪ऐ , త޶ప࠭࠲ ࡍ 
. ం޳ంڕߘఅ ߖఉంܿంద ࣄనవలھߘక ߖߖ޳ ࠭࠲ బܽदڒ ంܼ࠭ڕఎం۪ ߘహరణ޳క ఉࡖసం మڝ ࠬ
కएࡅ పంߦ    సమऴగం ࡹ࢑మం ࡓంݡ ࠬద ఒకܽ పऱ࣒  చదరڒ ߩబܽद ఇకए డ ࢘ࡔ అంశం ڒ ޶ࡶబܽद x x dx 
మనం ఇకए డ ఉపڵࡆంۧ࡯झ న޴ ఏࠫటం݄, ړ ऴపޑङ ࠪऒ ऒߖ࠻  ఉపڵࡆంۯ ఒక ࠪర ठం ఉంڜ ࡏࠬ ,޴ంత x 
ऴపޑङ ࠪऒ యం ޳ࡶ మࡖక ࢑ధంڴ ఉంచవ۪ऐ కएࡅ ߤమ ఫంࣾࡹ࢑    ఉ޳హరణ ڝసం ࠬࡏ ఇపओ  ښܽ
ఉపڵࡆంۨన ఆࡹచనߘ 
ఇకए డ పࡍగణڝࣆޓ ړࡹవడం ޳छ ऒߖ޵ ࡏࠬ ࡌ ఇనछ ߤ࣌   ࡛झ ంۨ  పށڷ  ऱ࣒  ࣋ए छ 1 ޜ ࡛ 2 x 1 x 
ऴ࢐యబݟందߖ తڒ ࡏࣃۯ ڥߖబܽद ߘߝ ఎం۪ڕం݄ ఏࠫ జޔڷࡏం޳۫ ޾भ ం ఈ దశࡹ ఇࡹ࢑ ޴మ 
ऴڝޒణࠫޒ ఫంࣾڒ ߤబܽद ߖ޵ ߘߝऒ  ߘߝ ڴ ߤత ఫంࣾށజగࠊ ޴ఇ ࠾ࡍమ ࡯ంۧށగࡍప ڴ ߤదܽ ఫంࣾ࠴ 
తపओ క ࡓండవ ఫంࣾڴ ߤ పࡍగށంۧڒ ࡯బܽद ࠙ڴల ڴࡎ࢐ ఏڔకరణߘߝ ߘ ఇకए డ వࡍ फంపܑయߕޔࠓऒ  బܽदڒ ߘ
ఇనछ ߤ࣌ ,ఏࠫటం݄ ޴ࡃࠓంద߰ ߘߝ ߖ ߤషڼఈ ఇంܽऴ ڴࡎ࢐ లڴ࠙  ޙ࠼అ ߘߝ ࡛झ  AP x ߤవ ߤఆ ݡంࡓ 
 ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ అం݄ ࠴దܽ ఫంࣾߤ ఇంܽऴڼషࡓ ߤండవڒ ޴బܽद ఒకߖߖ޳ ఏڔకృతం ۯయడం వలऱ ࣌ߤ ఇߤ వ࡛झx 
కएࡅ झߖࡓఫݟ ߤషڼన࣒ ఇంܽऴ࠳  ఇనछ ߤ࣌ ࣆࡱޘ ڕߕ దంࠡ ߖ޵ బܽदڒ ޴फంࣆవ ߤషࡃ ࡛झ  అ1 ޴ߝ x x 
న࣒ ࣋ए࠳ छ కएࡅ ࡛  వర ठ࠮లం ڒబܽद ࠳ 1 ߖߖ޳ ߘߝన࣒ 1 ࠳న࣒ ࡅకए  వర ठ࠮లంڴ ऴࣃ࢐फ  బܽद x xڒ ߘ
బڴࡱ޶ ఇ2 ޴ కం݄ 1 ప ऱ࣒  ࣋ए छ  బܽद x xڒ రకంڒ  ޴ఇ ޴క ఇߘక ޴ంޔݡంచబށڷ ޜరऴసంޔతफం చ࠴ ࡛
కएࡅ రకంڒ ఈ ߘߝ  ఉతओ ऒߕ ऒߖ కएࡅ బܽदڒ ࡯࢐ڝࣆޓ  छ޳  కएࡅ ݡంࡓ ࡌ  ࠡదం ఒక ప ऱ࣒  d dx x dx x
࣋ए छ ఇపओ ݟంߘ ࡛ ܽవర࠴ ڕదܽ ఫంࣾߤ ఇంܽऴڼష࠳ ߤన࣒ ࠴దܽ ࡅకए  ండవ సమऴగ ࠡదం ఆ߯ࡓ 
ओߩఇ ޴फంࣆఇ ڕࠬ ޴ండవࡓ  కరణڔబܽद ఏڒ కరణڔఏ ޴ండవࡓ పऱ࣒ ߤద వࠬ ݡంࡓ ߘߝ ݡ  ࣋ए छ  xdx x x ړ ࡛

एڝߘఅం݄ ఏࠫ݇ క ࠑ ङߙ ࠹ర߷ ޴బܽद ఇڒ ࡯࢐ మࡔట࡛ ۮ ړం޴నڒ ޴బܽद ఇ޴ నߘऒ  d dx dx ڴݟ࢑ 
छ޳ ए࣋ ݡంࡓ ࡌ छ एڕߘక ߖ ࡛ ంܼߤݥ ڴ߯ ߘ  ఓࠫߝట࡛ ڒబܽद ఇڕߕ ޴ ఒకܽ పऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ न ࡓ ߘంݡx x x x 

ࠡదంڴ ఇࣆफంࡓ ڕߕ ,޴ం࠳ ݡన࣒ ࡓంߖ ݡ వߤ పऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ࠡదంڴ ఇࣆफంࡓ ڕߕ ,޴ంߖ ݡ ఇࣆफం޴, x x x x
ఇࡓ ޴ంݡ పऱ࣒  ࣋ए छ తफం ࣋ए࠴ న࣒࠳ ࡛ छ  x.޴ంޔݡంచబڵ࠙ ޜ ࡛
ऒߖࣃరऴޔచ ݡంࡓ న࣒࠳ ݡంࡓ ڕߕ రऴసంޔచ ڷࡱߕ    ఇࣆफం޴, ۨవࡓ ߘߝ ړࡍంݟంܽߖ ఒక ࠳న࣒ x x x
࣋ए छ ఒకܽ పऱ࣒ ߖ ࡛  ࣋ए छ ࡛ न ࣟࡽ ࣋ए छ ओߩఇ ړߖ޳బܽद ఈ పڒ ߘऴ࢐యగల ߖఅ ߘంచగలڵ࠙ ޜ ࡛  x ߕ ݡ
వ ఉనऒࡱ࢑ ఇకए ߘߝ ړ ࢟ܽ࢘ࡍݥ  డ ऴࣃ࢐फ ఇనछ ߤ࣌ ߘ ࡛झ ద ఒక పऱ࣒ࠬ  ݡంࡓ   ࣋ए छ  న࣒ x x x࠳ ࡛
ఇంܽऴڼషߤ ఇߩओ ए࣋ 4 ޴న࣒ ఇ࠳ 1 ޴ఈ పదం ఉం ڕߕ ݡ छ ࡛ అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ࣔరం 1 ߘߝ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ x x 
తफం ࣋ए࠴ छ ࡛ ߯ న࣒ ࣋ए࠳  ڴݟ࢑  छ ङ࡮࠮ ߖ ࡛ ంకనం ࣃۯफ ఇకए ޴బܽद ఇڒ ߘ డ ߘߝ ऴ࢐࣋ పదం  ఇ1 ޴ 4 x 
వߤ పऱ࣒  ࣋ए छ తफం ࣋ए࠴ ࡛ छ ए࣋ ڷࡱߕ న࣒࠳ ࡛ छ ఒక ప ߘ ࡛ ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ࡛݇ ࣋ए छ ఇకए ߘߝ फ࣋ڵ࠙ ޜ ࡛ డx x x 
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అ1 ߖ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ అߖ ऴ࢐యగలߘ కߘక ࠴ ߘߝతफం చޔరऴߖࣃऒ ప 1 ڕߕ फ࣋ࡍޘ  ऱ࣒  పవ࡛ వࣆफం4  ޴ c x x 
ల࣒ 2 చޔరऴసం ࠳న࣒ 4 చޔరऴసం ࠳ ߖߖ޳న࣒ 2 చޔరऴసం ࣆۯफం޴, త޳छ న࣒ p  x x x x࠳ 1 ߘߝ ࡌ

చదర࠴ ߩతफం చޔరऴߖࣃऒ  ߰ంڒ ߘޑ޶బܽद ߙङ మࡔట࡛ ఒక ప ऱ࣒  ࣋ए छ తफం ࣋ए࠴ ࡛ छ ࡛ ߯  ఒక ࠳న࣒ x x 
࣋ए छ తफం ࣋ए࠴ ࡛ छ ࡛ అޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ ۨవߖ޳ ߘߝ ړࡍऒ  ߰ం1 ߘޑ޶ ప ऱ࣒  చޔరऴసం ࠬద ఒక ࠳న࣒ x x
చޔరऴసం ڒబܽद ࣔరంߖࡹ ఈ ఆࣣ పదం 1 ࠳న࣒ ࣋ए छ ࡛ 1 1 ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ߘߝ ఈ ࣔరం x x 
పړߖ޳ ఈ ऴపޑङ ࠪऒ ऒߖ࠻ फࣃۯ  న࣒ ࣋ए࠳  కం݄  ߘߝ ޴బܽद ఇڒ ߘ छ ప   ߘޑ޶ం߰ ڴ ࡛ ऱ࣒  1 1 x 1 x 
చޔరऴసం ఇకए డ ࠡదంށڷ ޜంచబݟంߘߝ ,޴ ఇపओ ప  ښܽ ऱ࣒  ࣋ए छ తफం ࣋ए࠴ ࡛ छ ࡛ ߯ ࡓ   ऱܿ  ࠳న࣒ 1 x 2 1 x 
చޔరऴߖࣃऒ  ߰ంߘ޳ , ఆ߯ ۨవړࡍ ఈ ߖ ߰ంڒ ߘ޳బܽद ߖߖ޳ ߘߝ ఇకए డ ఉం۪ߘޑ, ఆ߯ ۨవరڴ xdx x 

ఇకए డ ఉం۪ڒ ߘޑబܽद ܉ऴగతफڴ ۫డంߖڜ  ݟऒ ऒߕޔݡయబۯ भ޶ర ࡱబంధనߖ   ఈ dx ڕహరణ޳ఉ ࠼
ఒక ࠳న࣒ ࣋ए छ ࡛ ఒక ࠳న࣒ ࣋ए छ ࡛ వߤ పऱ࣒  ࣋ए छ పऱ࣒ ߤవ ߖ ࡛  ࣋ए छ  भ x x x x޶ర ޜߖ޳ఒక ࡹ ࡛
వ࡛झ ߤఇ ߤ࣌ ޴ఇ ړࡍబܽद ۨవڒ ޴ంޔݡయబۯ పऱ࣒ ߤఓవ࡛ వ ݡంࡓ   ࣋ए छ ࡛ అޔ࢓ం޴  ఇ ࠳న࣒ x x x x 
ఓవ࡛ వߤ పऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ మࢁऱ ߘߝ ఈ వߤ పऱ࣒  ࣋ए छ छ޳త ,ߘగలڝࣆޓ ڴ ࡽࠋయࡍ࢘ తफڜ ߖ ࡛ x dx x t ࡌ tx 

छ޳ ݡంࡓ బܽदڒ ङ࡮࠮ ࡏࠬ ڴࡏߝ ߘߝ ,޴ంޔ࢓అ ࡌ ంకనం ۯయగల two xdx dt xdx dt 
ద ఒకܽ పऱ࣒ࠬ ݡంࡓ మంࡹ࢑ పంߦ బܽदڒ ޴ఇ  ߘऴ࢐యగల ࡹ ڡథࠫࡍగ࡮  ࣋ए छ  x x x ࠆࣔ న࣒࠳ ࡛
పऱ࣒ ߤవ ࠆఆ ݭ࠵ ڡథࠫࡍగ࡮  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ङ࡮࠮ ߘబంధనలߖ ఈ ڴ࢑ధం బܽद ఈڒ ంకంࡌबࣄ  ంకనం ࣄۯన x 
తࡌछ త ࠭࠲ ఈ ఫޑ࡯లߘ ߰ందవ۪ऐ ऒߖڜ  ङޑంత ऴపڜ ڕవలࡱ࢑ ࡏࠬ ऱࡏࣃ ࠪऒ ऒߖ࠻  
ఉపڵࡆంۨనߩओ ఇకए ࡱ ߤఫంࣾ ޒణࠫڝޒమ ऴࡹ࢑ ڕహరణ޳ఉ ޴ఉంܿం ڴగకరంࡆఉప ࡮ۧ ޴ఇ ݡ డ 
۫డవ۪ऐ  ఎం۪ڝవడం ޳छ ङޙఈ ऴప ࠾ࡍమ ࡌ క ఉ޳హరణޜ ఏࠫ ah x is gos to tan theta 
జޔڷࡏం޳۫ ޾भ ం మ࠭࠲  ࠾ࡍ ఆ రక࠳న ऴపޑङ ࠪऒ ऒߖ࠻  ఉప࣋ڵࡆफ అ޴ ఎ࡮ అࠚవృ޴म ۮంޔ޶ం޴
అߧ۫ ߖంచڝ ࠬ ߘߝ ړߖݞసం మࡖక ఉ޳హరణߘ ఎం۪ڕంܼߘ మࡖక ࢘ࡍయڒ ࡽࠋబܽद ah 

࣋ए छ కएࡅ మంࡹ࢑ ऱࡏࣃݡంࡓ ړ న࣒ ఒక࠳ ࡛  ఏڔకరణ ఉ޳హరణߘ ఎం۪ڕంܼڒ ߘబܽद ఈ x dx cos cos
షएࡍప ߖߖ޳ ߘߝ బܽदڒ న࣒ ఒక࠳ ߩచదర ݡంࡓ మࡹ࢑  పܽ x tߘ࠭ ڴࡱ޶బ ړߖݞళऱࢗ ࡹంۨన ࠪరठంࡍ
ఉ޳హరణ ڕܼޓ ࣒ڒ సࠪనం ڒబܽद ߘߝ ऴపޑङ ࠪऒ యం ࣃۯफ  x dx d ܼޓ ܼޓ ߤࣄ ޴ߝబܽद అڒ ߘ
కएࡅ ऒߖߦࡐ ߖ޳ బܽद సమऴగڒ సࠪనం ڕ న࣒࠳  ए࣋ ࣒ڒ ݡంࡓ మంࡹ࢑  छ  న࣒ ఒకܽ i cos࠳ ܼޓ ࡛
ओߩఇ ޴ంܿంڕࣆޓ ڴܼޓ ݟ ܼޓ ߤࣄ న࣒࠳ घࡏ߷ ߗڒ మంࡹ࢑ ړݟࡏఈ పదం ఈ సహచ ݡ   cos ࡮
ऴڝޒణࠫޒ సంబంధం 2 ࣋ए छ ఇనछ ࣒ڒ బܽदڒ ࣆࡱޘ ڕߕ ߖఅ ܼޓ 2 ࣒ڒ న࣒ 1࠳ ܼޓ ࡛ ࡛झ  cosܼޓ 2 ࣒ڒ 
అ࣒ڒ ܼޓ ޴ߝ ఇనछ ࡛झ ऱ తపओࡏࣃݡంࡓ కం݄ ܼޓ ݀ ࣒ڒ   మࡓ ړܼޓ , ޶ڒ ࠬࡔంࡏࣃݡऱ ఆ߯ ࣌ࡅ ߤకए  
కएࡅ ܼޓ ݟ ܼޓ ܼޓ ߤ࣌ ޴బܽद ఇڒ ܼޓ ݟ ܼޓ  న࣒࠳ ߘߝ బܽदڒ ޴ఉంܿం ࡵవ ߤషڼన࣒ ݀ ఇంܽऴ࠳ 
ఇߩओ  ݡ
ంచవ۪ऐڵࡆఉప ߘ ߤషڼఇంܽऴ ڴࡎ࢐ లڴ࠙  ఎం޶కం݄ ఇ࠴ ޴దܽ ఫంࣾڴ ߤ మ࠾ࡍ ఇ޴ ऴڝޒణࠫޒ ah 

కएࡅ ߤࣄ ܼޓ ݡంࡓ ڕߕ ޴࢑ంచడం వలన ఇ࠙ ڴ ߤండవ ఫంࣾࡓ  ah ܼޓ ࣒ڒ ڕܼޓ ޴फంࣆన࣒ ఇ࠳ 
झߖࡓఫݟ ޴ ܼޓ ߤషڼన࣒ ఇంܽऴ࠳ 1 ړܼޓ ݟ ܼޓ ࣒ڒ ܼޓ ߤࣄ ࠾ࡍమ ޴ఉం ߤషڼఇంܽऴ ڴ న࣒࠳  ߤషࡃ
న࣒ పऱ࣒࠳ న࣒࠳ ڕߕ ڕవరۨ ޴ఇ ,޴ఉం ڵ࡯క ߘకరణڔఏ ڴ న࣒࠳ छࡌత ܼޓ  ޴फంࣆఇ ࣒ڒ ܼޓ   త ࠳న࣒ 2
݀ అޔ࢓ంڒ ޴బܽद అ࠳ ޴న࣒ ࠳న࣒ పऱ࣒  అޔ࢓ం޴, ఆ߯ ఈ ࠳న࣒ 
కएࡅ ܼޓ ࣒ڒ కएࡅ ߤషڼఇంܽऴ ܼޓ ࣒ڒ  కएࡅ కరణڔఏ ࠾ࡍమ ܼޓ ߤ࣌ కరణڔన࣒ ݀ ఏ࠳   ంకంࡌबࣄ 
తపओ  మࡖకܽ ڒ ޶ڒబܽद ఈ ऴపޑङ ࠪऒ ओߩఇ ࡱ࠻  వ ఎంతࡱ࢑  ࠼ޑసࣔయపడ ڕࠪ ړߖݞంద߰ ڵࡍޒ ݡ
అం݄ ܼޓ ࣒ڒ మࡹ࢑ ࣒ڒ ܼޓ ࠾ࡍమ ޜ సࠪనం ڒబܽद 2 ࡹ࢑ ࣒ڒమ ఇకए డ ߘం࠳ ݟన࣒ 2 ߤࣄ x x x x 
ए࣋ ࣒ڒ న࣒࠳ 1 ܼޓ ߤࣄ బܽदڒ ܼޓ छ కएࡅ ܼޓ ࡛  వర ठ࠮లం ڒబܽद 1 ࠳న࣒ ࡅకए  2 వర ठ࠮లం  cos 
࣋ए छ న࣒ ࣋ए࠳ ఒక ܼޓ ࡛ छ ࡛ न అ࠼నߩओ కएࡅ బܽदڒ ంకంࡌबࣄ కరణڔఏ ݡ  ऴపޑङ ࠪऒ యంޜ x ah 
మనࡹ࢑ ڕమ ڛనࠪܽڡ ఫంࣾࡱ ߤ ఇۨऐ నߩओ ङޑऴప ړࡹ ߤఫంࣾ ޒణࠫڝޒऴ ߘ ࡽࠋయࡍ࢘ ఒక ݡ ࠪऒ యం ah 
ऒߖڜ ޴ఇ ޜయడంۯ రऐࠪ ړࡹపంࡐ న࠳క సరళࡖమ ߘऱ సమऴగతࡏࣃ .޴ంޔݡసࣔయప ړߖݞ
 మనం ࣆలభం࡮࠮ ڴङ ంకనం ۯయగల࠭ మనం ߖ޵ऒ  మߖڜࡍऒ  ఉ޳హరణలࡹ మࡍంతࣃ۫ ڴफ ࠭, ఈ ah 
ऴړం޴ ఉ޳హరణߘ ఎం۪ڕం޳ం, ڒబܽद ఈ ఉ޳హరణڕࣆޓ ߘం޳ం ఈకछ  ఈ i is  ߤషڼఇంܽऴ ࠆఆ ࡽ
ఉ޳హరణߘ పࡍషए న࣒ కం݄ ఒకܽ పऱ࣒࠳ ఒక ړߖݞంచࡍ కएࡅ  ఇనछ ߤܼ  ࡛झ  x xdx ߘ ݋ࡐ 
పࡍషए పܽ సందరगߘ࠭ ࠭࠲ ړߖݞంచࡍ ంࡹ ఉపڵࡆంۨన ऱܿڴ ఉపࣃڵࡆफ ࠭, మనం ࡏڷफం۪ڝవలࣄన 
࢑షయం ఏࠫటం݄, మనం ࡅకए  ऴపޑङ ࠪऒ ऒߖ࠻  ఆ ࢑ధం࡯࠻ۯ ڴ.x 
 ఈ ࠴తफం పదం ܼߤ ఫంࣾޔࡏࠪ ڴ ߤం޴, త޳छ ఉనऒ ޜ ߤఆ సమయ ఫంࣾ ࡌ  ఈ ܼࡹ࢑ ߤమం ర޶भ 
న࣒ కం݄  ప࠳  ߘ ࠹బܽद ఈ ߷రڒ ࡯࢐ڝफం۪ࡏڷ ߘߝ ఆࣣ ޴ంޔݡయబۯ ऱ࣒  ۫డంڒ ݟబܽद 1 ߘߝ x 1 x 
झ࡯࠻ۯ भ޶ర ߖܽ࢒ న ࣇऴߖޑऒ  ఉపڵࡆంۧ࡯ 
घࡏ߷ సంڝ ࡏࠬ ,फ࣋ۯ ڥߖత ࡏࠬ ࠾ࡍమ ޙ࠼ంۨనటऱߖగమ ࡏࠬ छࡔ࢘ ݡంࡓ ߖ࡮  cos two theta ࡏ
ऱࡹߦࡐ  కڵ࡯ ఉం݄, ࠬߖߖ޳ ࡏ ఒక ࠳న࣒ ࡓంߤ࣌ ݡ ࣋ए छ ऴ࢐యవ۪ऐ ߖఅ ܼޓ ࡛  ݡంࡓ ߖߖ޳ ࡏࠬ ޳ࡶ 

ऴ࢐యవ۪ऐ ݞږ ߖన࣒ ఒకܽ అ࠳ .cos square theta 
కएࡅ  ऴపޑङ ࠪऒ యం ڕܼޓ ݀ ࣒ڒ సࠪనం అߘߝ ߖ గమߖంۧߘ, ఒక ࠳న࣒ కం݄ వߤ పऱ࣒  ఒక x x xi 

ऴ࢐యవ۪ऐ ڴ న࣒࠳  మ࠾ࡍ ఇకए డ ߖ޵ ߘߝऒ  ऴࣆ࢐फనऒ ం޶న ߖ޵ ߘߝऒ  ర޶भ ڒ ࡯࠻ۯబܽद ߘߝ ఈ 
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ऒߖޑऴࣇ  ఉపڵࡆంۧڒ ࡯బܽद 1 ࠳న࣒ 2 1 ప ऱ࣒  2 కం݄ ࣌ߤ ࣋ए छ ए࣋  ܼޓ ࡛ छ  c OS ࡮ۧ న࣒࠳ ܼޓ ࡛
ఇకए ړࡍవۨ ࡏࠬ ,ޙ࠼నటऱࣄ۫ ڴऴగతफ܉ డ ߰ం޴޻ ఇ޴ ర޶भ ۯయబݟం޴, ఇߙ ݞږ ޴ङ మࡔట࡛ ࡹ ర޶भ 
ए࣋ ߤ࣌ ڕࠬ ,޴ంޔݡయబۯ छ ए࣋ ࣒ڒ ڕࠬ కం݄޶ఎం ޴फంࣆࠚరం లࣔ ࠾ࡍమ ܼޓ ࡛ छ  ޴फంࣆవ ܼޓ ࡛
ఎం޶కం݄ ࡓంݞږ ݡ ర޶भ ۯయబడࡓ  ࠼ޑంڒ ݡబܽद ࣒ࠬڒ ࡏ ࣋ए छ ए࣋ ߤ࣌ కం݄ ܼޓ ࡛ छ  ߘܼޓ ࡛
߰ంࡏޑ޶ 
బܽद 1 పڒ ऱ࣒ న࣒ కం݄ 1 ప࠳  ऱ࣒ ए࣋ ࣒ڒ  छ ए࣋ ߤࣄ ܼ߯ޓ ࡛ छ ࡛ అޔ࢓ం޴, ఇߤܼ ޴ ࣋ए छ  x 1 1 x x ܼޓ ࡛
తపओ  మ޶ڒ ࠬࡔ మ࠾ࡍ ఇڒ ޴ࠪ ޴బܽद ఈ ऴపޑङ ࠪऒ యం ۯయబݟం޴  ఈڙछ झࡽ  x ޴ఇ ,ܼޓ ݀ ࣒ڒ ܿ 
छڙఈ ڕࠬ झࡽ ङޑబܽद ఈ ऴపڒ ޴फంࣆఇ ܼޓ ݟ ܼޓ ݀ ߤ࣌ ܿ ࠆన࣒ ఆ࠳  ࠪऒ యం ۯయడం ޳छ  ఈ dx ࡌ
కएࡅ ࡹ߾  ఇంܽऴగంߤܼ ߖ ݭ ఇనछ ࡛झ  ࣋ए छ ऴ࢐యవచऐ ڴ ݋ࡐ ࡛ ऒߕھߘక ࠭࠲ ߖ i ߤܼ ܼޓ ߤܼ ࠭
ఇనछ ࡛झ న࣒ dx࠳ ఈ ߘߝ బܽदڒ ,ܼޓ ܼޓ ݀ ߤ࣌ ݀ న࣒࠳ ޴అ ,޴ంޔݡంచబށڷ ޜ ܼޓ  ߤܼ  d 
 d  ޴फంࣆఇ ܼޓ ࠾ࡍమ ܼޓ ݀ ߤ࣌ ܼޓ ڕߕ ,ߘగలڝࣆޓ పలࡱࢗ ߤܼ మࡹ࢑ ޚ సమऴగ ߖంܽݟంࡓ
పܽ సమసङߘ࠭ ऒߖ޵ ߘߝ బܽदڒ   ڴࡎ࢐ లڴ࠙ ࢑ంۨ, ఆ߯࠙ ڴ ߤండవ ఫంࣾࡓ ޴ఇ ࠾ࡍమ ڴదܽ࠴ 
ఉపࡆగ ఏڔకరణ࡮࠮ ߘङ ంకనం ࣃۯफ ࡍߪ ޴ఇ ,ߘ फڴ పࡍషए ङ࡮࠮ ߘఈ సమऴగత ,޶ంచబడࡍ ంకనం 
ࡍߪ ߖ ߤషڼఇంܽऴ ڴࡎ࢐ లڴ࠙ ړߖݞయۯ फڴ ఉపڵࡆంచంݟ మ࠾ࡍ ۨవړࡍ సంబంߖ߄ऒ  ఉపڵࡆంచడం 
छ޳ రऐࠪ ړ ݟంߘ ܼޓ ࡌ బޔݡంڒ ޴బܽद ࠬࡏ ۫డగలߖڜ  ࡏऒ  ऴపޑङ ࠪऒ छ޳ యడంۯ ߘల࠻ xࡏࠬ ࡌ
సమసङ లߘ పࡍషए సమసङ ޴ఇ ,޴ంޔݡకరణ సࣔయపࢁసర ړߖݞంచࡍ రऐࠪ ړࡹపంࡐ న࠳సరళ ߘ డం 
छ޳  ࡌ
క సమసङࡖన మ࠳రక ޻ఇ ߘంܼڕసం ఎం۪ڝ ࠬ ߘߝ  ఇ޴ 
న࣒ ݋ࡐ కం݄  ప ऱ࣒ x 1.޴ంݟఇ   ◌్వబ ߤఈ ఫంࣾ ڕࠪ ࠲ऴతࠪ ړߖݞయ࢘ ߕఅంచ ߖ 
ప 1 ࠾ࡍన࣒ మ࠳ సం 1ߗక ࡏࠬ ݟంߘ హరణ޳పܽ ఉߘ࠭ బܽदڒ ݋ࡐ   ऱ࣒  ऴపޑङ ࠪऒ యం ڒవ۪ऐ  xdx 
అߝ ఆࡹచనߘ ߰ంڒ ࡯޳బܽद ߘߝ ࣋ए छ ऒޒऴపయ ߖ ݋ࡐ ࡛ ంۧలࣆ ࡏࠬ ߖలభంڴ ఊࣕంచగలరߘߝ ߖ x
ऒߕफࣆ࢑࠙ .సࠪనం ڕܼޓ 2 ࣒ڒ బܽद 1ڒ ߘ
ప 1 ߯ ݋ࡐ న࣒࠳  ऱ࣒ పܽ సమసङߘ࠭ ࠭࠲ న߯ ݋ࡐ  నࣄۯ ࡹ ऱܿڝ ߖ޵ ڴసం 1 ࠳న࣒ ܼޓ 2 ࣒ڒ x x 
వࣆफం޴  ప ऱ࣒ ప  ܼ߯ޓ  ࣒ڒ  ऱ࣒ फࣃڵࡆఉప ߘߝ ܼޓ  ࣒ڒ  1 ߘ ߤఫంࣾ ߤ࣌ڜ ߘߝ రంࣔ ߤఫంࣾ ߤ࣌ ఇ  ߘ 2 1 2
ఉపࣃڵࡆफ छ޳త ,ߘ ए࣋ ߤ࣌ڜ ߘߝ ࡌ छ ए࣋ ߤ࣌ ܼ߯ޓ ࡛ छ పܽ సమసङߘ࠭ , ߘޑ޶ం߰ ڴܼޓ ࡛  ࠭࠲ ࡹ
ङޑऴప ࡏࠬ ంۨڵࡆఉప ߖߖ޳ ࠪऒ యం ڒ ,࠭ࣃۯబܽद ࠬߙ ࡏङ మࡔట࡛ ڝసం ఉపڵࡆంۯ సంబంధం ࣒ڒ 
ए࣋ ߤ࣌ న࣒ 2࠳ సࠪనం  1 ڕܼޓ छ ए࣋ ࣒ڒ 2 ࡏࠬ సంڝ ܼޓ ࣒ڒ రంࣔ ࠾ࡍమ ܼޓ ࡛ छ  న࣒࠳ ܼޓ ࡛
వߖ ߤ ఉపࣆڵࡆफߕऒ ऒߖ޳ప ޻అ ࡏࠬ బܽदڒ ࡏ  ߰ంڒ ࡏޑ޶బܽद ఇకए డ ߘߝ అవకలߖߕऒ  ߘߝ ం݄ڕࣆޓ 
߰ందగ޴ڼ࡯ ఒకܽ ࡓం࠳ ݋ࡐ ݡన࣒ ڕ సࠪనం ࣌ࡓ ܼޓ ݀ ߤంࡏࣃ ݡऱ ڕߕ ݋ࡐ ܼޓ xdx d x 
ఇపओ  బܽद dx xڒ ߘరऀంచగల ߘߝ బܽदڒ ܼޓ ݀ ࣒ڒ ݋ࡐ ࡛ࠂ న࣒࠳ బܽदڒ ࣆࡱޘ ߖఅ ܼޓ ࣒ڒ ښܽ
भ޳۫ ړߖޑफࣆऴప ܼޓ ݟ ܼޓ ݀ ߤ࣌ ܼޓ ݀ ࣒ڒ ం  ܼޓ ࡛ࠂ ߤ࣌ ࣒ ܼޓ ݀ ߤࣄ ܼޓ ݀ ࣒ڒ ݀ ߖߖ޵ 
ऒߖ޳ఈ ప ࠭࠲ బܽदڒ ,ݟऴ࢐యం ߖఅ ܼޓ ݟ ङ࡮࠮  ంకనం ࠭ࣃۯ మ࠾ࡍ ఇߤܼ ޴ ࣋ए छ  బܽदڒ ܼޓ ࡛
ఇంܽऴగంݭ అߤܼ ޴ߝ ࣋ए छ కएࡅ ܼޓ ࡛  వర ठ࠮లం ࡅకए  సమऴగంڴ ࠪరऐ బޔݡం޴ , అ޴ ܼంܐంڴ ݋ i 
ఉంܿం࠳ ޴న࣒ ݀ ࣌ށڷ ޜܼޓ ࡛ࠂ ߤంచబݟ , ఆ߯ ށڷ ޜܼޓంచబޔݡంڒ ޴బܽद ࠬࡏ d 
ङ࡮࠮ ంకߖߕऒ  ప࣋࡯ࢣࡍफ, ࢗ ߖߖ޳ ࠭࠲ంట࡮࠮ ߝङ ంకనం ۯయగలమߖ అߧߖంచڒ ޶బܽद మనం 
ऴڝޒణࠫޒ సంబంధం ࡅకए  త޶పࡍ ఉపࡆగం ڝసం ࡿࢗऱ ࡓ ݡంࡓ ܼޓ ߤܼ బܽद ఈڒ ࡯ ऱܿ సమऴగంߘߝ ڴ 
ऴ࢐యగలߘ ఇܼޓ ߤࣄ ޴ అܼޓ ࣒ڒ ߤߦ పరంށڷ ޜܼޓ ࡛ࠂ ߤ࣌ ڴంచబޔݡంߤ࣌ ݀ ߘߝ ߖߖ޵ ,޴ 
फࣃऴ࢐ ߖఅ ܼޓ ݟ ܼޓ ݀ ࣒ڒ ܼޓ ݀  ߘܼޓ ݀ ߤࣄ ࡏࠬ బܽदڒ ޴ంޔ࢓అ ڷࡱߕ న࣒࠳ ޴బܽद ఇڒ ߘ
ऴ࢐యవచऐ ڴܼޓ ࣒ڒ ܼޓ ߤࣄ ݡంࡓ .ࣆࡱޘ ڕࠬ ߖ
 
फ ఇపओ࣋ށڷ ޜڷࡱߕ ందలݨంࡓ ݡంࡓ ఈ ܼ߯ޓ ࣒ڒ ܼ߯ޓ ࣒ڒ ܼޓ ݀ ࣒ڒ ܼޓ ࣒ڒ ܼޓ ߤ࣌ ݡంࡓ ښܽ
ఉనऒ ࡯ڵࠫ ڕࠬ ࠾ࡍమ ޴ంޔݡయబۯ भ޶ర ܼޓ ࣒ڒ బܽद ఈڒ ޴ఉం ڴܼޓ ݟ  ڷࡱߕ ޴ࠫߖన࣒ ఎ࠳ ޴
ए࣋ ߤ࣌ ޴ࠫߖన࣒ ఎ࠳ ޴ࠫߖఎ ݟంߘ छ ए࣋ ࣒ڒ ܼޓ  ࡛ छ ए࣋ ࣒ڒ ܼޓ ࡛ छ  ߤ࣌ ܼޓ ߤࣄ ܼޓ ߤࣄ ܼޓ ࡛
࣋ए छ ए࣋ ࣒ڒ ܼޓ ࡛ छ ओߩఇ ܼޓ ݟ ܼޓ ࡛ ऒߖ޵ ࡏࠬ ݡ  ఎߕڽ࡮ పࡍషए ంచవ۪ऐࡍ  న࠳లభࣆ ࡮ۧ ߗڒ ,
ࠪరठం ఏࠫటం݄ ࠬࡌߪ ࡏप ంړߖڒ ࠪరऐ డం  ఓ ࣌ڒ ܼޓ ݀ ߤబܽद ࠳ ߘߝన࣒ ݀ ఇంܽऴڼషڕࣆޓ ߤం݄ 
అ޴ అޔ࢓ంߘߝ ,޴ ఇకए డ ߤ࣌ ڷࡱߕ ࣋ए छ ए࣋ ࣒ڒ ܼޓ ࡛ छ फࣃࡌ ܼޓ ࡛  ܼޓ ߤࣄ ݡంࡓ ޴ఇ ࠾ࡍమ ߘ
తపओ ܼޓ ࣒ڒ  మ޶ڒ ࠬࡔ , అࡽࣟ ܼޓ ݀ ߤ࣌ ޴ ࣋ए छ ए࣋ ߤ࣌ ࡛ छ  ࡏࠬ ऱࢁమ ܼޓ ݟ ܼޓ ݀ ࡛
ఉపڵࡆంచంࡏ߷  ݟघ ए࣋ ߤ࣌ ݀ న࣒࠳ ఒక ܼޓ ݀ ࣒ڒ ࡮ छ బܽद ఇకएڒ సࠪనం ڕܼޓ ࡛ డ ࡓ ܼޓంݡ 
 ࡏࠬ బܽदڒ ࡏޑ޶ం߰ ࡎࣃ న࣒࠳ ఒక ࡏࠬ బܽदڒ సࠪనం ڕܼޓ
 ޜܼޓ ڷࡱߕ ߘకరణڔఏ ݡంࡓ న࣒࠳ బܽद ఈڒ  ݟంచం܊ࠜ ڴܼޓ ߖ ࣒ڒ న࣒࠳ ఒక ڕܼޓ ڷࡱߕ
 ࡏࠬ ࠾ࡍమ ࠼ޑ࢓రదभ ݡంࡓ ఈ ړࡍబܽद ۨవڒ ݟంచంڵ࠙ ޜܼޓ ݟ ݡంࡓ ߖ ࣒ڒ న࣒࠳ న ఒకݟంచబڵ࠙
ఇకए డڕࡏۯ ڕంܼ࠳ ࡏన࣒ ࠳ ܼޓన࣒ ࠳న࣒ ࠳న࣒ పऱ࣒  ޜڷࡱߕ ߘܼޓ ڷࡱߕ ڕࠬ కరణڔఏ ߤ࣌ڜ 
పऱ࣒ ࠾ࡍమ ڴంచڵ࠙  ఏڔకరణ ࣄबࡌంకం మڕࣆޓ ࡏࠬ ࠾ࡍనऒ  ఊహ ࡅకए  వర ठ࠮లం ܼޓ 2 ࣒ڒ a  x 
తపओ ܼޓ బܽदڒ छ޳త ,࡯ݞऴ࢐యబ ڴܼޓ 2 ࣒ڒ ܼޓ 2 ߤ࣌ 2 ڴࡍసߖ రऐࠪ ࡏࠬ ࡌ వ۪ऐ  బܽद sin 4ڒ 
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ఇకए డ ࠬࡏ కڵ࡯ ఉంܼܼޓ  ࡏ అ޴ߝ ఇనछ ࡛झ भశङ޻ఉ ߕ ࠾ࡍసࠪనం మ ړߖڴస ࡹ ݋ࡐ  ం అ޻ e cos x
࢑ధంࡏࠬ ڴ ఈ ఆࣣ ࣌ڝ ܼޓ ߤసం ࢗతకవ۪ऐ ऒߖ޵ ࡏࠬ ,  ఒక ࠳న࣒ ࣒ڒ ࣋ए छ కएࡅ ܼޓ ݀ ߤࣄ ܼޓ ࡛  
వర ठ࠮లంڴ ऴࣄ࢐, ఆ߯ ߖ޵ऒ  ࠪరऐ ంݟ ఈ ߖ ݋ࡐ ఉపڵࡆంచడం వలన ړ ݋ࡐ ܼޓ ࣒ڒ సࠪనం ڒబܽद x x
ऴ࢐యవ۪ऐ ߖన࣒ అ࠳ ఒక ߖߖ޳ ࡏࠬ ऒߖߕ߄సࠪ ޴ޔ బܽदڒ   ߰ందߖ޳ ړߖݞऒ  మࡍంత సరࢁకృతం x 
ओߩఇ ࡏࠬ ࠾ࡍమ ݟయంۯ ంۨ ఇకएڵࡆఉప ڴ2 2 ߘܼޓ 4 ߤ࣌ ݡ డ ࡮࠮ङ ంకనం sin 2 theta cos 
యవ۪ऐۯ ࡎభ ڵࡍޒ ߘవలࡱ࢑ లܼޓ ࢐త ఈࡏత ࠾ࡍమ ܼޓ  फ ۯయడం వలన ఇߩओ  కࡖమ ߘߝ ݡ
రణ సమసङ߄ࣃ ల తరగࢗ ړޒళߘޑ, ఇకए డ ఒక ࡍߖ भషद రక࠳న ఫంࣾߤ ఎڡझ  ߱  ऱࡏࣃ ࡮ۧ ޜ ߤఫంࣾ ࡽलయߖߜ
ऴ࢐యబޔݡం޴ మ࠾ࡍ పవ࡛  ప ऱ࣒  व߯ړ ࠹ ߭ంచబޔݡంڒ ޴బܽद మనం ࡮࠮ङ ంకనం ࣋ۯफ  ఈ xfx f xdx
రక࠳న సమసङ झڡఎ ޴ऱ అࡏࣃ ࡮ۧ   ߱ న ఉతओݟږ ޜ ࡽलయߖߜ  ah ࡮ۧ ޴అ ޙ࠼నటऱࣄऴ࢐ ߖफޒ
ఉపࡆగకరంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఎڡझ  ߱ న ఉతओࣄऴ࢐ ޜ ࡽलయߖߜ  ߖफޒ

 ప ऱ࣒  व߯ࡐ ࠹పంࡹ ఈ ࡐపంࡹ ऴ࢐యవచऐ ࡍڷ మనం ߖ फంచగల࠭.fx f xi 
ऒߖ޵ ࡏࠬ  ङ࡮࠮  ంకనం ۯయړߖݞ ఉ޳హరణࡓ ߖߖ޳ ࠭࠲ ޜం࢑ ڴࡱڴ࠙ ݡభࣃ܊फ ࠭, ఏࠫ 
జޔڷࡏంۮ ޾పओ ంݟ మ࠾ࡍ పవ࡛ ఎࠆ ఎڡझ झڡఎݟ   ప ऱ࣒  ఇంܽऴڼషߤ ఇ పవ࡛ ړ ߭ంచబݟం޴ व߯࠹ xf xdx 
 బܽद ఒకܽ i one i two i one i  eڒ ݟయంۯ ڥߖసం తڝ ࠾ࡍమ ݟంచంށగࡍప ڴ ޴ఇ ࠾ࡍమ ߖߖ޵
ऒߖ޵ ࠾ࡍపవ࡛ మ ܿ ܘࡕ छ޳ లڴ࠙ ంۨށగࡍప ڴ ߤండవ ఫంࣾࡓ ޴ఇ ࠾ࡍమ ڴ ߤదܽ ఫంࣾ࠴   xfxdx ࡌ
ऒߖ޳ ङ࡮࠮  ంకనం ۯయడం, ڒబܽद సమऴగత అ޴ߝ పవ࡛ ړ ߭ంచబޔݡం޴ fxe 
పవ࡛ మ࠾ࡍ పऱ࣒ झ࡛ڝ  కएࡅ ంకంࡌबࣄ   ఏڔకరణڕ ߭ంచబݟం޴, ఇ޴ ۨవరڕ అకए డ కࣆߧߖफంڒ ޴బܽद xdx 
ఇߩओ తపओ ޴ఇ ݡ  మࡖకܽ ڒదࡏࠬ ߖ ۫డవ۪ऐ న࣒  ప࠳ పవ࡛ ޴ߝబܽद అڒ  ऱ࣒  ah i 2 i 1 fxe x i 2 

ओߩబܽद ఇڒ ޴ంݟంచబ߭ ړ c ޴ంݟంచబ߭ ړ పవ࡛ ߖ వࡱ࢑ ߖ޵ ,޴ంݟऴ࢐యబ ڴ ߤసమऴగం  వ ݡ i fx e x 
న࣒ ݀ పऱ࣒࠳ పऱ࣒ ݡంࡓ   అ޴ ర޶भ ۯయబޔݡంڒ ޴బܽद ۨవరڕ సమऴగ࠳న పవ࡛ ړ i i c i xfx
߭ంచబޔݡంڒ ޴బܽद ߖ޵ సమసङ  ఉం݄ ఇ޴ ఎڡझ  ߱ ఉతओ ࠾ࡍమ ޴ఉం ڵ࡯క ߖ ߤఫంࣾ ࡽलయߖߜ  ߖफޒ
ఎڡझ  ߱ ప  ߖఅ ޜ ࡽलయߖߜ ऱ࣒  व߯࠹ అߖ ऴ࢐యబݟ ఉంܿం޴, ఇ࡮࠮ ޴ङ ంకనం ۯయడం ۧ࡮ ah fx f x 
ప  ޴ంݟంచబ߭ ړ పవ࡛ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓లభం అࣆ ऱ࣒ ऒߖޑऴࣇ ߝڕన ఎం۪࠳बరࣄ   మనం e xfx ci 
ంచవ۪ऐڵࡆఉప ڴࡏߝ   ఈ ऴߦపࡎ द ࡅకए  ఈ అߘవర फړߖߕ ఒక సరళ࠳న ఉ޳హరణ ࠴దܽ࡮ۧ ޴ 
छ޳ ࠾ࡍమ ݟంڝఎం۪ ߘబܽद ఈ సమऴగతڒ హరణ޳న ఉ࠳లభࣆ छ޳ న࣒ 1࠳ ࡌ x 1 x x dxړ ߩచదర ࡌ
߭ంచంݟ, త޳छ छ޳ ࡌ छ޳ న࣒ 1࠳ ޙ࠼ఒకܽ అ ࡌ ࡍڷ ڴలభంࣆ ࡏࠬ ߖఅ ࡌ फంచవ۪ऐ .x fx 

చޔరऴసం व߯࠹ తపओ  మ޶ڒ ࠬࡔ   x f x 
ప  ޴ంޔݡంచబ߭ ړ పవ࡛ ࠑ  బܽद సమऴగతڒ ࡯ݞంచబ߭ ړ సమऴగత పవ࡛ ߖ޵ బܽदڒ , ऱ࣒  fxe x 1 xe x 
घࡏ߷ ࡏࠬ ޴బܽद ఇڒ ంకంࡌबࣄ  ړనం  ఒక పం߄సࠪ ڼ࡯ంۨ ۫డగڵࡆఉప ࡮ फ࡮࠮ ࡏࠬ ߖङ ంకనం ۯయడం
छ޳ ంచవ۪ऐࡍక࢒ధృ ݞږ ࡌ i e x ޜ ߤషڼన࣒ ఇంܽऴ࠳ ߖ పవ࡛ ݟऴ࢐యం ڴ ߤషڼబܽद ఇంܽऴڒ , xdx 
ఒకܽڴ ߭ంచంݟ మ࠾ࡍ వࠑ ߤ ࣋ए छ ࡛ ఈ సమऴగత࠴ ߘదܽ ڴ߅࢑ ఉపڵࡆంۨ ࡮࠮ङ ంకనం x x dx 
ఇకए ࡏࠬ బܽदڒ ߤండవ ఫంࣾࡓ ޴ఇ ࠾ࡍమ ߤ࠻అ  ݟయంۯ డ ߰ందగ޴ڼ࡯ ఏࠫటం݄, ఇ࠴ ޴దܽ ఫంࣾߤ 
झߖࡓఫݟ ߤషڼన࣒ ఇంܽऴ࠳ ޴దܽ࠴ ߤషڼన࣒ ఇంܽऴ࠳ ޴ంݟంచబ߭ ړ పవ࡛ ࠑ  బܽदڒ 1 ߤషࡃ xe x 
ऴపږޒల ࡏڷफࠑ  ޜ ࣋ए छ ऒߖ޳ ޴బܽद అڒ ࡛  ప ऱ࣒  ఇ ߭ం۪ޔం޴ పవ࡛ ړ  ఇంܽऴڼషߤ ఇ ࠳న࣒ 1 x x 2 xdx 
ఇంܽऴڼషړ ߤ ߭ంచబݟం޴ మ࠾ࡍ ࣋ए छ ࡛ ߯ పవ࡛ ړ ߭ంచబݟం޴ మ࠾ࡍ ۨవరڕ ఏڔకరణ ࡅకए  x dx x
x ࠾ࡍమ ޴ంޔڷࡏ߭ ړ పవ࡛ ߯ ߯ ڕࠬ ڕవరۨ ޴ఇ ,࠼ޑయబడۯ भ޶ర ࡱ޳ప ݡంࡓ బܽद ఈڒ ంకంࡌबࣄ  x
అ޻ పߖ޳ऒ घࡏ߷ ఆ ࡏࠬ  ޴ంޔఉం۪ ڴबరంࣄ  ంۨ ఇకएڵࡆఉప ߖ࡮ డڕ వۧऐ  ah ࠭࠲ అం݄ , ࡏ
ఉ޳హరణలߘ పࡍషए ओߩంۨనࡍ घࡏ߷ ఈ ݡ  ah ,޴ంޔࡏࠪ ڴసࣔయకరం ࠾ࡍలభతరం మࣆ ࡮ۧ ࡮
ऒߖڜ ఇవछ ޴ऱ ఇࡏࣃ బడక߱వ۪ऐ , సమసङ ఇవछ ࡹపంࡐ ఆ ڴࡏߝ  బడక߱వ۪ऐ ࡍߖ ߗڒ  भషद ऴపޑङ ࠪऒ యం 
తࡌछ త ۯ ࠭࠲యగల࠭  ߖߖ޳ ఆ ࡐపంࡹ ߰ందంڒ ݟబܽद మనం ఆ ऴపޑङ ࠪऒ ऒߖڜ ࣋ۯ ߘల࠻  
ఉ޳హరణల޳۫ ߘभ ం, ڒబܽद ఈ ఉ޳హరణڝࣆޓ ߘంࡅ ߘߝ ,ݟకए కएࡅ ۃ࡮   ఏڔకరణڕ సࠪనం, xdx 
ࣾࠫంచంࡅ ۃ࡮ ݟకए కएࡅ ۃ࡮    ప ऱ࣒ छ޳ ۃ࡮   ए࣋  ࡌ छ ࡛ न ఇ޴ ࣋ए छ ࡛ न ڒబܽद మనం ఈ ఇంܽऴగߘ ࡽx 1 x dx 
ङ࡮࠮ ంకనం ࡯࠻ۯ 
ओߩబܽद ఇڒ ఇకए ࡱ ߤఫంࣾ ڡథࠫࡍగ࡮ ࡮ۧ ߖ޳ ݡ డ కࣆߧߖफనऒ ం޶న సహజ࠳న ఎంߧక ڜ ߖ ۃ࡮ ߘߝతफ x
ङޑऴప ڴ ࡽࠋయࡍ࢘ ࠪऒ యం ࡯࠻ۯ మߘߝ ࠾ࡍ ఉంۨనటऱ࢐ ޙ࠼సफړߖ࢐ ఏࠫ జޔڷࡏం޾ ۫డంݟ log

ఈ వङ ߗڒ ߘడగల۫ ߖసࠪనం అ ړ ࠑ 1 ߘߝ ߝంటࢗ సࠪనం ړ ڔ फకరణࡹ కߧߖంచనం޶న x t xdx dt x 
ऒޒऴపయ ߖߖ޳ ߘߝ ంۨ , ఆ ڝసం పࡍషए ऒޒऴపయ ړߖݞంచࡍ ంۧڒ ࡯బܽद సంవర ठࠪ నం ߘంݟ x 
సంవర ठࠪ నం మ࠾ࡍ ऴపޑۅ ړߖ޳ޒంక ࡹ࢑మ ఫంࣾࣆࡱޘ ڕߕ ߤ  ఇతర ڒబܽद ۃ࡮ ఈܘ ఈకछ  x t ܿ ࡽ
అࣆۨࣇ ݞږ ߖफంߖ޳ ߘߝ ,޴ऒ  పࡍషए x e t ڕߕ ޴వలऱ ఇ޶అం ࠾ࡍమ ޴ంݟంచబ߭ ړ పవ࡛ ޴ߝफ అ࣋ࡍ

సࠪనం పవ࡛ ړ ߭ంచబޔݡం޴, ఇ޴ ࣾࠫంచంݟ అం݄ తపओ  మ޶ڒ ࠬࡔ dx e t xdtxdt x e 
߭ంచబݟం޴ పవ࡛ మ࠾ࡍ అం޶వలన పవ࡛ ړ ߭ంచబݟంڒ ޴బܽद అ޴ߝ పవ࡛ ړ t e dt dx e dt
߭ంచబݟం޴, ఇߩओ ङޑఆ ऴప ߘߝ ݡ ࠪऒ వछߖయۯ ࡹసమऴగం ߘల࠻ ంڒ ݟబܽद ࡅ ۃ࡮ ߘߝకए  x t ۃ࡮ 
 ప ऱ࣒ ए࣋ ࠑ 1  छ కएࡅ  ޴ంޔ࢓అ ࡮ ࡛   ప ऱ࣒  వࠑ ߤ ࣋ए छ ࡛ ఆ߯ ఇ޴ పవ࡛ ړ ߭ంచబݟంڒ ޴బܽद t g t t e tdt
ऒߖ޵  ఈ ࡐపంࡹ ऴ࢐యడం వలన ߖߖ޳ ߘߝ ߰ంߘ޳, పవ࡛ ۃ࡮  ప ऱ࣒  పవ࡛ e t tdt e t t by t by dt
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ఈ వङ ڔ फకరణ ఇపओ ܽవరڕ కڵ࡯ ఉం޴ ఈ ߷రڴ ࠹ ࠪరऐ బݟంߘ࠭ ࠭࠲ ڴࡏߝ ߗڒ ޴పܽ dt ah ii 
సమసङ घࡏ߷ ంۨనڵࡆఉప ࡹ కएࡅ ࡮  అߧऱښషߘ ߤ ۫డ࠭ࡶ 
ఇకए ߘߝ ߖڒ డ ఏࠫ ۯయగలߘ అం݄ ߘߝ మࢁच  ఈ ڒరకం ڝసం ࠙ڴల ڴࡎ࢐ ఏڔకరణߘ ఉపڵࡆంచగలߘ
మ࠾ࡍ ఇకए డ ࡮గࡍథࠫڡ ఉంڒ ޴బܽद అం޶వలऱ ߘߝ తపओ  ڴ ߤదܽ ఫంࣾ࠴ ߖ ڡథࠫࡍగ࡮ ఈ ڴࡍసߖ
మ࠾ࡍ ఈ ఎڡझ  ߱ కएࡅ ߘߝ फ࣋ۯ ࡮అ ߘߝ కߘక ,࡯࢐ڝఎం۪ ڴ ߤండవ ఫంࣾࡓ ߖ ࡽलయߖߜ  e t ۃ࡮ 
ఇంܽऴڼషߖ ߤ పవ࡛ ړ ܘࡕ ߭ం۪ߘޑ పవ࡛ ࠳న࣒ ఇంܽऴڼషݟ ߤఫߖࡓझ కएࡅ ۃ࡮ ߤషࡃ  ఏڔకరణ tz t t 
छ޳ పవ࡛  ప ޴ߝఅ ޴ంݟంచబ߭ ړ ఒకܽ పవ࡛ ࡌ ऱ࣒  ఇంܽऴڼషߤ ఇ పవ࡛ ߯ ࣋ए छ  e t tdt t t dt ړ ࡛
ओߩఇ ޴ంڵࡍ߭ ऐࡍۯ ఒక۲ట ߖ࢐ܽ మనం ݡ भ޳۫  ం మ࠾ࡍ పవ࡛ ࠳ ۃ࡮న࣒ ఇంܽऴڼషߤ ఇ పవ࡛ ړ t t t 
ఒక ఓవ࡛ ړ ߭ంచబݟం࠳  ޴న࣒ వߤ ఓవ࡛ ࣋ए छ ࡛ ఇߩओ ऒߖڒరڒ ఈ ݡ  ۫డంڒ ,ݟబܽद ࠴ద ऱ݇  t t dt 
ऴపޑङ ࠪऒ యం ఉపڵࡆంۨన తࡌछ త ࡮గࡍథࠫڡ మߘ ࠾ࡍంړߖڴ࠙ ړ ݟ అߘసం߄నం ۯయడం ah q
వలన సమసङ  
ఏరओ ओߧۮ ڕࠬ ߘߝ ,޴ంݟ న ߷ࡏघ కएࡅ ࡮  అߘవర फߖߕऒ  కڵ࡯ ఉనऒ  సమసङ ړࡹరంڒ߅ఒకܽ అ ޜߖ޳ఒక ڕ
వۨऐ ం࠳  ޴న࣒ వࠑ ߤ ܽ ࣋ए छ ࡛ అ޻ సమసङ షएࡍప ࡹహరణ޳పܽ ఉߘ࠭ ߘߝ ߘ  బܽद ఆ tڒ ,ߘంۧࡍ
ఉ޳హరణ సࣔయంޜ ఇ޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ व߯࠹ అڒ ࣆࡱޘ ڕࠬ ߖబܽद ఇంܽऴڼషړ ߖ ߤ ప ऱ࣒  ft f t t ft
.޴ంޔݡంచబ߭ ړߖݞయۯ పవ࡛ ڴంకంࡌबࣄ 
బܽद మనం ఇకएڒ  డ ܘࡕ ܿ పవ࡛ ࠳ ۃ࡮న࣒ ఈ ࡅ ࡹ߾కए  సమऴగతߘ పవ࡛ ړࡹ ړࡹ e t t e t ft 
߭ంచబޔݡం޴ అߖ ऴ޳࢐भ ࠭ పవ࡛ ړ ߭ంచబݟంړߖڴ࠙ ޴ ߭ంచబݟంۃ࡮ ޴ సओ షदంࡅ ڴకए  e tc x t t 
छ޳ 1 ړࡹ ऱࢁన࣒ ఇ పవ࡛ మ࠳ ۃ࡮ ۃ࡮ छ޳ ۃ࡮ ࡌ  x t t x t x c ޴బܽद ఇڒ న࠳बరࣄ ࠾ࡍఒకܽ మ ࡌ
పࢲࡍए రం ޳ࡶ సࠪࡱߕ߄ ఈ ऴపޙङ క సమసङ అధङ ࠭࠲ ݟ ࠭࠲ సంڝ  యనం ࣄۯన ఈ ߷ࡏघ  ఈ ߘ࡮
ऴߖ ࠗߦ వࡍ फంపܑయడం ޳छ ࡍߖ ఈ ࡌ भషद సమసङ  పࢲࡍए  ࠬ ۯంڵࡆఉప ߘచనࡹఆ ޻అ , ޴फంࣆޓ ࡍ޳ ړߖࡌ
రణ సమసङ߄ࣃ కࡖసం మڝ  ఏࠫటం݄, పవ࡛  ప ऱ࣒ కएࡅ నڵࡍ߭ ړ ఓవ࡛ ߤࣄ   సమऴగతߘ e x 1 x e 
కھߘనడం.
 1 ప ऱ࣒ ఉతओ ࠾ࡍమ ޶ంచߧߖక ڴ࡮ ߤఫంࣾ ޴ఇ ࡹߩ۫ దܽ࠴  ऒߕ  cos x ࡏࠬ ߗڒ ޴ంޔ߱ࡍస ړߖ
ࡍߖ ߖߖ޳ ࡏࠬ ,फ࣋࡯ࢣࡍప ڴऴగతफ܉ ߖߖ޳ भషद ࡐపంړࡹ ࠪరऐ గలరࡏࠬ ߖ ۫డవ۪ऐ  మߖ޵ ࠭࠲ ࠾ࡍऒ  
ఎࣃۯ ࡮फ फࣃ۫ ࡏࠬ ࠵ .ࡏ
 అߖऒ ంܽకం݄, ࠭࠲ ఈ ऴڝޒణࠫޒ వङ ڔ फకరణ 1 ప ऱ࣒ కం݄ 1 ప ߤ࣌  ऱ࣒ फࣃऴ࢐ ߖఅ ࣒ڒ  ࠭ మ࠾ࡍ అڝ ޻ణ x x 
फࣃڵࡆఉప ߘలޑऴࣇ బܽद ఒకܽ పऱ࣒ڒ ࠭ फࣃఒకܽ ऴ࢐ ߤࣄ  ए࣋ ࣒ڒ ߘߝ ࠭ छ పऱ࣒ ݡంࡓ ߖ ࡛ ए࣋ ߤࣄ  छ ࡛ xi x

ए࣋ ࣒ڒ ݡంࡓ छ ࡛ అߖ ऴࣃ࢐फ ࠭.x x 
పऱ࣒ ݡంࡓ   ए࣋ ߤ࣌  छ పऱ࣒ ݀ ࠑ ࡛  x x x x ߤ࣌ ޴ఇ ࠾ࡍఒకܽ మ ޴బܽद ఇڒ ݡంࡓ ࣒ڒ ݀ ࠑ ߤ࣌ ݀ 
फޑ࠴ ऒߖ  ఒకܽ࣋ڵ࠙ ޜफ ఈ ࡓ ࣒ڒం࣒ڒ ݡ ࣋ए छ ఒకܽ  xi x ޴బܽद ఇڒ ޴फంࣆࡏࠪ ڴన࣒ ఒకܽ࠳ ݡంࡓ ߖ ࡛
ర޶भ ۯయబޔݡం޴ మ࠾ࡍ ఇకए డ ࠬࡏ ߰ం޴޻ ఏࠫటం݄, ࠑ ݀ పऱ࣒  తफం a  cos x x࠴ ݡంࡓ ߤ࣌ 
࣋ए छ ࡛ न ߘ ࣋ए छ छ޳ ݡంࡓ ఒకܽ ݡంࡓ ޜ ࡛ ఇకए ࠾ࡍమ ޴ంݟంచబڵ࠙ ࡌ డ ఈ ߖ పࡍచయం cos x cos x
छ޳త ,ݟయంۯ సగం పऱ࣒ ࡹߖ޳ఒక ࡏࠬ ࡌ ऒߖ޳ఈ ప ࡏࠬ ࡏޑ޶ం߰ ߖ ߤܼ   వߤ పऱ࣒ x ݡంࡓ ߖ ߤܼ  x 
తफం ࣋ए࠴ छ ओߩఇ ,ޙ࠼నటऱ޴ం߰ ޜ ࡛ फࣃࡍ࢑సफ ߘ ߤఈ ఫంࣾ ࠭࠲ ݡ ࠭ ఎం޶కం݄ ఇపओ నऒڕࡏڝ మనం ڔܽ  
ओߩబܽद ఇڒ ޶ࡶڝࡏۯ ړ۲ܽ ప  ޴ంړऴ ߘ ߤఈ ఫంࣾ ࠭࠲ ݡ ऱ࣒ ए࣋ ߤܼ  छ छ޳ ࡛ फࣃࡍ࢑సफ ڴ ࡌ ࠭  ప ऱ࣒  1 x 2 2 
పऱ࣒ ߤవ ࠾ࡍమ ݀ ࠑ ߤܼ ए࣋ ߤܼ  छ ए࣋ ߘక࣊ ܼޓ ࡛ छ తపओ ܼޓ ࡛  మࡖకܽ ڒదߖ గమߖంచంݟ, త޳छ  x ࡌ
ఇ޴ సగం ࣊కߘ చదరࡓ ߩంࡓ ݡంࡓ ړܽݟంޔࡏࠪ ڴݡం޴, ప ऱ࣒  ङܼ  బܽद x xڒ ޴ంޔ࢓రదभ ݡంࡓ ࠆఆ ߤ
ఇంܽऴగంࡹ ݭ ఉంݦ ऴڝޒణࠫޒ ఫంࣾۯ ߤయవ۪ऐ  ఈ ߷రࡹ ࠹ ऴ࢐యబޙݟ ఇߩओ ऒߖڒరڒ ఈ ݡ  fx ߘߝ 

కएࡅ 2 ݟంߘ फ, ఆ߯࣋ށగࡍప ڴ 2 ࠑ  ఉతओ నऒ ం చదరࡓ ߖ ߩం࣋ށڷ ޜݡफ tan x fx tan x sec x sec 
࣋ए छ छࡌన తࣄۯ ࡏࠪࡏޑ ڴभ޴ڜ బܽदڒ ࠹రకం व߯ڒ फ ఈ࣋ށڷ ڴݡంࡓ ߖ ࡛ త ۯ ߘߝయగڵ࡯న x f x w 
ऴపޒ అంశం݋ࡕ  ޜ ఇం݃ऴڻం݋ i 
ఈ ڒరకంށڷ ޜంచబݟన ఈ ڒరకం ށڷంచబݟన ఈ ڒరకం ړߖ޳ సࠪనం ڒబܽद ߘߝ ఈ ߷రړࡹ ࠹ x 
గށంۧڒ ߘబܽद ߤܼ ߖߖ޳ ߘߝ అߖ x 
2 మ࠾ࡍ ࣊కߘ చదరࡹ ߩ సగం క޳ 2 ߧ࡯छ ओߩఇ ࠾ࡍమ ࡌ फࣃऴ࢐ ݡ x ,ࣆࡱޘ ڕߕ ߖఅ ޴ఇ ߘ dx fx 
ఇ޴ ఎࠆ व߯࠹ అࡏ߷ ߖघ झڡఇ పవ࡛ ఎ ࣒ښ పܽߘ࠭ ంۨڵࡆఉప ࡮  ఎࠆ ఎڡझ  ప ऱ࣒  ఎࠆ व߯࠹ ఎڡझ  ంచడంx߭ ړ 
ఇ పవ࡛  ప ڕࠬ ऱ࣒ ړఈ సం ࡏࠬ బܽदڒ ޴फంࣆఇ ߘంకంࡌबࣄ  ऱషदంڴ కߧߖంۯ సమసङ फࣃ۫ ߘ  xfx ࠾ࡍమ ࡏ
ࡍߖ ࠭ࣃۯ కృతంࢁసర ߖߖ޳ ࠭࠲ भషद సంబం߄లߘ ఉపڵࡆంۨ మనం ߖ޵ऒ  ఇకए డࡌڕࣆޓ ڕగల࠭ 
మ࠾ࡍ ఆ ࣇऴߖޑऒ  ఉపڵࡆంۨ ߖ޳ऒ  పࡍషए फࣃࡍ  కࡖమ ࠭࠲ ڕవరۨ ޻నం అ߄సࠪ ړߖ޳ బܽदڒ ࠭
ఉ޳హరణ޳۫ ߘभ ం 1 ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  1 ప ऱ࣒  x x xe x ړߖݞయ࢘ ߕఅంచ ߘపవ࡛ ఈ సమऴగత ܿ ܘࡕ ࠑ న࣒ 1࠳ 

छ޳ పऱ࣒ ࡌ ऒߕफࣆ۫ ࡏࠬ ߖలݞ۫ ݟంߘ ణంڝ కࡖ࢘ 1  కం݄ మనం  ప޶ఎం ,ࡏ ऱ࣒ xdx x x ڴ ߖ ࠑ 1  t 
ఎం۪ڕం݄ అ࠳ 1 ڴࡏߝ ޴న࣒ 1 ࠑ ࣋ए छ x dx dt.޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړ ࡛
 ఇకए డ కߧߖంచడం ڒ ޶ࡶబܽद మ࠾ࡍ మనం ࠴దట ࡓ ߖߖ޳ం࢑ ڴࡱڴ࠙ ݡడܽھद, ఒకڴݟ࢑ ߖߖ޳ l  
ఉంۨ, ࠳న࣒ ఒకܽ ࢘ڴࡏ ఉంచంݟ, త޳छ ప  ߖߖ޳ మనం ࡌ ऱ࣒  వࠑ ߤ అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ  మ࠾ࡍx x x x dx 
छ޳ ߖߖ޳ ండవ ࠙గంࡓ న࣒ 1 పవ࡛  ప࠳ ࡌ ऱ࣒ छ޳  ݟంచం߭ ړ1  ओߩఇ ࡌ  దట ఈ xe x x x dx࠴ ࠭࠲ ݡ
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ऒߖڒరڒ ండవࡓ  ఎࡗ޶ए వܼړߖ ऴపయޒऒ फࣃ ࠭ మ࠾ࡍ  ప ऱ࣒  వߖڜ ߖ ࠑ ߤऒ x x ڴ ࡽࠋయࡍ࢘ తफڜ  t
ఎం۪ڕంܼ࠭, త޳छ ए࣋ ࠑ ߤన࣒ వ࠳ ఒక ࡌ छ फ ࣋ए࣋۫ ڴऴగతफ܉ ߖߖ޳ ߘߝ ,సࠪనం ړ ࡛ छ ࡛ x dx dt x 
వࡵ ఉంܿంߘߝ  ޴ ఈ ڒరߖڒऒ  ۫࣋फ ఇకए డ ࠳న࣒ ఒకܽ ࣋ए छ x dx dt ڕߕ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ ࡛ x 
࣋ए छ x x ,޴ఉంܿం ࣄంచవలڵ࠙ ޜ ంۨށڷ ߘߝ ఏࠫటం݄ ޴ంࣄయవలۯ ߘߝ బܽदڒ ޴फంࣆఇ ߖన࣒ 1࠳ ࡛
త޳छ ऒߖڒరڒ ఆ ߘߝ ࡌ  ߰ందగలߗڒ ߘ అ޴ అ޴ ఈ ࣾణంࡹ ఉనऒ ఇకए ޴ డ ڒ ޶ࡶబܽद ࣃۯ ߘߝफ  ߘߝ ,ߘ
फࣃڵ࠙ ంۨށڷ ऒߖڒరڒ ఆ ,ߘ फࣃڵ࠙ ޜ ంۨށڷ ޜ  ఇకए ߘߝ फ࣋ۯ ࡮అ ,ߘ డ ߰ం޴޻ చޔరऴసం ࠳న࣒ x x x  
फ ࣋ए࣋ށڷ ޜ ߖ1 छ ऒߖ޵ బܽदڒ ࡛ ओߩఇ ߖ ఈ లవం ,ݟడం۫ ڴऴగతफ܉  ऒߖ޵ ࡏࠬ ݟయం࢘࡯޴వ ݦ  x x x x y t
झ࠹݅ ݭంڴం݄ , ఇంܽऴڕࣆޓ ڴ డవ۪ऐ۫ ࡏࠬ ߖగం అ࠙ ࡹతफ ࠙గంڜ ߖࡹ   మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ఈ dt dt 
కएࡅ ࡹ߾  సమऴగత ࣃధङ మޔ࢓ంڒ ޴బܽद ߖ޵ ߘߝऒ ంۨ, xށగࡍప ڴ ߤదܽ ఫంࣾ࠴ ڴ ߤండవ ఫంࣾࡓ 
ఇంܽऴڼషߘ ߤ వࡍ फంపܑ࡯࠻.
 

छ޳ ప  ࠪ ࡌ ऱ࣒  వړ ߤ ߭ంచబޔݡం޴ , ఆ߯ ࡓండవ࠴ ޴దܽ ఫంࣾߤ ఇంܽऴڼషޜ ߤ ఈ ࢑ధంڴ xdx x x 
ఉంచబޔݡం޴, త޳छ e t ޴ంޔ࢓ऱ అࡏࣃ రకంڒ తफం࠴ ఈ ࠾ࡍమ ޴ంޔڷࡏ߭ ړ పవ࡛ ޴ఇ ࡌ dx dt 
కएࡅ నݟంచబ߭ ړ బܽद పవ࡛ڒ  ఏڔకరణ అ޴ߝ పవ࡛ ړ ߭ంచబݟన ޜߖ޳ సࠪనం ڒబܽद అړ ޴t e ah e t e
߭ంచబޔݡంڒ ޴బܽद ఇ޴  ప ऱ࣒  వړ ࠑ ߤ ߭ంచబޔݡంڴݟ࢑ ߖߖ޳ ࡏࠬ ,޴ గށంۧ࠳ ࢐޳ , ࡯న࣒ 1 x x x 
छ޳  ړ ࠑ పవ࡛  ప ࡌ ऱ࣒ छ޳   ప  ޴ంޔݡంచబ߭ ړ పవ࡛ ޴ఇ ,޴ంޔݡంచబ߭ ړ ࡌ ऱ࣒  x 1 xe x 1 xdx e x 1 
छ޳ ङޑऴప ߖ ࡌ ࠪऒ యం ۯయడం ޳छ ందవ۪ऐ߰ ࡌ ऒߖ޵ బܽदڒ , కएࡅ ߖ޳ దܽ࠴ ࡏࠬ  ऒߖ޳ࠡ న࣒࠳   x 
एړࡵ ڴݟ࢑ ంۧ࡯ , ఆ߯ మࢁऱ ఏڔకరణࡏࠬ ߘ ߰ంࡏޑ޶.
  ఇ అߖࡌڒ߅ऒ  ߭ంచంݟ  ఇߩओ ऒߕఉ ࡮ښఒ అ࢑ ,ݟడం۫ ڴऴగతफ܉ ߖ࢐ܽ ݡ  బܽदrx plus 1 by xdxڒ ࠼
ఇ޴ ర޶भ ۯయబݟం޴, ࣾࠫంచంࣄ ߘߝ ,ݟबర࠳న సࠬకరߖހऒ ओࡹڝ   ޜݟࡏఈ సహచ ޴క ఇߘక ,ߘ࠻
సࠪనంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ కߘక ఇ޴ పవ࡛  ప ऱ࣒ छ޳ 1  ప  ࡌ ऱ࣒ నڵࡍ߭ ړ  ऱܿ కߧߖ फ࣎ ం޴ xe x x c
ऴపޑङ ࠪऒ ऒߖڜ ࡱ࠻ झࡽࠋయࡍ࢘  ओࡏࠪ   ఈ సమऴڴల࡮࠮ ߘङ ంకనం ۯయడంڕࠪ ࡹ సࣔయపݟం޴ 
మࡏߝ ࠭࠲ ࠾ࡍऐ ऒߕڕ ࠭ మߖ࢐ܽ ࠾ࡍ మనڕ ࣏కరङ వంత࠳న ࡐపంړࡹ ఎࡏࠪ ࡮ऐ వ۲ऐڝ  ࠭࠲ 
రछߖ ڴలభంࣆ మనం ޴ఇ ,࠭ࢡ۫ ࣕంచగల࠭ ڒబܽद ఆࣣ ࠭࠲ ޜߖ޵ ఈ ఉపߕङ సం ࠭ڵంۧ࠭ ah  
మߖࡍऒ  సమసङ లޜ ऴڔߦ द࣒ ధనङ ݟఉండం ڴఖంࣆ ڕࠬ ޜࡍ࢐ ࠾ࡍమ ݟయంۯ   ࡱ޳࢐
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